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Resumen

En este trabajo se analizan la validez y los alcances de la definicion de esperanza
matematica y las condiciones formales que debe satisfacer la funcion de utilidad a fin de
garantizar la validez del criterio de optimizacion basado en la maximizacion de la utilidad
esperada. En particular, se realiza un analisis critico de las justificaciones de la aparente
preferencia por la violacion del axioma de independencia de Von Neumman-Morgenstern
y una correccion a los postulados del teorema de Menger a partir de las funciones de
preferencias suavizadas.
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Abstract

The purpose of this paper is to analyze the validity and scope of the definition of expected
value as well as the formal conditions that the utility function must satisfy to ensure the
validity of the optimization criterion based on expected utility maximization.

In particular, it is performed a critical analysis of the reasons for the apparent preference
for violation of the Von Neumann-Morgenstern's axiom and a correction to the postulates
of Menger's theorem about smoothed preference functions.
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1. INTRODUCCION

Como resumen de las influencias de Cardano y Pascal, Christian
Huygens —asimilando el contenido de un contrato aleatorio a un juego e
interpretando la equidad como la propiedad que garantiza iguales
expectativas de ganar para todos los jugadores— introdujo el concepto
de esperanza matematica, entendida como la apuesta que cada uno de
ellos estaria dispuesto a arriesgar para acceder a un puesto en el juego
y definida como la posible cantidad de ganar por cada jugador
multiplicada por la probabilidad de ganarla.

Los planteos conocidos como la apuesta de Pascal y el quinto problema
de Niklaus Bernoulli, en los que la esperanza matematica es infinita,
dieron origen a aparentes paradojas relacionadas con esta definicién.
Segun se vio, desde un punto de vista estrictamente probabilistico, se
puede concluir que el hecho que la esperanza matematica sea infinita y
que, en consecuencia, se deba integrar idealmente una suma infinita
para participar en un juego no constituye ninguna paradoja. En
realidad, las presuntas paradojas surgen de la interpretacion
operacional del juego, la cual implica una violacién, en la practica, de
la condicién fundamental de equidad provocada por la discrepancia
entre la definiciéon de Huygens y el considerado como comportamiento
racional del jugador.

Para resolver esta diferencia entre la interpretacion matematica de la
expectativa y lo que indica el sentido comun, los probabilistas clasicos
intentaron numerosas soluciones, todas concebidas a partir de
definiciones objetivistas de la probabilidad. Unas, centradas en la
decisién del jugador, estuvieron dirigidas a la evaluacién de una
apuesta aceptable de acuerdo con la definicion de esperanza
matematica; otras, vinculadas con la estructura del juego, se basaron
en reinterpretaciones de la distribucion de probabilidades,
consideraciones acerca de la duracion del juego y redefiniciones de la
funcion de pagos de acuerdo con los conceptos de funciéon de utilidad y
de esperanza moral introducidas por Gabriel Cramer y Daniel
Bernoulli, y estuvieron dirigidas a justificar la finitud de la esperanza
matematica del jugador.

La sustitucion del principio de razon insuficiente por la ley de los
grandes numeros como fundamento del concepto de valor esperado
debida a Von Mises es continuada, en este trabajo, con el analisis de
las soluciones propuestas en el siglo XX, dirigidas a especular acerca
de la posibilidad de interpretar la esperanza matematica como una
expresion cuantitativa neo-bernoulliana que involucra una definiciéon
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neo—niklausiana de la probabilidad como grado de creencia (personal) o
una teoria neo—daneliana del valor.

2. LA AXIOMATICA DE VON NEUMANN Y MORGENSTERN

Asi como las soluciones neo-niklausianas estan dirigidas al analisis de
la interpretacion de la nocién de probabilidad a fin de justificar el
comportamiento de los jugadores en las paradojas que genera la
definicion de esperanza matematica, las soluciones neo-danielianas
estan relacionadas con el establecimiento de las condiciones necesarias
y suficientes para poder asegurar la validez del criterio de optimizacién
para la determinacién del orden de preferencias basado en la
maximizacién de la esperanza moral.

A partir de este modelo de maximizaciéon de la esperanza moral,
generalmente aceptado como representativo del comportamiento del
jugador, Von Neumman; Morgenstern (1953), partiendo de la nocion de
“conjunto de indiferencia” como aquel formado por las combinaciones
de utilidades posibles que no generan preferencias entre si, definieron
una funcién de utilidad cardinal que preserva el orden (lineal) de las
preferencias, valida sé6lo bajo ciertas condiciones resumidas en el
siguiente sistema axiomatico, al que se puede considerar como el
fundamento sobre el que se desarrollo la teoria neo-danelliana del
valor:

Axioma 1: los conjuntos de indiferencia estan estrictamente ordenados
de acuerdo con una relacion de preferencias que satisface las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Axioma 2: si existe una relaciéon de preferencia entre las utilidades y; e
Y2, entonces existe la misma preferencia entre las utilidades y,p e y,p.

Axioma 3 (de aditividad): si existe una preferencia entre y;e y,,
entonces existe la misma preferencia entre la apuesta a integrar para
participar en un juego cuyos resultados posibles son y; (con
probabilidad p) e y (con probabilidad 1- p) y otra apuesta para
participar en un juego cuyos resultados posibles son y, (con
probabilidad p) e y (con probabilidad 1- p).

Axioma 4 (de independencia): si existe una preferencia entre y, y una
apuesta (r;) para participar en un juego cuyos resultados posibles son
y1 (con probabilidad p;) e y (con probabilidad 1-p,), entonces existe la
misma preferencia entre una apuesta r, para participar en un juego
cuyos resultados posibles son y, (con probabilidad p,) e y (con
probabilidad 1-p,) y otra apuesta para participar en un juego (una
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loteria bi-etapa) cuyos resultados posibles son el billete de loteria (ry)
(con probabilidad p,) o y (con probabilidad 1-p,)?.

Los tres primeros axiomas implican, esencialmente, el supuesto de la
existencia de una funcion de preferencias continua en las
probabilidades. El ultimo axioma, que es condicién necesaria para
lograr la no-condicionalidad de la probabilidad, esta vinculado con los
supuestos de monotonicidad y linealidad de la funcién de preferencias
en un conjunto de distribuciones de probabilidades.

La condicién de linealidad en las probabilidades determina una doble
implicaciéon entre el cumplimiento del axioma de independencia y el
criterio de decision basado en la maximizacién de la esperanza moral.
En otros términos, la condicién de linealidad implica que el axioma de
independencia constituye una condicién necesaria y suficiente para
justificar el criterio de seleccion de las preferencias mediante la
maximizacién de la utilidad esperada?. En la primera parte del Axioma
4 la comparacion es entre E;(Y) =y, y:

EX)=nrn=ypi1+y,01—p) = (= y2)pr1 + ¥

En la segunda comparacion es entre:

ES(Y) = ¥p2+ y(1—p) = (2= V)P + ¥

E;(Y)=1p,+y(1—py) = (mp1+y(A —p))p2 +y(1 —py)
=1 —Y)pip2 +y

De modo que, si el jugador prefiriera E*;(Y) a E*,(Y) (E*,(Y) a E*(Y)),
deberia preferir E*;(Y) a E*4(Y) (E*.(Y) a E*3(Y)). Es decir, si se
verificara que y, > y;p; + y(1 —p;), entonces se deberia verificar que
Y2 > y1P1 + Y2 (1 —p) (1 <2 <Y).

Con respecto a este criterio de optimizaciéon basado en los momentos de
primer orden, debe tenerse en cuenta que, en general, la utilidad
esperada es una funcién de la sucesién completa de momentos de la
distribucion de probabilidades. De modo que si, por ejemplo, la funcién
de utilidad es cuadratica, el calculo de la utilidad esperada involucra la
esperanza matematica y la varianzad y, por lo tanto, invalida la

1 Si bien este axioma no figura en Von Neumann;Morgenstern (1953), se puede
considerar como implicitamente contenido en su formulacién preaxiomatica (ver
Malinvaud (1952)). Una mencién previa de este axioma puede ser hallada en Marshak
(1950), Manne (1952) y Samuelson (1952).

2 Ver Luce; Raiffa (1957).

3 Ver Markowitz (1959), Tobin (1958) (1965).
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definicion de la regla de seleccion de las preferencias basada
exclusivamente en el valor esperado. En términos mas generales
Markowitz (1959) y Richter (1960) demostraron que si la funciéon de
utilidad esta definida por un polinomio de grado k, entonces deben ser
considerados los k primeros momentos naturales; y que si dos
distribuciones difieren en todos esos k momentos, la definicion del
orden de preferencias requiere el conocimiento de las magnitudes y de
los signos de las k derivadas de la funcién de utilidad (lo cual implica
la consideracion de un conjunto de restricciones sobre dicha funciéon
que produce inevitablemente una pérdida de generalidad en los
resultados)?.

3. LAS VIOLACIONES AL AXIOMA DE INDEPENDENCIA
3.1. La paradoja de Allais

El primer contraejemplo a la axiomatica de Von Neumann-Morgenstern
fue introducido por Maurice Allais (1953a)(1953b)(1979). La mal
llamada paradoja de Allais constituye una prueba de que el cuarto
axioma, en la practica, tiende a ser violado sistematicamente,
generando un comportamiento de los jugadores frente al riesgo
inconsistente con la linealidad de las preferencias en las probabilidades
y la ya mencionada hipotesis de maximizacion de la utilidad esperada5.

Allais propuso el siguiente problema: sean dos loterias de 100 ntiimeros
cada una. Una (L;) en la que todos y cada uno de los nimeros posee un
premio de 100 millones; y otra (L,) en la que 10 nimeros poseen un
premio de 500 millones, 89 poseen un premio de 100 millones y un
numero posee un premio igual a cero. Sean, por otra parte, otras dos
loterias de 100 numeros cada una; una ( L;) en la que 11 numeros
poseen un premio de 100 millones y cada uno de los 89 restantes
poseen un premio igual a cero; y otra ( L), en la que 10 numeros
poseen un premio de 500 millones y cada uno de los 90 numeros
restantes posee un premio igual a cero. ¢Cuéal de las dos alternativas
elegiria en el primer caso y cual en el segundo caso?®

4 Un ejemplo de la debilidad de los métodos que involucran comparaciones de valores
esperados y varianzas exclusivamente para funciones de utilidad de grado k > 2 es la
definicién de la frontera eficiente de Markowitz.

5 Reconocer que la llamada paradoja de Allais constituye una suerte de evidencia
empirica de que el cuarto axioma tiende, en la practica, a ser violado habitualmente
implica reconocer que no genera un contraejemplo respecto del mismo, sino que
representa un razonable sistema alternativo de preferencias.

6 Ver Morrison (1967), Raiffa (1968).
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De acuerdo con el axioma de independencia, si el jugador prefiriera L, a
L,, entonces deberia preferir L; a L,. No obstante, las personan a
quienes se propuso el problema, en manifiesta contradicciéon con el
comportamiento acorde con el criterio de optimizacion basado en la
maximizacion de la esperanza moral, prefirieron mayoritariamente L,a
Ly7.

3.2. La utilidad esperada subjetiva

Una justificacion de esta aparente preferencia por la violacion del
axioma de independencia puede atribuirse a que este se basa en el
supuesto que las ganancias o utilidades posibles existen sobre un
conjunto de probabilidades clasicas (objetivas), que consideran que el
mecanismo fisico que genera la aleatoriedad incluye en forma simétrica
todos los resultados posibles, son univocamente identificadas e iguales
para todos los jugadores.

A este respecto, Kahneman;Tversky (1979) propusieron: i) un sistema
general de “ponderaciones de decisién”, segiin el cual las asignaciones
realizadas por el jugador son representadas como una funcién
(m(p;) )de la correspondiente probabilidad clasica de Von Neumann-
Morgenstern?; y ii), un sistema de ponderaciones (v(x;))que representa
el valor atribuido por el jugador a cada ganancia posible (x;).

La funcién n(-), que es creciente con respecto a p (con 7(0) =0y (1) =
1), a pesar de su apariencia, no puede ser considerada una
probabilidad subjetiva, en la medida que en general la suma de las
ponderaciones asociadas a eventos complementarios resulta menor a la
ponderacién correspondiente a un evento cierto, n(p) + (1 —p) <1, es
decir no satisface la condiciébn de coherencia. Este sistema de
ponderaciones, conocido como de “sub-certeza’, intenta representar la
tendencia del jugador a subvaluar los resultados inciertos respecto de
aquellos ciertos (una actitud que conduce al supuesto de aversion al
riesgo en un sistema de preferencias que incluya ganancias ciertas y de
propensiéon al riesgo en un sistema de preferencias que incluya
pérdidas ciertas).

La combinacién de ambos sistemas de ponderaciones (z(P;) Y v(x;)) dio
origen a un modelo denominado de “utilidad esperada subjetiva”

7 Debe tenerse en cuenta que el experimento de Allais no es un caso aislado. Resultados
similares pueden ser hallados en las experiencias realizadas por Kahneman; Tversky
(1979), Hagen (1979) y MacCrimmon; Larsson (1979).

9 El reemplazo de las probabilidades clasicas por el sistema de “ponderaciones de
decision” se debe, en realidad a Edwards (1953)(1954a)(1954b)(1962).
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dirigido a maximizar una “esperanza moral subjetiva’” (EMOS), definida
como E**(y(x)) =Y y(x)n(p) . A fin de simplificar el analisis y, de
acuerdo con la notacién de Kahneman-Tversky, (y;,p1;Y2,p2) un juego
con dos posibles utilidades no-nulas, y; con probabilidad p, e y, con
probabilidad p, (tales que p;+ p,< 1)y un orden de preferencias de la
forma y, con probabilidad p; e y, con probabilidad p, (tales que
p; + p; < 1) y un orden de preferencias de la formay, 20>y, 6y, <0<
¥, , en el que se supone que las utilidades son conectadas, simétricas,
transitivas y arquimedianas, y sea la siguiente axiomatica:

Axioma 1 (de independencia): la condicion (y,*,p1% Y2 p2) =
5015 Y2°p2") es necesaria y suficiente para poder asegurar que
(Y1, P15 Y2, 02) = (V1,013 Y255 027)-

Axioma 2 (de cancelacidon): si se verifican los siguientes 6rdenes de
preferencias: (v, p5¥2",p2") 2 (P15 Yyap2) ¥ 015y P 2
1 p"5ye" ") entonces sera (yy,p1; Y2 p2") = (017 P Y P2)-

Axioma 3: si existe un resultado y, con probabilidad p para el cual se
verifica el orden de preferencias (yy,p1;¥2,02) = V,p) = VP Y25 D027),
entonces existe un resultado y** con probabilidad p** tal que
(yupu Y2 p2"") es indiferente a (y,p).

Se demuestral! que estas condiciones son suficientes para poder
asegurar que existe un Unico sistema de ponderaciones de decision,
(") y de ponderaciones v(:) que satisfacen la siguiente ecuacion aditiva
bilineal:

E™ (Y1, 015 Y2, p2) = m(p)v(y1) + n(p)v(y2)
Ahora bien, debido a que la evidencia empirical? indica que los
jugadores tienden a experimentar una sistematica hipersensibilidad,
que se traduce en una sobre-estimacion de los eventos de baja
probabilidad, las estimaciones de las funciones m (p) tienden a ser
concavas con respecto a p!3. Esta circunstancia y la existencia de

10 Los alcances de modelos previos de este tipo fueron analizados empiricamente por
Fellner (1965) (quien empleo el concepto de “ponderaciones de decisién” para explicar la
aversion al riesgo), Anderson; Shanteau (1970) y Van Dam (1975).

11 Ver Debreu (1960), Krantz; Luce; Suppes; Tversky (1971).

12 Basada en estudios empiricos sobre el comportamiento de un jugador en condiciones
de incertidumbre que comenzaron con los experimentos de Preston; Baratta (1948),
Griffith (1949), Edwards (1953)(1954a)(1954b), Sprowls (1953).

13 Esta concavidad se verifica habitualmente para las ganancias y la convexidad para las
pérdidas y, en general, es mas empinada para las pérdidas que para las ganancias. La
pendiente de las tangentes de la funcién n(-) en el intervalo (0,1) puede ser interpretada
como una medida de la sensibilidad de las preferencias ante variaciones en la
probabilidad.
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aparentes discontinuidades de m (¢) en los extremos del intervalo (0,1)
generadas por la limitacién natural en la seleccién de una ponderacion
de decisiébn extremadamente pequena o de una ponderacién muy
proxima a la unidad, permiten concluir que el comportamiento de la
funcién © (¢) no resulta aceptable en los extremos del intervalo.

Ademas, el hecho que la no-linealidad der (p) no esta caracterizada
exclusivamente por la forma de la funcién de utilidad implica la
imposibilidad de la aplicacién de los principales resultados de la teoria
de la utilidad esperada (como por ejemplo, la caracterizaciéon de la
aversion al riesgo y la condicién de monotonicidad). El tinico caso de
vigencia del principio de maximizacion de la utilidad esperada sera,
obviamente, cuando 1t (p) = p .

Por otra parte, dados dos juegos de la forma (y;,p1; V2, 02) ¥ V1, P13 V2, 03)s
donde p, +p, =p; +p; <1, en la medida que para cualquier jugador
ambas alternativas sean indiferentes, se podria concluir que n (p;) +
m(p,) =n(p") + m(p;), pero este resultado seria valido s6lo en el caso
en que 7 (¢) fuera una funcién identidad. Una condiciéon que constituye
un contraejemplo a los postulados del modelo de la utilidad esperada
subjetiva, debido a la combinaciéon de las ponderaciones de las
probabilidades de los juegos con utilidades iguales y a la imposibilidad
de demostrar que © (p, + p,) =1 (p1) + 1w (p,).

La imposibilidad del modelo EMOS de incorporar la propiedad de
monotonicidad hara que cualquier jugador que intente maximizar
E*”(y(x)) utilizando una funcién =n (p;) no-lineal, necesariamente
prefiera distribuciones estocasticamente dominadas. Sean, por ejemplo,

dos juegos, (y1,p1;¥2,p2) ¥ (V1,p1; ¥2,p3) (donde y; > y, >0, p; > p;, py +
p, =p; +p; < 1), dado que:

E™*(y1,01; ¥2,02) = m(p)v(y1) + 1(p)v(y2) > n(p)v(yr) + n(p)v(y,) =
E(y1,p1; y2,03)

n(p)-n(P1)  v2)
n(pz-m(p2)) ~ v(p1)
maximizaciéon de la utilidad esperada, la alternativa (y,,p;;y,, p,) sera
preferida a (yi,p1;¥2, p3). Pero, en la medida que y, se aproxime a y,,
n(p1) —m(pi) se aproximara a m(p; —m(p;)) y, COMO p; —pi = —P; =Pz »
se puede concluir nuevamente que la unica forma de asegurar la
validez de este criterio de optimizaciéon es suponiendo que m(-) es una
funcion lineal de p.

o, lo que es lo mismo, que , de acuerdo con el criterio de

Una forma alternativa de justificacion de la violacion del axioma de
independencia de Von Neumman-Morgenstern, debida también a
Kahneman-Tversky, se basa en los experimentos que permiten
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formular la siguiente regla empirica para el caso particular de los
resultados posibles (denominada “efecto certeza” o “efecto coeficiente
comun” de acuerdo con la nomenclatura de MacCrimmon, Larson
(1979)14): si una utilidad y,, con probabilidad p;, es equivalente a una
utilidad y, con probabilidad p,p,, entonces la utilidad y;, con
probabilidad p,p;, no sera preferida a la utilidad y,, con probabilidad
p1p2p3 (0 < pipops < 1). Es decir, si n(p)v(y,) = n(p1p2)v(y2), entonces

(P )v(y1) = t(P1p3)v(y1) < T(P10203)v(YV2) y, por lo tanto Moipe)

n(p1)
%. En otros términos, contrariamente a lo postulado por el
1P3

axioma de independencia, para un cociente de probabilidades dado, se
verifica que el cociente de las correspondientes ponderaciones de
decision sera mas proximo a la unidad cuanto mas se aproximen a cero
las probabilidades son bajas. La condicién necesaria y suficiente para
que se verifique la condicién, conocida como de subproporcionalidad,
es que 7(-) sea una funcion convexa del logaritmo de p. Se demuestrals
que la subproprocionalidad asociada a la sobre-estimacion de las
probabilidades préoximas a cero implica la ya mencionada sub-
aditividad de mw(+); es decir, que si n() es monéotona y continua en el
intervalo (0,1) y tal que w(p,) >p, y se verifica la condicion de
subproporcionalidad, entonces m(p;p;) > p,m(p1) (O < p,< 1).

3.3. La axiomatica de Handa

En este ambito del modelo de la utilidad esperada subjetiva, Handa
(1977) propuso una axiomatica alternativa a la de Kahneman-Tversky
y una teoria asociada con el objetivo de intentar una justificacién mas
adecuada a la violacion axioma de independencia a partir de los
resultados del experimento de Allais:

Axioma 1: dadas dos variables aleatorias unidimensionales Y; e ¥,, que
representan sendos conjuntos de utilidades posibles, con dominios
Q) = i1, 12 woV1ng 3 Y QY2 = {(¥21, Y22, -, Yan,} Y con asignaciones de
probabilidades w(p;;)(i = 1,2,..,n; € w(py) (i = 1,2,..,n, respectivamente,
las preferencias de un jugador son funciones de los valores y;;(i =
1,2,..,n; e y,u(i=12,..,n,) y de sus respectivas asignaciones de
probabilidades exclusivamente.

Axioma 2 (de ordenamiento completo): sean tres variables aleatorias,
1, o), (e} (Y2, Q) n(p2)}  y  {13,Q(Y3),m(ps)}, donde Q(YJ) =

14 Un caso particular de este efecto es la paradoja de Bergen (ver Hagen, 1979).
15 Kahneman; Tversky (1979).
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{yjl,yjz,...,yjnj} y n(pﬁ)(i =12,..,n;j = 1,2,3). Entonces: i) se verificara
que {V;} no es preferida a {Y,} o {¥,} no es preferida a {¥;} y ii) si {¥;} no
es preferida a {¥,} e {Y,} no es preferida a {Y;}, se verificara que {¥;} no
es preferida a {Y;}.

Axioma 3 (de continuidad): si {Y;,Q(Y;),n(p;)} no es preferida a
{12, QUY2), m(p)} e {Y2,Q(Y2), m(p)} no es preferida a {Y3, Q(Y3), m(ps)},
entonces existe un Unico valor O < ¢ < 1 para el cual {Y,, Q(Y,),n(p,)} es
indiferente a {cY;, Q(cY;), m(p)} + {(1 — 0)Y5, Q((1 — c)Y3), m(p3)}

Axioma 4 (de independencia): si cada valor de la variable aleatoria
unidimensional {Y,Q(Y) = {y, V2, ., Vn, T(p1)({ = 1,2,...,n)} es indiferente
para un  jugador para cada  valor de la  variable
Y- =5y oy T(p ) =1,2,...,n)}}, entonces la variable
aleatoria {Y,Q(Y),n(p)} es indiferente respecto de la variable {Z =
S, Q2), 1.

Axioma 5: la condicién necesaria y suficiente para que la variable
{Z, = c¥;,Q(Z,), n(p,)} no sea preferida a {Z, = c¥,,Q(Z,), w(p,)}(c > 0) es
que {Y;,Q(Y;),7(p,)} no sea preferida a {Y,,Q(Y;),7(p,)}, siempre que los
niveles de utilidad esperada sean de una magnitud tal que no puedan
alterar la situacion del jugador.

Obsérvese que, contrariamente al Axioma 2 de Von Neumman-
Morgenstern, en el que la continuidad es en las distribuciones de
probabilidades, en el Axioma 3 de Handa la condiciéon de continuidad
es en las utilidades.

El Axioma 4 se funda en los principios: i) que cualquier combinacion de
resultados y probabilidades es indiferente con respecto a una cantidad
cierta y que esta cantidad es independiente de las cantidades ciertas
que resultan indiferentes con respecto a los otros resultados y ii) que la
cantidad cierta generada por la agregacion de las cantidades ciertas
que resultan indiferentes con respecto a la combinaciéon de resultados y
probabilidades es indiferente con respecto a la utilidad esperada total.

De acuerdo a la nomenclatura de Handa el axioma de independencia
de Von Neumann-Morgestern puede ser expresado de la siguiente
forma: dadas dos variables aleatorias Y; y Y, ambas con dominio
Q) = Q) = {(y1,¥2,--,¥n} ¥ funciones de probabilidades {p;1,p12, -, P1n}
¥ {p1, D2 - Pn)}, respectivamente, la condicion que {Y;, Q(Y;),p(¥;)} no sea
preferida a {Y,Q(Y),p(Y)} es necesaria y suficiente para poder asegurar
que la varialbe que representa los resultados de una loteria “bi-etapa”
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{Y,Q(YD), cp(Y1); Y5, Q(Y,), (1 —¢) p(Y,)} no es preferida a la variable
{V, ), cp(Y); Y2, Q(Y2), (1 — ¢) p(¥2)} (0 < c < 1)16.

Al considerar Y, como un vector nulo y tomando en cuenta sélo las
utilidades esperadas que incluyan un resultado no-nulo, este axioma
asume la siguiente forma: que {¥;,Q(Y;),m(p(¥;))} no sea preferida a
{v,a),n(p(Y))} es condicibn necesaria y suficiente para poder
asegurar que {Y;,Q(Y,),p*'n(p(Y1))} no es preferida a {Y,Q(Y),p" n(p(Y))}.
Lo que permite concluir que la diferencia entre las axiomaticas de Von
Neumann-Morgenstern y de Handa no radica en la condicién de
independencia, sino entre esta versiéon del Axioma 4 de Von Neumann—
Morgenstern y el Axioma 5 de Handa.

Como se mencioné mas arriba, de acuerdo con el Axioma 5, la utilidad
esperada del resultado y(x;) puede ser expresada como y(x;)m(p;), lineal
en y(x;). Por su parte, como se vio en la secciéon 3.1, en el Axioma 4 de
Von Neumann-Morgenstern, esta utilidad esperada puede ser
expresada como g[y(x;)]]m(p;), lineal respecto de las ponderaciones de
decision m(p;). Esta circunstancia permite concluir que: i) dado el
supuesto de linealidad de las preferencias en las utilidades, la
axiomatica de Handa parece ser mas apropiada para explicar el
comportamiento de los jugadores en los casos en que las utilidades
esperadas involucren probabilidades marcadamente diferentes y, en
consecuencia, parece lograr una justificacion consistente de los
resultados del experimento de Allais, respecto de la violacién del
Axioma 4 de Von Neumann-Morgenstern y ii) la condicion de linealidad
que supone este sistema axiomatico permite demostrar que la funcién
de preferencias del jugador se rige por la maximizacion de la esperanza
moral E*(Y) =Y, y(x;)7(p;) y que esta solucion es Uinical”?.

3.4. La dominancia estocastica

De las consideraciones expresadas en las secciones precedentes se
puede concluir que la cuestion fundamental inherente a la controversia
entre la axiomatica de Von Neumman-Morgenstern y el planteo de
Allais se refiere a la cuestion de la preservaciéon del orden de
preferencias entre un evento cierto y uno incierto cuando ambos se

16 Esta puede ser interpretada como una variable que, con una probabilidad p~,
proporciona los resultados posibles 11, Y120 o0 Yant con probabilidades
P11, P12 P12} QP =1) y, con una probabilidad (1 —p*), proporciona los resultados
{¥21, Y22, -, Yan} con probabilidades {p,q, P2, P2n} OiP2i = 1) o, alternativamente como una
variables simple con dominio {yi1,¥12, -, Y1 Y21, Y22, -, Yon} ¥ funcion de probabilidades
P P11, 0" P12s -+ P P1ns (1 = PIP21, (1 = PIP22s s (1 = PIP2n 3} B0 ™Pri + Zi(1 — PPz = 1).

17 Ver Handa (1977).
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transforman en inciertos. Un problema que Friedman-Savage (1948)
transformaron en la cuestion de la preservacion del orden de
preferencias entre sendos pares de eventos ciertos e inciertos!s.

De acuerdo con el planteo de Friedman-Savage, si el jugador asigna a
los posibles resultados (y, e y,) las probabilidades p; < p,, segun el
axioma 4 de Von Neumann — Morgenstern, deberia ser:

E;(Y) =y:(1 —py) + y2p2 > (1 —p)ys + y2p1 = E{(Y)

lo que permite concluir que, dados dos juegos con iguales ganancias, el
jugador preferira aquel al cual le haya asignado la mayor probabilidad
de ganar.

En términos generales, sean i) una variable aleatoria unidimensional y
que representa el conjunto de wutilidades posibles, con dominio
QYY) ={y1, ¥ -, ¥}, tal que sus valores observan el siguiente orden
yi > ypsii>j yii) dos distribuciones de probabilidades sobre dichos
resultados, py; y py; , tales que py; > pyi (i = 1,2, ...,k = 1), P1x > Do ¥ P2 =
pu(i=k+1L,k+2,..,mi#j), de modo que Fy(yp_1) =251 py<

iD= k1) ¥ Ziie1Pr = Ll P2 Y, €N consecuencia, que
F,(yp) < FL(yp)(h =12,..,n). Se dice entonces que la distribucion {p,;} es
estocasticamente dominante de primer orden respecto de {p,;} y se
demuestra que dichas distribuciones permiten definir un orden de
preferencias basado en las esperanzas morales,
E;(Y) = X vip2i > Die1Yipu = E{(Y), no importa la forma de la funcién
de utilidad.

Con un razonamiento similar al utilizado en la de primer orden, se
demuestra que la condicién necesaria y suficiente para poder asegurar
la dominancia estocastica de segundo orden es que el area bajo una
funcién de distribucién sea mayor o igual que el area bajo una funcién
de distribucién alternativa. Es decir, que la condicion necesaria y
suficiente para poder asegurar que la distribucion {p;;} es
estocasticamente dominante de segundo orden respecto de {p,;} es que
X1 B4y < Xy Fi(7)Ay; (para todo k < n), donde Ay; = yiq =¥ >0
e y, es el ultimo valor posible del dominio Q(Y).

De la misma forma, dada una funcién de utilidad y(x), continua y con
primera derivada continua y positiva en el intervalo [x;;x,], dos
funciones de densidad ¢,[g(¥)] ¥ ¢2[g(y)] sobre un intervalo finito Q(Y)
y las correspondientes funciones de distribucion G,(y) y G,(y), se

18 En este texto se utilizara la denominacion “evento cierto” -introducida por Kolmogorov
(1933)- a pesar de entender que encierra una evidente contradiccion en el sentido que
esta expresion no satisface la propiedad esencial de eventualidad.
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demuestra que, si ¢,[g(y)] es estocasticamente dominante de primer
orden respecto de ¢,[g(y)], entonces ¢,[g(y)] sera débilmente preferida
a ¢1[g(y)]. Es decir, si se verifica que G,(y) < G,(y) (para todo x € Q(X)),
entonces sera E;(Y) = E{(Y). De la misma forma, se demuestra que la
condicién G,(y) < G1(y) (para al menos un valor de y) es necesaria y
suficiente para poder asegurar que ¢,[g(y)] sera estrictamente
preferida a ¢,[g(y)] y, por lo tanto que E;(Y) > E;(Y). Viceversa, si
¢,[g(¥)] es preferida a ¢,[g(y)] para toda funciéon de utilidad, entonces
¢,[g(¥)] es estocasticamente dominante de primer orden respecto de
¢2[9(»)] vy, en consecuencia E;(Y) > E{(Y). La condicién necesaria y
suficiente para la preferencia estricta es que las distribuciones

b9y $2[g(¥)] no sean idénticas.

Dado que las variables y°(s=13,5..;y € QX)) son funciones
monoétonas, se puede concluir en forma inmediata que, si ¢,[g(y)] es
estocasticamente dominante de primer orden respecto de ¢,[g(y)],
entonces todos los momentos naturales de orden impar de la
distribucion ¢,[g(y)] son mayores o iguales que los respectivos
momentos de ¢,[g(y)]. En particular, si el dominio Q(Y) incluye
solamente valores no-negativos, entonces todos los momentos
naturales de ¢,[g(y)] seran mayores que los correspondientes
momentos de ¢;[g(¥)]. Por el contrario, la condiciéon de dominancia de
segundo orden no impone ninguna restriccion sobre las magnitudes
relativas de los momentos de orden superior.

Asimismo, si se considera una funcién con utilidad marginal no-
creciente, mas precisamente una funcion de utilidad con derivada de
primer orden continua y positiva y derivada de segundo orden continua
y no-positiva en un intervalo [y;,y,] ( es decir, una funcién
representativa de una aversién débil al riesgo), se demuestra que la
condicién necesaria y suficiente para poder asegurar que ¢,[g(y)] sera,
al menos, tan preferida como ¢;[g(y)], es decir que E;(Y) > E{(Y), es
que fyy1 G,(uw)du sfyyl G,(u)du (para todo y € Q(Y)); viceversa, se puede
asegurar que una distribucién es estocaticamente dominada de
segundo orden con respecto a una alternativa cuando genera una
esperanza moral mayor para todas las funciones de utilidad que
suponen utilidad marginal no—creciente!9.

19 El concepto de dominancia estocastica fue introducido en el ambito del analisis de
riesgo por Hadar; Russell (1969), Hanoch; Levy (1969) y Rothschild;Stiglitz (1970).
Inmediatamente después, fundamentalmente por obra de Atkinson (1970), Sen (1997) y
Shorrocks (1983), se extendi6 al estudio de la distribucion del ingreso y a su relacién con
los indices de desigualdad de Gini, Theil y Atkinson. Para un tratamiento estadistico de
la dominancia estocastica, ver McFadden (1974), Anderson (1996), Davidson; Duclos
(2000), Barret; Donald (2003)(2004), Linton;Maasoumi; Wang (2003), Crawford (2005).
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En general, la condiciéon necesaria y suficiente para poder asegurar que
¢1[g(¥)] es estocasticamente dominante de orden j respecto a ¢,[g(¥)]
es que:

y vy Y1

L[G,(] = f f f Gy(Wdu dv, ...dv;_; < L[G,(y)]

Y1 V1 Y1
y vi Y1

= f f f G (Wdudv, ..dvj_; (j = 23,...)

Y1 V1 Y1

Dado que las clases de funciones de utilidad estan anidadas, se puede
asegurar, en general, que la dominancia de un orden implica la
dominancia de los 6rdenes sucesivos.

De acuerdo con estos resultados es de esperar que, como se mencioné
en la seccién. 3.2, todo jugador cuya estrategia de decision se base en
la maximizacion de la EMOS prefiera wuna distribucion de
probabilidades estocasticamente dominada y, viceversa, dado que las
preferencias no son lineales en las ponderaciones de decision n(p) y
que, en consecuencia, la EMOS no satisface la condicién de
monotonicidad, se puede concluir que cualquier maximizacion
individual de la EMOS generara necesariamente una preferencia por
distribuciones dominadasZ20.

Los resultados precedentes permiten concluir, entonces, que en el
ambito de la teoria de la dominancia estocastica, la paradoja de Allais
puede ser justificada si se considera que, en general, el jugador, para la
evaluacion de la preferencia entre L, y L, utiliza una funcién de
utilidad mas adversa al riesgo que la que utiliza para evaluar la
preferencia entre L, y L;. Teniendo en cuenta que L; y L, son,
respectivamente, estocasticamente dominantes respecto a L, y Lj, se
puede concluir que la violaciébn del axioma de independencia se
justifica por la tendencia de los individuos a evaluar la preferencia del
par de ganancias posibles estocasticamente dominante de acuerdo con
una funcién de utilidad mas adversa al riesgo que la utilizada para
evaluar la preferencia del par dominado.

20 “Los jugadores, cuando apuestan, prefieren algunas probabilidades a otras (...) Las
preferencias no pueden ser explicadas mediante la hipétesis de la utilidad esperada’
(Edwards (1962, p. 110)). Ver Preston; Baratta (1948), Griffith (1949), Sprowls (1953),
Nogee;Lieberman (1960).



124 Landro et al. / Cuadernos del CIMBAGE N° 18 (2016) 109-134

4. EL RETORNO AL MODELO DE LA UTILIDAD ESPERADA
4.1. Las preferencias suavizadas

A partir de la evidencia, Friedman-Savage (1948) concluyeron que
existe una preferencia generalizada de los jugadores a participar en
juegos no-equitativos. A fin de explicar esta tendencia de los
individuos, mas alla de la asimilacion de la utilidad marginal
decreciente (creciente) a la preferencia por la certeza (riesgo),
propusieron una funcioén de utilidad compatible tanto con la aversion
como con la propensiéon al riesgo, que se caracteriza por ser: i)
localmente céncava (y, por lo tanto, representativa de una actitud local
de aversion al riesgo) para resultados de bajo nivel?!; ii)
aproximadamente lineal ( y, por lo tanto, representativa de una actitud
local de neutralidad frente al riesgo) en el punto de inflexion; y iii)
localmente convexa (y, por lo tanto, representativa de una actitud de
propension al riesgo) para resultados de alto nivel. Una funcion de
utilidad sugiere una tendencia del jugador a preferir distribuciones de
probabilidades con asimetria positiva e incrementos del riesgo en la
“cola” superior de la distribucién (ver Markowitz (1952))22.

Ahora bien, de acuerdo al teorema de Menger (1934) analizado en la
parte I y la demostracién de Arrow (1974a)(1974b), una funcion de
utilidad no-acotada inevitablemente violara los axiomas de completitud
o de continuidad de la teoria de la utilidad esperada, generando un
problema de incompatibilidad entre la funcién de utilidad y el supuesto
de  comportamiento racional del jugador. Esta aparente
incompatibilidad queda resuelta a partir de la definicion de una orden
de preferencias mediante la utilizaciéon de funciones suavizadas.

Sea ®[0,M] el conjunto de todas las funciones de distribucion de
probabilidades F,(-) en el intervalo [0, M|, sup6ongase que el orden de
preferencias de los jugadores sea completo, transitivo y admita una
representacion mediante un funcional g(-) sobre ®[0,M], se demuestra
que la condicion necesaria y suficiente para que se verifique que
E,(y) =» F(y) en todo punto de continuidad de F,(*) y, por lo tanto, para
poder asegurar la continuidad de las preferencias es que, para toda

21 Esta concavidad de la funcién de utilidad, que implica una actitud de aversiéon al
riesgo, es una consecuencia de la desigualdad de Jensen segin la cual, dada una
variable aleatoria Y y una funcién estrictamente concava g(Y) , se verifica que E[g(Y)] <
glEM].

22 Esta preferencia, que prevalece entre los jugadores con aversiéon al riesgo, es un
corolario de la generalizacion de la definicion de probabilidad de Buffon (1777) (ver
Hirshleifer (1970), Tsaing (1972)).
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funcién continua g(-) en [0,M], f[O'M]g(y)an(y) ﬁf[O'M]g(y)dF(y). Una

condicién que permite asegurar que la esperanza moral f[o ] fO)dF(y)

es continua para toda funcién de utilidad f(y) continua en [0,M] y que
la condicién de diferenciabilidad (es decir, de suavidad) implica que el
funcional de preferencias, g(-) es diferenciable en el sentido de Fréchet

en el espacio ®[0, M] con respecto a la norma || A(F* —F) = |A|d(F,F*)23

Ahora bien, a partir del hecho de que las funciones diferenciables en el
sentido de Fréchet son “localmente lineales” y que, para funcionales de
preferencias sobre distribuciones de probabilidades, la condicién de
linealidad es equivalente a la de maximizacién de la utilidad esperada,
se puede concluir que toda funciéon de preferencias diferenciable en el
sentido de Fréchet puede ser interpretada como localmente
maximizadora de la utilidad esperada. Se demuestra?* ademas que, si
todas las funciones de wutilidad satisfacen la condicién de ser
localmente concavas, entonces las funciones de preferencia pueden ser
consideradas representativas de la aversion al riesgo y, de acuerdo con
los postulados del teorema de Machina (1982) basado en la extension
de Diamond;Stiglitz (1974) del teorema de Arrow-Prat, se demuestra
que la adopciéon de funciones de preferencias suaves es condiciéon
necesaria y suficiente para poder comparar la aversion al riesgo a
partir de las utilidades esperadas.

Se puede concluir entonces que, aun si el axioma de independencia, y
por lo tanto, la hipoétesis de utilidad esperada no pudieran ser
considerados empiricamente validos, sus resultados serian aceptables
si se demostrara que la funcion de preferencias es “suave”. Es decir, se
demuestra que, si el jugador acttia de acuerdo con una funcién de
preferencias “suave”, la teoria de la utilidad esperada resulta robusta
respecto de las violaciones del Axioma 4 de von Neumann—
Morgenstern. Lo que permite concluir que el comportamiento racional
del jugador, contrariamente a los postulados del teorema de Menger,
también es consistente con las funciones de utilidad de Friedman-
Savage convexas en su parte terminal y no-acotadas.

4.2. El término de Arrow Prat

Una forma alternativa de caracterizar actitudes de aversion al riesgo y,
por lo tanto, de representar localmente la forma tipica de la funcién de
utilidad es mediante la utilizacion del “coeficiente de aversion absoluta

23 Ver Rudin (1973), Luenberger (1969).
24 Ver Machina (1982).



126 Landro et al. / Cuadernos del CIMBAGE N° 18 (2016) 109-134

_Yxx(va) (
Y (%,F)
distribuciéon F(-) € ®[0,M]). De modo que, cuanto mayor sea el

coeficiente AP(y,F) para un jugador, mayor sera su intento de reducir
su exposicion al riesgo.

a riesgo” o la “medida de Arrow-Prat™?5 AP(y,F) = para toda

La hipodtesis referida a la tendencia de los jugadores a preferir
pequenos incrementos del riesgo en la “cola” superior de la distribuciéon
(en el sentido comentado en la seccion precedente) genera las
siguientes implicaciones: i) dada wuna distribucion F(y) € [0, M]
entonces AP(y,F) es una funcion no—decreciente de y € [0, M] y ii) dadas
las distribuciones F(y) y F*(y) ambas € [0,M] y tales que F*(y) sea
estocasticamente dominante respecto de F(y) entonces AP(y,F*) >
AP(y,F) (en otros términos, que un ordenamiento parcial de las
distribuciones F(-) en ®[0,M] a partir de la relacion de dominancia
estocastica, implica que AP(y, F) es no—decreciente respecto a F(+)).

Por otra parte, dado que el comportamiento racional del jugador de
acuerdo con la funcién de utilidad de Friedman-Savage supone un
dominio no-acotado de posibles ganancias, es posible definir un
funcional de preferencias sobre un intervalo ®[0,) de todas las

funciones de probabilidades F(-) en el dominio Q = {y € R;x = 0}, de la

forma g(F) = E(li—y) —(0,1)e E€MeY vy una funcién de coeficientes de

Arrow—Prat de la forma

3+y

APOE) = T )T+ 0D + )b @]

Lo que demuestra que, para toda distribucién F(-),AP(y,F) > 0 para los
valores bajos de y, estrictamente decreciente en y y eventualmente
negativa a medida que y crece. De modo que se puede concluir que la
funcion de preferencias, g(-) satisface la primera de las dos
implicaciones que figuran mas arriba y posee funciones de utilidad que
localmente coinciden con la funcién de la Figura 1. Asimismo,
comportamientos estocasticamente dominantes en F(-) generaran
medidas AP(y,F) no-decrecientes, lo que permite concluir que g(-)
también satisface la segunda implicacion.

25 Ver Pratt (1964), Arrow (1965).
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U(x)/

Figura 1

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se han analizado la validez y los alcances de las
definiciones de esperanza matematica y de esperanza moral, y las
condiciones formales que debe satisfacer la funcién de utilidad a fin de
garantizar la vigencia del criterio de optimizacién basado en la
maximizaciéon de la utilidad esperada para definir, en condiciones de
incertidumbre, el orden de preferencias entre posibles alternativas
economicas.

Un analisis cronolégico detallado de las distintas propuestas
metodolégicas permitié concluir:

1. Que, dada una funcién de utilidad definida por un polinomio de
grado k, la definicion del orden de preferencias requiere el
conocimiento de sus k primeras derivadas, lo cual implica la
consiguiente debilidad de los método que involucran exclusivamente
comparaciones de valores esperados y varianzas, como en la definicion
de la frontera eficiente de Markowitz, para funciones de utilidad de
grado k > 2.

2. Que la justificacién de la violacién del axioma de independencia de
Von Neumann-Morgenstern planteada por Kahneman-Tversky, basada
en ponderaciones de decision definidas como funciones céncavas de las
probabilidades clasicas que mno satisfacen la condicién de
monotonicidad, no permite aplicar la teoria de la utilidad esperada.

3. Que, dado el supuesto de linealidad de las preferencias en las
probabilidades, la axiomatica de Handa parece ser mas apropiada que
la de Von Neumann-Morgenstern para explicar el comportamiento de
los jugadores en los casos en que las utilidades esperadas involucran
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probabilidades marcadamente diferentes y, en consecuencia, parece
lograr una justificacion mas consistente de los resultados del
experimento de Allais, respecto de la violacion del Axioma 4 de
independencia.

4. Que, contrariamente a los postulados del teorema de Menger y de la
demostracion de Arrow, segun los cuales una funcion de utilidad no
acotada inevitablemente viola los axiomas de completitud o de
continuidad de la teoria de la utilidad esperada, la definicion de una
orden de preferencias mediante funciones suavizadas permite resolver
el problema de la incompatibilidad entre la funcién de utilidad de
Friedman-Savage y el supuesto comportamiento racional del jugador.

5. Que, si el jugador actua de acuerdo con una funcién de preferencias
“suave”, la teoria de la utilidad esperada resulta robusta respecto de las
violaciones del Axioma 4 de Von Neumann-Morgenstern.
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