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Resumen

En el presente trabajo se considera la posibilidad de construir una visién del
funcionamiento de la economia como una coleccion de estructuras econémicas
diferentes para regiones espaciotemporales distintas y definiendo condiciones
bajo las cuales tales estructuras pueden ser vinculadas unas con otras.
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MATHEMATICAL FORMALIZATION AND CONSTRUCTION OF
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Abstract

In this paper we consider the possibility of building a vision of the functioning of
the economy as a collection of different economic structures for different spatial
regions and defining conditions under which such structures can be linked to each
other.

Keywords: Theories, models, paradigm, formalization, crises.

32


mailto:edalro@hotmail.com

Rodriguez / Revista de Investigacion en Modelos Matematicos Aplicados a la Gestion y la Economia
Afio 3 - N° 3 (2016) 31-60

1. INTRODUCCION

En el presente trabajo se considera la posibilidad de construir una vision
del funcionamiento de la economia como una coleccion de estructuras
econdémicas diferentes para regiones espaciotemporales distintas y
definiendo condiciones bajo las cuales tales estructuras pueden ser
vinculadas unas con otras.

En linea con este objetivo, demostramos que si se supone que la realidad
observable no difiere dentro de un conjunto compacto de eventos es
posible obtener una representacién lineal local de ella y, a su vez, un
mecanismo natural para la minimizacion del error de interpretacion con un
modelo matemético cuando el investigador adhiere a un programa de
investigacion determinado. Esto a su vez, induce un mecanismo natural de
adecuacion de una representacion matematica a otros ambitos de
aplicacion cuando la cantidad de relaciones entre las diferentes variables
relevantes es la misma, independientemente del significado que se les
otorgue.

2. UN MODELO DE REPRESENTACION MATEMATICA DE LA
REALIDAD OBSERVABLE Y SUS LIMITES

Se supone que la realidad observable es representable mediante un
conjunto de relaciones entre conceptos en el marco de un discurso y que
estos conceptos permiten definir un conjunto de variables numéricas.
Denotaremos con X al conjunto donde reside una variable numérica. A su
vez, sea Q el espacio de estados de la realidad observable conformado por
los estados we . Cada estado es una representacion acabada de ella
(puede verse como un conjunto de pardmetros).
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2.1 Formalizacién y minimizacion de discrepancias con la realidad
observable

Llamamos representacion matematica de la realidad (RMR) a la
correspondencia R:Q— T que asigna a cada estado o Q un conjunto
de 1(w) relaciones {Ti(xi<w>),i:1,,,,|(w)} que representan
determinantes o causas de . Cada relacién T.:x ) — x ¥ vincula
conjuntos arbitrarios de variables numéricas X' y x* para cada
i=1...1(w)- Cuando la representacion involucre un mismo conjunto
{Ti (xi),i =1... |} paratodo o e Q, tendremos una representacion general
de la realidad. Si las relaciones T, son funciones, hablaremos de una

representacion funcional de la realidad.

En investigacion tedrica, la aceptacion de realidades que involucren una
cantidad infinita de relaciones lleva necesariamente a su clasificacion para
poder lograr una formalizacién simplificada, y por lo tanto finita, de la
realidad. Esta clasificacion puede ser vista tanto como una eleccion o bien
como la representacion de una incapacidad del investigador para distinguir
entre cierto tipo de relaciones. En ambos casos, esto implica una relacion
fija entre las relaciones pertenecientes a una misma clase’.

Teniendo presente esto, sea unaRMR R y una relacion de equivalencia Q
sobre T tal que el conjunto cociente T |Q es finito con cardinalidad M .
Definimos la correspondencia R|Q:Q — T|Q que asigna a cada estado
o eQ un elemento de la clase de equivalencia a la cual pertenece R (w)-

1 Esta clase de pertenencia puede darse tanto a nivel dominio-codominio de una misma
relacion como a nivel de relaciones funcionales de dominios y codominios similares.
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Llamamos a @Q programa de investigacion definido sobre la RMR
R:Q—>T y a su imagen finita |m(R|Q) modelo aplicable bajo el
programa de investigacion Q a la realidad representable por R. De
manera analoga, para un conjunto Ac Q, llamamos representacion local
de R en A alarestriccionde R sobre A, R| y modelo aplicableen A a
su imagen 'm(R|A)' Dado un cubrimiento A ={A | de Q, llamaremos
vision de la realidad a la unién U |m(R|& )

A partir de estas definiciones, es posible demostrar que toda realidad
observable expresable mediante correspondencias semicontinuas
superiormente (y, por lo tanto, también funciones continuas) en un
conjunto compacto de eventos puede reducirse a un conjunto finito de
teorias si se asume que no difieren significativamente a nivel local.

Proposicion 1: Dada una topologia sobre Q y otra sobre T , toda vision
U'm(Rk) a partir de una correspondencia R semicontinua

superiormente sobre un conjunto compacto AcQ es representable
mediante una cantidad finita de modelos 'm(RL\)' i=1...,N.

Claramente, un modelo de la representacién matematica de la realidad
depende del programa de investigacion elegido, por lo tanto habra al
menos tantas representaciones como programas de investigacion posibles.
Por ello, una implicancia de la proposicién 1 es que un cambio de visién de
la realidad puede llevar a un cambio de las teorias que la conforman.

La siguiente proposicion permite ver que la correspondencia R|Q puede
reexpresarse convenientemente como una funcion. La proposicion 3 nos
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muestra que, si ademas es semicontinua superiormente, la funcién
resultante sera continua.

Proposicion 2: Toda correspondencia R|Q:Q—>TIQ es representable por
una funcion R: Q —» T ™ con gréfica

Graph(R) ={(@,7) e QxT" :x=R(@)} cQxT".

Proposicion 3: Dada una topologia sobre Q y una topologia vectorial sobre
T , sila correspondencia R|Q:Q — T |Q es semicontinua superiormente

en Q, entonces la funcion R:Q — T M escontinuaen Q.

La representacién mediante funciones continuas nos permite, dada una
base del espacio vectorial de funciones continuas, representar cada una de
ellas mediante un conjunto infinito de pardmetros (sus coordenadas)
cuando dicho espacio estd dotado de la topologia de la convergencia
uniforme, tal como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 4: SeanlaRMR RF : 2 — F ,siendo F el espacio de funciones
continuas sobre un conjunto compacto dotado con la topologia de la
convergencia uniforme. Entonces toda felm(RF) puede expresarse

COMo una sucesion de nameros reales para una base dada conformada por
monomios de variable real.

Esta identificacion de funciones continuas con sucesiones de numeros
reales permitira simplificar ain mas las teorias. En particular, si ademas se
“identifican” sucesiones que coincidan hasta un término determinado,
podemos tratar funciones “parecidas” como “iguales”. Esto ultimo
facilitard la representacion de las teorias al poder tratarse mediante
matrices finito-dimensionales. En este sentido, sea S el espacio de
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sucesiones de valor real y zZ una relacion de equivalencia sobre S que
asigna a cada clase aquellas sucesiones que coincidan hasta un término
finito = . Dada una base de F de monomios de variable real, cada clase
representa un polinomio en N indeterminadas de grado ¢(N,z).
Llamamos a Z aproximacion pretedrica’ de R|Q . Asi, al estar Fdotado
de la topologia de la convergencia uniforme, la funcion
(RF|Q)‘Z;A_>(3|Z)M de una RMR RF con representacion local en un
conjunto compacto AcQtiene asociada una matriz R, e R para un
vector p, de X monomios linealmente independientes en
(x,@,) € Dom(F )x{w,} de grado finito menor o igual a ¢ paraun g, € Q
dado, siendo %"** el espacio eucideo (M xx)-dimensional. Lafila i de la
matriz R, es un vector fila perteneciente a %> tal que, premultiplicado por
el vector columna p , permite obtener la aproximacion polinomica de
grado ¢ en @, cQ delafuncion f E(RF |Q(a)0)). Esto permite escribir el
modelo como una M -upla Ropoem[xN,e]M de polinomios en N
indeterminadas de coeficiente real de grado menor oigual a ¢ .

2 |dentificamos la aproximacion pretedrica con el estado del conocimiento técnico previo
del investigador, por ende no tienen una justificacion tedrica en si, sino técnica. De esta
manera la diferenciamos de la aproximacién tedrica, que es selectiva y trata de aislar el
problema que se pretende estudiar. Las aproximaciones pretedricas afectaran
indefectiblemente a las teorias, y por lo tanto los modelos, ya que condicionan la vision de
la realidad econdmica imponiéndole limitaciones a priori.
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Asi, dado un vector de monomios p,, la funcion p

(RF|Q)‘Z NI

Po :

representa el proceso de abstraccion del investigador, siendo su imagen

inversa (no necesariamente funcion) p| Rve _>(RF|Q)‘Z la
Po

interpretacion de la realidad econdmica a partir del modelo bajo el

programa Q Y la aproximacion pretedrica Z .

La siguiente proposicién nos permite ver que, bajo las condiciones hasta
aqui consideradas, serd posible representar la realidad observable de
manera aproximada como una superficie inmersa en un espacio euclideo.

Proposicion 5: Dada una base de F de monomios de variable real, la
grafica

Graph((R*[Q)|2 )= {(e.f) cx(s]2)" :f =((R"|Q) 2 («)|
de (RF|Q)‘Z .0 (s|z)" es una superficie en %™ *°"") inmersa en s%t*

paraalgln ¥ > M + Dim(F ).

Sea p la funcion distancia definida a partir de la topologia de la
convergencia uniforme en m[x“,g]M. El error de interpretacion del
modelo Rp para la representacion de la realidad R p, en o, Q esigual
a la distancia p(Rp,R,p,), donde el vector de dimensién menor esta
inmerso en el espacio de dimension mayor. Con el mismo criterio,

definimos también los siguientes tres tipos de errores:

e Error de aproximacion p(R,f,, Ry, ): Cuando se utiliza un modelo
R,P, tal que p, esla proyeccion de p, sobre un espacio de dimension
menor al que pertenece p, y R, una matriz a la cual se le ha eliminado
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de R, las columnas cuyos términos multiplicaban a las componentes

eliminadas en p,. De esta manera, la aproximacion polinomica de las

funciones utilizadas es muy pobre para la realidad que se pretende

representar.

e Error de especificacion p(Rp’,R,p,): Cuando el modelo utilizado es
R,p’ con p’'=p,. Es decir, el conjunto de variables utilizado no es el
correcto, con lo cual la matriz R representa relaciones equivocadas (a
pesar de que R, esla matriz que corresponderia utilizar).

e Errordeaplicacion p(R'p,, R,p,): Cuando se utilizaun modelo R'p, con
R, = R’. Aqui, las variables utilizadas son las correctas, pero vinculadas
erroneamente.

La superficie definida en la proposicion 5 permite cuantificar la diferencia
existente entre modelos para un conjunto de eventos cuando estan
conformados por igual cantidad de funciones y se encuentran definidos
dentro de un programa de investigacion especifico. De esta manera,
inducira un criterio de minimizacion del error de interpretacion de la
realidad cuando el modelo se encuentra bien definido y se acepte un
determinado error de aproximacion. La proposicion 6 muestra como es
posible descomponer este error de interpretacion en errores de
aproximacion, de especificacion y de aplicacién, mientras que la
proposicion 7 permite ver al calculo de estimadores minimos cuadrados de
la “verdadera” representacion de la realidad como un mecanismo natural
de minimizacion del error de interpretacion.

Proposicion 6: Sean los modelos R p, < %[ X N,@]M y Rpe®[ X" ,g]Ml con

<0 Y max{M,M,}<(¥-Dim(Q))X* para un estado @, eA, A
compacto. El error de interpretacion de la realidad representable por R p,
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en @, habiendo utilizado Rp esta acotada por la suma de los errores de
aproximacion, especificacion y aplicacion.

Proposicion 7: Sean Ropoem[xN,g]M un modelo en ¢ de la RMR
(RF|Q)‘Z , 05 =G (a,) un conjunto finito de estados en un entorno G ()
de w, e A, A compactoy R*=(ﬁ,— *)@RM la matriz que minimiza el error
de aplicacion de Rjp, en G(a,) para un vector p, de monomios de
coeficiente real linealmente independientes en (x,a,) e Dom(F )x{w,}-
Entonces los elementos r,* de R* son los estimadores minimos

cuadrados ordinarios del vector de polinomios R p, .

De esta manera, para errores de aproximacion y especificacion dados, es
posible construir una representacion que minimice el error de
interpretacion de la realidad a partir de un conjunto de observaciones
contenidas en un conjunto compacto de estados.

Ejemplo: A fin de ilustrar los argumentos presentados en las proposiciones
6 y 7, supongamos que la realidad es perfectamente representable
mediante el siguiente sistema de ecuaciones cuadraticas:
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a, =a1+ﬂ1p1+}/1(p1)2+771q3
2
q, :az+ﬂzpz+7/z(pz) +1,4;

q3:a3+ﬂ3p3+73(p3)2 =
0, =0,
0, =0,
S
P,
2
-a, -y O 0 0 0 1 0 - ([:)1) 0
—@, 0 0 - -y, 0 0 0 1 —p | ", |0
= Joce, 0 0 0 0 - o o 1P| |g
o 0 0 0 o0 o0 0 1-1 01 P|]/o
0 0 0 0 0 0 o0 01 —1|(m)]]o
)
a,
L G

Con el objetivo de modelar (y simplificar) la “realidad” anterior, utilizamos
el siguiente modelo lineal:
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1

)

2

B —&1—"100_000100(%2) 0
0, =a,+pp -a, 0 0 -5 0000 10 2 0
G-aG+Ap=0 0 0 0 0000 o 1]P)||o
4 =0, o 00 0 o0o001-10| ™[]0
o 00 0 0000 0 of(P)] |o

o,

g,

L O |

donde hemos utilizado la totalidad de las variables del primer modelo.
Entonces es posible definir la diferencia entre ambos sistemas, es decir
entre “larealidad” y “la modelizacién” como

1
P
- = 1 ()
~(v-a) -(B-B) —n 0 0 0 0 00 —p| ‘™ 0
p
— 2
~(a,-@,) 0 0 —(B-B) -r» 0 0 00 —n (5, 0
—a, 0 0 0 0 B -7, 00 1 p2=°
3
0 0 0 0 0 0 0 00 O (5 0
0 0 0 0 o 0 o0 01 -1|'P 0
%
q,
L %

Tenemos asi tres tipos de diferencias:

e Por aproximacion: los parametros -y, y —y,, lo cual nos dice que la
linealizacién del modelo es “demasiada simplificacion”.
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e Por omision (de variables): los parametros —a, , -, —y,,—n, Y -1, 10
cual nos dice que las variables p,, (p,)* Y g, deberian haber sido
incorporadas en el modelo (y no lo estan).

e Por estimacion: las diferencias —(o,-a,). —(B8,-B,): -(a,-a,) ¥
~(B, - B,) nos indican que los parametros «,, . @, Y f,. si bien
forman parte de “la realidad”, estan mal calculados.

Asi, es posible expandir esta matriz de diferencias contemplando los tres
tipos de errores arriba mencionados:

~(aq,-a&) —(B—-B) 0 0 00000O0TO
~(a, - ,) 0 0 —(B,-B,) 000000
0 0 0 0 0000O0O|"

0 0 0 0 000000

|0 0 0 0 00000 0
0 0000 0O 0 00 -p

0 0000 O O 00 -n

—a; 00 00 -, -y, 0 0 1 |+

0 0000 0O 0 00 O

0 0000 O 0 01 -1
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1

P,

2

p
00—y10000000(p1) 0
00 0 0 -, 00000 ‘1o
oo o0 0 0 000 o0oP)|]o
00 0 0 0 00000 p32 0
00 0 0 0 0000 ol|(P)] o

0

d,

L O

donde la primera matriz representa el error de estimacion, la segunda el
error por omisién (o error de especificacion) mientras que la tercera el
“error de aproximacion.®

2.2 Comparacion de teorias y posibilidades de adaptacion

Un determinado modelo puede ser considerado, en principio, una
adaptacion de otro aplicado a una realidad diferente en la medida que se
preserve su dimensionalidad. Dados una RMR (RF|Q) y dos situaciones

w, € A € @ €B,C0N A Bc Q conjuntos compactos, es posible representar

localmente ambas realidades mediante los modelos R,p, < %[ X ,g]M“ y

Rp eR[x"¢]"  con  pem[xMe[T Yy pem[x"]

3 Es conveniente remarcar que la distincién entre los dos ultimos errores es difuso, ya que
el error de aproximacion puede verse como la omision de una o varias potencias de
variables.
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respectivamente. Sea un conjunto de variables representadas por
peR[ X" ,5]2 con s >max{Z,,s,} - La expresion de R.p, en términos de
p implica encontrar una matriz R, e ®">* tal que, premultiplicada por p,
arroje R,p,. Formalmente, se requiere wuna transformacion
P m[x“,é]M“ —>91’[XN,§]M“ tal que P![R,p,]=R,p - De manera similar,
la expresion de Rp, en términos de p requiere la bisqueda de una
transformacion p%: s X", &]" — %[ x",&]" talque B°[R;p,]=Rpp-

La siguiente proposicion dice que los modelos asociados a
representaciones locales de una misma representacion matematica de la
realidad observable para un programa de investigacion comun pero para
estados diferentes con igual cantidad de funciones son traducibles
mediante operaciones lineales. *

Proposicién 8: Sean R p,, R,p e SR[X N ,g]M“ modelos del estado w, e A Y

Rpp,, RpeR[X",&]" modelos del estado o <B de una misma RMR

(RF|Q), A,B € Q conjuntos compactos y vectores p,, p, ¥ p no-nulos®. Si

4En principio, modelos vinculados a programas de investigacion distintos no cumplirian
necesariamente dicha propiedad. Sin embargo, tal relacién puede establecerse cuando
ambos modelos estan expresados en espacios de igual dimension. De esta manera, bajo
esta interpretacion, un modelo asociado a un programa especifico puede vincularse (viauna
transformacion lineal) a otro asociado a su vez a otro programa que haya realizado una
clasificacion no mas fina (es decir, que no posea una cantidad mayor de clases de
equivalencia mayor) del espacio de funciones.

® Esta condicion no es en si limitante, dado que para un grado & dado, existen infinitas
maneras de expresar un mismo modelo Rp de M polinomios reales en N
indeterminadas variando el vector de monomios p.

45



Rodriguez / Revista de Investigacion en Modelos Matematicos Aplicados a la Gestion y la Economia
Afio 3 - N° 3 (2016) 31-60

los elementos (r.p, ), ¥ (fp) » i=01, de la posicion y =1,...,M, de cada
uno de estos modelos son no-nulos bajo p, y p, entonces

M; M;
L

a) Existen transformaciones lineales Pi,P‘:iR[XN,g] —>ER[XN,§]

tales que R[Rp,]=R,p Y P'[Rp|=Rp, respectivamente.

b) Si se cumple que M,=M,=M, existen transformaciones lineales
TR xN e[ 5 wm[x"e]", tales que T[Rp]=Rp ¥
Tlo[élp]zéop. Por otra parte, cuando M,<M, existe una

M,

transformacion  lineal ﬂO:m[xN,g]Mlam[xN,g] tal que

-I:lo |:Ii1p] = Iiop :

De esta manera, quedan establecidas condiciones suficientes bajo las
cuales un conjunto de teorias pueden ser integradas en una estructura
tedrica coman.

3. PARTICULARIDADES DE LA REPRESENTACION MATEMATICA DE
LA REALIDAD ECONOMICA

La investigacion tedrica en economia matematica apunta a conformar una
vision de la realidad econémica a partir de modelos econdémicos
particulares para regiones especificas y periodos de tiempo determinado.
Un conjunto de eventos AeQ intentara ser explicado mediante una
representacion R:Q—T que vincule variables econdmicas xe X" y
variables extra-econdmicas ve X", la cual vendra dada por la

correspondencia R:Q_>{fi(xlv),i:1,__.,|((X,v))}, que incluso se
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pueden indexar regional y/o temporalmente (por ejemplo, con un indice
en %*).® Sabemos que tal articulacion de modelos dependera del programa
de investigacion Q elegido que clasifica a priori los diferentes elementos

de la realidad econdmica en conjuntos considerados anélogos por el
investigador; por ello un cambio de vision de la realidad econdémica llevara
necesariamente a un cambio de las teorias que la conforman.

Asi, aceptando la posibilidad de indexacién espaciotemporal, sabemos por
la proposicion 1 que la semicontinuidad superior de R asegura la
factibilidad de expresar tal vision mediante una cantidad finita de modelos
particulares que describen completamente el funcionamiento de la
economia en cada regién del espacio y en cada momento del tiempo’
Ademaés, por las proposiciones 2 y 3, todos estos modelos son
representables mediante funciones continuas, mientras que por la
proposicion 4 cada modelo puede representarse mediante un producto
matricial Rp .

3.1 Variables extra-econémicas y modelos dindmicos

El rol de las variables extra-econdmicas puede ser diverso, pudiendo
representar, entre otras cosas, gustos y condiciones tecnolégicas como asi
también las ya mencionadas referencias espaciotemporales. En particular,
este tipo de variables también podra representar la percepcion del tiempo
necesario para que el vector de variables econémicas x < ®" alcance un
conjunto de valores predeterminados X*c %" a partir de un punto x.

6 Notese que existe un doble papel del tiempo: uno como representacién de la dinamica
propia de las variables modeladas y otra como ubicacion temporal del modelo en cuestién.
7 Es conveniente sefialar que esta observacidn, si bien admite la posibilidad de existencia de
una teoria Unica, permite también que una configuracion finita de teorias particulares
pueda cumplir los objetivos del investigador tedrico con igual éxito.
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Llamemos se R a esta variable, con lo cual el vector de variables extra-
econdmicas puede expresarse COmo y = (s, u) - Eneste contexto, cuando el
conjunto de funciones {fi (x,v),i=1...1 ((x,v))} puede expresarse como

{( f(xm), o (xson)), i =1, 3 (s, 1)) k=1 K ((x,5,4)),i < ] +k},

es decir que existe una subcolecciéon de funciones independientes de la
variable extraecondémica se®, las funciones f, seran estructurales,

siendo las restantes f,_ funciones de ajuste®. Algunos de los elementos
x*e X * pueden ser tales que {fj()(*,lu):olj:]_,.”,J((X,S,lu))}, los

cuales corresponderan a una solucion estructural o estatica de la realidad
econébmica. A su vez, si las funciones de  ajuste
{fk(x,s,y),k :l,_”,K((X,S,Iu))} son tales que aseguran la existencia de

algin senR para el cual el vector x alcanza eventualmente x*, dicho
vector serd también una solucion estacionaria.

3.2 Comparacion de estructuras econémicas

Cuando el modelo Rp eiR|:X N ,g]M se encuentra igualado a un vector de
constantes a<®™ tenemos unsistema de M ecuaciones algebraicas
reales. Sabemos a partir de (Olivera, 1977, p. 81) que si tal sistema se
encuentra dotado de al menos una raiz real, entonces representa alguna

8Ladesigualdadentre j ylasuma j+ k permite contemplar casos en los cuales para algtin

y existe coincidencia entre una funcion estructural f, y una funcién de ajuste f, . Tal
situacion podria darse, por ejemplo, cuando para alguna variable en particular se contempla
un ajuste automatico hacia su solucion estructural. Claramente, en y la cantidad de
funciones relevantes i sera estrictamente menoralasuma j+k .
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estructura econdmica, estando su conjunto-solucién integrado por los
procesos econdmicos compatibles con ella. Las condiciones impuestas por
la proposicion 8, si bien aseguran la existencia de una relacion lineal entre
modelos de igual dimension asociados a realidades econdmicas diferentes,
no aseguran que representen la misma estructura. Para que esto ocurra,
ambos sistemas de ecuaciones, es decir Rp-a=0 Yy T[Rp-a]=0 siendo
T: sn[lx £ _>sn[x &1 la transformacion lineal que vincula ambos
modelos, dében tener no s6lo las mismas raices (y al menos una de ellas
real) sino ademas estar sujetos a los mismos cambios de estructura.® Por
este motivo, cuando dos sistemas de ecuaciones algebraicas estan
relacionados mediante una transformacion lineal
T :iR[xN,g]M am[th,g]M , para que representen la misma estructura
economica no basta con que tal transformacion asegure el mismo
conjunto-solucion, sino ademas que los cambios de estructura en uno y
otro modelo también se encuentren vinculados mediante la misma
transformacion, (Olivera, 1977, p. 82).

A partir de este resultado, puede verse que si bien la busqueda de analogias
lineales entre modelos de realidades econdmicas diferentes puede
contribuir a la configuracion de una vision de la realidad econémica, esto
no implica necesariamente aceptar una estructura econémica comun
aplicable en todo tiempo y lugar. De hecho, hemos mostrado que es
posible construir una vision de la realidad econémica a partir de una
coleccion finita de estructuras econémicas vinculadas linealmente entre
ellas.

9 Matematicamente esto se daria si y solo si los respectivos conjuntos de M polinomios
de dos 0 mas sistemas de M ecuaciones algebraicas son base del mismo ideal (Olivera
(1977, pgs. 81-82, Lema)). El cambio en la estructura economica Rp—-a=0 es
representado como la suma de una M -upla de polinomios adicionados al vector M -
dimensional Rp .
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3.3 Desequilibrio versus crisis econdmicas

Es sabido que toda teoria econdmica apunta a explicar un fenémeno con
cierto grado de detalle. En los modelos matemaéticos de la economia
moderna, tales teorias suelen tener una solucion, por lo general llamada
equilibrio. Limitandonos a este &mbito relevante de aplicacion, un
alejamiento de la solucion de equilibrio en el marco de la teoria dominante,
sea ésta correcta o no, implica la necesidad de un ajuste tendiente a su
restitucion. Tal situacion no implica necesariamente un cambio en el
modelo, y por ende tampoco un cambio de R 0 R* en los términos
expuestos en la proposicion 7, siempre en la medida que las trayectorias
temporales de las variables contempladas en la teoria no se contradigan
con el comportamiento predicho por ella.

Dentro de un programa de investigacion, hemos visto a partir de la
proposicion 6 que el error de interpretacion de la realidad econémica
puede deberse a:

1) Error de especificacion y/o aplicacion: En términos formales, o bien el
conjunto de variables a utilizar es incorrecto (error de especificacion) o si
lo son, pero se encuentran vinculadas de manera errénea (error de
aplicacion). Las razones de esta discrepancia pueden ser varias, como por
ejemplo impericia del investigador (inadecuada eleccion de variables y/o
relaciones entre ellas para un periodo y regién determinados),
obsolescencia de la teoria (desplazamiento no-véalido sobre el eje
temporal) o inaplicabilidad regional de la misma (desplazamiento no-
valido sobre los ejes espaciales).Tal situacion requerird un recalculo de la
matriz R de la proposicion 7 ya sea por haber sido incorrectamente
calculada o como consecuencia de que la realidad econémica bajo
estudio se haya desplazado fuera de su entorno de aplicacion.
Claramente, un error de este tipo revelaria que la matriz R no cumple
con las propiedades requeridas por la proposicion 7.
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2) Error de aproximacion o incompletitud de la teoria en cuestion: El
proceso de construccién de una teoria econdmica apropiada es gradual,
con lo cual en un determinado instante de tiempo, toda teoria es
incompleta. Cuando esta incompletitud afecta a la dimensionalidad, es
posible que el desconocimiento de dimensiones adicionales dificulte el
correcto analisis del fendmeno econdémico a estudiar dado que el error
de aproximacién pasa a ser mas importante. En cierto sentido, la teoria
no es correcta dado que excluye factores relevantes a ser considerados
en un apropiado andlisis del fendmeno bajo estudio. Este caso llevaria
a reconocer un cambio en la matriz R* y, por ende, la necesidad de un
recélculo de las teorias que se sustentan en ella. Un error de este tipo
implica una revision mas profunda, dado que puede darse incluso si la
matriz R satisface las exigencias de la proposicion 7.

Por lo general, cuando se produce el estallido de una crisis econdmica, el
primer factor en considerarse es el alejamiento de la solucion de la teoria
econdmica. Claramente un error de este tipo no requiere el recalculo de la
matriz R, sino s6lo una reconsideracion de un subconjunto de variables
extra-econdmicas. Sin embargo, cuando los intentos de explicar este
comportamiento resultan infructuosos, pasan a ganar protagonismo los
dos factores mencionados anteriormente'®. Por ello, una crisis econdmica
es tal en el marco de una teoria econdmica y es a través de la teoria
dominante que la sociedad suele reconocerla.

Tal reconocimiento puede llevar a dos tipos de soluciones cualitativamente
distintas:

10 En este sentido, por ejemplo, una hiperinflacion o una hiperrecesion no es en si unacrisis,
sino que es su desconocimiento respecto de los mecanismos que lo generan en un tiempo
y lugar especificos lo que los convierte en crisis.
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a) Dentro del paradigma. Revision de la teoria econdmica: En este caso, el
camino a seguir consiste en reconocer que la realidad ha cambiado de una
manera que la teoria econdémica dominante no habia previsto (la superficie
que representa la realidad econémica se encuentra “demasiada curvada”
para la teoria en cuestién), con lo cual una generalizacion de dicha teoria
podria ser una alternativa adecuada para superar este inconveniente
(establecimiento de una nueva teoria local y la construccién de una
correcta transicion entre ambas teorias). La idea de desarrollo de las
teorias econdmicas como el pasaje de teorias particulares a teorias mas
generales puede inscribirse dentro de esta categoria.

b) Fuera del paradigma. Cambio de vision de la economia: En este caso el
cambio es mucho més profundo. En términos matematicos implica la
reclasificacion de las funciones que describen la realidad econémicay por
ende una redefinicion de la relacion de equivalencia que da origen al
conjunto cociente de relaciones que sirve como base para el estudio de
una realidad econémica en particular. Una consecuencia inmediata de tal
efecto es la reformulacion del programa de investigacion. Si la revision
resulta ain mas profunda, llegando a afectar incluso la topologia de la
variedad que representa la realidad econdmica, las teorias resultantes
podrian ser no-comparables con las derivadas de la vision anterior,
pudiendo incluso quebrarse la relacion lineal existente entre ellas a pesar
de poseer la misma dimensionalidad.

3.4 El vacio de poder y el rol de las expectativas

Es evidente que las crisis econdmicas actuales no existirian si existiera
prevision perfecta, ya que si se esperara algin evento adverso, al ser
previsto no sorprenderia, se tomarian los recaudos pertinentes y, por lo
tanto, no existiria lo que llamamos cominmente “crisis”. Asi, la existencia
de crisis implica necesariamente la existencia de errores de interpretacion
acerca del funcionamiento de la economia, ya sea presente o futuro. En lo
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que respecta especificamente a los errores de interpretacion futuros,
toman un papel central las expectativas.

Las expectativas llenan el vacio que deja la falta de informacion, tanto en
lo que respecta al futuro como en lo concerniente al funcionamiento
espacial de las relaciones econdmicas. Estas expectativas pueden formarse
de una u otra manera, pero no necesariamente su formacion tiene que ser
uniforme entre los diferentes agentes. De hecho, si no existe una Unica
visiobn de la economia, puede incluso no haber acuerdo en si un
determinado evento constituye o no un evento de crisis. 11

La existencia de un poder detras del funcionamiento de la economia reduce
la cantidad de funciones de comportamiento y/o grados de libertad de las
mismas. Por lo tanto, el poder afecta a la cantidad de comportamientos
posibles en una realidad formalizable, ya sea tanto en su resultado
(acotando conjuntos posibles de acciones) o en su dominio (prohibiendo
hacer cosas). En resumen, el poder agrupa comportamientos, reduciendo
la dimensionalidad del problema.

11 Parailustrar este Ultimo punto, supongamos gue en una economia tenemos dos tipos de
agentes. Uno que genera sus expectativas de manera adaptativa y otro que lo genera
racionalmente. Para el primer agente, la no-existencia de crisis pasadas (0 la mayor lejania
de la Ultima) reduce la probabilidad percibida de crisis en el futuro. Para el segundo agente,
si el horizonte de planeamiento se representa mediante una cantidad finita de periodos,
dado que no ha existido una crisis recientemente, la probabilidad de crisis en el futuro se
eleva. De esta manera, si en un plano con eje de abscisas igual al tiempo desde la dltima
crisis y ordenadas con la probabilidad de crisis en un plazo determinado, las funciones que
relacionan probabilidades con tiempo seran positivas para el agente con expectativas
racionales y negativas para el agente con expectativas adaptativas. S6lo en un momento de
tiempo coincidiran, pero a partir de tal momento, lo que racionalmente implica una mayor
probabilidad de crisis es visto por el agente adaptativo como un escenario de confirmacion
de la bonanza, con lo cual una crisis a partir de este momento es s6lo una crisis para el
“agente adaptativo”. Por el contrario, si una crisis se desarrolla con anterioridad a tal
momento, la crisis sera Gnicamente tal para el “agente racional”. En el primer caso, el
agente “se pard en una tendencia”, en el segundo “se equivoco en los fundamentales”. En
ambos casos, los agentes tienen una percepcion errénea del funcionamiento de la
economia.
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Claramente, cuando el poder desaparece 0 se atomiza, aumenta
abruptamente la dimensionalidad al también desaparecer los
comportamientos aglutinadores de los agentes. Como consecuencia de
ello, las funciones de comportamiento se multiplican, con lo cual la
representacion de la realidad econdmica anterior a esta desaparicion ya no
constituye una buena aproximacion. La nueva situacion podra derivar en
una crisis teorica, dado que bajo tal representacion dificilmente puedan
realizarse prondsticos aceptables.

Con este conocimiento, resulta evidente que un cambio en la aplicacion o
alcance del poder, cuando es reconocido, genera un proceso de generacion
de expectativas de una cantidad de variables econ6micas que con
anterioridad eran definidas por ese poder. En este sentido, la existencia de
un poder politico tiene los mismos efectos que el uso de expectativas
correctas respecto de las variables que éste define cuando el
comportamiento del primero es predecible.

4. CONCLUSIONES

Un modelo matematico no es en si mismo una teoria, sino un instrumento
de ella tendiente a la busqueda de precisién con miras a la prediccion,
limitdndose a reconocer patrones de comportamiento recurrentes. En caso
de existir un importante desvio entre su descripcion de la realidad y la
realidad misma, tal discrepancia puede detonar un cambio en la vision que
dio origen a la teoria econdmica a la cual responde.

Cada teoria econdmica puede ser una muy buena aproximacion de la
realidad de un fenédmeno concreto. Una vez que nos alejamos de su
entorno de aplicabilidad, el poder explicativo puede reducirse, pudiendo
haber otra que mejor explique esa otra situacion. El trabajo del
investigador tedrico no solo consiste en elaborar estas teorias locales, sino
también construir una buena transicion entre ellas, para asi poder
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representar apropiadamente su vision de la economia de manera formal y
rigurosa.

Resulta claro a partir de lo expuesto que asumir que toda realidad
econdmica es consecuencia de una estructura Unica es una eleccion, y no
una necesidad del investigador teorico, con lo cual nada tiene que ver con
la formulacién de una vision de las relaciones econdmicas.

La convergencia 0 no a una teoria apropiada depende necesariamente de
la dimension del problema. Bajo un contexto de dimension finita de las
variables relevantes en un periodo de tiempo, es posible representar
adecuadamente la realidad que se pretende explicar mediante un
apropiado programa de investigacion. La definicion de un paradigma de
trabajo por parte del investigador contribuye a reducir la dimensionalidad
del problema, tornando posible la elaboracion de este programa de
investigacion dentro de los limites de la clasificacion resultante.
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ANEXO: DEMOSTRACIONES
Proposicion 1: Como A es compacto, por definicion existe un cubrimiento
abierto finito A ={A,...,A,} de A.Lla semicontinuidad superior de R

asegura la compacidad de 'm(R|A) (Berge, 1966, p. 116, Teorema 3). La

representacion finita buscada es U 'm(R|A)'
iefl,...,N}

Proposicion 2: Inmediata a partir de la definicion de una funcion
PTM T |Q—>T M,{Zl,ZZ,..-,ZM}HX:(Z]_VZZV“’ZM ) De eSta manera, se
define R=R|Q-P_, congrafica

Graph(R) ={(@,7) e QxT" :x=R(@)} cQxT".

Proposicion 3: La aplicacién cociente 11:T —>T|Q es continua por
definicion, entonces R|Q=(R-I1):A—T|Q €s una correspondencia
semicontinua superiormente (Berge, 1966, p. 19, Teorema 1’). Como la
topologia vectorial asegura la continuidad de la suma (Schaefer, 1999, p.
12), la funcion p, :T|Q »T" es continua al ser la suma finita de
funcionescontinuas p', : T|Q »>T", {f,f,... f,} > f=(00,..,f..0)
. Entonces la funcion R=R|Q-P., €ssemicontinua superiormente en Q

(Berge, 1966, p. 19, Teorema 1’) y, por ende, continua en Q (Berge, 1966,
p. 114).

Proposicién 4: Inmediata a partir del teorema de Stone-Weierstrass (Kelly,
1955, p. 245, proposicién b) al ser el conjunto de todos los polinomios en
valor real en una cantidad finita de indeterminadas una subalgebra con la
propiedad de dos puntos de F .
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Proposicion 5: Dada una base de F de monomios de variable real, z
convierte a S en un espacio vectorial de polinomios de grado 9(N,z) Y,
por lo tanto, isomorfo al espacio euclideo ®™ . Entonces s" esisomorfo a
R . El argumento de inmersién de Graph((RF|Q)‘Z) es inmediato.

Proposicion 6: Sea Rp la inmersién de Rp en m[x“,g]M. Sumando y
restando  Rp, Yy Rp, a (Rp-R,p,) se  obtiene
IQI:A)_Ropo :[ﬁﬁ_Rp]+[Rp_Rpo]+[Rpo_Ropo]-

Es inmediato por desigualdad triangular de la funcion distancia (Baum,
1991, p. 115, Definicion 5.1 (3)) que

.‘3(|52|5’R(Jp(1)S P(ﬁﬁ, Rp)+p(Rp, Rpo)+p(Rpo1 Ropo)'

Proposicion 7: La matriz R* resuelve el siguiente problema de
minimizacion

00 3 (o) mp0)= T ]Sl

fi ®e0g weOg | i=1

donde la dltima igualdad se deriva de la distancia euclidea al ser R p, y
R*p, vectores de w“ para valores definidos de weO,. Como

2
{i(ﬁj -, *) p,} >0 paratodo i =1,...,M , laminimizacién de Eo, implica

i1

las M minimizaciones simultaneas

2
m,i*”EgG:Z{i(rij_ru*)pj} P=1...M,

welg | j=1

cuyas condiciones de primer orden resultan para cada i =1,..., M
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aEg,G

22{2( ) }pj—o j=1....%.

welg | j=1
Este sistema tlene por solucién los estimadores minimos cuadraticos
ordinarios de la componente i del vector R p, .

Proposicion 8: a) Sea e, el vector canonico del espacio euclideo M,-

dimensional con elemento unitario en la posicion y. Entonces es posible
MI
expresar los modelos como sumas de vectores Ripi:Z(ripi)yey y

7=l
M

:Z(ﬁp)y e, i=01. Como (rp), Y (fp), son no-nulos para todo
y=1

= _ ienen F I
y =1,...,M,, se obtienen dos bases {(ﬁpi ), e }y=1,...,M. y {(ﬁp)y ey}y:l,...,m, de
mismo espacio m[x“,g]M' enelcual Rp, y ﬁeip son expresados. Como
m[x”,g]M' es un espacio de dimension finita, por el “teorema

fundamental de las transformaciones lineales” (Rojo, 1995, p. 83-84) existe
;o . -z . M M;
una Unica transformacion lineal Pi:sn[x”,g] '—>iR[xN,§] ' tal que

P [(ﬁ p), ey] =(f,p), e, paratodo y =1,...,M, . De manerasimilar se deduce
la existencia de la transformacion lineal P': in[x N ,g]M' - ER[X N ,g]M' ta
que p [(ﬁ p), ey] =(rp,), e, - Esto demuestra la parte a).

b) Cuando M,=M,, la demostracion es similar luego de expresar los

~ ~ - ~ M ~ M

y=l y=l

respectivamente. Esto demuestra la existencia de las transformaciones
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lineales 75,7 %[ x",¢]" > W[x",£]" que verifican T:[Rp|=Rp ¥
T10|:|i1p]:|i0p'
Cuando M, <M, , definimos R,p = Proy, ,, [Iilp]e ‘R[XNlé]Mu ,la

proyeccion de Rp sobre m[x“,g]M“ .Como Rp Yy R,p pertenecen al

mismo espacio, existe una transformacion lineal

Tew[x".&]" s n[x" ¢]"™ talque T°[Rp]=R,p- Como

Proy, .., :ER[XN,é]M1 — Proy,,, :ER[X N,é]Ml —>ER[XN,§]M“ es una
transformacion lineal, también lo es

T =T, oProy,,, 19t X" ,g]Ml > %R[X N,g]M“ (Rojo, 1995, p. 96-97).
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