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Este trabajo se propone revisar el modelo de valuaciéon de inversiones propuesto por (R. S.
Pindyck, 1991) desde la perspectiva de la teorfa control 6ptimo de Bellman. En primer lugar
se sefiala la relevancia del problema de la valuacién de proyectos de inversion y se discute
las diferentes metodologfas para efectuar estas valuaciones. Luego se analiza el efecto
producido por la incertidumbre y la flexibilidad en la valuacién de los proyectos estudiados.
Inmediatamente se consideran modelos generales que construyen paso a paso la ecuacién
de Bellman que usa el modelo de Pindyck. Por ultimo se presenta el modelo de Pindyck

utilizando las herramientas desarrollados anteriormente.
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This work proposes to review the investmen valuation model proposed by (R. S. Pindyck,
1991) from the perspective of Bellman’s optimal control theory. Firstly, we point out the
relevance of the valuation of investment projects while discussing different methodologies
in performing them. Next section analyzes the effect of taking into account uncertainty and
project flexibility, a simple valuation model is proposed. After this, a more general model is
used to construct the Bellman equation for Pindyck’s model. Lastly, this model is presented
and solved using the tools previously developed.
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INTRODUCCION

Toda empresa tiene como objetivo hacer crecer su patrimonio. Para eso, ésta debe llevar a cabo
ciertos gastos, pagar salarios, comprar maquinaria e inmuebles, incurrir en gastos de
comercializacién o en investigacién y desarrollo, entre otros. Llamamos inversién a todo gasto
incurrido por una empresa con la esperanza de un pago futuro (A. K. Dixit & Pindyck, 1994). Es

de interés de la empresa que el pago futuro sea superior al gasto incurrido.

Aun asi, no es suficiente que el pago futuro sea mayor al gasto incurrido en términos nominales,
ya que cantidades de dinero realizadas en diferentes periodos no son comparables. Existe un costo
de oportunidad del dinero, o, dicho de otra manera (y denotando al tiempo como t = 0,1,2, ...),
el dinero en t = 0 tiene una capacidad de generar ingresos en t = 1, que el dinero ent =1 no

tiene.

Es por eso que debemos llevar el flujo de pagos esperados futuros al presente, descontados a una
tasa de rentabilidad representativa de una inversion de similar riesgo. Esta es la base del modelo
de valuacién denominado flujo de caja descontado. Si bien (Damodaran, 2007) nota que los
origenes del modelo se pueden rastrear hasta el apéndice de uno de los primeros libros de
matematica financiera, escrito en 1582 por Simon Stevin. El mismo autor seflala que el modelo
adquirié su forma actual en 1958, luego de que Modigliani y Miller propusieran que el valor de
una firma puede escribirse como el valor presente de su flujo de caja descontado. Los autores
usan este hallazgo para sefialar que : "...esta teorfa puede llevar a una definicién operacional del
costo del capital, y como este concepto puede ser usado como la base de un proceso decisorio

racional de inversiones dentro de la firma." (Modigliani & Miller, 1958).

La regla de decisién a la que llegd la ortodoxia consiste en calcular el valor actual neto (VAN) de
un proyecto de inversién, y solo invertir en el proyecto cuando éste es positivo. El calculo del
VAN toma la forma:

VAN i Re L o
- e [1tZo(1 +12)

Donde I; son los desembolsos que tiene que efectuar la empresa en cada t para llevar a cabo el
proyecto, R son los retornos esperados del proyecto, y 13 es la tasa de descuento del proyecto.
Por simplicidad, en este trabajo se asume que la tasa de descuento es independiente del tiempo y
se modela como una constante, es decir, 7z = 7 (en cuyo caso el producto en el denominador se

convierte en exponenciacion).

Buena parte de la riqueza del modelo consiste en como se calcula la tasa de descuento, los retornos
netos esperados, como tratar a la depreciacion del capital, y cambios en el poder adquisitivo de la

moneda, entre otros.

La regla del VAN es consistente con la hipdtesis neoclasica de que los agentes invierten hasta que
el valor esperado del retorno marginal de invertir es igual al costo de oportunidad del capital (la

tasa de descuento 1), es decir, hasta que el VAN de todos los proyectos se hace cero. En este
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sentido el enfoque de la eficiencia marginal del capital de Keynes y el de tasa interna de retorno

(TIR) propuesto por Fisher son equivalentes (Eklund, 2013).

Dixit sefiala que la teorfa neoclasica es demasiado optimista y que la evidencia empirica apunta en
otro sentido, con las empresas invirtiendo solo en proyectos cuyo VAN sobrepasa tres o cuatro
veces el costo del capital (A. Dixit, 1992). Los autores atribuyen este desfasaje entre lo empirico y

la teotia a tres razones.

Por un lado, hay incertidumbre tanto sobre los costos como sobre los retornos futuros de un
proyecto, si bien uno puede asignar probabilidades de ocurrencia a los distintos escenarios, es
posible que éstas sean malas aproximaciones, que no haya datos sobre los que basarse, o que estos
no sean confiables. Por otro lado y relacionado con este primer punto, existe la posibilidad de
retrasar una inversion a la espera de que la incertidumbre sobre costos y retornos se resuelva, al
menos parcialmente. Es decir, que la decisién de invertir es flexible en el sentido de que se puede

demorar a la espera de mejor informacién.

El tercer punto que sefialan los autores es que la mayoria de las inversiones son, en buena parte,
irreversibles. Es decir, que las erogaciones que la firma efectda no pueden deshacerse en caso de
que el proyecto no sea rentable (recordemos que existe incertidumbre sobre este aspecto del
mismo), las maquinas se deprecian, los inmuebles son de dificil reventa. El recupero de la
inversién serda mas dificil en tanto mas especifica sea la inversion, es mas facil vender un fabrica
de tubos sin costura o re-acondicionarla para producir tubos con costura que vender una fabrica

de nanotubos.

Si bien estos tres puntos inciden de manera dispar segin la naturaleza del proyecto, esta claro que
los tres operan de la misma manera sobre los agentes, haciéndolos mds reacios a llevar a cabo

proyectos de inversién. Un modelo que incluye estos tres elementos en su analisis, y que es foco
de este trabajo, es el de (R. S. Pindyck, 1991).

HEste modelo se apoya en un trabajo anterior de (McDonald & Siegel, 1986) que explora la
valuacién de proyectos flexibles (proyectos con la opcidén de esperar para invertir). Tanto
(Cukierman, 1980) como (Bernanke, 1983) exploraron la decisiéon de una firma que tiene que
clegir entre un nimero finito de proyectos cuyos retornos estan sujetos a una incertidumbre que
se resuelve a medida que pasa el tiempo. (Roberts & Weitzman, 1981) constituye un modelo
temprano de inversion secuencial. Para una revision exhaustiva de la literatura anterior a 1993, el

lector se puede referir a (Trigeorgis, 1993).

El articulo de (R. S. Pindyck, 1991) constituye parte de una linea de trabajo, el afio anterior a su
publicacién, el mismo publicé (Robert S Pindyck, 1990) donde resefia el trabajo empirico hasta el
momento en favor del uso del método de las opciones reales y discute las implicancias de éestste
para la modelizacién de inversiones. Inmediatamente después, éste publica (Robert S Pindyck,
1993) donde se le da un tratamiento mas sistematico al concepto de incertidumbre a la cual se
divide en incertidumbre técnica (enddgena) y de insumo-costo (exdgena). Aunque mas general,
este modelo no tiene solucion analitica, y necesita de aproximaciones numéricas para realizar la

valuacion.

Entre los modelos posteriores que usan del método de las opciones reales modelando algun

aspecto del proyecto como un movimiento Browniano podemos nombrar a (Eduardo S Schwartz
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& Moon, 2000) que exploran modelos de valuacién para compafifas con probabilidad de
bancarrota en el futuro inmediato con particular foco en los proyectos de internet, (E. S. Schwartz,
2004) que propone un modelo para un proyecto por etapas enfocado en sectores intensivos en
1+D, y en una linea similar podemos encontrar a (Garcia Fronti, 2015) que adapta el modelo
anterior al ambito particular de la nano-medicina. En el préximo apartado incluimos el problema

de la flexibilidad e incertidumbre en un modelo simple.

1. ELPROBLEMA DE LA FLEXIBILIDAD EN UN CONTEXTO INCIERTO

Tomemos un ejemplo de dos periodos. Una empresa puede invertir un monto fijo I para llevar a
cabo un proyecto que resulta en la produccion a perpetuidad de una unidad de producto por
periodo. En el momento inicial el producto tiene un precio cierto, digamos Py, en el momento
posterior, t = 1, el precio puede aumentar en u unidades con probabilidad ¢, o disminuir en d

unidades con probabilidad 1 — q.

Sea Vj el valor esperado de los flujos futuros que la firma obtiene a partir del proyecto en caso de

invertir. Tenemos que:

> 1 2.1
Vo = Po+{a(1 +uPo) + (1~ g)(1 - d)}{;m}
Desarrollando la sumatoria:
1 (2.2
- 1+r
Vo= P+ {q(1 + WP + (1~ @)1 — d)Pp}—1HT
=157
Sacando factor comun y simplificando la expresién resulta:
r+qu+d)+1-d 2.3
Vo = Py < q( ¢ ) ) 23

Sea £ el valor del flujo de efectivo neto del proyecto, entonces la empresa elige {1y como:

Qo = MAX{V, — 1,0} 2.4)

Supongamos ahora que la firma espera un perfodo y toma la decisiéon de invertir o no en el
momento t = 1. Recordemos que el precio del producto ent = 1 es cierto, de manera que el

valor actual del proyecto es:

B ® p, (2.5)
= ; (1+7)t
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Esté claro entonces que la firma obtiene en t = 1 el monto de F; = MAX{V; — I, 0}. Desde la

perspectiva de t = 0, tanto V; como F; son variables aleatorias ya que dependen de Py, el cual
esta sujeto a incertidumbre. Para poder tomar una decision, la firma entonces debe computar la

esperanza condicional:

Po(1+71) Lo } 2.6)
r

Po(1+71
o(r )_1,0}

Ey(Fy|t = 0} = q MAX {(1 +u)

+ (1 - q)MAX {(1 —d)

La diferencia Fy — Qg es el valor de la opcién de esperar, es decir, que el proyecto es més valioso
simplemente por el hecho de ser flexible. En los préximos dos apartados se desarrollard un
modelo estudiado en profundidad en (A. K. Dixit & Pindyck, 1994).

2. UN MODELO CON HORIZONTE FINITO Y TIEMPO DISCRETO

Supongamos ahora un modelo de mas de dos periodos, es decir, consideremos un problema
donde t € [0,T] con un t discreto. La firma elige una secuencia de controles U; que afectan su
flujo inmediato de efectivo Iy (X, Uy) que también depende de una setie de variables de estado
(no controlables por la firma), x;. Para cualquier momento, la realizacién contemporanea, X¢, €s

conocida pero los estados futuros {X¢, Xz 41, ... } son variables aleatorias.

Para tratar el problema de elegir una setie de controles que maximizan el valor actual neto de la
inversién es conveniente dividir al problema en dos partes. En primer lugar, la eleccién de una
variable de control u; le reporta a la firma un flujo instantineo de efectivo Ig(ug, x¢), si la
decision es Optima, el valor del proyecto en t + 1 debe ser F(x;41), es decir el valor actual del
proyecto desde t + 1 hasta el momento terminal T. Como F(x;41) depende de las variables de
estado en el futuro, la firma debe computar la esperanza condicional en t de dicha expresion y

descontarla un periodo a una tasa de descuento, .

El problema de la firma en t es entonces:

(3.1)

1
Fi(xy) = MAX,, [Ht(xt» u) + (m) Ee{Fiy1(xe41)}

Que es la ecuaciéon de Bellman para el problema. Como el mismo tiene un horizonte finito,
podemos calcular el valor terminal, donde la firma obtiene el dltimo pago, Q7 (x7). En el periodo
anterior:

(3.2

1
Fr_1(xr_1) = MAXy,_ (I(X7-1,ur_1) + mET—l(QT)

De manera que conocemos la funcién valor para el ultimo periodo y podemos resolver el

problema recursivamente hasta el momento inicial.
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3. HORIZONTE INFINITO

Si tomamos el mismo problema permitiendo que el proyecto continué a perpetuidad no podemos
resolver el problema de manera recursiva ya que no conocemos el valor terminal de la funcién
valor. Sin embargo, justamente porque no hay un valor terminal, la ecuaciéon de Bellman es idéntica

para todos los petiodos y tiene la forma:

1 4.1
FiGr) = MAX,, |Gt ) + 5 BelFraa Cree)| D

Como X¢ v Xppq pueden tomar cualquier valor, podemos esctibit X¢ =X y Xppq = X y
abstraernos de los subindices temporales, en cuyo caso la ecuacién de Bellman se puede escribir.

F(x) = MAX,, |TI(x,u) + %uEt{F(f)lx, u} “2

Como en nuestro problema hay una sola variable de control binaria para cada t, que corresponde
a la decision de invertir o no en un proyecto, podemos convertir a este problema en un problema

de parada 6ptima.

Tenemos entonces que la decisién de la firma consiste para cada momento en elegir entre invertir

y recibir el valor del proyecto hoy ((X) o esperat, en cuyo caso el valor del proyecto es
:lpE {F (X)|x,u}. Si bien no es el caso de nuestro ejemplo, la firma podria recibir, ademas un

ingreso (o gasto) por esperar para invertir en el periodo, es decit, recibirfa un II(X). La ecuacion

de Bellman se convierte en:

1 4.3)

F(x) = MAX{Q(x), n uE{F(J?)lx}

Nos enfocamos en el caso donde esperar es 6ptimo para X > X e invertir es 6ptimo para x < X.

Pedimos en tal caso que el valor de esperar sea mas grande que el valor del proyecto si la firma
.. . . ., 1 .,
invierte hoy. Esto es equivalente a pedir que la expresion T E{Q(x)|x} — Q(x) sea una funcién

creciente en X.

Asimismo necesitamos que el proceso estocastico que rige la evolucién de X exhiba persistencia o
correlacion serial positiva. Esto es verdad para los procesos de los movimientos Brownianos, entre

otros.

Recordemos nuestro ejemplo con un flujo de ingresos no nulo, una variable de control no
necesariamente binaria, y supongamos que cada periodo temporal tiene una medida de At. Como
definimos a P como la tasa de descuento instantdnea tenemos que la tasa de descuento sobre At
es simplemente pAt. La ecuacién de Bellman entonces se convierte en:

4.4

1
F(x,t) = MAX, {H(X, 0 OB+ —— E(F(5,¢ + A0)x, u)}

1+
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Multiplicando ambos miembros por 1 + pAt

(1 + pAYF (x, t) = MAX, {TI(x, u, )At(1 + pAt) + E(F (%, t + AY)|x, w)} (4.5)
(MADF (x, t) = MAX, {TI(x,u, t)At(1 + pAt) + E(F (%, t + At) — F(x, t)|x,u)} (4.0
(MAD)F (x,t) = MAX,, {TI(x, u, t)At(1 + pAt) + E(AF)} (4.7

Si dividimos ambos términos por At y permitimos que At — 0, finalmente llegamos a la expresion

en tiempo continuo de la ecuaciéon de Bellman:

WF(x, t) = MAX,, {n(x, ut) + %E(dF)} (48)

Si volvemos a nuestro ejemplo donde la decisién es binaria y esperar no genera ningin flujo de

ganancias o gastos tenemos:

_1 (4.9)
WF = —E, (dF)

Que serd la ecuacion de Bellman que usaremos en nuestro modelo.

4. UN PROBLEMA MAS GENERAL

A continuacion se expone el problema de interés, planteado por primera vez por (McDonald &
Siegel, 1980), tal como éste fue expuesto por (R. S. Pindyck, 1991). Se busca considerar en qué
punto es 6ptimo pagar un costo hundido (no recuperable) $1$ a cambio de un proyecto cuyo valor
es V, una variable aleatoria que sigue la dindmica de un movimiento Browniano geométrico, es
decir:

dv 5.1
7 = adt + odz ( )

Donde dz es un incremento Gaussiano.

dz = e(t)Vdt (5.2)

Llamamos F = F (V) al valor de la opcién de invertir en el proyecto. Esta claro que el valor de la
opcién debe cumplir con ciertas condiciones, en particular, su valor es nulo cuando el valor del

proyecto también lo es, o sea:

F(0)=0 (5.3)
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En el momento de realizarla, si el valor del proyecto es V, entonces el valor de la opcién debe ser

igual al valor del proyecto neto de los desembolsos necesarios pata su realizacion.

FW)=V-1I (5.4)

Una tercera condicién es la denominada Swmooth Pasting Condition, propia de los problemas de

valuacion de opciones americanas, ésta se convierte en la ecuacion:

F(V) = MAX E.[(V, = I) exp™"T] (5.5)

Donde T es el momento en el que se realiza la inversion, y [ es la tasa de descuento.

Como F (V) no devuelve ningin flujo de efectivo hasta el inicio de la inversién tenemos que la
ecuacion de Bellman toma la forma (4.9) Como F(V) es funcién de un proceso de Ito podemos
diferenciar la funcién usando el lema de Ito desarrollado en el apéndice, de manera que:

OF 10°F (5.6)

— _ - 2
dF = oV —wdV + 2= dV

Sustituyendo las expresiones de dV y dV? tenemos:

aF=avar+ov i az 41 szadet o0
R A A A TP
Aplicando (4.9), y recordando que E(dz) = 0, tenemos:
1 oF 1 0%F (5>-8)
F=—E(dF) =aV—+= 0?V?—
WE = G Be(dF) = Vg + 5 oV 5y

La ecuacién de Bellman toma la forma de una ecuacién diferencial en diferencias parciales sujeta

a las condiciones de frontera anteriormente especificadas. Reordenando términos:
oF 1 9%F (5.9)

Al resolver esta ecuacién encontramos la solucion analitica del modelo.

5. RESOLUCION DEL MODELO

El problema tal cual ha sido descripto hace un supuesto poco realista. La ecuacién dV = aVdt +
oVdz implica que el valor del proyecto es conocido en el momento inicial, y que los valores
futuros siguen una distribucién log-normal con una varianza de 62 =b para el intervalo
[t,t + b]. Como la distribucién log-normal no tiene soporte positivo, esto implica que el valor

del proyecto no puede tomar valores negativos, esto implicaria que un proyecto de inversién no
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puede arrojar pérdidas, lo cual no es cierto. En su trabajo, (R. S. Pindyck, 1991) plantea un
supuesto mas razonable y que, al mismo tiempo, nos permite mantener nuestro desarrollo
anterior. Este es que sea el precio del bien que produce el proyecto el que siga un movimiento

Browniano geométrico (y no el valor del proyecto).

Sea P este precio. Escribimos:

dP 6.1
53 = adt + odz 6.1

Ya no podemos hacer el supuesto de que la ecuacién de Bellman es independiente de la decision
binaria de comenzar la inversiéon $u$, de manera que tenemos que agregar de nuevo el término de
flujo de efectivo I1(x, u, t). Observemos que en este caso nuestra variable de estado es el precio

del producto, X = P, y escribamos al flujo de efectivo instantineo como:

5V 6.2)

u(P — C)dt — P

Donde, por simplicidad, C es una constante que representa al mismo tiempo el costo marginal y
medio de produccion, y 8 es la tasa retorno promedio del proyecto. Teniendo en cuenta que  se

puede escribir como la diferencia entre la tasa de interés que descuenta al proyecto y la tasa

esperada de ganancia de capital § = 4 — o podemos escribir la ecuacién de Bellman como:

1 262V+( )Pav ViuP—C) =0 (6.3)
2% gpz T TG RV -

Sujeto a las cuatro condiciones de frontera:
Que el valor del proyecto en el momento cero sea nula.

V(0) =0 (6.4)

Que el valor del proyecto sea una funcién continua y suave.

V(™) =Vv(ChH (6.5)

av av (6.6)
——(C Y= —(C*t

75 C =5

A medida que P crece indefinidamente, la probabilidad de que la produccién pare es nula.

lim V=t 67
{P—>oo} o) 1

10
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Entonces la solucién toma la forma de:

A, PP siP<C (6.8)

V(P) = P C .
A2P82+E—E siP>C

Las constantes se pueden encontrar derivando ambos trozos de la funcién e igualando sus

derivadas en P = C. De este proceso resulta:

= BZ(“‘ - 6) C(l_Bl) (6.9)

=SB, - B

_r- B1(n—19) (1-B) (6.10)
42 =56, -8 -

Ahora conocemos el valor del proyecto como funcion del precio, para encontrar la regla de
inversién debemos encontrar también el valor de la opcién de invertir como funcién del precio.
Como ésta no devuelve un flujo de efectivo, la ecuacién de Bellman es andloga a la del apartado

anterior, simplemente sustituimos a V por P, llegando a la ecuacién diferencial:

1 2P262F+ FaF b (6.11)
2% p T p T H

Con las condiciones de frontera que ya hemos explicado:

F(0)=0 (6.12)
F(P)=V(P) -1 (6.13)
OF ov (6.14)
ap( ) 9F (PY)
Se puede demostrar que la solucién a esta ecuacién viene dada por:
F(P) = {Pﬁl siP < P* (6.15)
V(P)—1 SiP>PpP*

Donde $P*§ es el nivel de precios a partir del cual la firma invierte. Para encontratlo, y encontrar
la constante $a $ operamos de la misma manera. Derivamos la funcién F (P) y la valuamos en P*,
nétese que solo podemos detivar la funciéon F (P) si conocemos V(P). La constante a viene dada
port:

11
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o = P2Az pusas 4L peaBy (6.16)
B1 B4
El precio critico es la solucion de la ecuacion algebraica:
A - -1 C 6.17
2B =B2) i Bi=1, C_ (6.17)
B4 P4 r

Facilmente resoluble dados los valores de los parametros.

6. CONCLUSION

En este trabajo se desarrolla una deduccién alternativa de la solucién del modelo de (Pindyck,
1991) tal como fue sugerida pero no explicitada por el mismo. La misma aprovecha los desarrollos
de la teorfa del control 6ptimo de Bellman en detrimento del uso de argumentos propios de la
matematica financiera. Hsto trabajo permite abordar la problematica de inversién bajo
incertidumbre, flexibilidad, e irreversibilidad utilizando las herramientas propias de la

programacion dinamica de Bellman.

La existencia de una solucién analitica, encontrada a partir de estas herramientas, hacen de este
un modelo parsimonioso y relevante para la problematica de valuacién de proyectos, asi como de
las finanzas corporativas en general. Asimismo la correcta inteleccién del modelo, y de su

construccién, resulta util para cualquier interesado en el campo de las opciones reales.
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APENDICE: EL LEMA DE I'TO COMO UNA EXPANSION DE
TAYLOR

Partimos de un proceso de Ito general:
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz

dz = eVdt

El lema de Ito nos proporciona una regla de diferenciacion, valida para cualquier funciéon de un

proceso de Ito, es decir, cualquier funcién de la forma F (x, t).

Interesa en este sentido aproximar el diferencial de F mediante una expansion de Taylor:

dF = aFd aFd t+ LO°F d 2+162th2+
ax T T e M e

Si tomamos la expresion de dx y la elevamos al cuadrado, tenemos:

3
dx? = a?(x, t)dt? + 2a(x, t)b(x, t)dtz + b2 (x, t)e?dt

Los términos dt? y dt3/? decrecen mas rapido que dt a medida que éste se vuelve infinitamente

pequenio. Entonces podemos escribir:
dx? = b?(x, t)dt

Notese que por esta misma razon los términos de la expresion a la derecha de dF asociados a los

diferenciales de t de orden superior a 1 se desvanecen.

Aniélogamente, si tomamos dx 3 tenemos:

3
dx3 = a3(x, t)dt® + 3a?(x, t)b(x, t)dt>/? + 3a(x, )b?(x, t)dt? + b3(x, t)dt2z

Expresion en la cual todos los términos se desvanecen a medida que dt — 0, hecho que se repite

para todos los diferenciales de orden supetior.
De manera que podemos simplemente quedarnos con la expresion:

dF = ath aFd + Lo°F d
Tt T T 2e
Recordando que un proceso de Ito tiene la forma dx = a(x, t)dt + b(x, t)dz, y la expresion del
diferencial segundo es dx? = b?(x, t)dt. Sustituyendo ambas ecuaciones en la expresién anterior

llegamos a que:

dF —ath oF t)dt + b(x, t)d 162Fd2
=5 +—[a(x )dt + b(x,t)dz] + S92 W
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Y sacando como factor comun a dt la expresion se convierte en:

dF = dt aF+aF t+1azFb2 t +0Fb t
= It &a(x,) 2 9x2 (x, t) Ix (x, t)

Si consideramos a(x,t) =ax y b(x,t) = ox donde a,0 son constantes tenemos un

movimiento Browniano geométrico.

Este es solo un caso particular del lema de Ito que se desarrolla de manera heuristica aplicindolo
a una funcién de un movimiento Browniano geométrico. El lector interesado en un desarrollo
mas extenso pero accesible sobre el tema puede referirse a los capitulos 1 y 4 del libro (Wiersema,

2008). Para una demostraciéon matematicamente rigurosa se puede referir a (Korn & Korn, 2001).
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