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Las presentes "Notas de Clase de Matematica Aplicada I", elaboradas por la Dra. Maria José Bianco, son
una contribucion esencial para la formacion académica de los futuros profesionales en Ciencias Economicas
de la Universidad de Buenos Aires. Estas notas, gestadas dentro del Centro de Investigacion en Métodos
Cuantitativos Aplicados a la Economia y la Gestion (IADCOM), ofrecen una introduccion a la optimizacion
estatica, una disciplina matematica de vital importancia en el ambito de la Facultad de Ciencias
Econdmicas.

La estructura de estas notas se ha diseniado en dos secciones principales. La primera, titulada "Conceptos
Previos", sienta las bases matematicas para abordar los problemas de optimizacion. Aqui, se les presenta a
los y las estudiantes temas fundamentales como los autovalores y autovectores, la diagonalizacion de
matrices, y las formas cuadraticas. Se hace un énfasis particular en la determinacion del signo de estas
formas cuadraticas, ya que estos conceptos preliminares son cruciales para comprender la concavidad y
convexidad de funciones, propiedades matematicas que desempefian un papel central en la teoria de la
optimizacion. La segunda parte del documento esta dedicada a la "Optimizacion Estatica", abordando, de
forma sistematica, los problemas de optimizacion sin restricciones, con restricciones de igualdad y con
restricciones de desigualdad.

Estas notas de clase van mas alla de la mera resolucion de problemas, también profundizan en el andlisis
de sensibilidad, ofreciendo una comprension de como los cambios en los pardmetros de un problema afectan
el valor 6ptimo de la funcidén objetivo. Otro aspecto destacado es la interpretacion econdémica de los
multiplicadores de Lagrange, una herramienta fundamental para entender las implicaciones de las
restricciones en los modelos econdmicos. Un tema transversal y de gran relevancia que se explora
detalladamente es la convexidad de funciones y su aplicacion directa en la optimizacion, lo que capacita a
los y las estudiantes para identificar y caracterizar de manera robusta los 6ptimos en diversos escenarios
€conomicos.

En sintesis, estas "Notas de Clase de Matematica Aplicada I" proporcionan las herramientas analiticas y
conceptuales necesarias para abordar con éxito los problemas de optimizacion en el ambito de la economia
y la gestion.

Javier |. Garcia Fronti
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PRIMERA PARTE: CONCEPTOS PREVIOS

En esta primera parte del libro se presentan los conceptos necesarios para analizar la concavidad y
convexidad de funciones. Los temas abordados son autovalores y autovectores, formas cuadraticas y el

signo de estas formas cuadraticas.

1.1. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

Definicion 1:
Sea 4 una matrizn X n. Un vector v # 0 se dice autovector (o vector propio o eigenvector) de la matriz
A asociado al autovalor A (o valor propio o eigenvalor) (real o complejo) si:

Av = Av
Observacion:
Av=Av & Av—-Ilv=0 & U-ADv=0

Al ser un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, s6lo puede ser compatible determinado o compatible
indeterminado. Como por definicion el autovector no puede ser nulo, el sistema so6lo podria ser compatible
indeterminado y, por lo tanto, presentar infinitas soluciones (una de las cuales es la trivial). En ese caso (al

ser un sistema de ecuaciones lineales cuadrado) el determinante de la matriz asociada debe ser igual a cero.

El polinomio P(1) = det(4 — AI) se denomina polinomio caracteristico de la matriz 4 y es de grado n.

Ejemplo 1
Dada la siguiente matriz:
2 0 6
A=10 0 1
1 0 1

Hallar los autovalores y autovectores de la matriz A.

Resolucion
1) Se halla el polinomio caracteristico de la matriz A, es decir:
P(A) = det(A — AI)
P(A) = A[—2% + 31 + 4]

2) Se buscan las raices de la ecuacion A[—1% + 31 + 4] = 0.

Los autovalores de lamatriz4AsonA=0 A=-1 A=4

3) Se buscan los autovectores correspondientes a cada autovalor resolviendo el sistema homogéneo.
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1=0
2 0 6\ /" 0
0 0 1]){v2]=10 = v, =v3=0
1 0 1/\vs 0
Autovector asociadoad =0 |w; = (0;1;0)
A=-1
3 0 6\ /" 0
0 1 1){V2]=(0])= vy =—-2v; Uy, = —V3
1 0 2/\vs 0
Autovector asociadoad = —1 |w2 =(-2;-1; 1)|
A=14
-2 0 6\ /"1 0 L
0 _4' 1 vz = 0 - Ul = 31.73 Uz = Zv3
1 0 —-3/\v3 0
. 1
Autovector asociadoal =4 |(w; = (3; " 1)
Ejemplo 2

Dada la siguiente matriz:

1 0 1
A=({0 1 3
0 0 2
Hallar los autovalores y autovectores de la matriz A.
Resolucion
1) Se halla el polinomio caracteristico de la matriz A, es decir:
P(A) = det(A — AI)
P =1-1)*2-2)
2) Se buscan las raices de la ecuacion: (1 —2)%2(2—-1) =0

Los autovalores de 1la matriz A son: A=1doble A=2

3) Se buscan los autovectores correspondientes a cada autovalor resolviendo el sistema homogéneo.

A=1

0 0 1I\/™" 0
0 0 3|[V2])=|0]=v3=0
0 0 1/1\vs 0

w1 = (150,00 w,=(0;10)]

-1 0 1\ /"1 0
0 -1 3J{v2]=(0|= v, =14 v, = 303
0 0 0/ \V3 0

lws = (1;3;1)]
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Teorema 1:
Los autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente independientes

Propiedades de autovalores y autovectores
1) Los autovalores de una matriz triangular son los elementos de la diagonal.

2) Sea A € R™"
e A y At tienen el mismo polinomio caracteristico (y por lo tanto, los mismos autovalores)
e A esinvertible siy s6losi A =0 no es autovalor de 4.

e Si A esautovalor de 4 y A4 es invertible entonces % es autovalor de 47".

e Si A esautovalor de 4 entonces A" es autovalor de A" .

3) Sea 4 unamatrizn X nysea P(1) = det(4 — Al)
)  El coeficiente de A™ del polinomio caracteristico es (—1)™
i)  El coeficiente de A" del polinomio caracteristico es (—1)™~1 por la traza de la matriz 4
i)  El término independiente del polinomio caracteristico es el determinante de la matriz A

4) Sea A una matrizn X ny sea P(1) = det(A — Al)
)  El coeficiente de A"~ del polinomio caracteristico es (—1)™! por la suma de los autovalores de
la matriz A4.
i) El término independiente del polinomio caracteristico es el producto de los autovalores de la
matriz 4

Observacién: De las propiedades anteriores se deduce que

tr (4) = i A det (4) = ﬁ 2
i=1 i=1

Autovalores y autovectores de matrices simétricas

Teorema 2:
Sea A € R™™ una matriz simétrica
i) Los autovalores de 4 son reales
ii) Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales
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Ejemplo 3

Hallar los autovalores y autovectores de la siguiente matriz simétrica:
7 -2 1
A=|-2 10 -2
1 -2 7

P(A) =—-23+2422-1801+432=0 = A =6 doble A=12

1 -2 1\ /V1 0
-2 4 -2 V=0 = v = sz — U3
1 -2 1/ \V3 0

wi = (2500 w, =(=10;1)

-2 1 U1 0
-2 =2 UV |=10]= VU, = _2173 V1 = U3
-2 =5/ \V3 0

lws = (1, -2; 1)]

Resolucion

[
RNl

Observemos que
wywsz=(2;10)-(1;,-2;1)=0
wy wy =(-1;0;1)-(1;-2;1)=0

1.2. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Definicion 2: Sean A € R™"™ y B € R™"™ | Se dice que A y B son matrices semejantes si'y solo si existe

una matriz P € R™ " no singular tal que B = P"1A P.

Teorema 3:
SiA € R™™ y B € R™"™ son matrices semejantes entonces tienen el mismo polinomio caracteristico

(y por lo tanto los mismos autovalores)

Definicion 3: A € R™*" es diagonalizable si y solo si existe una matriz P € R™ ™ no singular tal que D =

P~ 1A P donde D € R™™ es una matriz diagonal

Observacion: Se deduce de la definicion anterior que las matrices A y D son semejantes. Entonces tienen

los mismos autovalores. Como los autovalores de una matriz diagonal son los elementos de la diagonal
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concluimos que la matriz diagonal D tiene en la diagonal los autovalores de la matriz 4. La matriz P tiene

como columnas los autovectores asociados.

Teorema 4:
A € R™™ es diagonalizable si y solo si tiene n autovectores linealmente independientes

Observacion importante: Para que una matriz A € R™" sea diagonalizable los autovectores deben formar
una base del espacio R™.

Ejemplo 4

Dada la siguiente matriz indicar si es diagonalizable. En caso de que lo sea, calcular las matrices D y P

que verifican: D = P"1A P
1 0 1
A= (O 1 3)
0 0 2

En el Ejemplo 2 se calcularon los autovalores y los autovectores de esta matriz. Como los
autovectores forman una base de R3 se concluye que la matriz A es diagonalizable.

Luego:
1 0 0 1 0 1
D = (0 1 O) P= (0 1 3>
0 0 2 0 0 1

Resolucion

Ejemplo 5

Dada la siguiente matriz indicar si es diagonalizable. En caso de que lo sea, calcular las matrices D y P

que verifican: D = P"1A P
-2 -1 -1
A= 4 -8 -6
-4 11 9

Los autovalores de la matriz A son: A = —2 doble A = 3.

Resolucion

Los autovectores asociados a ambos autovalores son:

o A=-2
0 -1 -1\ /" 0
( 4 -6 —6) <Uz) = (0) = v, =-v3 v, =0
-4 11 11/ \vs3 0

lwy = (0;—1; 1)
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4 —11 —6l|[m)=(0]l= vy=-Zv, v,= v,
—4 11 6/ \vs 0 59 59

lw, = (5;34; =59)|

Por lo tanto, no es una matriz diagonalizable ya que los autovectores no forman una base de R3.

Diagonalizacion ortogonal

Definicion 4: A € R™ " simétrica es diagonalizable ortogonalmente si y solo si existe una matriz Q €

R™ ™ ortogonal tal que D = Q*A Q donde D € R™" es una matriz diagonal.

Observacion: En la definicion la matriz diagonal D tiene en la diagonal los autovalores de la matriz 4 y la

matriz Q tiene como columnas una base ortonormal de autovectores de la matriz 4

Ejemplo 6

Dada la siguiente matriz simétrica A:

7 =2 1
A=1|-2 10 -2
1 -2 7

Determinar la matriz diagonal (D) y la matriz ortogonal (Q) que verifican: D = QA Q
Resolucion
En el Ejemplo 3 se calcularon los autovalores y los autovectores de la matriz 4

Los autovalores de la matriz A son: A = 6 doble A =12

6 0 O
D=(0 6 0
0 0 12

Los autovectores asociados al autovalor A = 6 son: w; = (2;1;0) w, = (—1;0;1)

Por lo tanto, la matriz diagonal es:

El autovector asociado al autovalor A = 12 es w3 = (1; —2;1)
Los autovectores de la matriz simétrica A correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, pero se
observa que w; y w, (asociados al mismo autovalor) no son ortogonales:

wyw, =(2;1;0)-(—1;0;1)=-2+#0
Con lo cual vamos a buscar autovectores correspondientes al autovalor doble que cumplan con la condicion
de ser ortogonales
Para ello fijo uno de los dos autovectores encontrados, por ejemplo, w,.

Ahora debo buscar un autovector v = (vy; v,; v3) que cumpla las siguientes condiciones:
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wy, v =0
El vector v cumple la condicion de ser autovector del autovalor A = 6 y ademas es ortogonal al autovector
Ws.

Solo falta para finalizar normalizar los vectores

Wy -1 1
w, =(—10;1) = |wy|=+2 = —=<—; 0;—)
2= ( ) 2 [w, | 2 V2
v /1 1 1
v=(LL1D) = =v3 = _:(_;_;_>
( ) vl \W3'v3'V3
ws (1 -2 1
wy=(1;-2:1) = |wsl=v6 = _:(_;_;_>
3= ( ) 3 i WA

Luego la matriz Q es

(—1/\/5 1/\/§ 1/\/€w
° s e

Q=
\1/ﬁ s e

1.3. FORMAS CUADRATICAS

Conceptos introductorios

Definicion 5: Sea 4 una matriz n X n. Se denomina menor de orden k de la matriz A al determinante que
se obtiene de eliminar (n — k) filas y las mismas (n — k) columnas

agq

Ejemplo: Sea A = (a21

ai2 .
) una matriz 2 X 2
az2
a) Menores de orden 1
e Eliminando la primera fila y la primera columna se obtiene a,,
e Eliminando la segunda fila y la segunda columna se obtiene a4

b) Menor de orden 2: det(A)

A1 A2 ds3
Ejemplo: Sea A = <021 azz azs) una matriz 3 X 3
a3y 04z 4zz
a) Menores de orden 1
e Eliminando la segunda y la tercera fila y las mismas columnas se obtiene a4
e Eliminando la primera y la tercera fila y las mismas columnas se obtiene a,,
e Eliminando la primera y la segunda fila y las mismas columnas se obtiene a3

b) Menores de orden 2
az2 a23|

e Eliminando la primera fila y la primera columna se obtiene | a a
32 033

NOTAS DE CLASE MATEMATICA APLICADA |
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e . a1 Qi3
e Eliminando la segunda fila y la segunda columna se obtiene | a a |
31 033
- . a1 Qa2
e Eliminando la tercera fila y la tercera columna se obtiene Gy Qg
1

c) Menor de orden 3: det(A)

Observacién: Toda matriz A n X n tiene 2™ — 1 menores de orden k. Ademas, los menores de orden 1
son siempre los elementos de la diagonal y el menor de orden 7 es el determinante de la matriz 4.

Sea 4 una matriz n X n llamaremos menor principal de orden k de la matriz A al determinante que se
obtiene de eliminar las tltimas (n — k) filas y las mismas (n — k) columnas. Es decir:

aip o ik
A = : :
a1 " Agk

Definicion 6: Una forma cuadrdtica es una aplicacion ¢: R™ — R tal que

() = (x4, o, Xp) = Z a; x? + ZZ ajj x; x;

i i<j

Formas cuadraticas

La matriz 4 asociada a la forma cuadratica ¢(x) es una matriz n X n 'y simétrica:

aijp 0 Qip\ /X1
(p(X) = ¢(x1, ...,xn) = (Xl Xn) < )( > = xtA X

An1  *° Qun/ \Xn

Ejemplo 7
a) Buscar la expresion polinomica de la forma cuadratica asociada a la siguiente matriz
2 -1 3/,
A= -1 0 -2
3/, —2 -1

2 -1 3/,\
@O0, x0,%3) = (1 x3x3) [ —1 0 —2 |[x2])=2x2—2x1x, + 3x1x3 — 4x,x3 — x2
3/, —2 —1)\3

b) Buscar la matriz asociada a la siguiente forma cuadratica
O(x1,%2,%3 ) = 3x% — x2 + 4x2 4+ 5x1x, — 6x1X3 — X3X3

3 5/2 _6/2 3 5/2 -3
a=| 3y 1 L =% -1 =1
=6/ ), 4 -3 =1/ 4

Observacion: La matriz 4 asociada a una forma cuadratica es n X n y simétrica, por lo tanto, es

diagonalizable ortogonalmente. Es decir, existe una matriz Q € R™ " ortogonal tal que D = Q*A Q donde

NOTAS DE CLASE MATEMATICA APLICADA |




.UBA

D € R™ "™ es una matriz diagonal (los elementos de la diagonal son los autovalores 4; de la matriz A) y la
matriz Q tiene como columnas una base ortonormal de autovectores de la matriz A.
Luego,

D=Q'AQ = A=QDQt

Reemplazando en la expresion matricial de la forma cuadratica
p(x) =x"Ax = x"(Q D Qx = (x*Q)D (Q*x) = (Q*x)*D (Q*x)
Si se emplea el cambio de variables
X=0Q'%

Obtenemos

n
00 =@ = DT = ) X ¥
i=1

Se dice que @(X) es la forma candnica o forma diagonal de la forma cuadratica ¢ (x)

Signo de una forma cuadratica

Definicion 7: Sea ¢: R™ — R una forma cuadratica
a) ¢ esdefinida positiva < ¢@(x)>0 VxeR" x#0
b) @ es semidefinida positiva < ¢@(x) >0 Vx€eR"
¢) ¢ esdefinida negativa = @(x) <0 Vx€eR"™ x+#0
d) ¢ es semidefinida negativa < ¢@(x) <0 Vx€eR"

e) En cualquier otro caso ¢ es indefinida

Teorema 5
Sea la forma cuadratica ¢: R®™ - R y A la matriz simétrica asociada a la forma cuadratica ¢. Donde 4;
son los autovalores de la matriz A.
a) ¢ es definida positiva si y s6lo si todos los autovalores de la matriz A son positivos (4; > 0 Vi)
b) ¢ es semidefinida positiva si y solo si todos los autovalores de A son mayores o iguales a cero
1; =0 Vi)
¢) ¢ es definida negativa si y sélo si todos los autovalores de A son negativos (4; < 0 Vi)
d) ¢ es semidefinida negativa si y s6lo si todos los autovalores de A son menores o iguales a cero
1; £0 Vi)

e) En cualquier otro caso ¢ es indefinida
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Ejemplo 8
Determinar el signo de las siguientes formas cuadraticas a partir del signo de sus autovalores

a) @(x1,x;) = 3x% + x2 es definida positiva
A= (3 0) Autovalores {A =3>0

0 1 A=1>0
b) @(x1,x3) = (% — x3)% = x% — 2 x1x, + x% es semidefinida positiva
(1 -1 A=2>0
A= (_1 1) Autovalores { 1=0
¢) @(x1,%x5,x3) = —7x2 — 2x% — 4x2 es definida negativa
-7 0 0 A=-7<0
A= 0 -2 0 Autovalores {A=-2<0
0 0 -4 A=-4<0
d) @(x1,%5,%3) = —3xF — (x, — 2x3)2 = —3x% — x5 + 4x,x3 — 4x5 es semidefinida negativa
-3 0 0 A=-3<0
A= 0 -1 2 Autovalores {1 =-5<0
0 2 —4 A=0

e) @(x1,x,) = 5x% — 7x2 es indefinida

A= (g _07) Autovalores {/{1:_57><00

Teorema 6:
Sea A una matriz n Xn simétrica real y sean A; (1 < i < n) los menores principales de orden 7 de
la matriz A
a) A es definida positiva si y sélo si todos los menores principales son positivos, es decir, si
Ay >0,4,>0,..,4,>0,
b) A es definida negativa siy sélo si los menores principales de orden impar son negativos y los de orden
par son positivos, es decir, si 41 < 0,4, > 0,45 <0, ...
c¢) Si 4 es semidefinida positiva o negativa entonces detA = 0
d) Sid; >0,4,>0,..,4,_1 > 0 y detA = 0 entonces A es semidefinida positiva
e) Sid; <0,4,>0,43<0,.. y det4A = 0 entonces A4 es semidefinida negativa
f) A es semidefinida positiva si y sélo si todos los menores de la matriz 4 son mayores o iguales a cero.
g) A es semidefinida negativa siy so6lo si los menores de la matriz 4 de orden impar son menores o iguales
a cero y los de orden par son mayores o iguales a cero.

h) Sino se cumplen estas condiciones, la matriz 4 es indefinida
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Ejemplo 9
Determinar el signo de las siguientes formas cuadraticas a partir del signo de sus menores principales

a) @(x1,%;) = 3x% + x2 es definida positiva

A;=3>0
A= (?) (1)) Los menores principales son { !

A, =detA=3>0

b) @(x,x3) = (% — x3)% = x% — 2 x1x, + x% es semidefinida positiva

_(1 -1 o A =1>0
A= (_1 1) Los menores principales son {Az — detA =0
c) @(x1,%x5,x3) = —7x2 — 2x% — 4x2 es definida negativa

-7 0 0 A =-7<0
A= < 0 -2 0) Los menores principales son { A, =14>0

0 0 —4 A; =detA=-56<0
d) @(xg,x5,x3) = —3x2 — (x, — 2x3)% = —3x% — x% + 4x,x3 — 4x% es semidefinida negativa
-3 0 0 A =-3<0
A= ( 0 -1 2) Los menores principales son { A, =3>0
0 2 -4 A; =detA =0

e) ¢(x;,x;) =5x% —7x2 esindefinida

A, =
A= (g _07) Los menores principales son { 1=5>0

A, =detA=-35<0

Ejemplo 10

Analizar el signo de la siguiente forma cuadratica

©(x1,%2,%3) = —x% + 631X, — 9x% — 2x%
La matriz asociada es
-1 3 0
A= 3 -9 0
0 0 -2
a) Resolucion por menores
A1 = _1 < 0
Los menores principales son { A, =0
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Este es un ejemplo donde hay que calcular todos los menores de la matriz
= Menores de orden 1 (elementos de la diagonal)
a11=_1<0 a22=_9<0 a33=_2<0

= Menores de orden 2

- =0 - =2>0 - =18>0
3 0 -2 0 2
=  Menores de orden 3
detA=0

Luego, como los menores de orden impar son negativos o cero y los menores de orden para son positivos

o cero concluimos (por Teorema 6 g) que la forma cuadratica es semidefinida negativa

b) Resolucion por autovalores

A=-2<0
Los autovalores sonil = —-10< 0
A=0

Por lo tanto, por Teorema 5 d) concluimos que la forma cuadratica es semidefinida negativa

Observacion importante

Considere las siguientes matrices asociadas a dos formas cuadraticas

300 30 0
A=10 0 O B=|10 0 O
0 0 4 0 0 —4

En las dos matrices el primer menor principal es positivo y los dos siguientes son cero.

Esto no define el signo de la forma cuadratica.

Luego si calculamos los autovalores concluimos que en la matriz 4 son 3, 0 y 4 y por lo tanto la forma
cuadratica sera semidefinida positiva mientras que en la matriz B son 3, 0 y -4 con lo cual la forma

cuadratica es indefinida

Formas cuadraticas restringidas

Sea la forma cuadratica @(x) = x*A x (A € R™" simétrica) restringida al subespacio
Bx = 0 (B € R™™) donde m < n.
n = numero de variables

m = numero de ecuaciones
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Se considera la matriz orlada

A= (I?t ﬁ) A € Rtm)x(n+m) O matriz nula de orden m X m

Un criterio para determinar el signo de si ¢ (x) = xtA x restringida al subespacio Bx = 0 lo da el siguiente

teorema.

Teorema 7:
a) La forma cuadréatica @ (x) = xA x restringida al subespacio Bx = 0 es definida positiva si y sélo
si los m —m ultimos menores principales de la matriz orlada A tienen el mismo signo que (—1)™
b) La forma cuadratica ¢(x) = x'A x restringida al subespacio Bx = 0 es definida negativa si y s6lo
si los n —m ultimos menores principales de la matriz orlada A alternan signo comenzando por el
signo que (—1)™*+1
¢) Si las condiciones a) y b) no se cumplen (y son distintas de cero) entonces la forma cuadratica

@(x) = x'A x restringida al subespacio Bx = 0 es indefinida

Ejemplo 11
©(x1,%5,x3) = —11x2 + 4x,x, + 2x% — 2%, x5 + 4x3
x1+x2+x3=0
le+x3:0
-11 2 -1
a=(22 o) m=G D) AT
-1 0 4
0 O 1 1 1
(oo 20 1
A=1|1 2 -11 2 -1
1 0 2 2 0
1 1 -1 0 4
Como: n=3} = n—m=1
m=2

Sélo hay que calcular un determinante que se corresponde con el determinante de la matriz A

(Cuales serian las condiciones?

Para que la forma cuadratica restringida sea definida positiva el signo del determinante de la matriz A
deberia tener el mismo signo que (—1)% = 1. Es decir

|A] >0
Para que la forma cuadratica restringida sea definida negativa el signo del determinante de la matriz A
deberia tener el mismo signo que (—1)?*1 = —1. Es decir

|A] <0
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Como detA = 7 > 0 concluimos que la forma cuadrética restringida es definida positiva

1.4. CONVEXIDAD DE FUNCIONES

Conceptos introductorios

Definicion 8: Sean x ¢ y dos puntos de R™. Se llama segmento de extremos x e y al conjunto de puntos

z€RMtalesque z=ax+(1—a)ycon0<a<1

Definicién 9: Un conjunto S € R™ es convexo si Vx,y €S y Va € [0,1] se verifica que ax +

(1-a)yes

Por lo tanto, un conjunto es convexo cuando el segmento que une cualquier par de puntos del conjunto

estd completamente contenido en el conjunto.

Conjuntos convexos

-~ @

Conjuntos no convexos

Funciones concavas y convexas
Definicion 10: Sea f:D — R, con D € R" conjunto convexo no vacio.

a) fesconvexaenD siysOlosi f(ax+(1—a)y) <af(x)+(1—-a)f(y) Vx,y€ED, Vac€
[0;1]

b) f es estrictamente convexaen D siysolosi f(ax+ (1 —a)y) <af(x)+ 1A —a)f(y)
Vx,y €D, Va € (0;1)

¢) fesconcavaenD siysélosi f(ax+(1—a)y)=af(x)+ (1 —-a)f(y) Vx,yED,h Vac€
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[0;1]
d) f es estrictamente concavaen D siysolosi f(ax+ (1 —a)y) > af(x)+ (1 —a)f(y)
Vx,y €D, Va € (0;1)

Graficamente las funciones convexas son aquellas en las cuales los segmentos que unen cualquier par de
puntos de su grafica quedan siempre por encima de la grafica (en el caso de concava los segmentos quedan
por debajo). Si la funcion es estrictamente convexa los segmentos no pueden tocar a la grafica salvo en los

extremos.

Funcion estrictamente convexa

)

af () + (1 -a)f(y) § ===~ -

) 9

flax+(1—a)y) ¢ ==--=-=F=====u

o e :
x ax+ (1 —-a)y y

Funcion estrictamente concava

flax +(1 - a)y)

)

af () + (1 —a)f(y) ¢ ==~

)

& Ll

/ x  arxr+(1-a)y V\
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v
A

Funcion convexa Funcion concava

Teorema 8: Sea f:D — R, con D € R" conjunto abierto convexo no vacio, f € C%(D)
i) f es convexaen D siy solo si la matriz Hf (x) es semidefinida o definida positiva Vx € D
i1) f es concavaen D siy so6lo si la matriz Hf (x) es semidefinida o definida negativa Vx € D
iii) Si la matriz Hf (x) es definida positiva Vx € D, entonces f es estrictamente convexa en D
iv) Si la matriz Hf (x) es definida negativa Vx € D, entonces f es estrictamente concava en D

Observacion: La matriz Hf (x) se denomina matriz Hessiana de la funcion f

" "
X1X1 fxlxn
Hf(X) = Hf(xlf ey xn) = ”: ’ ”:
fxlxn Ut Jxpxp

Ejemplo 12

1 1
=—4- >0 A >0
fen=3ts G y>0)

Calculamos las derivadas parciales

X

!

y

La matriz Hessiana es:

2
E 0
Hf(xd’)z 2
0 3

(Coémo se determina el signo de la matriz Hessiana?
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e Por menores principales

2
( [Hy] == >0

>0

|H2| = detHf(x;y) = x3y3

La matriz Hessiana es definida positiva.

e Por autovalores
Observemos que la matriz Hessiana es una matriz diagonal por lo tanto los elementos
de la diagonal son los autovalores. Como ambos autovalores son positivos, la matriz
Hessiana es definida positiva

En cualquiera de los dos casos concluimos que la funcion es estrictamente convexa

Ejemplo 13
f(x1,%2,%3) = (%1 — 1) + 2x3 + 5x3

Calculamos las derivadas parciales

La matriz Hessiana es:

2 0 0
Hf(xl,xZ,x3) = <0 12x2 0 )
0 0 10

Observemos que si se considera D = R3 la funcion no es concava ni convexa, pero si consideramos como
dominio D = {(x;,x,,x3) € R® | x, > 0} (conjunto abierto y convexo) entonces fes estrictamente
convexaen D.

Funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas

Definicion 11: Sea f: D — R, con D c R" conjunto convexo no vacio

a) f escuasiconvexaen D siysolosi f(ax+ (1 —a)y) < max{f(x);f(y)} Vx,y€D, Va e
[0;1]

b) f es cuasicéncavaenD siysOlosi f(ax + (1 —a)y) = min{f(x); f(y)} Vx,yE€D ,h6 Va€
[0;1]
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Funcion cuasiconcava

Importante:

Toda funcion mondtona en un intervalo I € R es siempre cuasiconcava y cuasiconvexa.

Observacion: Para la proposicion que se enuncia a continuacion definimos la siguiente matriz de (n +

DX n+1):

of of
o oy
of 0%f 0%f
B=|0x, 0x? 0x,0x,
\ of 0%f 0%f
0x, 0x,0x; 0x,0x,

af
dx,
0% f

0x10xy,

92f
ox?

Ademés, consideramos los siguientes menores principales de la matriz B

0
of

Bl = [0x,
of
axk

of af
ox  0x,
92f 0%f
0x?  0x,0x,
0%f % f
0x,0x, 0x,0x,

of
0xy
0% f
0x10xy
0% f

)

Teorema 9: Sea f:D — R, con D € R™ conjunto abierto convexo no vacio, f € C2(D)

1) Si|B1| <0,|B;| <0,...,|B,] <0 Vx € D entonces f es cuasiconvexa en D

i) Si |B;| < 0,|B;| > 0,|B3] <0, ....

Vx € D entonces f es cuasiconcava en D
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Ejemplo 14
Funcion de Cobb-Douglas
Consideremos la funcion  f(x,y) = x*y? cona>0y b>0en D ={(x,y) ER?[ x>0 A y > 0}

a) Veamos para qué valores de los parametros a y b la funcidén es concava, convexa, estrictamente
concava, estrictamente convexa o nada

Calculemos las derivadas parciales

fle=ax®tyP
f,y — bxayb—l

La matriz Hessiana

_ a-2.,b a-1,,b—1
Hf(x,y)z(a (a —1)x% 2y abx% 1ty >

abx% tyb-1 b(b — 1)x%yP=2

Para estudiar el signo de la forma cuadratica a través de los menores principales, debemos
tener en cuenta:

— _ a—2 .,,b
|Hil = a (a—1x v
>0 >0 >0
|H,| = detHf (x,y) = a b x?%2 y2b=2[—q — b + 1]
e N ——
050 >0 >0

Observemos que el signo del determinante de la matriz Hessiana depende del signo del término
—a — b + 1. Por lo tanto

e —a—-b+1>0 a+b<1l = 0<ax<l1
|H[ <0
|H,| >0
Concluimos que la funcion es estrictamente concava

} = la matriz Hessiana es definida negativa

e —a—-b+1=0 a+b=1 = 0<ax<l
|Hi| <0
|Hz| =0
Concluimos que la funcion es concava

} = la matriz Hessiana es semidefinida negativa

e —a-b+1<0= a+b>1
La matriz Hessiana es indefinida y por lo tanto la funcién no es concava ni convexa

b) Veamos para qué valores de los parametros a y b la funcidn es cuasiconcava o cuasiconvexa
La matriz B esta dada por:

0 axa—lyb bxayb—l
B=|ax*'y? a(a—1)x*2y?  abx% 1lyb-?

bxayb—l abxa—lyb—l b(b _ 1)xayb—2
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Debemos tener en cuenta el signo de los siguientes menores de la matriz
2
|Bll — _(axa—lyb) — _a2x2a—2 y2b <0
|B,| = detB = abx3%"2y30=2(q + b) > 0

Por lo tanto, f'es cuasiconcava en D

Conclusion

La funcién f(x,y) = x%y?con a>0y b>0en D={(x,y) ER? x>0 A y >0}
Es estrictamente concava cuandoa + b < 1

Es concava cuandoa+ b =1

No es concava ni convexa cuandoa + b > 1

Para cualquier valora > 0y b > 0 la funcién es cuasiconcava

Propiedades de las funciones concavas y convexas
1) Seaf:D — R, D c R™. Sifes concava (convexa) en D entonces es continua en el interior de D
2) Seaf:D — R, D c R" conjunto convexo no vacio
a) Sif'es estrictamente convexa (estrictamente concava) en D, entonces f'es convexa (concava) en D.
b) fes convexa (estrictamente convexa) en D siy sélo si —f es concava (estrictamente concava) en
D.

¢) Sifesconvexa (concava)en Dy a = 0, entonces af es convexa (concava) en D.

d) Sif(x) >0 yconcavaen D, entonces g(x) = % es convexa en D

3) Seanf;:D - R (1 <i<k),Dc R"conjunto convexo no vacio funciones convexas (concavas) en D.
a) Lasuma de dichas funciones es una funcion convexa (concava) en D.
b) Siay, ..., ag son escalares no negativos, entonces Z{-‘zl a; f; esuna funciéon convexa (concava) en
D.
4) Sea f:D — R, D c R™ conjunto convexo no vacio
a) Sifesconvexaen D, entonces S, ={x € D / f(x) < a} esun conjunto convexo Va € R.
b) Sifes concavaen D, entonces T, = {x € D / f(x) = a} esun conjunto convexo Va € R
5) Seaf:D — R, D c R" conjunto convexo no vacioy sea g: E = R, talque Imf c EcR
a) Sifesconvexay g es creciente y convexa, entonces g o f es convexa en D.
b) Sifes convexay g es decreciente y concava, entonces g o f es concava en D.
c) Sifesconcavay g es decreciente y convexa, entonces g o f es convexa en D.

d) Sifesconcavay g es creciente y concava, entonces g o f es concava en D.
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Observacion: La propiedad 4 se puede interpretar de la siguiente forma: El conjunto por encima (debajo)
de cualquier curva de nivel de una funcién concava (convexa) es convexo. Esto es de gran utilidad en

funciones econdmicas.

Importante: Toda funcion lineal f (x4, ..., x,) = a;x; + ---+ apx, + b es concava y convexa

Propiedades de las funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas
1) Seaf:D — R, D c R" conjunto convexo no vacio
a) Sifescuasiconvexaen Dsiysolosi S, ={x €D / f(x) < a} esun conjunto convexo Va € R.
b) Sifes cuasiconcavaen Dsiysolosi T, ={x € D / f(x) = a} esun conjunto convexo Va € R
2) Seaf:D — R, D c R" conjunto convexo no vacio
a) f'esconvexa (concava) en D entonces f'es cuasiconvexa (cuasiconcava) en D.
b) fes estrictamente convexa (estrictamente concava) en D entonces f'es estrictamente cuasiconvexa
(estrictamente cuasiconcava) en D.
¢) fes cuasiconvexa (cuasiconcava) en D siy solosi —f es cuasiconcava (cuasiconvexa) en D.
d) Si fes cuasiconvexa (cuasiconcava) en Dy a = 0, entonces «af es cuasiconvexa (cuasiconcava)
en D.
3) Seaf:D — R, D c R" conjunto convexo no vacioy sea g: E = R, tal que ImfcECR
a) Sifes cuasiconvexay g es monotona creciente, entonces g o f es cuasiconvexa en D.
b) Sifes cuasiconvexay g es monodtona decreciente, entonces g o f es cuasiconcava en D.
¢) Sifes cuasiconcava y g es mondtona creciente, entonces g o f es cuasiconcava en D.
d) Sifes cuasiconcavay g es monodtona decreciente, entonces g o f es cuasiconvexa en D.
4) Seaf:D—->R, D={x€R™ / x>0}, f € C}(D), fpositiva y homogénea de grado ». Se verifica
a) =107 < 0:Lafuncion f es convexa si y solo si es cuasiconvexa

b) 0 < r < 1: La funcion f'es concava si y solo si es cuasiconcava

Observacion: Hay propiedades que tienen las funciones convexas (concavas) que no se verifican en las
funciones cuasiconvexas (cuasiconcavas). Por ejemplo:
e No se puede afirmar que la suma de dos funciones cuasiconvexas (cuasiconcavas) sea cuasiconvexa
(cuasiconcava).
e No se puede afirmar que una funcion cuasiconvexa (cuasicOncava) sea continua en un conjunto

abierto.
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Importante: De la propiedad 2) a) y la propiedad 3) se deduce que:

- Toda transformacion mondtona creciente de una funcién concava (convexa) es una funcion

- cuasiconcava (cuasiconvexa).

- Toda transformacion monotona decreciente de una funcién céncava (convexa) es una funcidon

cuasiconvexa (cuasiconcava)
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SEGUNDA PARTE: OPTIMIZACION ESTATICA

Autoras: Maria José Bianco y Verdnica Garcia Fronti

2.1. OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Extremos locales y globales
Una funcion f(x) = f(xq, ..., X,) alcanza un mdximo relativo o local en un punto  xo = (xg, ) xﬂ) de

su dominio si se verifica que f(x) < f(xo) para todo punto x perteneciente a un entorno de xg.

Una funcion f(x) = f(xq, ..., Xn) alcanza un minimo relativo o local en un punto  xo = (xg, e x?,) de

su dominio si se verifica que f(x) = f(xo) para todo punto x perteneciente a un entorno de xg.

Observacion: Si las desigualdades de las definiciones anteriores se cumplen para todos los puntos x
pertenecientes al dominio de la funcidn f, entonces f alcanza un mdximo absoluto o global (0o minimo

absoluto o global) en el punto x,.

0.8+

maximo felativa

1] 1 2 3 4

minimo relative

minima absoluto

254
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Un programa matematico sin restricciones se formula de la siguiente manera:
Optimizar ~ f(x) siendo f:D —» R conD S R"
En este tipo de programas, el conjunto de soluciones factibles coincide con el dominio D de la funcién

objetivo.

2.1.1. Condicion necesaria para la existencia de 6ptimos locales

Teorema 10: Sea f:D —» R con D € R", abierto, f € C1(D). Si en xo € D la funcion f presenta un

optimo local entonces Vf (xg) = 0 (es decir, fy (xg) =0, ..., fy (x9) =0).

Definicion 12: Sea f:D — R con D € R", abierto, f € C*(D) y sea xg € D. Se dice que x¢ es un

punto critico de f si Vf(xy) = 0.

2.1.2. Condicion suficiente para la existencia de optimos locales

Teorema 11: Sea f:D — R con D S R", abierto, f € C*>(D) ysea xo € D un punto critico de f.
Se verifica:
1) Sila forma cuadratica dada por Hf (x¢) es definida positiva, entonces f presenta en xg un
minimo local.
i) Si la forma cuadratica dada por Hf (x¢) es definida negativa, entonces f presenta en X un
maximo local.

1i1) Si la forma cuadratica dada por Hf (x¢) es indefinida, entonces f presenta en x4 un punto silla

Observacion Si xq es un punto critico de f pero f no tiene un 6ptimo local en xgq, se dice que X es un
punto silla o punto de ensilladura de f.

Es decir, xo es un punto silla de f si y solo si existen puntos x ¢ y en un entorno de xg que verifican

f(x) < f(x0) < f(¥)

2..1.3. ;Cuando falla?
®  Matriz hessiana semidefinida en un punto critico. El Teorema 2.2 no da informacién sobre un punto
donde la forma cuadratica sea semidefinida positiva o negativa. En esos casos habra que hacer un

estudio de la funcién en un entorno del punto

NOTAS DE CLASE MATEMATICA APLICADA |




.UBA

= Funcion no derivable en un punto perteneciente al dominio de la funcion. Un punto critico es un
candidato a 6ptimo local. Otros candidatos serian todos aquellos puntos que pertenecen al dominio de

la funcion, pero en los cuales la funcion no es derivable

2.1.4. Paso a paso

1) Hallar el dominio de la funcion objetivo.

2) Calcular el gradiente de la funcion.

3) Buscar los puntos que anulan el gradiente (puntos criticos)

4) Fijarse si existen puntos pertenecientes al dominio de la funcion donde la funcién no es derivable.
En caso afirmativo realizar un estudio local.

5) Hallar la matriz Hessiana.

6) Reemplazar cada uno de los puntos criticos en la matriz Hessiana y definir el caracter de cada uno
de ellos.

7) Sien alguno de los puntos criticos la matriz Hessiana es semidefinida (positiva o negativa) realizar

un estudio local.

Ejemplo 15
fO,y)=x*+y?>+xy—2x—10y+5
Hallamos las derivadas parciales primeras, las igualamos a cero y resolvemos el sistema:

{f’x=2x+y—2=0

flo=2y+x—-10=0 =  (—2;6) es el punto critico
y = —-10 =

Ahora hallamos las derivadas parciales segundas y construimos matriz Hessiana:

=€ 1)

Los menores principales son:

|H,| = detHf =3 >0

Como la matriz Hessiana es definida positiva concluimos que la funcion presenta en (—2; 6) un minimo
relativo.
Observemos que otra forma de expresar la solucion hubiese sido: en (—2 ;65 f (—2,6)) = (—2;6; —23) hay

un minimo relativo.

Ejemplo 16
f(x,y) =2—3x2%+ 3x2%y + y3 — 3y?

Hallamos las derivadas parciales primeras, las igualamos a cero y resolvemos el sistema:

NOTAS DE CLASE MATEMATICA APLICADA | n



.UBA
fl,=—6x+6xy=6x(-1+y)=0
{ f’y=3x2+3y2—6y=0
Observemos que la primera ecuacion se satisface parax = 0e y =1
o Alreemplazar x = 0 en la derivada respecto de y nos queda:
3y2—-6y=y(By—-6)=0 = y=0A y=2
P, =(0;0) P,=1(0;2)
o Al reemplazar y = 1 en la derivada respecto de y nos queda
3x2-3=0 = x=1 A x=-1
P;=(11) Po=(-11)
La matriz Hessiana para esta funcion es:

—6+6y  6x
Hf(x'”z( 6r 6y—6>

Reemplazamos por los puntos criticos
m_(—6 0
« H©OO=(Ty )

Los menores principales son:

|H,| = detHf =36 >0

Como la matriz Hessiana es definida negativa concluimos que la funcion presenta en P; = (0;0) un
maximo relativo.

n_ (6 0
Los menores principales son:

{ |H,| =6 >0
|H,| = detHf =36 >0

Como la matriz Hessiana es definida positiva concluimos que la funcion presenta en P, = (0; 2) un minimo
relativo.

. wrn=(0 9

Como la matriz Hessiana es indefinida, concluimos que la funcion presenta en P; = (1;1) es un punto
silla

e HF-LD=(_) TO)
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Como la matriz Hessiana es indefinida concluimos que la funcién presenta en P, = (—1; 1) un punto silla

Ejemplo 17
fley)=e+"

Hallamos las derivadas parciales primeras, las igualamos a cero y resolvemos el sistema:

o= 2xeX Y =0
{f x = (0;0) es el punto critico

fly =2yex" " =0
Ahora hallamos las derivadas parciales segundas y construimos matriz Hessiana:

(4x? + 2)e**+7* 4xye*’+Y’ >

Hf(x,y) =
f( y) < 4‘x:yexZ_'_yZ (4y2 + 2)exZ_'_yZ

Reemplazamos por le punto critico
2 0
Hf 00 = (5 )

Los menores principales son:

|Hy| = detHf = 4> 0

Como la matriz Hessiana es definida positiva concluimos que la funcion presenta en (0; 0) un minimo
relativo.

Ejemplo 18
f(x1,%0,%3) = —x3 + 3%, x5 + 2x, — x5 — 3x2

Hallamos las derivadas parciales primeras, las igualamos a cero y resolvemos el sistema:

fi, = —3x7 +3x3=0
fX, 2—2x2=0

, =

fX, 3x1 - 6X3 = 0

3 =

Los puntos criticos son P; = (l; 1 1) y P, =(0;1;0)

2’ s
La matriz Hessiana para este problema es:
—6x, 0 3
Hf (x1,%2,x3) = 0 -2 0
3 0 -6
Reemplazamos por los puntos criticos

° Hf(%;l; %)=<_3 —g g)

3 0 -6
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. . . . . ., 1 1
Como la matriz Hessiana es definida negativa concluimos que la funcion presenta en P; = (E ;1 Z) un

maximo relativo
0 0 3
e Hf(0;1,0)={0 -2 0
3 0 -6

Como la matriz Hessiana es indefinida concluimos que la funcion presenta en P, = (0; 1; 0) un punto silla

2.1.5. Condicion suficiente de optimalidad global

Teorema 12: Sea f:D —» R con D € R", abierto y convexo, f € C1(D) ysea Xy € D un punto critico

de f . Se verifica:

1) Si f es convexa en D entonces f presenta en xg un minimo global.
1) Si f es estrictamente convexa en D entonces f presenta en xq un minimo global inico.
1ii) Si f es concava en D entonces f presenta en X¢ un maximo global.
v) Si f es estrictamente concava en D entonces f presenta en Xy un maximo global nico.

Observacién: Si f es concava (convexa) en D, con D abierto y convexo y f € C1(D) la condicion
Vf(xg) = 0 para xog € D es necesaria y suficiente para que la funcion f alcance en xy un maximo
(minimo) global.

En el Ejemplo 15 se observa que la funcion es estrictamente convexa por lo que una vez que encontrado el

punto critico (-2,6) se puede concluir que la funcion alcanza en ese punto un minimo global unico.

2.1.6 Composicion de funciones

Proposicion 13: Sea f:D — R con D € R", abierto, ysea g:4A - Rde maneraqueImf c AcCR. f €

C1(D) ysea xo € D un punto critico de f . Se verifica:

1) Si g es creciente entonces los puntos donde f alcanza maximos (minimos) en D coinciden con los
puntos donde g o f alcanza maximos (minimos) en D.

1) Si g es decreciente entonces los puntos donde f alcanza maximos (minimos) en D coinciden con

los puntos donde g o f alcanza minimos (méaximos) en D.
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Ejemplo 19
Consideremos la funcion f(x,y) = eX*+y* y sea g(x) = Inx (funcion estrictamente creciente)

Busco los extremos de la funcion:

h(x,y) = go f(x,y) = x* + y*

h,=2x=0 -
{ =  (0;0) es el punto critico

h'y=2y=0
La matriz Hessiana es:
N_(2 0
ncon = (2 9)
Como la matriz Hessiana es definida positiva concluimos que la funcion h presenta en (0; 0) un minimo

relativo. Luego en ese punto la funcion f/ también alcanza un minimo relativo

2.1.7. Analisis de sensibilidad

Consideremos el siguiente problema
opt f(x,a) (P)
X

donde f € C1(D) con x € R™ (variables de decisiéon) y a € R (pardmetro).
Sea A c R un conjunto abierto y supongamos que para todo a € A existe x*(a) = (x7(a), ..., x5 (a))
solucion 6ptima del problema (P) con x* una funcién C?

Si definimos la fincion objetivo indirecta o funcion valor como @(a) = f(x*(a), a) se verifica:

dp(a) df (x"(a),a)
da da

El resultado anterior se conoce como Teorema de la Envolvente

Ejemplo 20

La funcion de beneficios de una empresa competitivaes B(K,L) =p f(K,L) —rK — wL

donde K y L son las respectivas cantidades a emplear de capital y trabajo (K > 0,L >0y f(K,L) > 0) p
es el precio unitario al que puede vender el output (p > 0), » y w son los respectivos precios unitarios a los
que paga los factores capital y trabajo (r,w > 0). Ademas, consideramos que la funcion f(K,L) es
estrictamente concava.

a) Indicar si la funcion beneficio es concava, convexa, estrictamente concava o estrictamente convexa

b) Si la funcion presenta en (K*; L*) un punto critico, ;qué puede concluir?

c) Obtener la funcion objetivo indirecta y calcular las derivadas parciales.
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d) Demostrar que un aumento de p conlleva un aumento del beneficio 6ptimo y un aumento de o w
produce una disminucién del beneficio éptimo.
e) (Como impacta en la variable capital Optima un aumento en » y en la variable trabajo optima un

aumento de w?

n 14
a) Como la funcion f(K,L) es estrictamente concava sabemos que:Hf = ( K,f( K,’,“) =
KL JLL
{ |Hy| = fgx <0
|Hz| = |Hf| >0
Luego, la matriz Hessiana de la funcion beneficio esta dada por
{Bk =pfg—r Pfxk pfél)
By =pf, —w pfkL  PfiL

Concluimos que la funcion beneficio es estrictamente concava

|Hi|l =pfyx <0

= HB=( {
|H,| = |HB| = p?|Hf| >0

b) Como la funcién beneficio es estrictamente concava el punto critico es un maximo global {inico

cyd)

Bpax = B(K*; L") =p f(K*; L") —rK* —wlL*
aB(s—;:m = f(K*;L*) > 0 Ante un ligero aumento de p aumenta el beneficio 6ptimo.
aB(S—:U) = —K* < 0 Ante un ligero aumento de » disminuye el beneficio 6ptimo
aB(aK—‘:V;L*) = —L*< 0 Ante un ligero aumento de w disminuye el beneficio dptimo.

e) Para saber como impactan cambios en » o w sobre las variables dptimas lo que hay que aplicar es
estatica comparativa.
En efecto, para calcular los puntos criticos

{Bk=pfzé—r=0
B, =pff—-w=0

Es decir, nos queda un sistema de dos ecuaciones que definen en forma implicita a las variables Ky L en
funcién de p, wy r.

{pfé’KdK +pfdl=dr (pfék pf;é’L) (dK) _ (1 0) (dr)
pfikdK + pfiidl = dw pfr pfi/\dL/ N0 1/ \dw

Claramente el Jacobiano es distinto de cero ya que |J| = |[HB| = p?|Hf| >0

Luego
1 pfxL
OK* 10 pfil _pfi _“ <o
ar 11 |[HB| +

Un aumento de » produce una disminucion de la variable capital dptima
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pfkk O
oL _lpfia U _plkx _ = _
ow I/ |HB| +

Un aumento de w produce una disminucién de la variable trabajo dptima

2.2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD

Un programa matematico con restricciones de igualdad se formula de la siguiente manera (m < n):

opt z=f(xq, ., %p)

P) sa gl(xl,:...,xn) =b opt z = f(x)

o bien en forma resumida {
gx)=b

gm(xl' 'xn) = bm
En este caso el conjunto de soluciones factibles es

S={x€eD/g;(x) =b;,1<i<mj

2.2.1. Condicion necesaria para la existencia de optimos locales

Teorema 14 (Teorema de Lagrange): Sea f:D —» R y sean g;:D - R (1 <i <m), D € R", abierto,
f,9: € CY(D). Sea x, € S tal que rg[Jg(xy)] = m.
Si el problema (P) presenta en Xy un Optimo local, entonces existen niimeros reales Gnicos Ay, ..., 4,

soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

Vf(xo) —21Vg1(xp) — -+ — 2,V gm(x0) = 0

Definicion 13: Los numeros reales 44, ..., 4,, se denominan multiplicadores de Lagrange asociados al

punto Xxg

Definicion 14: Un punto del conjunto factible S que verifique la condicion de Lagrange se denomina punto

critico del programa.

Observaciones importantes:
1) La condicion de Lagrange se puede escribir como
Vf(xo) = 41Vg1(x0) + -+ + 4, VGm(x0)
La interpretacion de esta expresion es la siguiente: el gradiente de la funcion objetivo f'en el punto es
Xp es una combinacion lineal de los gradientes de las restricciones en dicho punto. Esto se debe a la

propiedad de perpendicularidad que existe entre la curva de nivel de una funcion diferenciable y su
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gradiente y, por encontrarse la solucién optima en el punto de tangencia de la curva de nivel de la
funcién que define la restriccion y una curva de nivel de la funcidn objetivo

2) La condicién rg[Jg(xy)] = m se denomina condicion de regularidad y significa que vectores
gradientes de las restricciones en el punto x0 son linealmente independientes. Esta condicion es
necesaria para que se verifiquen las hipotesis del teorema de la funcidon implicita, el cual se utiliza para

la demostracion del teorema de Lagrange

Para obtener los puntos criticos del problema (P) se debera resolver un sistema de n +m ecuaciones
formado por las n ecuaciones que dan las condiciones de Lagrange y las m restricciones. En la practica se
utiliza una funcién auxiliar denominada funcion de Lagrange:

L0y, s Xy Ay, s A) = f(xg, 0, x0) + A4[by — 91 0cqy v, )] + 0+ A [biy — G (g, -0, X))
Esta es una funcion de n + m variables donde sus derivadas parciales igualadas a cero nos dan el sistema

que debemos resolver.

a—£= 1<i<n
axi -
a7, =

Por lo tanto, un punto critico de la funcién de Lagrange asociada al problema (P)es un punto critico del
problema (P).
Ademas, Vx € S se verifica que L(Xq, ..., Xy, A1, ovs An) = (X1, o, X))

2.2.2. Condicion suficiente para la existencia de 6ptimos locales

Se define como matriz Hessiana orlada asociada al problema (P) a la matriz

0 cee 0 g1x1 eee g{xn
B 0 cee 0 g;nxl eee g;nxn
H(x,l) - ! . ! LII e LII
glx1 gmxl X1X1 X1Xn
g{xn ”. g';nxn L’.?élxn o L’?énxn

Recordar
Un criterio para determinar el signo de una matriz asociada a una forma cuadratica restringida esta dado
por (n = cantidad de variables, m =cantidad de restricciones, m < n)

a) La matriz H(xy,A,) es definida positiva si y sélo si los n — m tltimos menores principales de

H (%9, A) tienen el mismo signo de (—1)™
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b) La matriz H(xy, Ay) es definida negativa si y sélo si los n —m ultimos menores principales de
H(xg,2,) alternan signo comenzando por el signo de (—1)™*+1
c) Silas condiciones a) y b) no se cumplen y los determinantes son distintos de cero entonces la matriz

H(x0, o) es indefinida

Teorema 15: Sea f:D » Ry sean g;:D —» R (1 <i <m), D € R", abierto, f, g; € C*(D). Sea x, un
punto critico del programa (P) con Ay multiplicadores de Lagrange asociados
) Silamatriz H(x,,1,) es definida positiva entonces el problema (P) presenta en x, un minimo local.

i)  Silamatriz H(x,, ) es definida negativa entonces el problema (P) presenta en x, un maximo local.

2.2.3 ;Cuando falla?
®  No se verifica la condicion de regularidad. Si esto sucede la condicion de Lagrange no tiene que
verificarse necesariamente. Como consecuencia, para resolver un problema con restricciones de
igualdad, siempre hay que tener en cuenta los puntos del conjunto de soluciones factibles que no
cumplen la condicion de regularidad
* No existencia de extremos del programa. Si la hipétesis de funciones C* se cumple y la condicion de
regularidad se verifica, pero no existen puntos criticos, entonces el problema planteado carece de
extremos locales
®  Matriz hessiana orlada semidefinida en un punto critico. En esos casos habra que hacer un estudio

de la funcion en un entorno del punto

2.2.4. Paso a paso

1) Hallar el dominio de la funcion objetivo y el conjunto de soluciones factibles.

2) Plantear la funcion de Lagrange.

3) Calcular el gradiente de la funcion de la funcion de Lagrange.

4) Buscar los puntos que anulan el gradiente (puntos criticos)

5) Fijarse si existen puntos pertenecientes al conjunto de soluciones factibles donde no se cumpla la
condicion de regularidad. En caso afirmativo realizar un estudio local.

6) Hallar la matriz hessiana orlada.

7) Reemplazar cada uno de los puntos criticos en la matriz hessiana orlada y definir el caracter de cada
uno de ellos.

8) Si en alguno de los puntos criticos la matriz hessiana es semidefinida (positiva o negativa) realizar un

estudio local.
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Ejemplo 21

Vmw=w
x+y=12

Consideramos la funcion de Lagrange
L(x,y,A)=xy+A(12—x—y)
Derivamos respecto de x, y y A e igualamos a cero
Ly=y—21=0
Ly=x—-1=0
L)y=12—-x—-y =0

De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

() = e

Reemplazamos en la tercera ecuacion
12—x—x=0 x=6 ~ y=6 A A=6
El punto critico P = (6;6) conA =6

Armamos la matriz Hessiana orlada

Como

n=2
m=1

} = n—-m=1
Solo hay que calcular un determinante que se corresponde con el determinante de la matriz Hessiana
orlada
(Cuaéles serian las condiciones?
Para minimo relativo, la matriz deberia ser definida positiva. Por lo tanto, el signo del determinante de
la matriz Hessiana orlada tendria que tener el mismo signo que (—1)! = —1. Es decir
|H| <0
Para méximo relativo, la matriz deberia ser definida negativa. Por lo tanto, el signo del determinante de

la matriz Hessiana orlada deberia tener el mismo signo que (—1)**1 = 1. Es decir

|H| >0

Luego, como det(H) = 2 > 0 concluimos que el problema presenta en el punto P = (6;6) un maximo

relativo.
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Ejemplo 22
{f(x,y) =3x+ 2y

2x% +3y% =210

Consideramos la funcion de Lagrange
L(x,y,2) = 3x + 2y + A[210 — 2x? — 3y?]

Derivamos respecto de x, y y A e igualamos a cero

L,=3—-4Ax=0

Ly,=2-61y=0

L;=210—-2x?>-3y2=0

De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

3

T _ 3 _1 4

oL 4x 3y Y=9*
3y

Reemplazamos en la restriccion
2x% +3y% =210

2
2 4\ _
2x“+3 9x 210

16
2x2 +ﬁx2 =210

70 2 210
27% ~
x2 =81

Entonces

1
x=9 = y A B

1
x 9 = vy A B

Por lo tanto, los puntos criticos son P; = (9,4) con A = 1—12 y P,=(-9,—4) coni = -1

12
0 4x 6y
H= (4x —42 0)

6y 0 —61

Armamos la matriz Hessiana orlada
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Como

n=2

} = n—-m=1
m=1
Solo hay que calcular un determinante que se corresponde con el determinante de la matriz Hessiana

orlada

(Cuales serian las condiciones?
Para minimo relativo, la matriz deberia ser definida positiva. Por lo tanto, el signo del determinante de
la matriz Hessiana orlada deberia tener el mismo signo que (—1)* = —1. Es decir
|H| <0
Para méximo relativo, la matriz deberia ser definida negativa. Por lo tanto, el signo del determinante de

la matriz Hessiana orlada tendria que tener el mismo signo que (—1)**1 = 1. Es decir

|H| >0
Reemplazando por el primer punto critico
0 36 24
_ _1
APy =(36 —/3 0
24 0 -1/,

detH(P,) = 840 > 0
Por lo tanto, el problema presenta en el punto P; = (9,4) un maximo relativo

Reemplazando por el segundo punto critico

0 —-36 —24
_ _ 1
Hpy) = 36 /3 0

—24 0 1/,

detH(P,) = —840 < 0

Por lo tanto, el problema presenta en el punto P, = (—9, — 4) un minimo relativo

Ejemplo 23

{f(x,y,z) =x2+y% 422
x+y=2

Consideramos la funcion de Lagrange
L(x,y,2,0) =x*>+y2+ 22+ A2 —x —y]

Derivamos respecto de x, y y A e igualamos a cero
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De la tercera ecuacion obtenemos que z = 0.

De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

{A = 2x =
A=2y y=x
Reemplazamos en la restriccion
x+y=2 = 2x=2 = x=1 +~ y=1 A A1=2

Por lo tanto, el punto criticoes P = (1,1,0) con A = 2

Armamos la matriz Hessiana orlada

T

Il
S =)
coNnR
oNnOo R
N O oo

Como

n=3

mzl} = n—m=2

Se deben calcular los dos ultimos determinantes de la matriz Hessiana orlada, es decir:

|Hil=11 2 0| [H|=
L0 2 1020
000 2

(Cuales serian las condiciones?
Para minimo relativo, la matriz deberia ser definida positiva. Por lo tanto, el signo de los determinantes
tendria que tener el mismo signo que (—1)* = —1. Es decir

|H|<0 |H|<O0
Para maximo relativo, la matriz deberia ser definida negativa. Por lo tanto, el signo de los determinantes
debe alternar signo comenzando por el signo de (—1)1*! = 1. Es decir

|Hi|>0 |HI<O0

Calculemos los determinantes

|Hil=[1 2 o|=-4<0 |H| = =-8<0
10 2 10 2 0
00 0 2

Como los dos determinantes son negativos, concluimos que el problema presenta en el punto

P =(1,1,0) un minimo relativo
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Ejemplo 24
flx,y,z) =x+2y+ 2z
x% +y? =25
x+y+z=0

Consideramos la funcion de Lagrange
L(x,y,2,A,2) = x + 2y + 22+ 11[25 — x? —y?] + A,[—x —y — Z]
Derivamos e igualamos a cero
L,x = 1_2x/11_ﬂ.2 =0
L,y = Z_Zyll_/’{z = 0
L,=2—-2,=0
L, =25-x>~-y*=0
Ly, =—x—-y—z=0

De L, se obtiene que A, = 2.
Reemplazando en L y en L', se obtiene

{ 1—ZX/11—/12=—1—ZX/11=0

Observemos que:

e y=0 = reemplazandoen L, nosqueda x? =25
Si x=5 = z=-5 (reemplazandoen L)) y 44 = —1—10 (reemplazando en L)
Si x=-5 =2z=05 (reemplazandoen L)) y 4, = % (reemplazando en L)

e J1; =0 alreemplazar en L, se llega a un absurdo

Por lo tanto, los puntos criticos son

P, =(5,0,—5) con A; = —1—10

Py=(=5,0,5) con 4y == y A =2

y Ay =2

Armamos la matriz Hessiana orlada

0 0 2x 2y 0
0 0 1 1 1
H=|2x 1 -22, 0 0
2y 1 0 —-21 0
0 1 0 0 0
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Como

:1 := 32} = n—-m=1

Solo hay que calcular un determinante que se corresponde con el determinante de la matriz Hessiana
orlada

(Cuales serian las condiciones?

Para minimo relativo, la matriz deberia ser definida positiva. Por lo tanto, el signo del determinante de

la matriz Hessiana orlada deberia tener el mismo signo que (—1)? = 1. Es decir

|H| >0
Para méximo relativo, la matriz deberia ser definida negativa. Por lo tanto, el signo del determinante de
la matriz Hessiana orlada deberia tener el mismo signo que (—1)2*1 = —1. Es decir

|H| <0

Reemplazando por el primer punto critico

0 0 10 0 0
00 1 1 1
_ 1
HP) = 10 1 /5 0 O
\0 1 0 1% 0/
01 0 0 0

detH(P,) =20>0
Por lo tanto, el problema presenta en el punto P; = (5,0, —5) un minimo relativo

Reemplazando por el segundo punto critico

0 0 —-10 0 0
0o 0 1 11
Ap)=|-10 1 =1/ 0o o
o 1 o -1k 0
0 1 0 0 0

detH(P,) = —=20< 0

Por lo tanto, el problema presenta en el punto P, = (—5,0,5) un maximo relativo

Ejemplo 25

{f(x.y) =x*+y*
x—y=20

Consideramos la funcion de Lagrange
L(x,y,A) =x*+y*+A(-x+7)
Derivamos respecto de x, y y A € igualamos a cero
L,=4x3-1=0
Ly=4y3+1=0
Ly=-x+y=0
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De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

{/1:4x3

3 — _443 = —
A= —dy? = 4x° =—-4y° = x y

Reemplazamos en la tercera ecuacion se obtiene que el punto critico del problema es P = (0;0) con

A=0
0 |
q= ( 1 12x? 0 )
-1 0 12y?

0 1 -1
H(P)=<1 0 0)
-1 0 0

Como det H(P) = 0 no podemos concluir con respecto al punto critico. Tendriamos que hacer un estudio

Armamos la matriz Hessiana orlada

Al reemplazar por el punto critico

local (por ejemplo, tomar la restriccion y reemplazarla en la funcion objetivo). Este ejercicio se retoma en

el apartado que sigue.

2.2.5. Condiciones suficientes de optimalidad global

Teorema 16: Sea f:D > R y sean g;:D » R (1 <i<m), D S R", abierto, f,g; € C1(D). Sea el
conjunto de soluciones factibles S convexo y xo € S un punto critico del programa (P).
Se verifica
a) Sifes convexa en S entonces en x el problema (P) presenta un minimo global.
b) Sifes estrictamente convexa en S entonces en X el problema (P) presenta un minimo global unico.
¢) Sifesconcava en S entonces en x, el problema (P) presenta un maximo global.

d) Sifes estrictamente concava en S entonces en x, el problema (P) presenta un maximo global Ginico.

Teorema 17: Sea f:D > R y sean g;:D » R (1 <i <m), D € R", abierto, f,g; € C}(D). Sea el
conjunto de soluciones factibles S convexo y x, € S un punto critico del programa (P).
Se verifica

a) Sifes cuasiconvexa en S entonces en X, el problema (P) presenta un minimo global.

b) Sifes cuasiconcava en S entonces en X, el problema (P) presenta un maximo global
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IMPORTANTE:
e Si fes concava o cuasiconcava (convexa o cuasiconvexa) en S con S convexo y f € C1(D) la
condicion necesaria de Lagrange en x, € S es necesaria y suficiente para que el problema (P)
alcance un maximo (minimo) global

e El conjunto de soluciones factibles S es convexo si y solo si las restricciones son lineales

Ejemplo 26

Si revisamos los ejemplos vistos previamente:

En el Ejemplo 23 la funcion objetivo es estrictamente convexa y la restriccion es lineal, por lo tanto, el
punto critico obtenido es un minimo global tnico

En el Ejemplo 21 la funcidn objetivo es cuasiconcava y la restriccion es lineal, por lo tanto, el punto critico
obtenido es un maximo global

En el Ejemplo 25 la funcién objetivo es convexa, por lo tanto, el punto critico obtenido es un minimo global

2.2.6. Composicion de funciones

Proposicion 18: Sea f:D — R con D € R™, abierto ysea g: A » R de maneraque Im f € A € R. Sea
S el conjunto de soluciones factibles del programa (P) entonces se verifica:
a) Si g es creciente, los puntos donde f alcanza maximos (minimos) en S coinciden con los puntos
donde g o f alcanza maximos (minimos) en S.
b) Si g es decreciente, los puntos donde f alcanza maximos (minimos) en S coinciden con los puntos

donde g o f alcanza minimos (maximos) en S.

Ejemplo 27

flx,y) = e*+”
2x—y=5

a. Supongamos que resolvemos este problema como hicimos hasta ahora.

Consideramos la funcion de Lagrange

L(x,y,1)

etV L A5 — 2x + y)
Derivamos e igualamos a cero
L, =2xeX Y —21=0
Ly, =2yeX ¥ +1=0
L;=5-2x+y=0
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De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

A= xeX ty’
A= —2ye* *y* = x=-2y
Reemplazamos en la tercera ecuacion se obtiene que el punto criticoes P = (2; —1) con A = 2e°
Armamos la matriz Hessiana orlada
0 2 -1
A= 2 (4x%+2)ex+” 4xyex +y*
-1 4xye* +V* (4y? + 2)e**+7°

B 0 2 -1
HP)=| 2 18e°> -8e°
-1 —8e5  6e°

Como det H(P) = —10e® < 0 concluimos que el problema presenta en el punto P = (2; —1) un minimo

Reemplazamos por el punto critico

relativo
(Observacion: se podria haber probado que como la funcion objetivo es estrictamente convexa y la
restriccion es lineal entonces el punto critico es un minimo global tinico)
b. Utilicemos una composicidon conveniente
Sea g(x) = Inx (claramente es una funcion estrictamente creciente)
Consideremos la funcion
x2+y? 2 2
h(x,y) = geof(x,y) =In(e* ™) =x*+y

Por lo tanto, el nuevo problema seria

{h(x,y) =x? +y?
2x—y=5

La funcion de Lagrange para este nuevo problema es
LOGy, ) =x2+y2+A(5—-2x+Yy)
Derivamos respecto e igualamos a cero
Ly=2x—-21=0
L),=2y+1=0
Ly=5-2x+y=0
De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

{/1=x

A=—2y = x=-2y

Reemplazamos en la tercera ecuacion se obtiene que el punto criticoes P = (2;—1) con A = 2

/0 2 -1
H=<2 2 0)
-1 0 2

Como det H = —10 < 0 concluimos que el problema presenta en el punto P = (2; —1) un minimo relativo.

Armamos la matriz Hessiana orlada
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2.2.7. Analisis de sensibilidad

Observemos que si en el problema (P) consideramos distintos valores de b = (by, ..., b;,) se obtendrian
diferentes programas cuyas soluciones serian distintas.

Si el nuevo valor de b considerado es muy cercano el valor de b que se tenia en el problema original, ;se
podria concluir algo sobre el 6ptimo del nuevo problema con los resultados obtenidos en el problema

original?

Teorema 19 (Interpretacion de los multiplicadores de Lagrange):
Sea f:D - Rysean g;:D » R (1 <i<m),DCR", abierto, f,g; € C2(D). Sea x* un punto donde el
problema (P) alcanza el 6ptimo con multiplicadores de Lagrange asociados 1* = (43, ..., Ay,).

Se verifica

af (x7)

ab;

=/1]‘-‘ 1<j<m

IMPORTANTE:

Del teorema anterior se deduce que el valor del multiplicador 4; indica la variacion del valor 6ptimo de la
funcion objetivo al variar el valor b; de la j-¢sima restriccion.
e Si; >0, un incremento en el valor b; de la j-¢sima restriccion hace aumentar el valor el valor
optimo de la funcidn objetivo.
e Si/; <0, un incremento en el valor b; de la j-ésima restriccion hace disminuir el valor el valor
optimo de la funcion objetivo.
e Si A; =0, la derivada de primer orden no proporciona informacion suficiente para conocer el
impacto sobre el valor 6ptimo de la funcion objetivo de una variacion del valor b;.
Economicamente, A; representa la tasa marginal de cambio del valor 6ptimo de la funcion objetivo (valor

sombra de la restriccion)

Observacion

Consideremos los siguientes problemas donde Ab; (1 < j < m) es un incremento suficientemente pequefio

opt z=f(xq1, ., %p) opt z=f(xq1, ., %p)
(P1) sa 91(x1,:---,xn) =Dy (P2) sa  gq1(xy, ---,ffn) = by + Aby
Im (X1, e, Xp) = by Im (X1, e, Xp) = by + Abyy,

Si el problema (P1) admite un 6ptimo en el punto x* (con multiplicadores de Lagrange asociados 1* =
(A1, ..., A3,)) entonces el valor dptimo de la funcién esta dado por fo,r = f(x¥).

Luego, el valor 6ptimo de la funcion del problema (P2) se podria calcular aproximadamente de la siguiente
forma:
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Ejemplo 28

Si consideremos el Ejemplo 23, el problema presenta en el punto P = (1,1,0) (con A = 2) un minimo
relativo, siendo el valor minimo de la funcion f,,;, = £(1,1,0) = 2

Si ahora consideramos el problema

{f(x,y,z) =x2+y?+ 22
x+y=3

Sin resolver nuevamente se podria encontrar el valor 6ptimo aproximado de este problema de la siguiente

forma

fn=23B-2)+2=4

Consideremos el siguiente problema

opt z=f(x,a)
(Pa) {sa glx,a)=>b

Donde f € C! con x € R™ (variables de decision) y a € R¥ (parametros)

Sea A € R¥ un conjunto abierto y supongamos que para todo a = (ay, ...,ax) € A existe x*(a) =
(x1(aq, ..., ag); ...; xp(ay, ..., ax)) solucioén 6ptima del problema (Pa) con multiplicadores de Lagrange
asociados 2*(a) = (A;(ay, ..., ag); ...; A (aq, ..., a)), siendo x* y A* funciones C*

Si definimos la funcion objetivo indirecta o funcion valor como  ¢@(a) = f(x*(a); a)

Se verifica

dp(a) _ 0L(x"(a); 2"(a))

1<i<k
aai aai =t=

Donde £ es la funcion de Lagrange asociada al problema (Pa)

El resultado anterior se conoce como Teorema de la Envolvente

Ejemplo 29

Consideremos una empresa que compra sus insumos productivos capital (K) y trabajo (L) en mercados
perfectamente competitivos a precios » y w respectivamente y sea f (L; K) la funcion de produccion de la
empresa.

El problema consiste en resolver:

minC(L,K) = wL +rK
{ sa  f(LK)=0@Q
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Consideramos la funcion de Lagrange
L(L,K,A) =wL+7rK+A[Q — f(L,K)]
Derivamos ¢ igualamos a cero

L, =w—Af/(L,K)=0
Ly=1—Af(LK) =0
Ly=Q—f(LK) =0

Al despejar de este sistema (si tuviéramos la forma explicita de la funcién de produccidn) obtendriamos

que
L*=L'(w,r1,Q)
K*=K"(w,1,Q)
A =1(w,1,Q)

Al reemplazar en la funcion de costo (seria el valor del costo minimo) se obtiene la funcidon de costo
indirecta, la cual depende de w, 1, Q

Cmin = C(L",K*) = C(w,1,Q)
Por el teorema de la envolvente

dCmin _ 0L(L", K", ")

aw aw =1L
dCmin _ OL(L", K", A") |
or ar =K
dCmin _ OL(L", K", ") |
a0 a0 =4

Estas derivadas nos indican como impactan cambios en los parametros w, 7 y Q en el costo minimo

Observacion:
De las ecuaciones del ejemplo anterior se desprende que las funciones de demanda condicionadas de los

insumos L y K de la empresa son:
aC(w,1,Q) aC(w,7,Q)
= — K=——""
ow or

Los resultados de este ejemplo son conocidos como Lema de Shepard en la teoria Microecondmica.

L*

Ejemplo 30

Consideremos un individuo que consume dos bienes X e ¥ en un mercado perfectamente competitivo a

precios py y p, respectivamente con una renta monetaria M.

El problema consiste en resolver:

maxU = U(x,y)
{sa DPxX + Dyy = M
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Consideramos la funcion de Lagrange
L(xy,A) =UQx,y) +A[M = pex — pyy]
Derivamos e igualamos a cero
Ly =Ux(x,y) —pxA=0
Ly, =Uy(x,y) —pyA=0
Ly=M-px—pyy=0
Al despejar de este sistema (si tuviéramos la forma explicita de la funcion de utilidad) obtendriamos que
x* = X" (Px, Py, M)
Y =y (Px Py, M)
A" =2 (px, 0y, M)
Al reemplazar en la funcion de utilidad (seria el valor de la utilidad maxima) se obtiene la funcion de
utilidad indirecta, la cual depende de p,, Py, M
Unax = U(X",y") = U(px, py, M)
Por el teorema de la envolvente
OUmax _ 0L(Px, Py, M) _

= —x A
0py 0px
OUmax  OL(Dx Py, M) -
apy apy
aUmax _ al:(pxﬁ py; M) _ A*
oM oM B

Estas derivadas nos indican como impactan cambios en los pardmetros py,p, y M en la utilidad maxima

Observacion:

De las ecuaciones del ejemplo anterior se desprende que las funciones de demanda del individuo son:

U (px, Py, M)
x* — apx

U (px, py, M)

- oM

U (px, py, M)
y* [ L
U (px, py, M)
oM

Los resultados de este ejemplo se conocen como Lema de Roy de la teoria Microecondmica.

1. 1
La funcion de utilidad de un consumidor esta dada por U (x4, x,) = xl/ 3x2/ 2 donde x; y x, representan las

cantidades de los bienes 1 y 2 consumidos en un periodo de tiempo dado. Sean p; y p, los precios unitarios
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de cada uno de los bienes y M la cantidad de dinero que el individuo va a gastar en la adquisicion de ambos
bienes (x; > 0,x, > 0,p; > 0,p, >0,M > 0)

a) Indicar si la funcion de utilidad es concava, convexa, estrictamente concava, estrictamente convexa.
(Es cuasiconcava,o cuasiconvexa?

b) Calcular las cantidades a consumir de cada uno de los bienes en funcién de los parametros
P1- P2 ¥ M si se quiere maximizar la utilidad. ;Es el 6ptimo absoluto? ;Es tnico?

¢) Indicar el signo de multiplicador de Lagrange.

d) Obtener la funcién objetivo indirecta y calcular las derivadas parciales. Probar que un incremento
en M produce un incremento en la utilidad maxima y un aumento de p; (o p,) una disminucion de
la utilidad maxima.

e) Resuelva el punto b) tomando como funcién objetivo U(xy,x,) = In[U(xy, x5)]. {Qué observa?

Resolucion

1/, 1
/3 xz/ 2 es estrictamente concava por ser una funcion de

a) La funcion de utilidad U(x,x;) = x;
Cobb-Douglas con suma de exponentes menor a uno. Ademads, por ser concava podemos
asegurar que es cuasiconcava.

b) El problema que debemos resolver es:

1/3 1/2

{max U(xy,x3) = x,"°x,
sa  pixgt pxp =M
Consideramos la funcion de Lagrange

1 1
L(lexZJA) = X1/3X2/2 + A[M —P1X1 — p2x2]

Derivamos e igualamos a cero

1 _2/ 1
[,x1=§x1 /3x2/2—p1/1=0
1 1 1
Ly, Exl/?’x2 /2—p2/1=0

De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

2 1 _2/3x1/2

=—x
3 1 2 1 _2/, 1 1 1/, _1 3
i’1 -y — yxl /3x2/2=§x1/3x2 /2 — xzzz_zlxl
A=-—x, 3x2 2 1 2 2
2p,

Reemplazando en la restriccion
DP1X1 + P2x2 = M

3
2p,
3p1

. =M
2 1

p1X1+ D2 ( x1) =M

p1x1 +
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Sp1
2 M
2M
& 5p1

Luego,
3p1 3p12M  3M
xZ = _xl ==
2p, 2p,5p;  5p;

Como la funcién de utilidad es estrictamente concava y la restriccion es lineal, concluimos que el problema

%; ﬂ) (con A" =—— (ﬂ)_Z/3 (ﬂ)l/z ) un maximo global tnico.

. * *\
admite en (x7,x3) = ( = 392 \sp =

¢) Como p; > 0,p, > 0,M > 0 se verifica

N 1(2M>J@(3M>Vz>0

3p1 \5py 5p2
— ——— ~————
>0 >0 >0
d)
au. 0L(p1. P2.M .- , . . .
a;‘“" = (p;ppz ) = —x;A* < 0 = ante un aumento de p; la utilidad maxima disminuye
1 1
au. 0L(p1. P2.M .- , . . .
a;‘“" = (p;ppz ) = —x,A"* < 0 = ante un aumento de p, la utilidad maxima disminuye
2 2
au. 0L(p1. P2.M .. , .
a’}'\;"‘" = (pgnfz ) = 2* > 0 => ante un aumento de M la utilidad maxima aumenta

e) Consideremos ahora el siguiente problema

_ 1 1
max U(xq,x;) = In[U(xq,x,)] = §1n X1+ Eln Xy
sa  pixgt+ paxp =M

Consideramos la funcion de Lagrange
1 1
L(xl,xZ,A) = §ln xl + Eln x2 + A[M - plxl - szz]
Derivamos e igualamos a cero

1
£x1=3—x1—P1/1=0

1
Ly =——p,A=0
X2 2x2 2
Ly=M=pix; — px; =0

De las dos primeras ecuaciones despejamos lambda

1
A=
1 1 3
3p1x1 = = = x2 = ﬂxl
_ 1 3p1x1 2pax; 2p,
2p,%;

Reemplazando en la restriccion

p1X1+ P2xp =M
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Luego,
3p1 3p12M  3M
= =— = —
2p, ! 2p,5p;  5p;

Concluimos que el punto critico es idéntico (Teorema 5) ya que la funcién logaritmo natural es

X2

estrictamente creciente.
Lo Unico que cambia es el valor del multiplicador de Lagrange (1* = S—M) y el valor 6ptimo de la funcion

objetivo.
2.3. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD

Un programa matematico con restricciones de desigualdad se formula de alguna de las siguientes maneras:

max z = f(xq, ..., %)

(P1) sa gl(xl,:...,xn) <b; max z = f(x)

o bien en forma resumida { sa g(x)<b

gm(le ixn) < bm

min  z = f(xq, ..., %)

(p2) 159 gl(xl,:...,xn) > b, min z = f(x)

o bien en forma resumida {Sa 9() = b

gm(le "-ixn) = bm

En este caso el conjunto de soluciones factibles es:
S = {x eD | gi(x)<b;j,1<j< ‘m} para el problema (P1)
S = {x eD | gix)=b;j,1<j< ‘m} para el problema (P2)

Sea xg € S. Se dice que x¢ satura la restriccion j- ésima si g;j(xo) = b;

En caso contrario se dice que no satura la restriccion (es decir, para el problema (P1) g;(x,) < b;

y para el problema (P2) g;(xo) > b; )
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Observacion: Sea xg € S
e Si x4 € Int (S), entonces ninguna restriccion se satura en X , por lo tanto, todas las direcciones
a partir de xgseran factibles.
e Sixy € Fr(S), entonces algunas restricciones se saturan en el punto x,. A partir de x; puede

ocurrir que unas direcciones sean factibles y otras no.

2.3.1. Condicion necesaria para la existencia de 6ptimos locales

Teorema 20 (Teorema de Kuhn — Tucker): Sea f:D - R y sean g;:D > R (1 <j<m), D € R",
abierto, f,g; € C (D). Sea x, € S y supongamos que las restricciones que se saturan son la p primeras de
manera que si llamamos g(x) = (g,(x), ..., gp(x)) entonces 7g[J g(x¢)] = p.

Si el problema presenta en xy un Optimo local, entonces existen numeros reales no negativos unicos

A4, ..., Ay que son solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

{Vf(xo) —21Vg1(xp) = — 4,V gm(xe) = 0

. Condiciones de Kuhn — Tucker

Definicion 15: Un punto del conjunto factible S que verifique las condiciones de Kuhn — Tucker se

denomina punto critico del programa.

Definicion 16: Los numeros reales 44, ..., 4,, se denominan multiplicadores de Lagrange asociados al

punto xg

Observacion importante:

La condicion rg[Jg(xg)] =p se denomina condicion de regularidad y significa que los vectores
gradientes de las restricciones saturadas en el punto xg son linealmente independientes. También se cumple
la condicion de regularidad si en el punto x¢ no se satura ninguna restriccion.

Para obtener los puntos criticos del problema se utiliza una funcion auxiliar de n + m variables denominada
funcion de Lagrange:

L(x1, ey Xy Ay woer A) = g, v, x) + 2101 — g1 (%1, oo, X )] + o+ A (b — G (X1, s X))
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Luego, para obtener un punto critico se debera resolver el siguiente sistema:

e Para el programa (P1)

( 0L ]
—_— = 1<i<n
axi
aL )
aL )
e Para el programa (P2)
r 0L ]
— = 1<i<n
axi
0L
lox bj —gj(xo) <0 l1<sjsm
0L
Aja—/,ljz,lj[b] 9j(x¢)] =0 1<j<m
\ 4 =0 1<j<m

2.3.2. Condiciones suficientes de optimalidad global

Sea x( un punto critico del problema.

1) Sien x, no se satura ninguna restriccion (y, por lo tanto, 4; = 0 Vj), el problema planteado se puede
resolver como un problema de optimizacion sin restricciones en el conjunto abierto Int (S)

2) Sienx, se saturan p restricciones con el problema planteado se puede resolver como un problema de

optimizacion restringido a las restricciones saturadas.

Teorema 21: Sea f:D - R y sean g;:D - R (1 <j<m), D € R", abierto, f,g; € C1(D). Sea el
conjunto de soluciones factibles S convexo y x, € S un punto critico del programa (P).
Se verifica
a) Si fes convexa en S entonces en X, el problema (P) presenta un minimo global.
b) Si fes estrictamente convexa en S entonces en X, el problema (P) presenta un minimo global unico.
¢) Si fesconcava en S entonces en x, el problema (P) presenta un maximo global.

d) Si fes estrictamente concava en S entonces en x, el problema (P) presenta un maximo global unico.
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Teorema 22: Sea f:D > R y sean g;:D - R (1 <j<m), DS R", abierto, f,g; € C1(D). Sea el
conjunto de soluciones factibles S convexo y x, € S un punto critico del programa (P).
Se verifica

a) Sifes cuasiconvexa en S entonces en X, el problema (P) presenta un minimo global.

b) Sifes cuasiconcava en S entonces en x,, el problema (P) presenta un maximo global.

IMPORTANTE
Para determinar si el conjunto de soluciones factibles S es convexo usamos las siguientes propiedades
Propiedad 4) de funciones concavas y convexas
Sea f: D - R, con D € R" conjunto convexo no vacio

)  Sifesconvexaen D, entonces S, = {x €D | f(x) < a} es un conjunto convexo Va € R

i)  Sifesconcavaen D, entonces T, = {x € D | f(x) = a} es un conjunto convexo Va € R
Propiedad 1) de funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas
Sea f:D - R, con D € R™ conjunto convexo no vacio

)  fescuasiconvexaen DsiysolosiS, ={x €D | f(x) < a} es un conjunto convexo Va € R

i) fescuasiconcavaen Dsiysolosi T, ={x € D | f(x) = a} es un conjunto convexo Va € R
Esto significa que para detectar si el conjunto de soluciones factibles es convexo basta con verificar si las

funciones de las restricciones son concavas o convexas (cuasiconcavas o cuasiconvexas)
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2.3.3. Cuadro resumen

max z = f(x) min z = f(x)
(P1) (P2)
sa gx)<b sa g(x)=b
L(x,A) =f(x) +A[b — g(x)]
Condiciones necesarias P1 Condiciones necesarias P2
L, =0 L,=0
L;>0 L£;<0
AL, =0 AL, =0
A=0 A=0
Condiciones suficientes P1 Condiciones suficientes P2
*  La funcion f concava, estrictamente * La funcion f convexa, estrictamente
concava o cuasiconcava convexa o cuasiconvexa
*  La funcion g convexa, estrictamente *  La funcion g concava, estrictamente
convexa o cuasiconvexa concava o cuasiconcava

Ejemplo 32

{min f(x,y) = x* + (y + 5)?
sa 2x+y =10

Condiciones necesarias
LOx,y,)=x*+(y+5)2+2[10 — 2x — y]
1) L,=2x—-22=0
(2) £,=2(y+5)-4=0
(3) £;=10-2x—-y<0
(4) AL, =A[10-2x—y]=0
5)1=0
En general en estos problemas comenzamos por ver si lambda es cero (por la ecuacion 1L = 0)
A=0 = x=0 (por(1)) A y=-5 (por(2)) = no se verifica la condicion (3)
A>0 = 2x+y=10 (por(4))

Resolvemos el sistema

2x—21=0 = A=x
{2(y+5)—,1=o = A=20p+5) — XT20+5)
Reemplazamos
2x+y=10 = 4@y+5)+y=10 = y=-2 = x=6 A A1=6
Por lo tanto, el punto critico es (6; —2) conA = 6

Condiciones suficientes
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fx,y) =x*+ (y +5)*

i = 2)

La matriz Hessiana es definida positiva por lo tanto la funcion es estrictamente convexa, g(x,y) = 2x +
y" es una funcion lineal, por lo tanto, es concava y convexa

Concluimos que el problema presenta en punto (6; —2) un minimo global tnico

Interpretacion geométrica
En el ejercicio anterior se pretende minimizar la funcién f(x,y) = x + (y + 5)2 en el dominio indicado.
Para ello trazamos las curvas de nivel de la funcion

x>+ (y+5)?%=k

Se busca el minimo valor de k de manera que la curva de nivel interseque la region factible
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Adicion de restricciones de no negatividad en el problema

Consideremos ahora los siguientes problemas

max z = f(x) min z = f(x)
(P1) ysa g(x)<b (P2) {sa g(x)=b
x=0 x=>0

Podriamos resolver estos problemas como hicimos antes considerando la restriccion de no negatividad

como una nueva restriccion que lleva su propio multiplicador en la funcion de Lagrange

Otra forma es la siguiente

max z = f(x) min z = f(x)
(P1) {sa gx)<b (P2) {sa gx)=>b
x=0 x>0

L(x, ) =f(x) +A[b - g(x)]

Condiciones necesarias P1 Condiciones necesarias P2

L.<0 L.>0
L£y=0 L£;<0
xL, =0 xL, =0
ALy =0 AL, =0
x=0 x=0
A=0 A=0

Condiciones suficientes P1 Condiciones suficientes P2

v La funcion f concava, estrictamente * La funcion f convexa, estrictamente
concava o cuasiconcava convexa o cuasiconvexa
v La funcion g convexa, estrictamente *  La funcion g concava, estrictamente
convexa o cuasiconvexa concava o cuasiconcava
Ejemplo 33
min f(x,y) = x*> + (y + 5)?
sa 2x+y =10
x>0 y=0

Condiciones necesarias
Lx,y,A)=x*+(y+5)?2+2[10-2x —y]
1) £, =2x—-2420
(2) £,=2(y+5)-4=0
(3) £;=10-2x—-y<0
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(4) xL, =x[2x—24] =0
(5) yLy =y[2(y +5) 4] =0
(6) AL, =A[10—-2x—y]=0
(7) x=0
® y=0
9 4=20
En general en estos problemas comenzamos por ver si lambda es cero (por la ecuacion AL; = 0)
A=0 = x=0 (por(4))
De la ecuacion (5) obtenemos
y=0 = (0;0) no verificala condicion (3)
y =-—5 = no verifica la condicion (8)
A>0 = 2x+y=10 (¥
x=0 A y=0 = noseverifica (*)
x=0 A y#0 = Six=0 enlacondicion (1) quedaria que A < 0 lo cual es un absurdo
x#0 A y=0 = de(*) obtenemos quex =5y de (4) que A = 5. Luego, el punto (5;0) conA =5
satisface las nueve condiciones necesarias

x#0 A y# 0 = debemos resolver el siguiente sistema

{ 2x—2A=0 = A=x

2(00+5)-A=0 = A=2(y+5 — *-20*5
Reemplazamos

2x+y=10 = 4(y+5)+y=10 = y= -2 no verificala condicion (8)

Condiciones suficientes

fx,y) =x*+ (y+5)*

ur=2 9

La matriz Hessiana es definida positiva por lo tanto la funcion es estrictamente convexa

g(x,y) = 2x +y es una funcion lineal, por lo tanto, es concava y convexa

Concluimos que el problema presenta en punto (5; 0) un minimo global unico

Interpretacion geométrica
En el ejercicio anterior se pretende minimizar la funcion f(x,y) = x% + (y + 5)? en el dominio indicado.
Para ello trazamos las curvas de nivel de la funcion

x*+(y+5?%=k

Se busca el minimo valor de k de manera que la curva de nivel interseque la region factible
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Observen los puntos que fuimos obteniendo. Partimos de A = 0 y obtuvimos dos puntos (0; —5) y el
(0;0). Luego para A > 0 y obtuvimos dos puntos (0; 10) , (6; —2) y el punto (5; 0) donde el problema

presenta el minimo

Ejemplo 34
max f(x,y)=x+y
sa x> +2y2<6
x=0 y=0

Condiciones necesarias
L(x,y, ) =x+y+[6—x%—2y?]

1) £;=1-2Ax<0

(2) £,=1-44y<0

(3) Lyj=6-x2-2y2>0

(4) xL, =x[1—-22x]=0

(5) y£, =y[1-44y] =0

(6) ALy =2[6 —x*—2y*] =0

(7) x=0

8 y=o0

9 41=0

Comencemos a resolver

A =0 = no se verifican (1) ni (2)
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A>0 = x2+2y?2=6 (%

x=0 A y=0 = no se verifica (¥)

x=0 A y#0 = Six =0 lacondicion (1) no se verifica
x#0 A y=0 = Siy=0 lacondicion (2) no se verifica

x#0 A y#0 = debemos resolver el siguiente sistema

1

12x = x=2y

"4y

1-2Ax=0 = A
1-4y=0 = 2

Reemplazamos
XX +2yP=6 = 4y*+2y’=6 = y*=1 = y=1
Luego, el punto critico es (2;1) con 4 = %
Condiciones suficientes
f(x,y) = 2x + y es una funcion lineal, por lo tanto, es concava y convexa

g(x,y) = x* + 2y?

i =(o )

La matriz Hessiana es definida positiva por lo tanto la funcién es estrictamente convexa

Concluimos que el problema presenta en punto (2; 1) un maximo global

N\ Y

14 2 0 j 4 6

Ejemplo 35

La funcion de produccién de una empresa es de tipo Cobb — Douglas f(K,L) = K*LF donde a >
0y 0<p <1,Keselcapitaly L trabajo (K > 0.L > 0). Supongamos que los precios de capital y trabajo
estan dados por pxy > 0 y p; > 0 respectivamente.
Se desea minimizar el costo cuando la produccion debe ser al menos de @ unidades de producto (Qy > 0)
a) Plantear las condiciones necesarias de Kuhn- Tucker para este problema
b) Sabiendoque K > 0y L > 0, ;como quedan las condiciones necesarias? ;Puedes ser lambda igual
a cero?

c) Calcular los puntos criticos del problema planteado
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d) Comprobar las condiciones suficientes y concluir

e) ¢Como impacta en el costo minimo un incremento en pg o de p;? (Y un aumento de Q,?

Resolucion

a) El problema a resolver es

minC(K,L) =pgK + p,L

sa K*LF > Q,
K=0 L=0

La funcion de Lagrange para este problema es

L(K,L,2) = pxK + p.L+2A[Qy — K*LF]

Condiciones necesarias

(1) L'y =px — AaK* LB >0
(2) L', =p, — ABK*LE~1 >0
(3) L'y =Q,—K*LF <0

(DK L'y =K[px —AaK*LF] =0
(5) LL', = L[p, — ABK*LF~1] =0

(6) ALy =2[Qy—K%LF]=0

(7) K >0
8 L=0
9 120

b) SiK>0y L>0
Condiciones necesarias
(1) L'y =pg — AaK* P =0
(2) L'}, =p, — ABKELF~1 =0
(3) L'3=Qy—K*LE <0
(4) AL =2[Qy—K%LF]=0
(5) 1=0

.UBA

Observemos que A no puedes ser cero ya que si lo fuera en las primeras dos condiciones pg y p; serian

cero. Entonces:

(1) L'y =px — AaK* 'LF =0
(2) L', =p, — ABKELF1 =0
(3) L'y =Q,—K*LF =0

c) De las dos primeras ecuaciones se obtiene
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_ b
T aKe-1LB bk DL _ap,
__ P =~ aKe1B  BKeLF1 K= ﬁpKL
~ BK*LA-1
Reemplazando en la restriccion
apy, Brx
KL = Q@ = L] =g, = L*F=g _]
° Bk 0 lap,

Yarp [ﬁpk] “arp

apr

L' =qQ,

1/a+/3 [gm] P s
Pk

1 B
L fars

a 0 Bk

d) Condiciones suficientes
e La funcién de costo es lineal por lo tanto es concava y convexa

e La funcién de produccion es una funcion de Cobb-Douglas por lo tanto cuasiconcava

Concluimos que el problema presenta en el punto critico un minimo global

e) Teorema de la envolvente

dCmi . ..

# = K* > 0 si aumenta py aumenta el costo minimo
K

0Cmi . , -

# = L* > 0 si aumenta p; aumenta el costo minimo
L

0Cmi . , -

ﬁ = A* > 0 si aumenta Q, aumenta el costo minimo
0
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