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Estas notas corresponden a “Andélisis Numérico”, asignatura
ubicada en el Ciclo Profesional de la carrera de actuario de la
Facultad de Ciencias Econémicas de la Universidad de Buenos
aires.

La formacién de la carrera de actuario articula conocimientos
economicos, administrativos, contables, juridicos, matematicos y
estadisticos, para analizar los problemas del seguro, los progra-
mas de previsiéon social, de las finanzas y de la gestion del riesgo
en general, desarrollando modelos actuariales idéneos para su
tratamiento en contextos de riesgos e incertidumbre. Para ello
es fundamental contar con una sélida formaciéon matematica y
esta materia es parte de ella.

Esta asignatura comprende las bases matematicas para la uti-
lizacién de técnicas numéricas aplicables a los distintos proble-
mas actuariales, atendiéndose asi a una formacion matematica
y computacional.

El objetivo es integrar los conocimientos adquiridos en el ci-
clo matematico y los articule con nuevos conceptos de resolucion
numérica, de forma de abordar problemas actuariales especificos
e interpretar teoria actuarial formulada en lenguaje matematico.
Se busca comprender los diferentes métodos numéricos disponi-
bles y desarrollar la capacidad de elegir el apropiado para cada
problema, obteniendo resultados en funciéon del nivel dado de
aproximacion prefijado.
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Capitulo 0

Conceptos preliminares

A continuacién enunciaremos algunas de las definiciones y
teoremas basicos que utilizaremos a lo largo de estas notas.

Definicién 0.1. Diremos que f es de clase C' en el intervalo
la; b] si f es continua en [a;b].

Definicion 0.2. Diremos que f es de clase C™ en el intervalo
[a;b] si f™) es continua en [a;b].

Definicién 0.3. Diremos que f es de clase C* en el intervalo
I si f es infinitas veces derivable y continua en I.

Teorema 0.1 (Teorema de los valores intermedios). Sea f con-
tinua en el intervalo [a;b]. Si k € R es un nimero comprendido
entre f(a) y f(b), entonces existe al menos un punto & pertene-
ciente al intervalo (a;b) tal que f(§) = k.

Teorema 0.2 (Bolzano). Si f es continua en el intervalo |a, b]
y f(a)- f(b) <0, entonces existe un & perteneciente al (a,b) tal

que f(&) = 0.

Teorema 0.3 (Teorema de acotabilidad). Si f : [a;b] — R es
continua en |a,b], entonces [ estd acotada en [a,b].

Teorema 0.4 (Teorema de Weierstrass). Si f : [a;b] — R es
continua en |a,b], entonces f tiene un mdximo global y un mini-
mo global en |a,b].
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Teorema 0.5 (Teorema Generalizado de Rolle). Si f continua
en [a,b], y existen las derivadas f'(z), f'(x),... f™(z) en (a;b)
y f(xg) = f(x1) =+ = f(xn) =0 ( conxp,21,...,2, € [a;b])
entonces existe & perteneciente al (a,b) tal que f™ (&) = 0.

Teorema 0.6 (Teorema de Lagrange). Si f continua en |a, b
y derivable en (a;b) entonces existe £ perteneciente al (a,b) tal

que f(b) — f(a) = f'(§)(b — a).

Teorema 0.7 (Teorema de Taylor). Sea f : [a;b] — R una
funcion tal que f es de clase C™ en [a,b] y existe " en (a;b).
Si xy € [a;b], entonces para todo x € [a;b] existe un punto &
entre x y xo tal que:

(@) = Flao)+f o) — a0) + 200 0 a2
), O
+-- 4 n!O(x—:L’o) —I—W(az—x)( )

Teorema 0.8 (Teorema del valor medio ponderado). Sea f con-
tinua en [a,b] y g una funcion integrable Riemann en [a,b]. Si g
no cambia de signo en |a,b], entonces eziste un nimero ¢ € (a,b)
tal que

/ ' F)g(e)de = £(c) / ' gla)de

12



Capitulo 1

Teoria de error y Numeros
Complejos

1.1. Teoria del error

Cuando efectuamos un calculo con una computadora, intro-
ducimos los datos en el sistema decimal, la maquina los convierte
en base 2, opera en esta base y luego nos devuelve el resultado
en base 10. Todo esto, sumado al hecho de trabajar sélo con
una cantidad finita de niimeros, hace que perdamos precision en
los calculos. Dado un niimero natural n, existen k + 1 cifras ay,
ai, . ..,ay pertenecientes al conjunto {0,1,2,...,9} tales que n
admite el siguiente desarrollo:

n= aklOk + ak_110k_1 + -+ a110 + ag
con a; # 0. Como dicho desarrollo es unico, escribimos
n = apag_1 - - .a1ag
Ejemplo 1.1. 386 = 3- 102 +8-10 + 6.

En general, dada una base b cualquiera, y un niimero natural
n, existen k + 1 cifras, tomadas del {0,1,...,b — 1} tales que

n=ab" +ap_ "1+ +ab+ag
con ay # 0, lo cual nos permite escribir

n—=ardp—1 .. .alao(b)

13



1.1.1. Sistema binario

En general, un natural n se escribe en codigo binario de la
siguiente forma

n=a2*+ap 12"+ + a2+ ag (1.1)
donde ag,ax_1,...,a1,a0 € {0,1} y ax # 0.

Para representar en base 2 un ntmero natural n, podemos
proceder de la siguiente forma:

Dividiendo ambos miembros de (1.1) por 2, resulta:

n a
3 _ aka—l +Gk—12k_2+ a2’ + EO

Asi que ag es el resto de dividir n por 2.

Sea 2 = Qo+ % con Qy = a;2" 1 + @512 + - 4 02",
Dividiendo @)y por 2:

a
% = 2"t a2 4 51

de donde resulta que a; es el resto de dividir ) por 2.

Continuando este proceso obtenemos dos sucesiones {Q,} v
{a,} de cocientes y restos respectivamente. El proceso termina
cuando encontramos un k tal que Q) = 0.

Ejemplo 1.2. Escribiremos el numero 386 en base 2. Comen-
zando con 386 : 2,
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QO 198 ap 0
Ql 96 al 1
Q2| 48 |az | 0
Qs | 24 |az |0
Q4 12 aq 0
Q5 o as 0
Q6 3 Qg 0
Q7 1 ar 1
Qg 0 as 1

Luego, 386 = 110000010 y) .

1.1.2. Fracciones binarias

Sea R un numero real tal que 0 < R < 1. Existe una sucesion
de cifras dy,ds, ..., d,,... pertenecientes al {0, 1}, tales que

R=di2 ' +d2 2+ +d, 27"+ ... (1.2)
de donde podemos escribir,
R =0,didyd3 . . (9

Para determinar los valores de los di. podemos desarrollar el
siguiente algoritmo:

Multiplicando (1.2) por 2 se tiene que:

2R=dy+ [ (do27") + (ds27%) + -+ (du27") + ... ]

El nimero entre corchetes es positivo y menor que 1, por lo
tanto d; = ent(2R). Para continuar el proceso, tomamos la parte
fraccionaria o mantisa de 2R, mant(2R) = M; y obtenemos
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My =do2 ' +ds2 2+ 44,27+ .
Luego,
oMy =do+ [ (ds27") + (d27?) + -+ + (d27" ) + .. ]

de donde dy = ent(2M).
En general, obtenemos dos sucesiones {dy} y { My}

dr = ent(2My_1) parak > 1

My, = mant(2Mj,_1)
con d; = ent(2R) y M; = mant(2R)
Ejemplo 1.3. Consideremos R =10,7.

di=ent(1,4)=1| My=mant(1,4)=0,4
do=ent(0,8)=0 | My=mant(0,8)=0,8
ds=ent(1,6)=1| Ms=mant(1,6)=0,6
dy=ent(1,2)=1| My=mant(1,2)=0,2
ds=ent(0,4)=0 | Ms=mant(0,4)=0,4
de=ent(0,8)=0 | Mg=mant(0,8)=0,8

Por lo tanto, 0,7 = 0,101100110. . .9y = 0, 10110y,

También podemos pensarlo de la siguiente manera. Sea f tal
que

| 0 simant(x) <0,5
fle) = { 1 si mant(z) > 0,5

y la recurrencia xp1 = mant(2xg) con x1 = x. En el caso
x =0,7 obtenemos la sucesion:

{0,7;0,4;0,8;0,6;0,2;0,4;...}

16



y aplicando f a cada término de la sucesion, resulta nuevamente
que

0,7 = 0,101100110 .. .3 = 0, 10110 )

1.1.3. Pasaje a base 10

Para pasar una fracciéon binaria a base 10, solo debemos plan-
tear la descomposicion binaria y realizar los calculos:

Ejemplo 1.4.

o,mT(Q):0><2—1+1><2—2+1><2—3+0><2—4
+Ix27P 41 x20 4.,

20022 3n1+22 371_222 3n+22 3n
n=1
00 . 3 oo 1 n—1

n=1

3
7

1.1.4. Ntumeros de computadora

Las computadoras usan para los ntmeros reales una repre-
sentacion binaria en coma flotante normalizada. Esto significa
que lo que almacena es una aproximacién binaria:

x = *+qx2"

donde ¢ es la mantisa, que verifica % < g < 1y nesel exponente.

Luego la cantidad de cifras que puede almacenar es finita. Por
ejemplo, si consideramos los numeros de la forma 0, dydadsdy (o) X
2"cond; =1,d; € {0,1} yn € {-3,-2,-1,0,1,2,3,4} la can-
tidad de posibles nimeros es 2 X 2 X 2 X 8 = 64
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Si a una computadora con una mantisa de 4 cifras como la
que acabamos de describir, le pedimos que realice la operacién

1 n 1
10 5
obtendriamos el siguiente resultado:

1 _
1g = 000011

= 0,0001100110011 . . .19
=0,1100110011 ... @) x 27°
~0,1101(5) x 27°

1 .
- =0,0011
5 ) (2)

= 0,001100110011 .. (5
=0,1100110011 .. .9y x 27
~0,110119) x 272

Luego,
1 1 -2 -2
75+ 5 = 0,011011) x 27240, 11015 x 2
=1,00111(9) x 272 =0,100111(9) x 27"
~0,10100) x 27
Finalmente,
L 0,010104 = 2+ = = 2 —0,3125
105 0 ®T4T6 160

De esta forma, para la realizacién de calculos, las computado-
ras disponen de un subconjunto finito de nimeros racionales.

Las especificaciones técnicas acerca del hardware de punto
flotante, fue establecida por el IEEE (Instituto para Ingenie-
ros Electronicos y Eléctricos) en el informe denominado Binary

18



Floating Point Arithmetic Standard 754-1985.

Para almacenar un nimero las computadoras guardan una
secuencia finita de ceros y unos, segin estas normas, las cuales
incluyen la cantidad de bits (digitos binarios) que se reservan a
cada numero.

Por ejemplo, si el procesador de la computadora utiliza una
representacion de 64 bits, el primero indica el signo, (s = 0 si
es positivo, s = 1 si es negativo), los 11 siguientes, conforman el
exponente y los 52 ultimos, la mantisa.

Los 11 bits correspondientes al exponente, permiten escribir
todos los numeros del 0 hasta el 1111111111y). Es decir, desde
el 0 hasta 211 — 1 = 2047.

Con el fin de poder representar niimeros pequenos y nuime-
ros muy grandes, estos 2048 posibles exponentes se distribuyen
desde —1023 hasta 1024. Sea e el niimero representado por estos
11 bits. El exponente del ntimero representado serd 271923, De
esta forma, si e = 0, el exponente serd 271923 y si e = 2047, el
exponente resultarg 21024,

Asi, si s es el signo, e el exponente y m la mantisa, el sistema
nos da un ntimero de coma flotante de la forma (—1)%2¢71023(1 +

Ejemplo 1.5. El numero

010000000000111 000000.. .. 0O

49 ceros

representa al nimero n = (—1)*2¢7192(1 + m), donde:
s =0,

19



e = 100000000003, ¥
m = 1110000000000 . .. 00000 3)

Es decir,

e=1x2"040x224+...0x2'+0=1024, y

1\' 1\? \° 1\* N2 7
Por lo tanto,

n = (—1)% x 2102471023 (1 1 0,875) = 3,75

Mediante este sistema de punto flotante, el nimero positivo
N mas grande que se puede representar es el dado por:

s =0,
e = 11111111111 () = 2047 y

92 1 k 1 52
m = 111111111, .. 1111 = » <§> =1- (§>

k=1

52
N — 9l024 o [2 _ <%> ] ~ 91025

Tomando logaritmos en base 10 se tiene que

log N =~ 10251og 2 ~ 308

Luego,

con lo cual,
N ~ 10308

De manera similar, se puede verificar que el nimero positivo
més pequeiio es del orden de 1073%8.

Una mantisa que disponga de al menos 24 cifras binarias,
permite obtener una precision de 7 cifras decimales, mientras
que con 32 cifras en la mantisa, se pueden almacenar hasta 9
cifras significativas.

20



1.1.5. Error absoluto y relativo

Supongamos que p es una aproximacion a p. El error absoluto
de la aproximacion es

E, = Ip—ﬁ

y el error relativo es
R, = P — Dl
p

con p # 0. Diremos que el nimero p aproxima a p con t cifras

significativas si t es el mayor entero no negativo para el cual

M<5>< 107

p

1.2. Numeros complejos

Definicién 1.1. Se llama numero complejo a toda expresion de
la forma
a—+ b

donde a y b son numeros reales e i satisface que i* = —1. El
numero real a se conoce como la parte real del complejo z y se
representa por Re(z), mientras que el niumero real b se conoce
como la parte imaginaria de z y se representa por Im(z).

Nota 1.1. Los numeros reales son complejos con parte imagi-
narta nula. Por ejemplo 4 = 4 + Ox.

El conjunto de todos los niimeros complejos se denota por C.

1.2.1. Suma y producto de niimeros complejos

La suma de dos nimeros complejos z; y 25 es otro nimero
complejo que tiene como parte real a la suma de las partes reales
de cada uno de ellos y como parte imaginaria la suma de las

21



respectivas partes imaginarias. Es decir, si 21 = a +bi y 29 =
c + di, entonces

zH+z=(a+c)+ (b+d)i

De manera similar, el producto de dos niimeros complejos z; =
a+ bty zo = c+ di es otro niimero complejo que se define de la
siguiente manera:

21 - 29 = (ac — bd) + (ad + bc)i

De hecho, este producto puede pensarse como si fueran poli-
nomios en la variable ¢ sustituyendo 2 por —1 cada vez que
aparezca.

Ejemplo 1.6. Supongamos que 21 = 3+ 21 y 20 = 2 — bi.
Tenemos entonces que:

212 = (342i)(2—5i) = 6—15i+4i—10i*> = 6—11i+10 = 16—11i

1.2.2. Propiedades de la suma y de la multiplicacion.
La suma de complejos goza de las siguientes propiedades

(S1) Asociativa: (z1429)423 = 21+ (20+23) para todo 21, 29, 23 €
C

(S2) Conmutativa: z; + 29 = 29 + 21 para todo 21,22 € C

(S3) Existencia de elemento neutro: z+0 = 0+ z = z para todo
z e C.

(S4) Existencia de elemento opuesto: Para todo z € C existe —z
tal que z + (—2) =0

La multiplicacién tiene propiedades similares:
(M1) Asociativa: (z1-29) 23 = 21+ (22 23) para todo 21, 22,23 € C
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(M2) Conmutativa: z1 - 20 = 29 - 21 para todo z1, 20 € C

(M3) Existencia de elemento identidad (o neutro): z-1 =1-2 = 2
para todo z € C.

(M4) Existencia de elemento inverso: Para todo z € C — {0}
existe 27! tal que z- 271 =1

Finalmente, ambas operaciones se encuentran relacionadas por
el hecho de que la suma es distributiva respecto del producto:

Zl-(22+23)221-22+21-23

para toda zi, 29, 23 € C.

1.2.3. Potencias de 1

Observemos que

2= —1
i3 = —i
it =1
)
0= —1,

etc. Las potencias de ¢ se repiten en ciclos de longitud 4. Luego,
se tiene que

donde r es el resto de dividir a n por 4.

Ejemplo 1.7.



1.2.4. Representacion grafica de los nineros complejos

4

Tanto el concepto de nimero complejo como la validez de las
operaciones definidas entre ellos, eran cuestionadas por los ma-
tematicos hasta que Gauss (1777-1855) dié una interpretacién
geométrica de los mismos. Tan confuso les resultaba este con-
cepto, que Leibniz (uno de los matematicos méas importantes del
siglo XVII) se referia a ellos como “algo anfibio entre el ser y el
no ser”.

La interpretacion dada por Gauss consiste utilizar un par de
ejes cartesianos perpendiculares y colocar la parte real de un
complejo en uno de dichos ejes (eje real) y la parte imaginaria
en el otro (eje imaginario) Asi todo numero complejo queda
asociado a un vector o un punto en el plano.

z2=3+2i

[ g

Figura 1.1: Complejo z = 3 + 27

Definicién 1.2. Se llama mddulo de un complejo z = a + bi
a la longitud del vector que lo representa. El modulo de dicho
complejo lo denotamos por |z|. Es inmediato que

2] = Va2 + 2

Son inmediatas las siguientes propiedades referentes al médu-
lo:
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l.2=0<|z]=0
2. |21 2| = |21 - |22
3. |z =|— 2|
Por otra parte es importante ver que
z2-Z = |z~

La verificacién se deja como ejercicio.

1.2.5. Divisién de complejos

Dados dos niimeros complejos z; y 29, donde este ultimo es
no nulo, el cociente entre ellos es otro niimero complejo z3 tal
que 21 = 29 * z3.

Es decir, suponiendo que z; = a+0bt, 29 = c+di y 23 = e+ f1,

21 a + b .
— = - =€+ J1 =2z
zy  c+di / ?

si y sélo si se verifica que

(c+di) - (e+ fi) =a+ bi

Efectuando la multiplicacion e igualando las partes reales e ima-
ginarias correspondientes, resulta el siguiente sistema de ecua-

ciones
ce—df =a
{ de+cf =0
cuya solucion es
_ac+bd _bc—ad
‘=are ITare

Finalmente,

z1 _ac+bd bc—ad .

2 i & &
La divisiéon de ntmeros complejos resulta mas sencilla introdu-
ciendo la nocién de conjugado.
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Definicién 1.3. Se denomina conjugado del nimero complejo
z = c+ di al numero complejo

Z=c—di

Observen que desde el punto de vista grafico z y Z son simétri-
cos respecto del eje real.

Un hecho importante es que el producto entre un complejo y
su conjugado es un numero real. Mas aun,

z-Z=(c+di)(c—di) =+ d°

Volviendo al problema de la division, esta pueda resolverse facil-
mente multiplicando y dividiendo por el conjugado del denomi-
nador:

a+bi  a+bic—di (ac+bd)+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad

c+di c+dic—di c? + d? _c2+d2+c2+d2Z

Ejemplo 1.8.
2—4 2—4 3—0¢ 2—14 1 7.

— — = — — —

3+1 3+t 3—1 10 5 9

Ejemplo 1.9. Demuestren las siguientes propiedades acerca del
conjugado:

1. Z2==z

2.z24+w=Z+w

4. Siz#0 entonces z~1 = ()7
5. 2+ Z = 2Re(2)

6. z—2Z=2Im(z)i
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1.2.6. Forma trigonométrica de un complejo

Definiciéon 1.4. Liamaremos argumento de z al angulo que for-
ma el vector que representa al complejo z con la direccion po-
sitiva del eje real. Este angulo no estd univocamente determi-
nado sino que puede variar en multiplos enteros de 2w rad. Si
z = a+bi, denotaremos por arg(z) al unico niumero real tal que:

b
0 <arg(z) <2m cos(arg(z)) = ﬁ; sin(arg(z)) = ﬂ
z z
z=a+bi
[/
p =zl

[T

Figura 1.2: Médulo y argumento de un complejo z = a + bi
En el tridangulo de la figura puede observarse que
a=pcosf y b=psinf

Luego,
z = p(cosf + isinh) (1.3)

Definicién 1.5. La expresion anterior se conoce como la forma
trigonométrica del complejo z.

Utilizando conocidas identidades trigonométricas, puede cal-
cularse facilmente el producto y la divisién de complejos en esta
forma.
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En efecto, si 23 = p1(cosa+isina) y 2o = pa(cos f+isin ),
al multiplicar se obtiene que

21-29 = p1pe[(cos acos f—sin asin B)+i(cos e sin S+sin o cos ()]
Aplicando las férmulas del coseno y seno de una suma, resulta

21+ z9 = p1pe[(cos(a+ B) + i(sin(a + 5)] (1.4)

De la féormula anterior puede observarse que el producto de dos
complejos es otro complejo cuyo médulo es el producto de los
modulos y su argumento es la suma de los argumentos de cada
uno de ellos. Asi, por ejemplo, al multiplicar un niimero complejo
por z = i no se modifica su médulo (pues el médulo de z = ¢

es 1) pero su angulo queda incrementado en 5 rad. Luego su

2
efecto geométrico es rotar el complejo 90 grados en el sentido
antihorario.

De manera similar, si 2o # 0 podemos calcular =

P Para ello
simplemente multiplicaremos z; por el inverso de zo. Entonces
calculemos primero (z9) '

(ZQ)_l = l = 1 _ PZ(COSB - ZSIHB)
29 pocos B+ isin ) o2
1

= —[cos(—p) + isin(—p)]
P2
Por lo tanto, obtenemos finalmente que

z .
2 Plicos(a — B) +i(sin(a — B)] (1.5)
22 P2
De las férmulas anteriores es inmediato el siguiente resultado
que se conoce como formula de De Moivre (matematico francés,
1667-1754):

Teorema 1.1. (De Moivre) Si z = p(cosa + isina) y n € Z,
entonces

2" = p"(cosna + isinna) (1.6)
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1.2.7. Forma polar de un complejo

Es un resultado muy conocido en los primeros cursos de anali-
sis que

T 1 2 1 3 1 n

e:1—|—x+§aj +§x +---+mx + ... reR (1.7)
Se conoce como el desarrollo en serie de Taylor de la funcién
exponencial. Las funciones seno y coseno también pueden de-
sarrollarse en series de Taylor, las cuales representan a estas
funciones en todo R. Estos desarrollos son:

R U (=D" 5,
cosx—l—jaj +Zx +---+(2n)!x +... reR (1.8)
y
. _ 1 3 1 5 (_1)n 2n+1
sma:—a:—gx +§IL‘ ++mx + ... r€R
(1.9)

Reemplazando las férmulas (1.8) y (1.9) en la forma trigonométri-
ca (1.3) resulta

o r (92 94 ' 93 (95
p(6080+181n9):p_(1_§+Z+'”)+Z<(9—§+ﬁ+"'>]
.02 '93 .04
(36) —|—<Z) —l-(Z) —l—]

=p|1+10+

2! 3! 4!

— peif

Esta igualdad recibe el nombre de férmula de Euler. y la expre-
sion
z = pe’ (1.10)

se conoce como la forma polar de un complejo.

1.2.8. Raices de un complejo
Definicién 1.6. Dado el numero complejo

z = p(cosa + isin )
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diremos que el complejo w es una raiz n-ésima de z si se verifica
que w" = z.

Vamos a ver que z posee n raices n-ésimas. Para ello, supon-
gamos que
w = r(cos f + isin )

y que w" = z. Aplicando la férmula de De Moivre se tiene que
r"(cosnf + isinnf) = p(cos a + isin «)

Teniendo en cuenta que dos complejos son iguales si tienen
igual médulo y sus angulos difieren en un multiplo de 27 radia-
nes, se tiene que

™m=p vy nB=a+2kn keZ (1.11)

Como p y r son numeros reales positivos, de (1.11) se deduce
que

r=/p

y también que
o+ 2k

n

b=

Luego, los niimeros complejos

2 2
wy = /p [cos <M> + ¢ sin <M>] keZ (1.12)
n

n

son raices n-ésimas de z. Sin embargo, entre los infinitos wy
definidos en (1.12) hay infinitos que se repiten debido a la pe-
riodicidad de las funciones cos y sin. Es facil ver que si elegimos
k entre 0 y n — 1 las raices seran todas diferentes.

Ejemplo 1.10. Calculemos las raices quintas de z = —1 — 1.
Como

5
—1—i:\/§<008%+isinf)
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Figura 1.3: Raices quintas de z = —1 —1¢

aplicando la formula (1.12) se tiene que

wy = 1\0/§:COS (%) + 72 sin <%>}
o= | 2 . 27\ |
wy, = \(75 _cos <%+§> +2s1n (%‘f—?ﬂ-)
10 [ m A .. T A7\ |
Wo = 2_cos ZJF? + 7 sin Z+? |
o= | 6 . 67 |
w3 = \(75_(:08 (%Jrg) + 2 8In (%qt%)
/s | 8 . 87\ |
Wy = \(75_(:08 (%%—%) +2s1n (Z—k%)

De la férmula (1.12) para calcular raices n-ésimas se deduce
que todas ellas tienen igual moédulo y que sus argumentos difie-
ren en 27/n radianes. Luego, los extremos de estas raices son
los vértices de un poligono regular de radio igual a la {/p.
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Capitulo 2

Resolucion numeérica de
sistemas de ecuaciones

En todo lo que sigue supondremos como minimo que f es
continua en algun intervalo conveniente.

2.1. Método de biseccion

El método mas elemental para la resolucién de ecuaciones, es
el de biseccion, que se fundamenta en el Teorema de Bolzano, el
cual establece que si f es continua en el intervalo [a, b] y f cambia
de signo en dicho intervalo, entonces existe un c perteneciente
al (a,b) tal que f(c) = 0.

Sea r una solucién de la ecuacion f(x) = 0. La idea es generar
una sucesion x1,xs,..., de aproximaciones que converja a T,
mediante la aplicacion sucesiva del Teorema de Bolzano.

Para ello, debemos partir de un intervalo inicial, [a1;b1] que
contenga a r y que verifique f(ay) - f(b1) < 0. Una vez deter-
minado este intervalo, llamamos x; al punto medio, es decir,
T = ‘“TH“, y luego evaluamos f en dicho punto. Si f(z1) = 0,
entonces r = x1 y el problema estaria resuelto. Supongamos que
f(b1) < 0 y ademds f(z1) > 0, entonces la raiz se encuentra
entre 1 y by (si fuera negativo, se encontraria entre a; y 7).

Luego llamamos x5 al punto medio del intervalo [z1,b1] y razo-
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f(b)

Figura 2.1: Teorema de Bolzano.

namos como antes hasta alcanzar una solucion aproximada que
satisfaga alguna cota de tolerancia.

2.1.1. Analisis del error

Observemos que en el primer paso, el error € es:

bl — aq [
e=lry—1r|l< = —.
En el segundo paso, se tiene que
[
€= |re—1r| < 2
y, en general, luego de n—pasos,
[
e=|x,—1| < o
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La expresion anterior no sélo permite trabajar facilmente con
el error, sino que ademas nos muestra que las aproximaciones
convergen a una raiz.

Teorema 2.1. Consideremos la ecuacion f(x) = 0.
St x1,%9,...,%y,... SON aproxrimaciones a una raiz de f, obte-
nidas mediante la aplicacion del método de biseccion, entonces

lim z, =r
n—oo

Demostracion. Como € = |z, —r| < 2% y 1im,, o0 2% = 0, se tiene

que lim,, ., |z, — | = 0, lo cual equivale a

lim z, =r
n—oo

[]

Ejemplo 2.1. Resolver la ecuacién 2°+2x —1 = 0 con un error
menor que 107°.

Observemos en primer lugar que como se trata de una ecua-
cion polinémica de grado impar, tiene como minimo una solucion
real. Por otra parte, puede probarse que f(x) = 2° + 2x — 1 es
estrictamente creciente en R, de donde, la raiz es tnica.

Por otra parte, se tiene que f(0) - f(1) < 0, por lo tanto,
la raiz se encuentra en el intervalo (0;1). Para determinar el
menor nimero de iteraciones necesarias para hallar la solucion
especificada, sabemos que:

< ! <107°
6 R—
2n

Luego, 10° < 2" = n > 17.

La siguiente tabla, muestra los resultados de las sucesivas
iteraciones hasta determinar una solucién con un error menor
que 107°:
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i 1 1 1 1 1 ]
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.2: Gréfico de f(z) = 2° + 2z — 1

T, n Tn
0.50000000000000 | 10 | 0.48730468750000
0.25000000000000 | 11 | 0.48681640625000
0.37500000000000 | 12 | 0.48657226562500
0.43750000000000 | 13 | 0.48645019531250
0.46875000000000 | 14 | 0.48638916015625
0.48437500000000 | 15 | 0.48635864257813
0.49218750000000 | 16 | 0.48637390136719
0.48828125000000 | 17 | 0.48638153076172
0.48632812500000

© 00 ~J O U= W N =B

2.2. Meétodo de Newton-Raphson

Este método consiste en aproximar una raiz r de la ecua-
cién f(z) = 0, mediante las raices de sucesivas aproximaciones
lineales de f suficientemente cerca de x.

Partiendo de algtin punto inicial z( se traza la recta tangente
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a f en xy, cuya ecuacion es

y — f(xo) = f'(x0) - (v — 20)
La interseccion de dicha recta con el eje x es

f(xo)

T1 = Xy —

f'(x0)

Figura 2.3: Método de Newton.

Luego se traza la recta tangente a f en x7 y se determina su
interseccién s con el eje x, y asi sucesivamente. De esta forma

se genera una sucesion xg, i, ..., Ty,,... donde
N f(xn1)

Bajo ciertas condiciones bastante generales, y con z cerca de r,
este método converge muy velozmente.

Pueden probarse los siguientes resultados:

Teorema 2.2 (Convergencia local). Sea r una raiz simple de
f(z) (lo cual implica que f'(r) # 0) . Si f"(z) es continua en
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un entorno de r suficientemente pequeno y xy pertenece a di-
cho entorno, entonces la sucecion obtenida por la iteracion de
Newton-Raphson, converge a r.

Bajo condiciones més restrictivas, pueden obtenerse resulta-
dos de caracter global:

Teorema 2.3. Si f es de clase C* en el intervalo [a,b] y f"(x) >
0 entonces el método de Newton-Raphson converge para todo
xo siempre que f'(xg) # 0. (Obsérvese que en este caso no es
necesario pedir que xo esté suficientemente cerca de r).

Newton-Raphson converge cuadraticamente. Mas adelante da-
remos una definicion rigurosa de esta idea, pero basicamente
implica que en cada paso el error es menor o igual que el cua-
drado del error anterior, con lo cual el nimero de cifras correctas
(aproximadamente) se duplica en cada paso.

Ejemplo 2.2. Consideremos nuevamente la ecuacion
2’ +2x —1=0. En este caso la iteracion de Newton es:
2+ 2w, — 1

St + 2

Lp+l = Tp —

Comenzando con xg = 0,5, como en el ejemplo del método de
biseccion. Se encuentran los siguientes valores:

n Tp n Tn
0.50000000000000 0.48638904072909
1] 0.48648648648649 | 3 | 0.48638903593454

@)
DO

La solucion obtenida luego de la tercer iteracion,

rs = 0,48638903593454 tiene un error menor que 10~'4. Para
obtener este resultado utilizando el método de la biseccion se
requieren mas de 40 iteraciones.
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2.3. Método de la secante

Si bien el método de Newton es uno de los mas utilizados, su-
pone conocer la derivada de f en cada aproximacién. En muchas
ocasiones, resulta bastante complicado determinar estos valores,
particularmente cuando no se dispone de una féormula analitica
para f’.

En estos casos puede modificarse el método de Newton, apro-
ximando mediante rectas secantes en lugar de tangentes. Dados
los puntos iniciales zy y z1, se determina la recta secante que
pasa por (xg, f(xg)) v (1, f(z1)). Luego se define x5 como el
punto de interseccién de la recta anterior con el eje x. Utilizan-
do x9 vy 1, se define x3 como la interseccion de la secante que
pasa por (x1, f(x1)) v (2, f(x2)) v el eje x, y asi sucesivamente.

A

Y

Figura 2.4: Método de la Secante.

La ecuacion de la secante que pasa por los puntos (x,,—1, f(z,-1))

y (@, f(zn)) es




Por lo tanto, la interseccion de dicha recta con el eje x es

Tp — Tp-1
f(@n) = f(zn)

Obsévese la semejanza con el método de Newton.

Si bien converge un poco mas lentamente que el método de la
tangente, no solo tiene como ventaja prescindir de la derivada,
sino que en cada paso requiere menos evaluaciones que el método
de Newton, ya que sélo debe calcular f(x,) (f(z,-1) se calcul6
en el paso anterior), mientras que en el de Newton cada paso
requiere dos evaluaciones: la de f(x,) y la de f'(x,).

Lp+l = Tp — f(xn) :

Ejemplo 2.3. Resolveremos ahora la ecuacion z° + 2z —1 =0
utilizando el método de la secante. En este caso la iteracion es:

Lp — Tp-1
(25 + 22, — 1) — (25, + 22,1 — 1)

Tpi1 = Ty — (20 + 21, — 1)

Comenzando con rg = 0 y x1 = 1, se obtienen los siguientes
valores:

n T, n Ty
11 0.33333333333333 | 5 | 0.48638890162194
2 10.42756183745583 | 6 | 0.48638903594029
3 10.48951137511248 | 7 | 0.48638903593454
41 0.48630420655159

2.4. Iteracién por punto fijo

El método de Newton-Raphson es un caso particular de un
tipo mas general llamado iteracion de punto fijo. Recordemos
que:

Definicién 2.1. Un punto fijo de una funcion g es un punto p
tal que g(p) = p.
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Dada una ecuacién f(x) = 0, hay varias formas de convertir
el problema en otro de punto fijo:

Ejemplo 2.4. Supongamos que se quiere resolver la ecuacion
w3+4x—1 = 0. Podemos reescribir la ecuacion de varias maneras
con el objeto de trasformarla en un problema de punto fijo. Por
ejemplo,

_1—563 _1—:63
T=—7 = q(z) = 1
v =114z = go(z) = V1—dz
1 1
$=x2+4=>93($):x2—+4

Sin embargo no todas las ecuaciones anteriores permiten re-
solver el problema.

25

I I I I I I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.5: Grafico de f(z) = 23 + 42 — 1 =0y la recta y = .

Definicion 2.2. La iteracion x,+1 = g(x,) para x =0,1,... se
denomina iteracion de punto fijo.

Teorema 2.4. Sea g una funcion continua. St la sucesion ge-
nerada por la iteracion x,+1 = g(x,) de punto fijo converge,
entonces lo hace a un punto fijo de g.

41



Demostracion. Sea (x,)nen la sucesién que se obtiene mediante
la iteracién de punto fijo. Como por hipétesis, (x,),en €s con-
vergente, se tiene que existe un numero real [ tal que

lim z,= lim =z, =1
n—-+00 n—-+0o00

Luego,
L= nggloo Tntl
= lim g(z,) (por definicién de iteracién de punto fijo)

n——+00

=g ( lim ajn) (por ser g continua)

n—-+4o00
= g(I)
lo cual demuestra el teorema. ]

Teorema 2.5. Sea g continua en el [a,b]. Si Im(g) C [a,b],
entonces g tiene al menos un punto fijo en [a,b].

Demostracion. Supongamos que g(a) # a 'y g(b) # b (en caso
contrario se verificaria trivialmente la propiedad a probar). Con-
sideremos la funcién f(z) = g(z) — x. Como ¢ es continua en
la, b], f también es continua en dicho intervalo ya que es la resta
de dos funciones continuas.

Por otra parte, como I'm(g) C [a,b] v g(a) # a se tiene que
g(a) —a > 0. De manera similar, por ser g(b) # b, resulta que
g(b) —b> 0.

De lo dicho anteriormente, f es una funcién continua tal que
f(a)f(b) < 0. Entonces, por el Teorema de Bolzano, existe un
¢ € (a,b) tal que f(c) =0, lo que implica g(c) = c. O

Teorema 2.6. Si ademds g es derivable en (a,b) y |¢' ()] < A <
1 para toda x € (a,b), entonces el punto fijo es unico.
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Demostracion. Supngamos que existen 7 y xo distintos en el
intervalo (a,b) tal que g(z1) = x1 y g(x2) = xo. Utilizando esto
, el Teorema de Lagrange y la hipdtesis, se tiene que:

|21 —22] = |g(@1)—g(22)| = ¢’ ()]|x1—22| < A|w1—22| < |21 —22]

lo cual es un absurdo. Esta contradiccion surge de suponer que
g tiene mas de un punto fijo. Como por el teorema anterior tiene
al menos uno, dicho punto fijo debe ser nico. ]

Teorema 2.7. Si g verifica las hipotesis del teorema anterior,
entonces se pueden dar las siguientes cotas del error de aproxi-
macion:

1|z — 7| < Ao — 7|

2. |z, — 71| < 1/\_—n/\|x1 — x|

Ejemplo 2.5. Resolveremos la ecuacion z°+2x—1 = 0 utilizan-
do iteracion de punto fijo. Para ello consideraremos la ecuacion
r = 3(1 — 2°), de donde la iteracidn de punto fijo es
1
Tny1 = 5(1 — )
Tomando xy suficientemente proxima a r, se verifican las condi-

ciones de los teoremas anteriores. Como en los casos anteriores
partiremos de xo = 0,5:

Ty, n Ty
0.50000000000000 | 9 | 0.48638903564084
0.48437500000000 | 10 | 0.48638903597564
0.48666851269081 | 11 | 0.48638903592879
0.48634988700459 | 12 | 0.48638903593535
0.48639451271207 | 13 | 0.48638903593443
0.48638826961483 | 14 | 0.48638903593456
0.48638914315650 | 15 | 0.48638903597564
0.48638902093220 | 16 | 0.48638903593454
0.48638903803365

O O Ut i W N - OB
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Observacion

Supongamos que se quiere resolver la ecuacion

f(x) =0 (2.1)

donde f es C? en algtn intervalo que contiene a la raiz p de la
ecuacién, y ademas f'(p) # 0.

Si consideramos la funcion

@)
A= )

se observa que la raiz p de la ecuacién (2.1) es un punto fijo de
g. Efectivamente,

9(p) = 7)

p —_—

f'(p)
Por lo tanto, el problema de resolver la ecuacién (2.1) mediante
la iteracion de Newton, es equivalente a encontrar un punto fijo

de otra funcion.

2.5. Orden de convergencia

Luego de estudiar la convergencia de un método iterativo,
podemos preguntarnos acerca de la rapidez de su convergencia.
Para ello, definiremos la idea de orden de convergencia, la cual
representa una medida acerca de la velocidad de convergencia.

Definicién 2.3. Diremos que una sucesion de iteraciones {x, }nen
converge a v con orden o > 1, si existe una constante ¢ > 0 tal
que

P — Tn| <clr—x,|*

para todo n > 0.
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En particular, si {z,, },en se obtiene a partir de un método ite-
rativo disenado para resolver una ecuacién f(z) = 0, llamando
E,, al error correspondiente al n—ésimo paso, se tiene que

| Enia| < | Byl
0, equivalentemente,
| En1| ~ c|En|®

Probaremos que el método de Biseccion es de orden 1(conver-
gencia lineal). Observemos en primer término que para a = 1,
de la definicién anterior se tiene que

‘Enﬂ‘ < C|En|

Como la desigualdad vale para todo n > 0, por induccién se
sigue que
|Epa| < | Ey

Puede probarse que en el caso de biseccién o = 1. Para redu-
cir el error en un décimo se requieren aproximadamente entre 3
y 4 pasos pues 2% < %0 < 2%

Por su parte, en el caso del método de Newton, o = 2. En
efecto, sea f de clase C? en algin intervalo suficientemente pe-
queno que contenga a una raiz simple, r de f.

Dada la iteracién de Newton, se tiene que:

_ f(an)
f(@n)

Por lo tanto,
Enf/(xn) - f(xn)
f()
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Por otra parte, realizando un desarrollo de f en polinomio de
Taylor de orden 2 alrededor de z,, se tiene

f(CC) - f(xn) + f/(SL‘n)(SC o xn) + %(:U T xn)2fﬂ(€)

Haciendo x = r,

0= f(ea) + F(a)(r = ) + 5r — 22" (6)

= ()~ ) Bt 5 (B 1O

de donde,
f,(xn)En — f(xn) _ %(En)2f”(£>
f'(an) f'(an)
Utilizando la igualdad (2.2), obtenemos,
TSP
En+1 - Qf,(l'n) (En)

y, finalmente,
|Epa] < C(Bn)?

y por ende, o = 2. En cada paso el error se reduce cuadratica-
mente, con lo cual, el nimero de cifras correctas, basicamente,
se duplica con cada iteracion.

Puede probarse que en general, los métodos de iteracién por
punto fijo son de orden 1 y que el método de la secante es de

orden %5
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Capitulo 3

Sumacion

Muchos modelos econémicos y financieros consideran al tiem-
po como una variable discreta en lugar de continua. Esto condu-
ce a la necesidad de plantear y resolver ecuaciones en diferencias,
las cuales constituyen la version discreta de las ecuaciones dife-
renciales.

En el capitulo 4 hemos definido el operador de diferencias A,
el cual cumple un rol preponderante en el célculo discreto. Se
trata de un operador lineal que es el andlogo discreto del opera-
dor de derivacion.

En general, tal como lo planteara George Boole en su Calcu-
lus of Finite Differences, las definiciones y métodos utilizados
en el calculo finito estan intimamente vinculados a los propios
del calculo diferencial. En particular, nos interesa el problema
de la antidiferencia o integracion finita.

3.1. Antidiferencia

Recordemos que una funcién F' es una primitiva o antideri-
vada de una funcién f en un intervalo I si F'(z) = f(x), Vo € I.
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Anélogamente tenemos la siguiente definicion:
Definicién 3.1. Una funcion F' es una antidiferencia de [ st
AF(n) = F(n+1) = F(n) = f(n)

Es usual utilizar el simbolo A~! para denotar al operador de
antidiferencia:

A7 f(n) = F(n) siy solo si AF(n) = f(n)

Ejemplo 3.1. La funcién F(z) = sx(z — 1)(z — 2) es una an-

tidiferencia de f(x) = 2> — x. En efecto,

1 1
= §(x + Dz(z—1) — gx(x —1)(x —2)
= gx(x - [(z+1)—(x—2)]
= %x(a: —1)3

De la misma forma que si una funcion tiene antiderivada,
dicha antiderivada no es tnica, si F' es una antidiferencia de
f resulta que F(z) + a(x), donde a(x) es cualquier funcién de
periodo 1 (esto es, a(r + 1) = «a(z) para toda x), también es
una antidiferencia de f:
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3.2. Sumas indefinidas y definidas

Definicion 3.2. Llamaremos suma indefinida de f(z) al con-
jgunto de todas sus antidiferencias y la denotaremos por

> f)

Es decir que,

f(x) = AF(x) & Y f(z) = F(z) + a()

con a(z +1) = a(x)
Obsérvese la conexion entre el concepto de suma indefinida y
el de integral indefinida.

Finalmente, si f(z) = AF(x), por simple imitaciéon del Teo-
rema de Barrow, daremos la siguiente definicion:
Definicién 3.3. Llamaremos suma definida de f entre a y b,
denotada por Zz f(x) al numero:
b b
Y f(z) = F(z)| = F(b) - F(a)
a a
La igualdad anterior es, en principio, una expresion puramen-

te formal que surge de una analogia. Es claro que segtn la defini-
cién dada, Zz f(x) es un nimero, pero jtiene algin significado?

Consideremos entonces una funcién f(z) tal que
f@) = AF(z) = Fz +1) - F(x)

Utilizando el principio de inducciéon completa el siguiente teore-
ma;

Teorema 3.1. S7 b > a entonces

b b—1
> fl@) =) f(k)



Demostracion. Observemos en primer término que si b > a, exis-
teunn € N/b=a+n.

La proposicién a demostrar es valida para n = 1:

a+1 a

Zf Fla+1) = F(a) = AF(a) = f(a) = ) f(K)

k=a

Supongamos que la igualdad es valida para un n > 1 cual-

quiera. Es decir,
a+n a+n+1

> fl@)y= ) f(k)

Probaremos que con este supuesto, la proposicién también es
valida para n + 1 Aplicando las definiciones de suma definida,
A y antidiferencia:

a+n+1

Y f@)=Fa+n+1) - F(a)

=Fla+n+1)—F(a)— F(a+n)+ F(a+n)
=Fla+n+1)—F(a+n)+ F(a+n) — F(a)
=AF(a+n)+ F(a+n)— F(a)

= fla+n)+ Fla+n) = F(a)

a+n

= fla+n)+ ) f(x)

Finalmente, utilizando la hipdtesis inductiva,

a+n+1 a+n—1

Z f(z) = fla+n)+ Z f(z
a+n
=2 f@
k=a
lo cual completa el proceso de induccién. ]
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Esta interpretacion resultard sumamente 1util para calcular
algunas sumas finitas e infinitas.

Ejemplo 3.2. Calcular
+2-2143-31+---420- 20!
Es decir, calcular 22021 k- k!
En primer lugar, es necesario observar que:

Azl = (z+ 1) — 2!
= (x4 1)z! — 2!
=zl(x +1,1)

=x-x!
Por lo tanto, se tiene que

Zaz-a}!:x!+&(x)

pues ! es una antidiferencia de x - x!.

Utilizando el teorema anterior,

21
=211 —1!
1

20 21
Zk-k!:Zx-x!:x!
k=1 1

Ejemplo 3.3. Calcular

- 1
Z(n+1)(n+2)

n=1
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Observemos que si F(z) = PR entonces
AF(x)=F(z+1) — F(x)
S
T r+4+2 z+1

B —(x—i—l)—l—(x-l—Q)
(24 2)(x+1)
1
(x 4+ 1)(z+2)
1 —1

L = t
uego, Z(m—i—l)(w—l—Q) x_l_l,yen onces

n n+1

1 1
Z(k+1)(k+2) :Z(a:+1)(:z:+2)

=1 1
-1
Cx41

n+1

1
—1 1

:n+2+§
n

2(n+2)

Por lo tanto,

o0 t

1 ) 1
2 (n+1)(n+2) :tllinooz_; (n+1)(n+2)

n=1 n=
) t
= lim
t—-+00 Q(t + 2)
1

2

3.3. Algunas propiedades

Sea F' una antidiferencia de f. De la definicién de suma de-
finida se sigue que:
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L > f(z) =F(a) = F(a) =0
2. 30, f(x) = F(b) = Fla) = = [F(a) = F(b)] = = 3} f(x)
3. Sia < c<b, entonces S f(z) = S f(x) + 320 f(z). En

efecto,

b

Y f@)+ ) f(z) = F(c) = F(a) + F(b) — F(c)

c

= F(b) — F(a)
b
= fx)

Comparese estos resultados con los analogos para la integral
definida.
Sea f integrable en el [a; b], se tiene que:

s (" f(z)dz =0
= Ji f(@)de == f f(@)d
» Sia < c<b, entonces f; f(@)dz = [7 f(z)dx + fcb f(z)dx.

4. (Linealidad) Como una consecuencia inmediata de la linea-
lidad del operador A se tiene que el operador de suma de-
finida también es lineal. Es decir,

a) YU kf(z) =k f(x)
b) YU lf(x) +g(x)] = 20 fla) + 320 g(x)

Por otra parte, asi como existen funciones que tienen primiti-
vas o antiderivadas inmediatas, podemos listar algunas funciones
que tienen antidiferencia inmediata.
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3.3.1. Sucesiones geométricas

Sea f(z) = a” con a # 1. Entonces,

Luego,

y, por lo tanto,

Zcﬁ: aa_lJroz(x)

con « cualquier funcion de periodo 1. De la expresion anterior
puede deducirse la conocida suma de los primeros n—términos
de una sucesion geométrica. Dada ¢ # 1,

n n+1 n+1

D ad T =) gl =a) o

k=1 1 1
z—1 |n+1 n 1

S L

q—1)4 g—1 qg—1
n
qg—1

Ejemplo 3.4. Una persona debe a principto de ano 12 cuotas
mensuales iguales y consecutivas de $1000 c¢/u con vencimiento
a fin de cada mes.

Suponiendo una tasa de interés efectiva mensual del 5%,
constante a lo largo de todo el ano.

¢ Cudnto debe esta persona a principio de ano?

Se desea conocer el valor actual (a comienzo de ano) de las
12 cuotas mensuales.

Definiendo al factor de actualizacion financiero mensual co-

mo vip = 15005 = 1,057, se tiene que:

o4



Valor actual = 1000.2)12-1—1000.1}%2-%1000.1}%24—...—|—1000.v£ =
12
1000.v7, = 1000. > v,
1

r=1
Recordando el ejemplo anterior y haciendon = 12 y a = vyo;

la respuesta es: 1000.

12

r=

1,057 — 1,05
1,051 —1

3.3.2. Potencias factoriales

Definicién 3.4. Dado un enteron > 0 y un h entero y positivo,
llamaremos potencia factorial descendente a la funcion

/" = z(x — h)(x — 2h) ... (x — (n — 1)h)

Cuando n = 1 utilizaremos la notacién de Knuth para deno-
tar la correspondiente potencia factorial:

n

xn/fl —

que leeremos com x a la n descendente. Estas funciones cumplen
un papel sumamente importante en el calculo de sumas, pues

Az = (z+1)* — 2"
=@+lz(z—-1)...(r—n+2)—z(xz—-1)...(r —n+1)
=z(z—1)...(e—n+2)(z+1—-2z+n—1)
=nz(r—1)...(x —n+2)

= nat

Es decir, en el calculo finito, las potencias factoriales desem-
penan el papel de las potencias en el calculo tradicional.

Es facil verificar que




Por otra parte, puede probarse por induccion que las potencias
factoriales satisfacen la siguiente recurrencia:

g = (x —n+ 1)

A partir de esta relacién puede extenderse la idea para valores
no positivos de n.

Haciendo n = 1 y observando que z* = z, resulta que z1 =
z - 2%, de donde
=1
Para los casos n = 0 y n = —1, se obtiene que:
1
0 -1 ~1
s = Ne—=2r—=
r=(rx+ 1)z x pg]
y, anijslogamente,
1
~1 —2 -2
r—=(r+2)r—==>1—"=
( ) (x4 1)(z+2)
En general,
—n _ 1
(x+1D)(x+2)--(z+n)
Luego,
Ar=" = (v + 1) — ==

1 1
(x+2)...(z+n)(z+n+1) (x+1)...(x+n)
o rz+l-z—n-1
(D). (w+n+1)

—n—1

= —nhx

Por lo tanto sigue siendo valida la igualdad, siempre y cuando
n # —1. Tenemos entonces que
n+1

Zxﬂ: an + a(x) con n # —1
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De manera similar a las potencias factoriales decrecientes podriamos
definir potencias factoriales ascendentes:

" =xz(xz+1)---(z+n—1)

Sin embargo esto no es necesario, ya que

' =zx(x+1)---(x4+n—-1)=(r+n—1)"

de donde toda potencia ascendente es un potencia descendente
en virtud de la conmutatividad del producto.

Ejemplo 3.5. Calcular 3,0, k(k+ 1)(k + 2)
10 11
S k(k+1D)(k+2) =) a(z+1)(x+2)
k=1 1
1
— Zx?’
1

=> (z+2)?

(2t
==
_ ! 2 1 1 B
=7 (x+2)(x 4+ Da(z — )1

1
=;(13:12:11:10-3-2-1- (-1))
— 4290

3.3.3. Funciones factoriales lineales

Generalizaremos levemente los resultados anteriores conside-
rando funciones de la forma F'(z) = (ax + b)%. Apliquemos a F
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el operador de diferencias:

AF(z) = [a(x + 1) + b* — (ax + )"
= [a(x + 1)+ 0] (ax +0b)...[a(zr —n+2) + ]
—(ax +0b)la(zr —1)+b]...[a(xr —n+ 1) + b]
= (ax +b)[a(x —1)+b]...[a(x —n+2) + ]
[a(x+1)+b—a(:c—n+1)—b]
= an(ax + b)*—

Por lo tanto,

Z(a:ﬁ +b)" = % + a(x)

Ejemplo 3.6. Calcular 3-5+5-7T+7-9+---+17-19.
8 9

D (2k+3)(2k+1) =D (22 +3)?

k=1 1
B (2z + 3)3 9
3.2

1
9

(22 +3)(2z + 1)(22 — 1)]

(21-19-17—5-3-1)
— 1128

cm»—x @lH

3.4. Sumas por partes

Recordemos que A [f(z)g(z)] = f(z+1)g(z+1) — f(x)g(z).
Sumando y restando g(x + 1)f(x) en la parte derecha de la
igualdad anterior, se tiene que:

Alf(x)ga)] = gle+ 1) [f(z +1) = f(@)] + f(2) [9(z + 1) — g(z)]
= Eg(X)Af(X) + f(X)Ag(x)
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donde E es el operador de Boole o desplazamiento.
Aplicando el operador > de antidiferencia, se tiene que
f@)g(x) = Eg@)Af(z)+ ) flx)Ag(x)
o bien,
> f@)Ag(z) = fx)g(z) = Y Eg(x)Af(x)

k
Ejemplo 3.7. Calcular > _, 3

En primer lugar plantearemos el problema en términos de
una suma definida y luego aplicaremos la formula de sumacion
por partes.

n L n+1 T n+1 1 T
DEEDETDRIE)
k=1 1 1
1 xr
Considerando f(x) = x y Ag(x) = <§> , resultan Af(x) =

11\ 1 /1"
Lyg(x) = 513 , de donde, finalmente, Eg(x) = —= | = | .

Es decir,

flz) =z Af(z) =1
=103 aw=(3)
Eg(z) = —% G)x
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Reemplazando en la formula,
n L n+1 1 T
S (3)
k=1 1

_1 195—1
-9 \3

n+1 n+1 1/1 T
-2-30)

1 1

:_1@“)(1)114"“(1)9”
2 3 2 24-\3
_ L (1)”+ L1l <1> ]
2 3 2 "2 2\3 X
:_1(n+1)<1>n+1+1—_1<1>n+1]
2 3 2 2 2\3 2
:_1(n+1)<1>n+1_1<1)n+1
2 3 2 4\3 4
_—2(n+1)—1+§
4. 3n 4
_3 2n+3
T4 4.3

3.5. Suma de las potencias k—ésimas

Debido a la linealidad de la suma definida, el problema de cal-
cular sumas sobre polinomios, se reduce a calcular sumas sobre
distintas potencias k—ésimas de nimeros naturales. Es decir,

n—1
Sk(n) =Ok+1k—{—2k+..._|_(n_1)kzzjk
=0
Asi, por ejemplo,

n

> (3K + 2k — x +6)) zgzn:k?’mznjk?—imzn:es
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

60



Luego, para calcular la suma inicial, se requiere conocer los
valores de

tal como veremos mas adelante, pueden probarse las siguien-
tes igualdades, donde los coeficientes de cada polinomio, estan
relacionados con los llamados nimeros de Bernoulli:

So(n) =n

Si(n) = %n2 — %n

Sa(n) = %n?’ — %nZ - én

S3(n) = in‘i — %TL?) + in2

Si(n) = én5 — %n4 + %n3 3—10n

Para demostrar cada una de ellas podriamos recurrir al Prin-
cipio de Induccion Completa. Por ejemplo, probaremos que

n(n + %)(n +1)
3

Primero debemos verificar que la igualdad se cumple para
n = 0. En efecto, es cierto que,

SQ (n) =

para n >0

51(0) = 0(0 + %;(0 +1) N

Supongamos ahora que se cumple para n > 0 cualquiera. Es
decir,
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$o(n) = n(n + 5;(n+ 1).

Queremos ver que la igualdad es valida para el siguiente de
n. y reemplazaremos n por n — 1.

So(n+1) = So(n) + (n +1)?

Luego,

3S3(n+1)=(n+1)(n+ %)(n) +3(n+1)?

:(n+1)(n2+gn+3

3
=(n+1)(n+ 5)(71 + 2)
Este ultimo resultado es claramente el valor para n + 1 con
lo cual hemos demostrado que la formula propuesta es correcta.

Sin embargo, una de las dificultades de este método radica
en que nos permite demostrar la validez de la férmula, pero no
nos da indicios acerce de como obtenerla. Es decir, podemos
demostrar que cierta propiedad es verdadera siempre y cuando
contemos con ella a priori.

Un método para calcular estas sumas es el de perturbacion.
El procedimiento estd inspirado en la demostracion elemental

de la férmula que suma los primeros términos de una progresion
geométrica. Es decir, dada

Sn — i qk‘—l
k=1
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se tiene que

n+1
Sn+1 = Z qkil
k=1
n
Sn—i—l - qu ! +qn
k=1
n+1 n
k=2 k=1
n n
k=1 k=1
1+qzqk—1_zqk L g
k=1 k=1

Como puede observarse, extraemos el primer y tltimo término
de S,.1 para obtener una ecuacién en S,,.

Podemos aplicar esta idea a la suma de las potencias k.ési-
mas. Por ejemplo, si consideramos Ss(n), esto es la suma de los
primeros cuadrados,
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Son+1)= Y (k+1)

0<k<n
So(n) + (n+1)* = Y (K +2k+1)
0<k<n
Son)+(n+17= > KF+2 > k+ Y 1
0<k<n 0<k<n 0<k<n
Sa(n) + (n+1)> = Sy(n) +2 > k+(n+1)

0<k<n

Cancelando los S3(n) deducimos la formula que permite su-
mar los primeros n nimeros enteros:

2 Z k=(mn+1)7—(n+1)

0<k<n

o bien,

Puede ocurrir que comenzando con la suma de los nume-
ros enteros al cubo obtengamos también una expresién para los
niimeros enteros al cuadrado. Sea S3(n) = > .., k%

Ssn+1)= Y (k+1)

0<k<n
Ss(n) + (n+ 1) = Y (K* +3k* + 3k + 1)
0<k<n
Ss(n) + (n+ 1)> = S3(n) + 3S55(n) + 3@ + (n+1)

Los S, se cancelan y tenemos suficiente informaciéon como
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para determinar .5, sin recurrir a la induccién.

3sn:(n+1)3—3me—(n+1)
:(n+1)(n2+2n+1—gn—1):(n+1)(n+%)n

Otra posiblidad es escribir las otencias de x en términos de po-
tencias factoriales y luego aplicar el operador de suma:

=z -1+

. R |
Luego,
zn: k= Xn: k* + zn: Kt
k=0

k=0 k=0
n+1 n+1

:sz—kal
0 0

n+1

(n+ 1)n(n —1) N (n+1)n
3 2
(n+ 1)n(2n +1)
6

Anélogamente, 22 = 23 — 322 + 22, podemos escribir
r® = 22 4 322 + 21,

y asi sucesivamente.

.. Es siempre posible escribir las potencias de x en funcién de po-
tencias factoriales?. Con el objeto de responder a esta pregunta,
definiremos los ntimeros de Stirling.
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3.5.1. Numeros de Stirling

Existen dos clases de nimeros de Stirling, los cuales respon-
den a diferentes problemas combinatorios.

Dado un conjunto A de n elementos, los niimeros de Stir-
ling n, k de segunda clase cuentan la cantidad de maneras en
que puede partirse A en k subconjuntos no vacios. Teniendo en
cuanta esta interpretacion, utilizaremos la notacion de Knuth

para denotarlos:
n
k

. 3 :
Ejemplo 3.8. { cuenta las formas en que podemos partir

2
un conjunto de 3 elementos en 2 subconjuntos no vacios. Supon-

gamos A = {a,b,c} Podemos escribir a A como:

{a, b} U {cj
{a,c} U{b}
{b, ¢} U {a}

Por lo tanto, { 3 } =3

Ejemplo 3.9. = 6 pues si A = {a,b,c,d}, entonces

4
3
podemos partirlo en 3 subconjuntos de las siguientes formas:
{a,b} U{ctU{d}
{a,cy U{b}U{d}
{a,d} U{b} U {c}
{b,ct U{a} U{d}
{b,d} U{a} U{c}
{c,d} U{a} U {b}
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Es claro que { ZL } = 1.

: n
Consideremos el caso 5 (- Queremos contar las formas de

partir al conjunto A de n elementos en dos subconjuntos no
vacios.

Sean A; y As dichos subconjuntos y elijamos un elemento
cualquiera de A. Dicho elemento pertenecerd a uno de los dos
subconjuntos. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que per-
tenece a A;. La cantidad de particiones distintas queda deter-
minada por las formas de repartir los n — 1 elementos restantes.
Como cada uno de ellos puede pertenecer o no al conjunto As,
existen 27! formas distintas de repartirlos. Sin embargo debe-
mos evitar la posibilidad de que ninguno pertenezca a A, para
asegurar que sea no vacio. Luego,

n _ on—1 __
(1}

Ejemplo 3.10. Sea A = {a, b, c}. Tomemos, por ejemplo, el ele-
mento ¢ y supongamos que ¢ € Ay. Falta ubicar a los elementos
a yb. Contamos entonces las distintas formas en que dichos ele-
mentos pueden pertenecer a As: a puede pertenecer o no y por
cada una de estas dos posibilidades, b puede pertenecer o no.
Luego tenemos 2% casos, pero como Ay # O hay que descontar
la posibilidad de que minguno pertenzca. Luego tenemos 22 — 1

particiones y { ; } =22-1=3

Generalizaremos la idea anterior para el caso mas general
n : .
{ e Igual que antes elegimos un elemento = de los n posi-

bles. La cantidad de particiones deA que tienen como una de
sus partes al subconjunto unitario A* que contiene solo a dicho
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n—1
kE—1
ciones de un conjunto de n — 1 elementos en k — 1 subconjuntos.
Si dicho elemento no constituyera un conjunto unitario, entonces

elemento es { }, pues coincide con la cantidad de parti-

estaria junto con algunos de los n —1 elementos restantes. Como
hay { " ; } formas de particionas dichos n — 1 elementos en

k subconjuntos no vacios y x puede estar en cualquiera de esos

k, la cantidad buscada es k { " ; ! }

Teniendo en cuenta todo esto se llega a la siguiente relacion
de recurrencia:

n| | n-—1 Iy n—1
E| | k-1 k
Utilizando la recurrencia anterior y tomando g } =1sin#

0, se puede construir la siguiente tabla:

n n n n n n
IBEREBEGENEH
0] 1
1| 0 1
2] 0 1 1
3/ 0 1 3 1
41 0 1 7 6 1
5/ 0 1 15 25 10 1

Figura 3.1: Numeros de Stirling de segunda clase

Puede observarse que al escribir z? o 2® en funcién de po-
tencias factoriales, los coeficientes son justamente, ntimeros de
Stirling. Probaremos este hecho.

Lema 3.1. - 2% = o5t + k. &
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Demostracion. Resulta de manera inmediata como consecuencia

de.
e =gz —1)(2—2)... (z —k+1)(z—k) =252 — k)
]
Se tiene entonces el siguiente teorema fundamental:

Teorema 3.2. .
n __ n k
=3 { b

Demostracion. Utilizaremos el lema anterior e induccién:

Vale paran = 1: ¢ = 2t

Supongamos que vale para n — 1 con n > 1. Esto es, supon-

gamos que:
n—1 1
" = {nk }xk
k=1
Luego,
n—1
M=z =2z {ngl}xk
k=1
n—1 n—1
. n/—-l Eil n/—-l k
= { 1 }9: + { I }km
k=1 k=1
n n—1
o n,—-l k n 1 k
E{ s ()
k=1 k=1
_ i n—1 n—1 ko - n E
S (G ) )
k=1 k=1



Ejemplo 3.11.

k=1
=234 322+ 2L
Por lo tanto,
n n+1
I
k=0 0
n+1
:Zx§+3xz+xl
0
d 3 g2t
- 13
4 * 3 * 2 |,
1 —1 -2 1 —1
D =Dn=2)  n+ Ualn—1)
4 3
(n+1)n

2

(e

3.6. Meétodo de operadores.

Desarrollaremos un método que nos permitira resolver sumas
de funciones que resultan ser el producto de una exponencial y
un polinomio.

Probaremos que
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a—1 a—1

Z a*P,(z) = aaj 1

Pn(l“)+<— . >APn(:L’)+(— - >2A2Pn($)

+(— : >3A3Pn(x)+---+<— “ )nA"Pnu)}w(x)

a—1 a—1

Demostracion. Para probar la igualdad anterior, simplemente
aplicaremos el operador A al miembro derecho de la identidad
y verificaremos que el resultado obtenido es a® P, (z).

Recordando una vez mas la diferencia de una suma:

Af(z)g(z) = Ef(x)Ag(r) + Af(x)g(x),

a/I

y haciendo f(x) = y

a—1

+ (—af1>3A3Pn(a:)+---+ (—a:)nmpn(x)]

a

© Vanrss
(- ¢ 1)nA"Pn(:U)] fetod [Pn(az)+ (— -
N

a—1 a —
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Como el operador A es lineal,

a

a—1 a—1

Af(x)g(x>—aw[ APn(x)—< >2A2Pn(x)+...+

o ) AP (1)

a—1

o [Pm) " (— ) AP, (x)

a—1
+ <—ai1>2A2Pn(x)+---+ <_ai1>nAnP”(”j)]

Sacando factor comin a® y considerando que A"™'P, (z) = 0
pues P es un polinomio de grado n,

a a

a—1 a—1

Af(x)g(x) = a" [ AP, (x) - ( >2A2Pn(x) -

0 () AR+ A + () AR

+<— : )2A2Pn(:1:)+-~+<— . )nA"Pn(x)]

a—1 a—1

Cancelando los términos opuestos, resulta finalmente que
Af(z)g(x) = a” Py ()
con lo cual la igualdad queda demostrada. ]

Con el objeto de simplificar la notacién, definiremos el poli-

nomio operador:
a—1

k=0

Luego, la férmula anterior puede expresarse como
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S aPy(2) = @ [1+ (—aa_Al) + (—aa_A1>2+ (—aa_Al)3+ ot

o bien
SR = Lz; (~220) | o) + e

Ejemplo 3.12. Resolver la siguiente suma:

7

> A4 (w+ 1)

r=2

Se trata de una suma que involucra una expresion exponen-
cial, 4° y un polinomio de grado 3: Py(z) = (x 4+ 1)% 71, que es

la funcion factorial: (x + 1)x(x — 1).

Aplicando el operador recién definido, tenemos que:

(+ 1% + a(z)

24””(1:“)3/—1:% [23: (_%y

n=0

Es decir,
X

S 4%z 4+ 1)371 = 44_ 1
2 3
() e - () s 1)3/1] +a()

Calculando las sucesivas diferencias:

4
[(x + 1 A+ 1Y
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Az +1)%71 = 3(x + 1)¥!
A’z + 1)1 =3-2(x+ 1)V/!
Az +1)P1=3.2-1

Reemplazando:

4" 4
S e+ 09 = 7 a9 - st s

4—1
4 \° 4\’
_ ) Nyt .21
+<4_1) 3-2(x+1) <4_1> 3 + a(z)
4 32 128
=< [(az+ ¥ — 4z +1)Y 7 + S (r+1) - T] +a(z)

Finalmente, valuando la expresion hallada se obtiene el valor
de la sumatoria:

4 2
> A+ 1)Y= = [(x + ¥ 4+ )Y 4 %(:p +1)

= 6505056

3.7. Meétodo de coeficientes y funciones inde-
terminados (conjetura).

Este método, a diferencia de otros, no es un procedimiento
mecanico. Se basa en la intuicién, la experiencia, la prueba y
error; pudiendo muchas veces no ser aplicable. En realidad, se
utilizan las mismas ideas que en los métodos analogos para re-
solver ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias.
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Resulta particularmente 1til cuando se desea sumar un co-
ciente de funciones:

g(z)h(x)
2"
donde:

g(x) es una funcién del tipo exponencial, trigonométricas,
etc.,

h(zx) es una funcién polinémica, y

f(x) es una funcién factorial o polinémica.

Entonces, aplicando la definicion de suma, el objetivo es ha-
llar una funcién v(x) tal que al hacer su diferencia, se obtenga
la funcién a sumar:

v(z) ) Av(z) = DL

Observen el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.13. Resolver la siguiente suma indefinida:

i

Siguiendo la notacion presentada mas arriba,

g(z) =5*
h(z) = 8x + 2

f@)=(z+ )" = (z+1)(z +2)(x + 3)(z +4)

El problema radica en plantear v(z). Para ello, recordemos
que la diferencia de funciones exponenciales, trigonométricas y
polinomicas; son a su vez funciones del mismo tipo. Entonces,
es de esperar que v(x) tenga un aspecto similar a la funcion que
se pretende sumar. Podemos proponer:
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o 5mPn(113) o 5$Pn(x)
U(x) = ($_|_ 1)3/1 - (3;4_ 1)(x+ 2)(x—|—3)

donde P,(x) un polinomio de grado n que debe determinarse.

Entonces:

B 5P, (z + 1) B 571 P, (x + 1)
vt ) = T T G 9@+ 9@+ )

Aplicando la definicion de suma:

Av(z) =v(x +1) —v(z)
(24 15" Py (z 4+ 1) — (z 4+ 4)5" Py ()
B (z+ 1) (x4 2)(x + 3)(z +4)

Por otra parte,
5°(8x + 2)
(x+ 1)41

Como los denominadores son iquales, los numeradores deber
ser iguales entre si. Luego,

Av(z) =

(z+ 15" P (z + 1) — (x + 4)5°P,(z) = 5% (8 + 2)
5°5(x + 1)Py(z 4+ 1) — (z + 4) Py(2)] = 5% (8z + 2)
5(x+1)P(x+1)— (x+4)P,(x) =8z + 2

Resta proponer un polinomio P,(x),de grado n, que satisfaga
la igualdad anterior.

Consideremos el polinomio Py(x) = k siendo k una constante.
De las igualdades anteriores resula que:
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5(r+ 1)k —(r+4)k=8x+2
5k.+ bk — kx — 4k = 8x + 2
dkxr + k =8z + 2

Iqualando los coeficientes correspondientes, se obtiene el si-
gquiente sistema de ecuaciones:

4.k =8
k=2
Es tmportante senalar que k debe satisfacer ambas ecuacio-

nes, es decir, que se trate de un sistema compatible.

Finalmente, la respuesta es v(x) + a(x) donde o es una fun-
cton periodica de periodo 1:

508z +2)] 572
> [(w+ 1)4/1] CEEEL + a(z)

Algunas consideraciones:

= En primer lugar, al plantear v(z) siempre se debe estar pen-
sando en v(x + h) simultdneamente; ya que lo que interesa

es la Av(z).

= Como se adelantd, v(x) tiene un aspecto similar al de la
funcion a sumar, que en la gran mayoria de los casos se
trata de un cociente de funciones.

» El numerador de v(x) estard compuesto por el producto
de la funciéon exponencial, trigonométrica, etc. en cuestion
g(x) y un polinomio auxiliar P,(x).
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» El denominador de v(x) debera escogerse cuidadosamente.
Se busca que al efectuar la Av(x), y por ende realizar una
resta de cociente de funciones, se obtenga como denomina-
dor comun el denominador de la funcién a sumar, es decir,

g(x)h(x)
fx)

nominadores se cancelan. Las funciones factoriales facilitan
la tarea.

f(z). Entonces, luego de hacer Av(z) = , los de-

= En cuanto a los numeradores, resta proponer P,(x). Aqui
debe observarse la igualdad lograda una vez simplificados
los denominadores, y determinar ntuitivamente el grado n
del polinomio a proponer. Siempre es conveniente plantear
polinomios completos, esto es:

Py(xz) =a
Pi(z) =azx +b
Py(z) = ax® 4+ bz + ¢

siendo a; b; ¢ constantes a determinar mediante un sistema
de ecuaciones que resulta de igualar coeficientes.

= El método se basa en la prueba y el error. Esto significa que
la intuicién puede indicar cierto valor de n, que se verificara
de obtenerse un sistema compatible. De no ser asi, es decir,
si se obtiene un sistema de ecuaciones sin solucién, entonces
deberd proponerse otro valor de n, posiblemente mayor.

= Finalmente, halladas las constantes que definen a P,(z),
resta reemplazar en v(x).

La solucién es v(z)+a(x) donde « es una funcién periédica
de periodo 1.
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Ejemplo 3.14. Resolver la siguiente suma:

10

2F (15K + 4k — 2)
2 (3k — 1)(3k + 2)

k=0

Para hallar el valor de la suma planteada, es necesario cono-
cer

27 (1522 + 4z — 2)
Z (3x — 1)(3z + 2)

Aplicando el método descripto, se propone:

2P,
o) = ()
3r —1
Luego,
e+ p 1
v(ix+1) = (z+1)

3r + 2

Aplicando la definicion de diferencia:

Av(z) =v(x+ 1) —v(x)
3z — 1)2** P (x + 1) — (3z + 2)2%P, ()
(3x — 1)(3z + 2)

Yy, por otra parte,

~ 27(152° + 4z — 2)
AvT) = B T B 1 2)

Iqualando los numeradores:

(32 — 1)2"" P, (2 4+ 1) — (32 4 2)2" P, (x) = 2%(152* + 4x — 2)
(32 — 1)2P,(z + 1) — (3z + 2)P,(z) = 152% + 42 — 2

79



Proponiendon = 1, es decir, un polinomio de grado 1, Pi(x) =
ar + b,

3z — D)2a(x + 1) +b] — 3z + 2)(az + b) = 152 + 4o — 2

(62 — 2) [ax + a + b] — (3z + 2)(ax + b) = 152° + 4z — 2
6ax® + 6ax + 6bxr — 2ax — 2a — 2b

—3ax? — 3bx — 2ax — 2b = 152% + 4z — 2

3ax? + (2a + 3b)x — 2a — 4b = 152* + 4z — 2

Iqualando los coeficientes correspondientes, se obtiene el si-
gquiente sistema de ecuaciones:

3a =15
2a +3b =4
—2a —4b = -2
que tiene como solucion: a =5 y b= —2. Entonces:

27(152° + 4 — 2)] _ 2°(5z — 2)
Z [(3x—1)(3.x+2)] 3z -1

Finalmente, valuando la expresion hallada se obtiene el valor

+ a(x)

de la sumatoria:

10 11

Z 2M(15k* + 4k — 2) Z 27 (152 + 4z — 2)
(Bk—1)(Bk+2) (3z — 1)(3x + 2)
~27(5z —2)|"!
- 3r—1
= 3390

k=0

0

3.8. La formula de sumacion de Euler

La féormula de sumaciéon de Euler es una de las herramien-
tas mas poderosas para aproximar sumas mediante integrales,

80



o bien, para evaluar integrales utilizando sumas. Aunque Euler
realizé en 1736 una demostracion que se publicé en 1741, los his-
toriadores coinciden en que fue descubierta independientemente
por Colin Maclaurin, quien la utilizé en su Tratado de Fluziones
publicado en 1742.

Esta formula es ampliamente utilizada en la Teoria Analitica
de Numeros y el Analisis Numérico. Ademads, de ella se dedu-
cen de manera inmediata las formulas de Woolhouse y Lubbock,
clasicas en la Matematica Actuarial. Por otra parte, programas
como el Mathematica, utilizan la féormula de Euler para evaluar
las sumas.

En esta seccién discutiremos la deduccién de la férmula sin
resto, a partir de la convolucién binomial de funciones genera-
trices y el calculo simbdlico de operadores.

3.8.1. Funciones generatrices

Una de las ideas mas fecundas para trabajar con sucesiones,
es operar de manera formal con ciertas series de potencias aso-
ciadas a ellas.

Definiciéon 3.5. Diremos que una funcion F(z) es la funcién

generatriz de la sucesion (fi, fo,. .., fny...) Si
o0
F(z) = Z 2"
n=0

Segun las necesidades, en algunos casos se consideran como
funciones de variable compleja, mientras que en otros simple-
mente como objetos formales que se manipulan sin preocuparse
por cuestiones tales como condiciones de convergencia. A través
de este manejo puramente formal, que incluye derivar, integrar,
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realizar corrimientos, cambios de variables, etc., es posible en-
contrar las férmulas cerradas de algunas sucesiones.

[lustraremos la idea con la sucesion de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Sabemos que los términos de esta sucesion se generan mediante
la siguiente recurrencia:

Jo=1
fi=1 (3.1)
fn:fn—1+fn—2 nZZ

El objetivo es determinar una féormula cerrada para esta suce-
sion. Para ello, supondremos que existe una funcién generatriz
F(z) =", fa2" tal que los coeficientes de las potencias de z
son los términos de Fibonacci. Operando con ella, encontrare-
mos la funcién generatriz F' y luego, al desarrollarla en serie, se
obtiene la férmula de la sucesion.

En efecto, multiplicando a F' de manera conveniente, se tienen
los siguientes desarrollos:

F(z) =14+ 2+222+32° +522 +8°+ 1320 + ...
2F(2) = 24+ 27 4+22° + 320+ 5224+ 820 + .
22 (z2) = P+ + 2+ 327 +50 4

De las igualdades anteriores resulta que
F(z)(1—z-2") =1

de donde,
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Como el desarrollo en serie de Taylor de la ecuacion (3.2) es
. n+1 n+1
_ZL 1+v5)  [1-+5 o (33)
=5 2 2 '
resulta que
n+1
oL (1 V5 (1-5
"5 2 2

Para probar la validez de la férmula (3.4) podemos utilizar el
Principio de Inducciéon Completa.

n+1
) Vn >0 (3.4)

3.8.2. Convolucién de funciones generatrices

Dos funciones generatrices F(z) y G(z) de las sucesiones
(fr)neNy ¥ (gn)nen, respectivamente pueden combinarse lineal-
mente para dar lugar a la funcién generatriz de la correspon-
diente combinacion lineal de dichas sucesiones.

También pueden multiplicarse de la siguiente forma:
F(2)-G(z) = (fo+ fiz+ o2 + f322 +...)-
(90 + 912 + 922 + g32° +...)
= fogo + (fogr + frgo)z + (fogs frgr + fago)2* +...)
-y (z gt )
n=0 \ k=0

Definicion 3.6. El producto F(z) - G(z) definido anteriormen-
te es la funcion generatriz de la sucesion (hy)nen, llamada la
convolucion de las sucesiones (fu)nen, Y (Gn)nen, -

En algunas ocasiones es mas sencillo trabajar con la sucesion

(%) . en lugar de (f,,) y luego multiplicar por n!.
"/ neNp
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Definicién 3.7. La serie de potencias F(z) = P % 2" es la

funcién generatriz exponencial de la sucesion (f,,)nen,

Ejemplo 3.15. La funcion F(z) = ¢€* es la funcion generatriz
exponencial de la sucesion (1,1,1,...) y es la funcion generatriz
de la sucesion (1 L1 L )

T 20930 ool v+

Definicién 3.8. Si F(z) y G(z) son dos funciones generatrices
exponenciales, entonces su producto ﬁ(z) : @(z) = ﬁ(z) es la
funcion generatriz exponencial de la sucesion (hy)nen,, denomi-
nada convoluciéon binomial:

n=0 n: n=0
n=0 \ k=0 Hn —F)!

Por lo tanto,

De donde,

k=0

3.8.3. Numeros de Bernoulli

Los numeros de Bernoulli constituyen una de las sucesiones
mas importantes de la matematica. Su aplicacion es fundamen-
tal en areas tales como la combinatoria, el cdlculo finito y la
teoria de nuimeros, tanto en la teoria analitica como algebraica.
Aparecen vinculados a temas centrales como por ejemplo el Teo-
rema de Fermat y la funcion zeta de Riemann. Se llaman asi en

84



honor al matematico suizo, Jacobo Bernoulli, quien a comienzos
del siglo XVIII, en su obra péstuma Ars Conjectandi sugirid, sin
demostrar, una expresién general para la suma de las potencias
k—ésimas de los primeros n niimeros no negativos consecutivos:

k
1 kE+1 ‘
OF 4+ 1" 425+ (n—1)f = —— Bin"t17 (3.6
++++(n)k+1;j]n (3.6)
donde los B; son los nimeros de Bernoulli que pueden definirse
mediante la siguiente recursion:

BO =1
Zk (kfl)Bj —0 k > 1 (3-7)

J=0\ j

Tomando k = 1,2,3 y 4 en (3.7), obtenemos

1 1

By=— -By= — -

! 90 2
By = — ~(By+3By) =
2 — 3 0 1—6

1
By = — (By+4B) +6By) = 0

1 1
By=— =(Bo+5B1 +10B; + 10B;) = — o5

3.8.4. La funcién generatriz exponencial de los niime-
ros de Bernoulli

Definamos primero el siguiente simbolo, conocido como la
convencion de lvenson:

= m] = 1 sin=m
P10 sin#Em
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Tomando n =k + 1 en la (3.7) se tiene que:

j=
~— /7
B, + (_)BJ_BH+[n:1]
=0
Por lo tanto
(”.) Bj=B,+[n=1 (3.8)
=0

Consideremos la funcién generatriz exponencial, B(z) de la su-
cesion de numeros de Bernoulli. Es decir,

0¢]

~ B, "
B(z) = ZF 2
n=0

El lado izquierdo de la ecuacién (3.8) es el resultado de la con-
volucién binomial entre B(z) y e”.

Por otra parte, la funciéon generatriz exponencial de la parte
derecha de la ecuacién (3.8) es

;Bn+£7:1] znzg% z”—|—; [n;l] z":fB(z)—l—z
De lo dicho anteriormente resulta que
B(z) ¢ = B(z) + 2
de donde se deduce inmediatamente que
~ z
B(z)= (39)
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3.8.5. La formula de sumacion de Euler

Finalmente, para deducir la formula de sumacién de Euler,
estableceremos una relacién entre los operadores A de diferencia
y D de derivacion.

Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de una funcion
f(x + 1) alrededor de x:

D?[f(x)]  D°[f ()] D"[f ()]

flz+1) = f(x)+D[f(z)]+ o T a0 ok
Luego,
Af(xz) = D[f(z)] + = [gl(m)] + b [Sf!(x)] +~~+W+...
2 3 n
= <D+%+%+---+%+...>f(ag)
= ("~ 1) f(x)

Como ) = £ se tiene que

Z - eDl_ 1 (3.10)

Por ultimo, de las ecuaciones (3.9) y (3.10) se concluye que
By

B By B3 5
Z—5+Bl+§D+§D T

By ~~Bn, .
=5+ D

n=1
=/ +;% D"

Aplicando este tltimo operador a f y tomando limites se obtiene

S fa)= 3 w0 = [ s+ )

a a<k<b n=1 a
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que es la férmula de Euler sin resto (el primero en dar una expre-
sion para el resto fue Poisson, en un trabajo de 1823, publicado
cuatro anos después).

Finalmente, observemos que si f es tal que su derivada se
anula a partir de algin momento, la férmula arroja un resultado
exacto. De hecho, permite demostrar de manera inmediata, la
conjetura de Bernoulli.

Ejemplo 3.16. Utilizando la formula de Euler, aprorimaremos

el valor de:
In2 In3 In 100

> T3 T oo

1— lnx

Teniendo en cuenta que d—i(mTz) = ,se tiene que:

101 101
e X lna: 101 o Inx Bs1—Inzx
S e [ e n | o5
x 2 q?
2 2

Efectuando los cdlculos,

100 g

Z R 10,40944219 + 0,150439663 — 6,422299475 x 1073

k=2

~ 10,55345955

Puede compararse este resultado con el valor de la suma cal-
culado con 20 digitos de precision:

100

In k
Z HT ~ 10,553976183549153711
k=2

Ejemplo 3.17. Utilizaremos la formula de Euler para deducir
una expresion para calcular la suma de los primeros n— cubos.

Queremos entonces calcular ) ) _, k3. Teniendo en cuenta que
a partir de la derivada cuarta de 3, son todas nulas, se tiene
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n n+1
SH=y
k=0 0
nl n+1
= / 23dr + Bix® + == 32
0
4 n+1 n+1 n+1
T 1 5 N 1
= — —_—— x —
4 2 4
0 0
(D)t (n+1) +(n+1)2
4 2 4
1
= Z(n + 1)2n2
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Capitulo 4

Interpolaciéon

Uno de los problemas clasicos del Analisis Numérico, consiste
en determinar una funciéon que pase por ciertos puntos preesta-
blecidos. Por ejemplo, conocidos los valores de una tabla, se
desea encontrar una funciéon que se corresponda con los datos
contenidos en ella. De esta forma se puede, por ejemplo, estimar
valores en puntos intermedios a los dados. Este problema se co-
noce con el nombre de interpolacion.

En este capitulo estudiaremos como interpolar utilizando fun-
ciones polinémicas.

4.1. Polinomios interpolantes

El primer aspecto que queremos abordar es el problema de
la existencia de los polinomios de interpolacion. Es decir, dados
n + 1 puntos (xo;yo), (x1;91) - .. (xn; yn) donde las abscisas son
todas distintas, se desea determinar si existe un polinomio de
grado a lo sumo n que pase por dichos puntos.

Se quiere saber si existen coeficientes ag, aq, ..., a, tales que
el polinomio

p(x) = ap + a1z + agx® + - - + a, " (4.1)
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verifica que p(xy) = yr para k =0,1,...,n.

Reemplazando los zj, en el polinomio (4.1) se obtiene el si-
guiente sistema:

;

Yo = o+ a1+ axf + - + anaf
< fﬂ i ag :+ a1y + agx? + - -+ + apxy (4.2)
Yn = Qo+ 01Ty + AT + -+ an])

\

Se trata de un sistema lineal de n+1—incoginitas y n+1—ecuaciones.
El sistema (4.2) puede escribirse también en la forma:

2 n
Yo 1 xo 25 ... ag
n| 1 = m% P aq
Y 1 z, x? ! a
n n n n n

Es decir se trata de un sistema matricial de la forma ¥ =V -
A donde Y es la matriz de términos independientes, V' la de
coeficientes y A es la matriz de incognitas. Para demostrar que
el sistema tiene soluciéon unica basta probar que la matriz V
tiene inversa. Para ello consideremos la transformacién lineal

f : R?H—l s Rn+1

tal que V es la matriz asociada a ella. Recordemos que f es
inversible si y solo si V' es inversible y esto es equivalente a de-
mostrar que f es inyectiva.

Sea ker(f) el nucleo de la transformacion f. Supongamos que
existe un vector @ no nulo de coordenadas wo, w1, . . . Wy tal que
W € ker(f). Entonces, se tiene que

V.d =10
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Es decir,

0 = wp+ wixg + werd + -+ + wyaf

< 0 = wy+wiay + weri + - + wyaf
— 2 n

0 = wy+wiz, +wyxs + -+ wyx)

\

Por lo tanto , el polinomio
p(r) = wo + wiw + wer® + - - - + w, "

se anula en xg, 21 ...x,, que por hipdtesis son todos distintos.
Luego p es de grado a lo sumo n y tiene n + 1 raices, lo cual
contradice el Teorema Fundamental del Algebra. Este absurdo
proviene de suponer que el ker(f) contiene algtin vector no nulo.
Luego, ker(f) es trivial y, en consecuencia, f es inyectiva, tal
como queriamos probar.

De esta forma, hemos demostrado entonces el siguiente teo-
rema

Teorema 4.1. Dados n + 1 puntos (xo;%0), (x1;91) - - (Tn; Yn)
donde las abscisas son todas distintas, existe un unico polinomio
p de grado a lo sumo n tal que p(xy) = yr para toda k entre 0y
n.

Nétese que de paso hemos probado que el det(V'), conocido
como determinante de Vandermonde, es diferente de cero.

Por otra parte, el desarrollo anterior nos muestra una primera
forma de calcular los coeficientes del polinomio interpolador.

Ejemplo 4.1. Encontrar el polinomio de grado menor o igual
que dos que pasa por los puntos (—1,—=3), (1,3) y (2,9).

Sea p(x) = ag + a1x + asx® el polinomio buscado. Para hallar
los coeficientes planteamos el sistema
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-3 1 (=1) (=1) ay

3 1=11 1 12 |

9 1 22 a9
de donde,

ag 1 -1 1\ " /-3

al=11 1 1 | 3

a9 1 2 4 9

Invirtiendo la matriz de coeficientes,

ag s 1 S -3
aw|=3 35 0|3
o) \L2 1)\
y efectuando la multiplicacion, encontramos los coeficientes del
polinomio:
ap —1
aq = 3
as 1

Por lo tanto, p(z) = —1 + 3z + 22

4.2. Polinomios de Lagrange

Veremos ahora otra manera de calcular los polinomios de in-
terpolacion, que si bien no es el camino mas simple desde el
punto de vista practico, tiene una alto interés tedrico.

Supongamos en primer lugar, que queremos determinar la
recta que pasa por dos puntos (zg, f(xg)) y (x1, f(x1)), de una
cierta funcion f.

Escribiremos esta ecuacién como una cierta combinaciéon de

f@o) y fla1):

P(x) = Lo(z) f(xo) + La(x) f(21)
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Las funciones Ly y L; se determinan de manera que
P(xg) = f(x0) y P(x1) = f(z1). Ello ocurre si

Lo(zg) = 1, Li(z0) = 0, Lo(z1) = 0, L(21) = 1
Si hacemos

r— X

o — 51317
resulta que
0 si z=ux

Lo(x):{l si x = x

Anélogamente debe ser

L1 _ T — Xy
L1 — o
Por lo tanto,
r — T T — X9
P(x) =
(2) = o o) + = f (@)

Dados n + 1 puntos distintos, podemos generalizar la idea
anterior construyendo un polinomio de grado menor o igual que
n que pase por esos puntos.

Es decir,

P(x) = Lo(@) f (wo)+ Lu(x) f (1) + -+ Lo(2) f () = Y Li() f(y)

k=0
donde |
ne={1 5wl
y
Li(z) = (x —xo)(x—21) ... (x —2p_1) (T — Tpa1) - - - (T — Tp)

(xp — xo) (g — 1) ... (T — 2p_1) (T — Tpy1) - - - (T — x4)
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Teorema 4.2. Si xgp,x1,...,T, son n + 1 puntos distintos y
si f es una funcion cuyos valores estdn dados en esos niumeros,
entonces existe un unico polinomio P(x) de grado menor o igual
que n, tal que P(xy) = f(xp) con k=0,1,... n.

Definicién 4.1. Al polinomio

Py(x) = Loo(z) f(z0) + Loa(x) f(w1) + - + Lpu() f ()
= Lui() f ()
k=0

con
n

Ln’k(:U) _ H r — T

. T — I
1=0
i£k
del teorema anterior, se lo denomina n-ésimo polinomio
interpolador de Lagrange.

Teorema 4.3. Supongamos que x,,x1,...,x, sonn+ 1 puntos
distintos del [a;b] y que f es una funcion de clase C" en dicho
intervalo. Entonces para cada x € [a;b] existe un niumero &(x)
en el (a;b) tal que

fUr(E(e))
(n+1)!

y P(x) es el polinomio interpolante de f.

fa) = Pla) +

(x —xo)(x —21) ... (x — )

Demostracion. La igualdad es obvia si x = x; para cualquier
E=0,1,...,n

Para los x # zj definimos

(t —xo)(t —x1) ... (t — xp)
(x —xo)(x —21) ... (x — )




Como f es de clase C"™ en [a;b] y P es de clase C™ en R, se
tiene que g es C"™! en [a; b].
Para t = x;. se tiene que

o) = flax) = Plan) - ) = P [T 22

1=0

(zp—:)

y como 0 < k <mn, [, oy = 0. Por lo tanto g(xy) = 0 para
toda k.
Ademas,

o (7~ i)
1
de donde g(x) = 0.
Luego, g es C"™ en [a;b] v se anula en x,z,,21,...,7,, €s

decir, en n+ 2 puntos distintos. Por lo tanto, aplicando el Teore-
ma Generalizado de Rolle, existe £ € (a;b) tal que g™+ (&) = 0.
Luego, derivando n + 1 veces y reemplazando en &, resulta

0= g™ (€)= f" ()~ [f(2)—P(x) (n+1)!

(x —xo)(x —21) ... (x — )
de donde queda probado el teorema. H

Teorema 4.4. Supongamos que f es de clase C* en el interva-
lo [xg,x,] para n = 1,2,3. Supongamos ademds que los nodos
X0, 1, T2 Y T3 estdn equiespaciados.

Entonces los términos del error correspondientes a los polino-
mios de grado 1,2 y 3 admiten cotas dadas por

h*M.
Ti(x)] < ——

para x € [xg, 1],

h3 M
para x € [xg, T3],

9v/3

Ta(2)] <
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4

h
T5(z)] < i para x € [xg, x3),

donde M, es una cota de | f"1) ()| que existe por ser continua
(Teorema de acotabilidad de Weierstrass) y h es el tamano del
paso, es decir, la distancia entre dos nodos consecutivos.

Ejemplo 4.2. Determinar el polinomio de grado menor o iqual
que 3 que pasa por los puntos (0; —3), (1;2), (2;9) v (3;24).

Segun lo establecido anteriormente, se tiene que el polinomio
buscado es:

B (x —1)(x —2)(x —3) (x = 0)(x —2)(x — 3)
Pl)==3- O—1)0-20-3) > T=01=2)1-3)
(z —0)(z — )(z - 3) +24_(37—0)(37—1)(33—2)
(2-0)(2-1)(2-13) 3-0)(3-1)(3—-2)

9.

Efectuando los calculos indicados, resulta

P(z) = 2% —22° + 62 — 3

60

-40
-2
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4.3. Polinomio interpolador de Newton

En ciertas ocasiones se requiere calcular varios polinomios
aproximantes y después elegir el mas adecuado.

Si usamos los polinomios interpoladores de Lagrange, tene-
mos como inconveniente que no existe relacién entre la construc-
cién de P,_1(x) y P,(z).

Construiremos polinomios interpoladores, llamados de New-
ton, siguiendo un proceso recursivo:

Pi(z) = ap + a1(x — xo)
Py(z) = ap + a1 (x — xo) + az(z — xo)(x — 1)
Ps(z) = ap + a1(z — x0) + az(z — xo)(x — 1)
+ asz(x — x0)(x — 21)(z — 22)
P.(z)=ay+ a(x —xg) + -+ ap(x — x0)(x —x1) ... (x — T1p1)

De esta forma, resulta
P.(x) =P, 1(x) + ap(x —x0)(xr —21) ... (T — Tpp_1)

Definicién 4.2. El polinomio obtenido anteriormente se conoce
como polinomio de Newton con n centros , xg,x1,...,%,_1.

El problema es determinar los coeficientes para que dicho
polinomio sea, a su vez, el polinomio de interpolaciéon para los
nodos zg, z1, ..., x,. Como se trata de un polinomio interpolador
sabemos que f(xg) = P(xo) y
f(z1) = P(21). Luego,

f(xo) = ap + ar(xo — x0) = f(x0) = ao

Por otra parte,

f(xl) = Pl(.flfl) = Qg + CL1($1 - xo) == f<x;:i : ;;Ex()) =a
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Anélogamente, como f(x2) = P(x5), se tiene que

f@2) =f(x0) + f(xz - iéx()) (3 — )

+ ag(zg — x0) (22 — 71)

Luego,
f(x2) — f(20) f(x1) — f(20)

- ($2 - 560)(1?2 - xl) (331 - SUO)(@ - 5171)
f(x2) = f(wo)  fla1) — f(l‘o)) 1
(

(ra—x0)  (x1 — mp) Ty — 21)

(21— 20)[f(22) — f(21)] (zo — x1)[f(21) — f(70)]

- (xz - IUO)(»’Ul - 500)(372 - 561) (332 - 370)<371 - xo)(l‘2 - $1)
f(x2)—f(z1) _ f(@1)—f(zo)

To—X1 T1—2Xg
(w2 — o)
Para simplificar la notaciéon de estos coeficientes es conveniente
introducir el concepto de diferencias divididas de una funcion:

as

Flanr, ay) = T2 = S
Tk — Tp-1
f[xk—Za Thk—1, l’k] = f[wk_h .ka] — f[xk—Qa xk—l]
Tk — Tk—2
Yy, €n general,
f[xk‘—ja Lh—j+1; - - - ,xk] — f[xk_j‘H? <o 7$k] — f[xk_j’ xk—l]
LT — Tk—j

Obsérvese que ag = f|zq], a1 = f[xo, 1] y a2 = f[wo, 21, 9]

Teorema 4.5 (Polinomio interpolador de newton). Supongamos
que xo,T1,...%, son n+ 1 puntos distintos de [a,b] entonces
existe un unico polinomio interpolador tal que f(x;) = Py(x;) y

Py(x) =ayp+a1(x —x0) + -+ ap(x —20) ... (x — 1)
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siendo ay, = flxo, x1, ..., 2% para k € {0,... ,n}.

Las diferencias divididas pueden obtenerse facilmente cons-
truyendo las sucesivas columnas de la siguiente tabla:

Tk f[xk] f[xk—lvajk] f[ ) ] f[ R ]

zo | flzo]

1 fFUl] flzo, 1]
[

T2 f902] f[$1,$2] f[$0,$1,$2]

x3 | fles] | flre,s] | flwn, xo, @3] | flwo, o1, 29, 23]
Ejemplo 4.3. Determinar los polinomios interpoladores sucesi-
vos de Newton con nodos xo=1,21 =2,...,25 =206

1 -3

2 0 3

3 15 15 6

4 48 33 9 1

5 105 57 12 1 0

6 192 87 15 1 0 0

Por lo tanto los polinomios interpolantes son:

Pi(z) =-3+3(x—1)

Py(z) ==-34+3(x—1)+6(x—1)(z —2)

Py(x)=-34+3(zx—1)+6(zx—1)(z—2)+ (x —1)(x —2)(x — 3)
Hemos visto que una de las ventajas de los polinomios inter-

poladores de Newton, es que se generan de manera recursiva a
partir de polinomios de menor grado.

Si xg,x1,...,T, son los nodos de interpolacion y Py(z) es
el polinomio de interpolacién que pasa por los primeros k + 1
nodos, se tiene que

Pii1(x) = Pi(x) + ap1(z — zo)(z — 1) ... (& — 2),
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donde ag. 1 = flro, 1, ..., Tri1].

4.3.1. Diferencias progresivas

Estas férmulas pueden expresarse de manera simplificada cuan-
do los nodos estan equiespaciados.

En efecto, sea h = x;1.1 — x;, con i =10,1,...,n— 1y sea
xr = x9 + sh.

La diferencia x — x; puede escribirse como:

x—x; = x9+ sh — (xg+ th)
=(s—1)h

Por lo tanto,

P, (%) = P,(wo + sh) = flxo] + flzo, 1]sh + flze, z1, 72)s(s — 1)h?
+ o+ flro, 1, .., xn]s(s —1) ... (s —n+ 1)A"

= flzo] + Y flwo, a1, ... xx]s(s — 1) ... (s — k + 1)h*

Recordemos que dados dos ntimeros naturales m y n, con m > n,
el combinatorio (TT’Z) se define por:

m\ m! (m=n+1)(m—-n+2)...m
n) (m-—n)n n!
Con el objeto de simplificar la notacion,dado un nimero s cual-

quiera, extenderemos el uso de la notacién binomial de la si-
guiente manera:

(s) (s—n+1)(s—n+2)...s

n n!

Obviamente, no podemos utilizar el factorial de s, pues no es
necesariamente un nimero natural.
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Teniendo en cuenta esta notacion, podemos reescribir el polino-
mio interpolador como se muestra a continuacion:

P,(z) = flxo] + Z <2>f[xo,x1, xR hF R (4.3)
k=1

Definicién 4.3. La formula (4.3) se conoce como férmula de
diferencias divididas progresivas de Newton.

Consideremos el operador de diferencias, A:

App = pp+1 — D
Arp, = A(A'p,)
A’p, = A(Apy)
= A(Pnt1 = Pn) = (Pnr2 — Puy1) — (Pns1 — Pn)
= Dn+2 = 2Pn+1 + P

Es posible reescribir las diferencias divididas de la siguiente
manera:

fl1] = flzo)
| 1 — 2o
= Af(zo)

flw1, 2] — flxo, 1]
To — Xy

f[l’o, xl] -

f[x07 X1, x?] —
1
1
L
= 2_h2A f (o)
Reemplazando en la férmula de diferencias divididas progresivas,
se obtiene:
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Definicion 4.4. La formula (4.4) se conoce como férmula de
diferencias progresivas.

4.3.2. Diferencias regresivas.

Si reordenamos los nodos interpolantes en la forma z,,, x,,_1, ..., Zg
se obtiene la férmula

Pn(x) - f[l'n] + f[xnaxn—le - l’n)
+ flzn, Tn1, Tn—a)(x — ) (T — Tp—1)

o fl o) — 2) . (0 — )

Si los nodos estan equiespaciados, haciendo z = x,, + sh con
h=wx,1—xyxi=x,—(n—1h.
Como © — x; = sh+ (n —i)h = h(s + n — i), resulta:

Py(x) = Pu(zn + sh) = flan] + flzn, tn1]sh
+ flan, Tp1, Tn_s]s(s + 1)h*
+ [[#n, Tn-1, Tn-2, Tns)s(s + 1)(s + 2)h’
+ -+ flep, wpo1, . o)s(s+ 1) (s+n—1)A"

Definicién 4.5. La formula anterior se conoce como férmula
de diferencias divididas regresivas.

Dada una sucesion {p;, }nen, definimos el operador de diferen-
cias regresivas, Vp, (nabla de p,) de la siguiente forma:

an = Pn — Pn-1
Vkpn — V(vk_lpn)
Luego,
1
flen, xn_1] = 5 Vf(x,)

1
flan, Tn_1, Tnos] = WW Flzn)
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y, en general,
1 k
flon, xn1, - Tng] = AT V¥ f(z,)
Luego,

Po(z) = fla] +z:s(s+1)...k§s+k—1) V* f ()

k=1

Definiendo
(—5) _ —s(—s—1)(-s—2)...(—s—k+1)
k k!
(—D)Fs(s+1)(s+2)...(s+k—1)
a k!

podemos escribir
Pa) = flo] + Y C0() ) 4
k=1

que se conoce como formula de diferencias regresivas de Newton.

Ejemplo 4.4. Consideremos el polinomio que interpola los si-
guientes puntos:

(0,6), (1,4), (2,20), (3,90), (4, 274).

La tabla de diferencias divididas es:

T f[xk] f[v] f[w] f[wa] f[vaﬂ]
0 6
-2
1 4 9
16 6
21 20 27 1
70 10
3 90 57
184
4 | Y
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Los numeros en negrita son los coeficientes de los polinomios
SUCESIV0S:

Pi(z) =6 — 2z;
Py(z) =6 — 2z + 9x(x — 1);
Py(x) =6 — 2+ 9x(x — 1) + 6x(z — 1)(z — 2);
Py(z) = 6—2249z(x—1)+6x(z—1)(z—2)+z(x—1)(x—2)(x—3).
Efectuando los calculos puede comprobarse que
Py(z) = 6 — 5w + 22% + 2.

El siguiente grdfico muestra los 4 polinomios anteriores:

300

250/
200}
150} /
100

50

oF

-50
0

| | | | | | |
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

En el grafico puede observarse que los valores que toman los 4
polinomios son aproximadamente iguales para valores prorimos
a 0, pero se distancian a medida que la variable toma valores
cercanos a 4.

Comparemos, los valores que toman los diferentes polinomios
en 0.2: P1(0,2) =5,6
P5(0,2) = 4,16
P5(0,2) = 5,888
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P,(0,2) = 5,0816
mientras que si tomamos valores cercanos a 4, por ejemplo 3.8:

Pi(38) = —1,6
P5(3,8) = 94,16
P;3(3,8) = 209,072
Py(3,8) = 224,394

St reordenamos los nodos interpolantes en la forma

Tny Tp—1y---,20
se obtiene la formula
Py(x) =flxn] + flen, nal(z —x,) + ..
+ flen, xp1, ..., xol(x — ) ... (x — 1)

En la practica, se trata sitmplemente de invertir la tabla an-
terior. Por lo tanto los polinomios sucesivos son:

Q1(z) = 274 + 184(x — 4);
Qs(x) = 274 4+ 184(z — 4) 4+ 57(z — 4)(z — 3);
Qs(2) = 2744+184(2—4)+57(x—4) (2—3)+10(z—4)(z—3) (2 —2);
Qu(z) =274 + 184(x — 4) + 57(z — 4)(z — 3)
+10(z —4)(z —3)(z —2) + (z — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1)
Realizando los cdlculos, obtenemos:
Qu(z) = 6 — bx + 22* + 2*,

que coincide con Py(x), tal como era previsible, ya que existe un
unico polinomio de grado 4 que interpole los 5 nodos dados. FEl
prozimo grafico muestra los polinomios ().
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| | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

En este caso puede observarse que los polinomios toman va-
lores similares cuando la variable se encuentra prorvima a 4.
Los valores de Q(x) en 0.2 son:

Q1(0,2) = —4252

()2(0,2) = 181,28

Q3(0,2) = —10,24

(4(0,2) = 5,0816

mientras que si tomamos valores cercanos a 4, por ejemplo 3.8:
Q1(3,8) = 237,2

(Q2(3,8) = 228,08
Q3(3,8) = 225,2
(Q4(3,8) = 224,394

Y

Entonces a la hora de construir el polinomio de interpolacion
de Newton, es conveniente comenzar tomando los argumentos
mas proximos al valor de x a interpolar. Esto siempre y cuan-
do no se pretenda trabajar con la totalidad de los argumentos
dados, ya que en ese caso, independientemente del orden de los
nodos, el polinomio serd el mismo (propiedad de la unicidad de
los polinomios de interpolacién).
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4.4. Splines

Uno de los problemas de la interpolacién polinémica es que
dado un conjunto numeroso de puntos {(zx;yx)};_, obtenemos
un polinomio, probablemente de grado n, que en muchos casos
tiene n—1 extremos locales. Por lo tanto es posible que la gréfica
presente grandes oscilaciones.

Para evitar estas oscilaciones, una posibilidad es unir los pun-
tos mediante segmentos. Sin embargo es posible construir una
funcién cubica Si(z) en cada intervalo [sg, sp11] de manera que
la curva definida por partes y = S(x) resulte de clase C* en el
intervalo [xg, z,].

4.4.1. Spline cibico interpolador

Supongamos que tenemos n + 1 puntos {(xx;yr)}r_, cuyas
abscisas estan ordenadas de forma tal que a = 2o < 11 < ... <
x, = b.

Diremos que una funcién S(x) es un Spline cibico interpola-
dor si existen n polinomios ciibicos Si(z) tales que:

1. S(z) = Sk(x) = spot+sk1(v—zg)+spa(r—x))?+5p3(Tx—28)?
para T € [xp, xp] y E=0,1,...,n— 1.

2. Si(x) =yr para k =0,1,...,n.

(

3. Sk(xky1) = Sky1(Tks1) para k=0,1,...,n— 2.

4. Si(wp1) = Spqy (Xps1) para bk =0,1,...,n— 2.
(

5. Sp(xrs1) = Sy (wp41) para k =0,1,...,n —2.

4.4.2. Existencia de los splines cubicos.

Cada polinomio cubico Si(z) tiene cuatro coeficientes
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51,0, Sk.1, Sk.2, Sk,3 @ priori desconocidos, lo que hace un total de
4n coeficientes a determinar.

Las condiciones 2 - 5 de la definicion de spline nos dan
4n — 2 ecuaciones, de donde nos quedan dos grados de libertad
para calcular los coeficientes.

Estos grados de libertad se conocen como restricciones en los
extremos, ya que generalmente involucran los valores de S'(z) o
S"(x) en los extremos del intervalo.

Como S(z) es un polinomio ciibico en cada subintervalo, su
derivada segunda es lineal por partes. Entonces, para cada
rr < x < 1,1 tenemos la siguiente representacion de

S"(x) = S} (z):

T — Tpi T —
S (x) = S (x,) ————— + S/ (zpyq) ————

[(0) = Silon) T 4 S a) S
Llamando my = S”(xg), mes1 = S"(xk41) ¥y he = Tpy1 — , s
tiene que

mg

Si(x) = h—k(ﬂﬁkﬂ — )+

mg41

hy,

(x — xp)
paraxzy <z <z yk=0,1,...,n— 1.

Integrando dos veces la expresién anterior,

—1my Ty

Y 1 1
mp mg
Si(z) = éh_k(f[fk+1 — x)3 + 6 h;:l (x — a:k)?’ + Tz

con Tyx = pp(rre1 — =) + qr(z — xp)

Luego,

1 1
Si(x) = ~ 2 (g —a)3 = Lkt
6 hp

— - (2 =) +pp(Th 1 =)+ (z—2%)
6 hy
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Evaluando en * = x; y * = x,.1 se obtienen los valores y; e

Yk+1-

1 1
Yp = gmkh% + el Ypr1 = émkﬂh% + gl

de donde,

%—lmh:p ykﬂ_lm hi = g
he G kI k T 6 k110 k
Reemplazando en la ecuacion anterior,
my my
Sk(x) = G—hk(afk+1 — [13)3 + G—hk(af — :Bk)g
e 1
+ (h_k - émkhk> (xk—i—l — .I')
Ypr1 1
+ (h—J]; — émk+1hk> (l’ — xk)

Faltan determinar los coeficientes {my}. Atin no utilizamos las
condiciones sobre las derivadas:
—m

1
S (1) = i 2 M e (Y
k(@) hy (Th41 — @) +2hk($ ) I UL
U1 1
= - h
+ ( I gl k)
Evaluando S, (z) en z;, (por derecha),

—mehk Y mhe | Yk ey

S!(xy) = _ _
(k) 2 he 6 I 6
—myhy Mgy
— - d
3 6
donde d;, = W

De manera similar, reemplazando xj en S;_;(x):

—mrhr—1  Yr—1  Mp—1hi_1 Yk myhg—1

St (1) = _ _
e(@k) 5 ey T 6 he, 6
mihg—1  my_1hp_1
p— d —
3 + 6 + dp—1

111



[gualando las derivadas,

1 1 1
gmkhkfl + émkflhkfl + gmkhk + ékarlhk = dy — dp—1
de donde,

2mphy—1 + mp_1hp—1 + 2myhy + My hy = 6 (dy — di—1)
o bien,
mi—1hg—1 + 2mp(hr—1 + hi) + mpphy = wy

conup =6(dy —dr—1) yk=1,2,...,n—1.

Se tiene entonces un sistema de n — 1 ecuaciones con n + 1
incognitas. Por lo tanto deberian agregarse 2 ecuaciones para
que sea compatible determinado. Lo habitual es que estas dos
ecuaciones sirvan para eliminar mg y m,,.

Dependiendo de las condiciones que se elijan, se construyen
distintos tipos de splines. Pueden fijarse condiciones sobre la
derivada o sobre la derivada segunda en los extremos. Conside-
raremos este ultimo caso. Si fijamos el valor de mg, podemos
calcular el de hgmg y tenemos (para k = 1) que

2m1(h0 + hl) + homo = u; — moho

De manera similar, fijando m,, (esto es para k = n — 1),
calculamos m,,h,,_1 y resulta:

an—l(hn—Q + hn—l) + hn—an—Z = Up—1 — mnhn—l

Estas 2 ecuaciones junto con las n — 3 ecuaciones restantes
(para k = 2,3,...,n— 2) constituyen un sistema lineal de n — 1
ecuaciones con n — 1 incognitas: my, mo, ..., My_1.
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Siempre pueden escribirse como un sistema lineal tridiagonal

HM =V dado por:

( by ¢ my U1
a; be C ma U3

an—3 bn—2 Cn—2
\ ap—2 bp_1 Mp—1 Up—1

Como este sistema es de diagonal estrictamente dominante, tie-
ne solucion unica.

Una vez calculados los my, los coeficientes para la parte Si(z)
vienen dados por:

hi.(2my + mit1)
6

S0 = Yk Sk1 = di —

my Mmpgy1 — Mg
Sk2 = = Sk3 = —Gh
k

_4 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 4.1: Grafico de un spline ctibico
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Capitulo 5

Derivacion e integracion
Numeérica

5.1. Derivacion numérica

Recordemos que la derivada de una funcién f en un punto
cualquiera z, es igual a

o L@ 1) — (@)
h—0 h

Uno de los objetivos mas importantes de la derivacion numérica,
es desarrollar métodos que puedan ser empleados en la resolucion
de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias como parciales.

Una manera obvia de aproximar f’(x) es considerar directa-
fla+h)—f(z)
h
como inconveniente los grandes errores de redondeo que puede

mente para valores pequenos de h. Esta opcién tiene
acarrear.

También podriamos elegir una sucesion {hy }ren que converja
a cero y generar la sucesion

fla+ hy) — [f(x)

{Dy}ken/ Dy, = h
k

Sin embargo desde el punto de vista del calculo numérico, no es
posible tomar valores arbitrariamente pequenos de h. Por otra
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parte se producen fenémenos de cancelacién por los efectos del
redondeo, haciendo probable que la sucesién en algiin momento
tome el valor cero y a partir de alli permanezca constante.

En este capitulo desarrollaremos las formulas mas usuales
para la derivacion.

5.1.1. Férmulas de diferencias progresivas y regresivas

Para aproximar f’(xy) supongamos primero que zy € (a;b) y
que f es C? en [a;b]. Por otra parte supongamos que z; = xg+h
para alguna h # 0 de forma tal que x; € [a;b] Construiremos el
polinomio de Lagrange de primer orden y luego lo derivaremos.

f(e(z))

fla) = Pi(z) + —5— (z = 20)(z — 1)
= a0 E= 4 g 4 )
) (zo — 1) (21 — 20)
+ M (x — x)(x — 21)
= fa) TR g+ )T
+ Jlelz)) (02(96)) (x — x0)(x — 271)
Derivando respecto de z,
f/(ZU) _ _f]ng) + f(x0h+ h) + D[f"(c(x))] (1" - xo)(z_ Lo — h)
MRS CNPHI -

2

de forma tal que

oy L00T W= f )

aunque como no tenemos informacion acerca de D[f"(z)] no
podemos estimar el error de truncamiento.
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Cuando x = xg, resulta

o fle ) — fw) O
f(llf(]) - . h 0 - 2 hv
o bien,
Py = LT AW =) ) (5.1)

h
Definicién 5.1. La férmula (5.1) se denomina férmula de di-
ferencia progresiva si h > 0 y férmula de diferencia re-
gresiva si h < 0.

5.1.2. Férmula de n + 1 puntos

De manera similar, podemos obtener férmulas mas generales,

suponiendo que xg, 1, . . ., T, son n+ 1 puntos distintos del [a, b]
y f es de clase C"*! en dicho intervalo.
En efecto,
f(n+1 n
f(z) = Py(x) + H T — ;)
. if(x»L (a) + w Tt
p (n+1)! 0

Derivando respecto de x,

n (n+1) clx .
_ ; f(x;) D, [LZ(:U)} - (]C(T(l()')) D, {H(ZI: — xz)]

gy L —ean i)

Si x es uno de los x;, entonces,

n (n+1) oz n
Fla) =3 Fotite) + =S Tl -a0 62

ki
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Definicion 5.2. La formula (5.2) se conoce como la férmula
de (n + 1)- puntos para aprozimar f'(x;).

Las mas comunes son las férmulas de 3 y 5 puntos. Encon-
traremos en primer lugar la férmula de 3 puntos.

Férmulas de 3 puntos

Observemos que:

20 — x1 — X9

_ )( -
fo= (zo — z1) (w9 — 22) to= (zo — 1) (w0 — 22)
_ (z — 20)(x — 72) ;. 2r—x0— 19
b= (21 — o) (21 — 22) = L= (21 — ) (21 — 22)
L, — (z — o) (z — 21) Ny 20 — 19 — )

(932 - IEO)(fL’z - 931) (962 - on)(fl?2 - 36’1)
Si ademas los nodos son equidistantes, resultan las siguientes
expresiones:

1. Si z; = xg, entonces, de la formula (5.2) se tiene que:

2 (3) 2
= f(ar) Li(xo) +1 6(6) [ (xo— )
k=0

Ademas, Lj(zg) = 2h,L’ (o) = h y L(xg) = —é
De todo lo anterior resulta

f9(e)
3

o) = 55 [34(w0) = 4f ) + fw)] + T0n2 (5.3

2. Si x; = x1, entonces,

2 (3) 2
Zf xr) Ly (1) f 6(0) H(ml — T)
k=0
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Ademds, Lyar) = 52, () = 0y Lh(ar) = .
Por lo tanto,
1 f9(e)
fl(zy) = ﬁ[f(lb) — f(z0)] — 5 h? (5.4)
3. Finalmente, si z; = x9,
Lifas) = . Lhlan) = 3 ¥ Lha) =
Resulta entonces
_1 (3> C
Flas) = 5[~ Flao) +47 (@) — 3f)] + 500 (55)

Reemplanzando z; = g + h y 9 = x9 + 2h en las ecuaciones
(5.3), (5.4) v (5.5), obtenemos las expresiones:

f(wo) =

6)(,
! 3f(1’0)—4f($o+h)+f(:1:0+2h)]+f 3( )

o7 |
)¢
Fleot ) = g [fleot20) — fa)] - 002 (57
1 O (e)
3

f(wo+2h) = E[—f($0)+4f($o+h)—3f(l‘0+2h)} +

h* (5.6)

h2
(5.8)

Definicién 5.3. Las formulas 5.6, 5.7 y 5.8 se conocen como
formulas de 3 puntos

Si en la ecuacién (5.7) reemplazamos xq+ h por x se obtiene
la formula centrada de 3 puntos:

3)(c
f(x0) = %[f(xo TRy~ fla—n) - 129 6< )

Andlogamente si reemplazamos xq+ 2h por zj en la ecuacién
(5.8), resulta,

1

f'(z0) = ﬁ[f(gco—zh)—4f(;no—h)+3f(g;0)} +

que es igual a (5.6) cambiando h por —h.

h? (5.9)

f¥e)

2
— 1
> (5.10)
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Foérmula de diferencias centradas de 5 puntos

Supongamos que f es de clase C° en [a;b] y que x —2h, x —h,
x,x+ hy x4+ 2h estdn en [a;b].

Utilizando la férmula de Taylor de cuarto orden de f alrede-
dor de x para f(x + h), f(x — h),f(x 4+ 2h) v f(x — 2h) puede
obtenerse la siguiente expresion:

/ . 1 . h4
f'(w) = 57 Lf (2 =2h) =8 (z=h)+8] (x+h) = f (z+21) | + f<( 5)(33,))—0

la cual tiene una precision mayor que las formulas de 3 puntos.

5.1.3. Efecto del error de redondeo en las formulas cen-
tradas de 3 y 5 puntos

Supongamos la férmula centrada de orden O(h?):

3)(c
f(wo) = %[f(wo £R) = flag—n)] — 19 6< )2

Supongamos también que al evaluar f(z + h) y f(x — h)
ocurren errores de redondeo e(x + h) y e(x — h). Entonces se
tiene que

~

flxo+h) = f(zo+h)+e(xg+h)

Flzo — h) = fwo — h) + e(xo — h)
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Por lo tanto,

~

f@@ziﬁﬁﬁwﬂw+dm+h%—(m—h%wmm—M]
_f(?’é( )2
= o [Flo + 1) = Flzo — )] + 5 [elwo + h) = (o — )]
f<3)(c
6

Si los errores de redondeo estan acotados por algin € > 0y
M es una cota superior de la derivada tercera,

-~

|[Error Total| = | f'(x9) — flzo+h) — f(zg — )‘

2h

e(xo+h) —e(xg—h) S ,
< |zt —elm =) |7
< L lemo+ ) — e(oo— )| + oa
_QhBSIZO (AW 6

e h?

A Y

h 6

De la expresiéon anterior puede observarse que para reducir el
error de truncamiento es necesario reducir h pero esto aumenta
el error de redondeo.

Andlogamente se puede establecer que para la formula de 5
puntos,

3¢ ht
|Error Total| < i + M

5.1.4. Derivada segunda

Finalmente, arribaremos a una férmula para aproximar la de-
rivada segunda de una funcion.
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Utilizando la férmula de Taylor de tercer orden de f alrededor
de z para f(z + h), se tiene que:

f(x) s f”’( )5, f(z)
o h3+ — " (5.12)

f(z+h) = f(a)+f (@)t 3

Cambiando h por —h en (5.12), resulta

f(2) 0 f78))0 [
2! W= 3! W+ 4! T

fla=h) = f(z)=f'(x)h+ (5.13)

Haciendo (5.12) + (5.13)

4
Fle b+ Fw—h) = 27(@) + (@) + [FV(er) + 1D () oy
(5.14)

Como f es C* en el intervalo considerado, aplicando el Teo-
rema de los Valores Intermedios, existe un £ entre c¢; y ¢y tal

que:

4

fl@+h)+ f(z—h) =2f(x) + f"(@)h* + 2/ (&) (6195
Por lo tanto,
x —2f(x x — ) 2
oy = TN 2@ e o) JUD
(5.16)

5.2. Integracion Numérica

Sabemos que toda funcién continua en un intervalo cerrado
tiene antiderivada. Sin embargo, esta antiderivada no necesaria-
mente es una funcién elemental, y su calculo requiere el uso de
métodos numeéricos.
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5.2.1. Meétodos de cuadratura

El método basico para aproximar la fab f(x)dz se basa en
calcular sumas del tipo Y7, a; f(z;), y recibe el nombre de cua-
dratura numeérica.

Utilizando los polinomios de Lagrange podemos encontrar al-
gunas férmulas de integracién.

Consideremos n + 1 puntos distintos del intervalo [a, b] y sea
f tal que

n
z:O

Luego,

S L e | (o
= Zf(%)/ Li(x)dx

(1) ( (x — x;)dx

1=

n

= Z aif (i) + f e H (z — z;)dz

Por lo tanto la férmula de cuadratura es

n

/ f(x)dx ~ Zalf(xz)

1=0

donde a; = f Li(x)dx y el error estd dado por

n

b
E(f) = FrD(E () H (z —@;)dx
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Cuando utilizamos el primer y segundo polinomio de Lagran-
ge en la féormula de cuadratura anterior, con nodos equiespa-
ciados, se obtienen las expresiones conocidas como la regla del
trapecio v regla de Simpson respectivamente.

5.2.2. Regla del trapecio

Para derivar la regla del trapecio, consideremos los puntos
a = x9y b= x; e integremos el primer polinomio interpolador:

t[}mﬂlej(ﬂ%)x_xl+ﬂm)x_%

To— T T1 — Zo
(2)
+—f : (2%(:6)) (x — x0)(x — x1)> dx
- xi(foil /9601 (x —x)dx + g:{(flx)o /xol (z — xo)dx

*%Lfﬂ%a@>u—mmx—mmx

Llamando h a la longitud del intervalo, resulta:

[ staa = 2 (2 o (023

w2 [ 1OE) @ - a0 - )

Aplicando el Teorema del Valor Medio Ponderado, tenemos que

b T
[ e =5 w0+ f@) 45090 [ - o)e—ads

De donde finalmente resulta la Regla del Trapecio:

[ twe = 5 (a0 + f@) - 55020 67
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o bien, ) ,
[ r@ =5 (an) + fan) (5.15)

Observaciéon
Si f es positiva en el intervalo [a, b], la férmula (5.18) repre-
senta el area del siguiente trapecio:

60

50
40
30 Aproximando con un trapecio

N\

20

-20

-30

-40
—2

| | |
-1 0 1 2 3 4

Ejemplo 5.1. Vamos a calcular el valor de

3
/ 22 1n xdx
1

utilizando la regla del trapecio. Esta integral puede resolverse
facilmente utilizando el método de integracion por partes:

3 1 1 26
/ ?Inzdr = =2 lnz — =2°| =9In3=— ~ 6,99861709
) 3 9 9

Aplicando la Regla del trapecio, resulta
s 2
/ 2% Inzdr = 5 (9In3+1In1) =9In3 ~ 9,887510598
1
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Esta aproximacion es bastante mayor que el valor exacto porque
la funcion f(x) = x*Inz tiene concavidad positiva en todo el
intervalo de integracion:

5.2.3. Regla de Simpson

Podemos obtener esta férmula integrando el segundo polino-
mio interpolador de Lagrange en el [a, b]. Sin embargo, resulta
conveniente obtenerla a partir de tercer polinomio de Taylor al-
rededor de x.

Entonces, para cada x € [xg, T3] existe un &(x) € (g, x2) tal
que:

f(x) =f(z1) + f(@1)(@ —21) + ST r1)”
3) (2, @ (&(r A



Integrando entre x( y o,

Ljf@ﬂx:(ﬂmﬂx—xg+%f@ﬂ®_xﬂ2

T2

L, 3 ! 3 4
e e+ ) )

Zo
1 2

top ) FUEENE -

Aplicando el Teorema del Valor Medio Ponderado y escribiendo
la derivada segunda siguiendo la férmula (5.16) , tenemos que:

/ f(z dx—th(xl)Jr h3 ) + f (fl)%hB

(hi (20) = 2f(e0) + f(a2)) - 1516 )

STRIE

= e+ 4f@) + ) — @A

3
L@ gs
+ 60f (&1)h

de donde finalmente, teniendo en cuenta una cantidad de consi-
deraciones acerca de f®, obtenemos la Regla de Simpson:

[ r@an =2 (s + 4500 + 1)~ 20O 6.19)

Ejemplo 5.2. Nuevamente calcularemos una aproximacion de

3
/ 22 In zdz,
1
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pero utilizando en este caso la regla de Stmpson:

3
1
/ 2% Inzdr = §(1n1+ 16In2 +91In 3)
1

~ 6,992621829

Puede observarse que este valor es mucho mdas preciso que
el calculado anteriormente utilizando la regla del trapecio. Apli-
cando Simpson se tiene que el modulo del error absoluto es
5,99988 x 1073 y el error relativo es de 8,57295 x 10~*, mien-
tras que el error porcentual de la aprorimacion calculada con el
método del trapecio, es de 0,4128.

Grado de exactitud

El grado de exactitud o grado de precision de una féormula de
cuadratura es el entero positivo mas grande n, tal que la féormula
sea exacta para =¥ cuando k =0,1,2,...,n.

Como consecuencia de la linealidad de la integral, esto equi-
vale a decir que una regla de cuadratura tiene grado de exactitud
n si la formula es exacta para todo polinomio de grado menor o
igual que n.

Observemos lo que ocurre en el caso particular de la regla
del trapecio. Recordemos que esta regla permite aproximar una
integral mediante la siguiente férmula:

/ fle)de ~ 222 (7(a) + 1)

Sea T}, la aproximacién mediante la regla del trapecio de la
integral de 2* en el intervalo [a;b]. Probaremos que la regla es
exacta para k =0y k = 1, pero no lo es, en general, para k > 1.

1. Caso k=0
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Se tiene que:

b b
/J;de:/ dr=b—a

b —
T(): a-(a0+b0):

2
b
/ 2'dz = T,

lo cual implica que la regla es exacta para k = 0

b—a
2

2=b—a

Por lo tanto,

2. Caso k=1

de donde la regla es exacta para k =1

3. Caso k = 2 Por un lado, se tiene que

b 3 3
/dex:b a
u 3

mientras que

con lo cual

b
/ zidx # T

Este resultado no deberia sorprender ya que el término del
error dado por la regla del trapecio es igual a — f2)(£)(b—a)?
y se anula para todo polinomio de grado menor o igual que 1,
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pues tienen derivada segunda igual a cero.

De esta manera, el grado de exactitud constituye una medi-
da sobre la precision de un método y nos permite anticipar su
término de error.

Sabiendo que la regla del trapecio es de grado 1, la deducire-
mos nuevamente.

Queremos encontrar coeficientes ci, co y c3 tales que

b
/ F(@)de = enf(a) + eaf (B) + e O ()

Como la regla tiene grado de precision 1,

/b rxdr = cia + cob
de donde, '
b? — a?
2

b
/ lde =1 + ¢

b—a=c + ¢

= Cc1a + Cgb

y, por otra parte,

de donde,

Resolviendo el sistema lineal dado por las ecuaciones anterio-
res, se obtiene

o b—a o b—a
oo T
Por la tanto se tiene la regla Rp tal que
b—a
Rr = =2 [f(a) + )]

Si consideramos ahora f(x) = 22,
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2
(b* —a®) = %(b —a) (a® +b%) + 2c3

b b—a
/ ridr = [f(a) + f(b)] + 2¢3

W =

Haciendo las cuentas y despejando, resulta

h3
C3y = —E

obteniéndose nuevamente la férmula

[ e =" ) + 50 - 550

con £ entre a y b.

5.2.4. Regla compuesta del trapecio

Un método intuitivo para hallar el area limitada por una
curva en un intervalo [a,b], es dar una aproximacién a dicha
area sumando las areas de una serie de trapecios construidos
sobre los intervalos [zj_1; x| de una particién del [a, b].

60

50
401
30 Aproximando con cuatro trapecios

20

//

-20

-30

-40
-2
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Sean xg,x1,...,T, n + 1 puntos equiespaciados del intervalo
b—a

[a,b], con a = xp y b = x,. Sea x, = a + hk donde h = =2,
Entonces,

/f dx—Z/ Flahdo ~ 3" Bfw) + Flano)
]4:

1

=5 Z[f(xk) + f(@g-1)]
k=1

o bien,

b
[ #a)de  Spa0) + 200+ 2 )+ 26 o)+ F o)
’ (5.20)

Analisis del error

Sabemos que

/ f(x dx—Z/ f(x
-3 (10 + Sl = 7))

de donde el error de aproximacion esta dado por

- 2

Como h = =2, podemos escribir
o (b= a)h2 I FOER)
g 12 n

k=1

Como la suma anterior es una media aritmética de valores de
la derivada segunda, que es continua, podemos encontrar un
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¢ € (a,b) tal que fF(&) =1 1f(2)n D Luego

OO ) = oqn

Er —
T 12

5.2.5. Regla compuesta de Simpson

Sea m un nimero entero par. Subdividimos el intervalo [a, b]
en n subintervalos y aplicamos la regla de Simpson en cada uno
de ellos. Tenemos h = b_T“ y 2 = a+ hk con k =0,1,...,n
Entonces, utilizando (5.19)

n/2
[r0-%

> (5Utran)  47(an) + S~ g Ve )

n/2—1 n/2

— g f(ajo) + 2 Z f(:l?gk) + 42 f(372k:—1) =+ f($n>
k=1 k=1
h S
~ %0 ; FE(R))

Anadlisis del error

Como f es de clase C* en [a,b], por el Teorema de Weiers-
trass (valores extremos), f) toma un valor minimo y un valor
m&ximo en [a, b]. Luego,

min Y (z) < fW(£(k)) < max fY(z)

x€[a,b] x€[a,b]
de donde,
n/2 n/2 n/2
min f0(z) <37 FO(EM) < 3 max fO(a)
k=1 k=1 k=1
= min f¥(x) < i FO(Em) < 5 max fO(x)
2 z€la,b] - — = 2 z€lab]



Por el Teorema de los Valores Intermedios, existe un ¢ € (a, b)

tal que
n/2

IEGEES SIRIE0)

con lo cual tenemos, finalmente, que

5.2.6. Extrapolacion de Richardson

La extrapolaciéon puede aplicarse siempre que sepamos que el
método de aproximacioén tiene un término de error de una forma
previsible. Essta forma se basa en un parametro que generalmente
es el tamano de paso h. Supongamos que, para cada nimero h #
0 tenemos una férmula N (h) que aproxima un valor desconocido
M y que el error de truncamiento que supone la aproximacion
presenta la forma

M — N(h) = kih + koh® 4+ ksh® + .. (5.22)

para algun conjunto de constantes k1, ko, k3, ... desconocidas.
Dado que el error de truncamiento es O(h) es de esperar que
M — N(0,1) = k10,1, M — N(0,01) =~ k10,001 y en general
M — N(h) = kih, salvo que haya una gran variacién entre las
constantes ki, ko, k3, .. ..
El objeto de la extrapolacion es combinar las aproximaciones
O(h) de manera que se obtengan férmulas con un error de trun-
camiento de orden superior.
Supongamos que la féormula (5.22) se aplica a cualquier h posi-

tivo. Reemplazando A por % se obtiene:
M—N(=)=— — — 2
(2) 2h+4h+8h+ (5.23)

Haciendo 2- (5.23) — (5.22), resulta
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Llamando Ni(h) = N(h) y No(h) = Ni(%) + Ni(%) — Ni(h).
Luego,

ko

M = Ny (h) — m

Si ahora reemplazamos h por h/2 obtenemos

W\  ky ., 3ks .
M=N,|= 2
(2> B Py (5.26)

Combinando 5.25 y 5.26, resulta

3k3
8

3M = 4N, (g) — Ny(h) + =2h3 +

Na(5) — Na(h)
3

k3

M = [NQ(h/2) + h3 (5.27)

Llamando N3(h) = NQ(%) + w’
M = Ns(h) + O(n?)

En general, si M puede reescribirse en la forma

n—1
M = N(h)+) kil + O(h")
j=1
entonces para cada 7 = 2, 3,...,n tendremos una aproximacion

O(K) de la forma

Nj_1(h/2) — N;_1(h)
27-1 -1

Nj(h) = Nj-1(h/2) +
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La extrapolaciéon puede aplicarse siempre que el error de trun-
camiento tenga una férmula del tipo

n—1

> kih® 4 O(h)

J=1

para un conjunto de constantes k; con a; < as < ... < Q.

5.2.7. Integracion de Romberg

Este método combina la extrapolaciéon de Richardson con la
regla compuesta del trapecio. La idea es generar un algoritmo
iterativo que permita elevar el orden de la aproximacion en cada
paso.

Puede probarse que se la regla compuesta del trapecio admite
reescribirse de la siguiente manera:

b 00
/ f@)de = Tpa(f) + ) Miby
a 1=1

donde k =1,2,3,... y Tj1(f) es la aproximacién de f;(f(x)dx
utilizando 2*~! trapecios.

Por otra parte, es posible deducir la siguiente expresién para
los T}, 1:

2k—2

Ty = %[Tkli + hg—1 Z fla+ (20— 1)hk)] (5.28)
=1

Finalmente, realizando el procedimiento de extrapolacién de
Richardson, se tiene que

Tig —Th-11
3
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y, en general,

Tyj—1— Th-1,-1
4i-1 -1
De esta forma, partiendo de los valores de T 1, 11, 131, T,
puede construirse la siguiente tabla:

Tyj=Trj1+

T
Toq a9
Tz T35 T33

Ty1 Tyo Taz Tyy

Observemos que para agregar un renglén a la tabla, solamente
debemos calcular T5; utilizando la regla del trapecio y luego
aplicar la féormula recursiva.

Ejemplo 5.3. Vamos a calcular la f02 ze” dr. Resolviendo analiti-
camente y utilizando el teorema de Barrow, se tiene que

/O 2 ze dr = 26, 79907502
Aplicando la formula de iteracion (5.28), se tiene que:
h =2, Ti1=3(f(0)+ f(2)) = 109,1963001
hy =1, Tyy=L(T1,1+2f(1)) = 57,31643188
hs =1, Tyy=2L(T2,1+ (£(0.5)+ f(1,5)) = 36,09502417

hy = % Tyy = X(T3,1 + L(£(0,25) + f(0,75) + £(1,25) +
£(1,75)) = 29,28813231

Con estos datos, mediante la iteracion de Romberg podemos
construir la siguiente tabla con las sucesivas aproximaciones:

137



109.1963001

57.81643188 10.02314247

36.09502417 29.0212216 28.28776021

29.28813231 27.01916836 26.8856981) 26.86344319

Observando el siguiente grdfico puede entenderse por qué las
primeras aproximaciones tienen errores tan grandes:
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Figura 5.1: Gréfico de f(x) = ze”
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