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Introduccién

Aungue reconocia los inicios de la economia matematica en 1838 con los trabajos de Cournot
sobre duopolio, Debreu sefalaba “la fase de intensiva matematizacion” en la cual habia entrado
la teoria econdmica hacia finales de la Segunda Guerra Mundial (Debreu, 1990, pg. 1) como
asi también su influencia en publicaciones cientificas (Debreu, 1986, Figura 2, pg. 264).
Mirowski sefialaba el inicio de esta fase mucho antes, en la década comprendida entre 1925 y
1935 (Mirowski, 1991, pgs. 149-151).

1.1 El debate sobre el uso de matematicas en la ciencia econémica

El debate sobre la matematizacion de la economia dista mucho de estar cerrado y data de largo
tiempo atras. Ya en 1954 Koopmans hacia mencion al “abultado coro de voces exasperadas
protestando de diversas maneras... por el uso de lenguaje matematico formal, construcciones y
derivaciones formales en el analisis econdmico y estadistico” (Koopmans, 1954, pg. 377). Por
su parte, Krugman sefialaba que los ataques al excesivo formalismo “han sido una constante en
los ultimos 150 afios” (Krugman, 1998, pg. 1829). Sin embargo, a pesar del extendido uso de
la matematica en economia, la “desaprobacion anti-matematica... muestra pocos signos de
desaparicion... Mientras més fuerte se vuelve la matematica en economia, mayor la reaccion
que produce” (Beed-Kane, 1991, pg. 581).

Las criticas a la “excesiva formalizacion” de la teoria econdmica son varias, sin embargo,
pueden resumirse en dos grandes planteos. El primero de ellos opone la verdad como
coherencia a la verdad como correspondencia; el segundo cuestiona el estatus de la matematica
respecto de otros instrumentos de investigacion.

1.2 Verdad como coherencia vs. verdad como correspondencia con los
hechos

El primer conjunto de criticas se destina fundamentalmente a los supuestos o “axiomas” sobre
los que se apoya la economia matematica para sus desarrollos tedricos. Por lo general, estas
criticas estan dirigidas a los supuestos de racionalidad caracteristicos de la economia neoclésica
(Beed-Kane, 1991, pg. 584).

Es importante considerar, como dice Debreu, que “la propia eleccion de las preguntas para las
cuales [el teorico] intenta encontrar respuestas estd influida por su formacién matematica”
(Debreu, 1990, pg. 5). De hecho, Koopmans, quien provenia de la fisica, reconocia en 1979
que elegia “problemas que, por naturaleza, o por el herramental matematico requerido, tuvieran
similitud con la fisica” (citado en Mirowski, 1991, pg. 152). Sin embargo, como sefialan Beed
y Kane, la utilizacion de la matematica no implica necesariamente la utilizacion de la
“matematica de las funciones continuas dos veces diferenciables” (Beed-Kane, 1991, pg. 598).

De hecho, mismo en Argentina han aparecido propuestas bien fundamentadas que recomiendan
la utilizacion de “otras matematicas” en teoria econdmica, como por ejemplo las economias
distribucionales de Olivera que permite incorporar las funciones discontinuas en el analisis de
los fendmenos econdmicos tradicionales (Olivera, 1990, 1994) y la teoria de conjuntos
alternativa propuesta por Tohmé, que se desprende del axioma de eleccion y asegura la
existencia de una solucién computacional para un conjunto de problemas relevantes (Tohmé,
2009).

En sus Foundations of Economic Analysis, Samuelson reconocia que la descripcion de aspectos
de la realidad econdmica como asi también el manejo de elementos abstractos extraidos a partir
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de ella tenia implicita la idea de “existencia de uniformidades formales reconocibles”
(Samuelson, 1947, pg.7). La existencia de tales uniformidades fue precisamente lo que lo llevo
a buscar los “teoremas significativos” desde un punto de vista matematico en su influyente
obra (Samuelson, 1947, pg. 3).

Sin embargo, Leontief advertia que, si bien los fenGmenos econdmicos poseian dimensiones
cuantitativamente observables, habia una constante despreocupacion sobre el desempefio de
estas teorias en aplicaciones practicas, con lo cual los esfuerzos se enfocaban en sus
derivaciones formales mientras que, a la hora de las conclusiones “los supuestos sobre 10S
cuales los modelos se han basado son facilmente olvidados” (Leontief, 1970, pgs. 1-2).
McCloskey se referia incluso a la matematica de los economistas como “matematica sin
numeros” (McCloskey, 1990, pg. 9). Sin embargo, también se pueden crear argumentoS Nno-
matematicos a partir de fundamentos falsos. Por eso, estamos de acuerdo con Krugman cuando
dice que “esta es una queja sobre el contenido y no sobre el formalismo” (Krugman, 1998, pg.
1831).

1.3 Matematica vs. otros instrumentos de investigacion econémica

En lo que respecta al segundo grupo de criticas, los argumentos vinculados con el estatus de la
matema@tica por sobre otros métodos de investigacion se retrotraen al éxito de la fisica tedrica,
siendo de particular atractivo las ecuaciones de Maxwell, que en ocho ecuaciones describia
acabadamente el campo electromagnético al momento que la economia matematica se
encontraba en sus inicios (Debreu, 1990, pg. 2). Mirowski sefialaba que en el siglo XI1X una
“corte de cientificos e ingenieros entrenados especificamente en fisica... se volvieron
uniformemente impresionados por una unica metafora matematica con la cual ellos eran
bastante familiares, el equilibrio en un campo de fuerza... con lo cual igualaron energia
potencial con ‘utilidad’” (Mirowski, 1991, pg. 47, cursiva en el original).

Una critica importante contra el uso de las matematicas en economia es el hecho de que los
fendmenos econdmicos involucran no solo variables cuantitativas, sino aspectos cualitativos
de relevancia (poder, cultura, democracia, etc.). Esta critica se dirige fundamentalmente a la
vision de la matematica como “lenguaje” y no simplemente como un instrumento de logica.
Ya Koopmans advertia que “incluso en algebra, geometria o fisica, el razonamiento
matematico es solamente una técnica para rastrear implicaciones a partir de premisas dadas”
(Koopmans, 1954, pg. 378).

En el marco del analisis econdmico, la matematica es particularmente Gtil cuando se quieren
establecer relaciones entre variables cuantitativas. Considerar a la matematica como “el”
lenguaje de la ciencia economica implica una reduccion de la teoria econdmica a relaciones
cuantitativas. Esto no quita la importancia de tal instrumento para el estudio de los fenémenos
econdmicos, sino que acota su ambito de aplicacion a problemas que, si bien son relevantes,
no son los Unicos a ser tratados. Posiblemente Samuelson sea uno de los responsables de esta
vision cuando afirmaba que “matematica es lenguaje” y que “en lo que respecta a la 16gica mas
profunda... los dos medios son estrictamente idénticos” (Samuelson, 1952, pg. 56, cursiva en
el original).

Tampoco hay que minimizar el efecto que tiene la formalizacion en la comunicacion entre
economistas, ayudando a que la economia progrese como disciplina (Krugman, 1991,
pg.1835). McCloskey, a pesar de sus criticas respecto a la elevada matematizacion de la
economia, reconocia que, si bien la ciencia econdmica habia avanzado sin matematica, estos
progresos fueron atin mas rapidos con ella, trayendo “transparencia a cientos de argumentos
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economicos” (McCloskey, 1990, pg. 8). Eso no quiere decir que sea valido “atribuirle
significados” a las ecuaciones matematicas, lo cual “ocurre también en las ciencias fisicas”
(Beed-Kane, 1991, pgs. 591-592). Es la teoria sobre la cual se apoyan los modelos matematicos
lo que les da significado a las ecuaciones y no la matematica en si.

Conclusioén

En definitiva, el método matematico es uno de muchos de entre los cuales puede elegir el
investigador econdémico. Si bien estamos de acuerdo con Beed y Kane cuando dicen que se
puede alegar que la vision del funcionamiento el sistema econdmico sea una razon de
importancia en la eleccion del método de investigacion (Beed-Kane, 1991, pg. 606), también
hay margen para los gustos (intereses) del investigador, el cual puede sentirse mas comodo
(beneficiado) con una metodologia en particular por sobre las restantes.
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2.1 Definiciones béasicas

Sea {x;,t =1,2,...} un proceso estocastico en el cual cada una de las variables aleatorias x;
toma valores en un espacio de estados finito S = {S;,i = 1,2, ..., n}. Decimos que el proceso
{x:} es una cadena de Markov si, paratodon = 1ytodo j, € S, 0 < k < n, se verifica

P{xy = jnlXn_1 = jn-1,Xn-2 = -2, =» X0 = jo} = P{xn = julxn—1 = jn-1}
es decir, la probabilidad de alcanzar un estado depende Unicamente del estado inmediato
anterior del sistema y no de toda su historia. Si P{x, = S;|x,_, = S;} es independiente de n
decimos que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo. En tal caso, podremos
escribir p;; = P{x, = S;|x,—1 = S;}, que representa la probabilidad de transicion del estado S;
al estado S;, la cual es constante en el tiempo por la estacionariedad de la cadena. Al ser n los
estados posibles, podremos definir la matriz de transicion de la cadena P = [pif]nxn' Lafilai
de la matriz P, p, = (p,;, 0,5, ---,D,,) representa las probabilidades de alcanzar cada uno de los
estados posibles a partir del estado S;, con lo cual p; es un vector de probabilidad y P es una

matriz estocéstica. Por su parte, la columna j presenta las probabilidades de alcanzar el estado
S; a partir de los diferentes estados posibles.?

Asi, cada cadena de Markov finita queda identificada con una matriz estocéstica, con lo cual
las propiedades de la primera quedan determinadas por las propiedades de la segunda.

Proposicion 1: Sean A y B dos matrices estocasticas, entonces el producto AB es una matriz
estocastica.

Demostracion 1: Por definicion de producto de matrices, el elemento (i,j) de AB es igual a
Yk=1Qikbyj. Por lo tanto, la suma de los elementos de la fila i de AB es

Xj=1 Zi=1Qubi = Xi=1 Lj=1 Queby; = X1 Qi Xjmg by = Xy a1 = 1,

ya que ¥, by; = 1 al ser la suma de los elementos de la fila k de By que ¥}, a; = 1 al ser
la suma de los elementos de la fila i de A. Asi, AB es una matriz estocastica. Q.E.D.

Proposicion 2: Toda matriz estocéstica P tiene autovalores con modulo menor o igualesa 1y
al menos uno de ellos es igual a 1.

Demostracion 2: A partir del segundo teorema de Frobenius [Gantmacher, Cap. I11.3, Teorema
3, pg. 80-82] se sabe que una matriz no negativa A siempre tiene un autovalor no negativo r
tal que ninguno de los restantes autovalores de A tiene modulo que exceda r y que a este
numero caracteristico “dominante” r le corresponde un autovector no negativo k > 0. Sea r
esta raiz dominante. A partir del desarrollo de la expresién matricial rk = KP, con k siendo un
vector fila, se tiene el sistema de ecuaciones:

Tk1 = p11k1 + p21k2 + -+ pnlkn
rky =pk1 0,k + -+ Lk
rk, =p k1 + 0,k + -+, ke

! Obviamente, las columnas de la matriz P no tienen por qué ser vectores de probabilidad, ya que las
probabilidades de una columna especifica de P tienen estados de origen diferentes.
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Sumando miembro a miembro las n ecuaciones anteriores, se llega a
r(ky+ky+ -t kn) = ki Xjoaprj+ ko XjoaPoj + o+ kn Xjo1 Pnj = ks + ko + -+ ki,

puesto que X7, p; = 1 para todo i = 1,2,...,n al ser P estocéstica, con lo cual, al ser k

autovector no negativo, 71 k; #0yr = 1. Asuvez, como r es la raiz maximal de P, por el
mismo teorema citado, los médulos de los restantes autovalores no superan 1. Q.E.D

Todo autovector fila asociado al autovalor 1 de la matriz P que a su vez sea un vector de
probabilidad, t, claramente satisface tP = P, con lo cual recibe el nombre de vector de
probabilidad fijo de P.

Sea x, el vector de probabilidad que representa el estado inicial del sistema o momento 0. Es
inmediato que al momento 1 el sistema se encontraré en x; = XoP, y que al momento 2 estara
en x, = x;P = (xoP)P = xoP?, con lo cual, operando sucesivamente se tiene que el sistema
al momento n estara en x,, = xoP". Por lo tanto, cada elemento pgl), de la matriz P" representa

la probabilidad de transicion en n periodos hacia delante del estado S; al estado S;, lo cual nos
permite clasificar diferentes tipos de estados en el sistema. Asi diremos que:

e §;esaccesible a partir de S; si p-(")

ij
)

* Sjesinaccesible a partir de S; si no es accesible, es decir si p;;~ = 0 para todo n.

e S;y§; estan comunicados si cada estado es accesible a partir del otro. Formalmente si

pi(fl) > 0 para algiin n, y pi(}‘Z)

e Un subconjunto de estados C < S es cerrado si ningun estado fuera de C es accesible a

partir de alguno de C. En simbolos, si S; ¢ C y S; € C, entonces p.(") = 0 para todo n.

ij

e C c S esirreductible si ningtin subconjunto propio de C es cerrado.?

e S, esun estado absorbente si es un conjunto cerrado irreductible de Gnico elemento
Sa- En este caso tendremos p,, = 1Y p,; = 0 paratodo j # a, es decir, la fija a de P

serd un vector canonico con el elemento unitario en la diagonal principal.

> 0 para algin n.

> ( para algun n,.

Es usual que el vector x al cual se le aplica P se interprete como distribuciones porcentuales o
de probabilidad entre diferentes estados o situaciones posibles de un sistema.® De esta manera,
asumiendo constantes las probabilidades contenidas en P, para una distribucién inicial x¢, x; =
xoP es la distribucion esperada al momento 1 y, en términos generales, x, = xoP" la
distribucion esperada n periodos hacia delante.

En este contexto el limite limxyP", cuando existe, recibe el nombre de distribucion

n—oo

estacionaria o distribucién de largo plazo del proceso representado por P. Es evidente que si
Xo = t, entonces limxy P" = t ya que t siempre verifica tP = t y por lo tanto tP™ = t para
n—0o

todo n. Sin embargo, existen condiciones bajo las cuales limx, P" = t para cualquier vector
n—-oo
de probabilidad x,.

2 Claramente, dos subconjuntos cerrados irreductibles de S representan dos cadenas de Markov distintas y deben
ser estudiadas por separado.

3 Esto ademas tiene ventajas técnicas al poder explotar las propiedades de las matrices estocasticas regulares, que
se definiran mas adelante, cuando las cadenas de Markov estan representadas por ellas.
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2.2 Cadenas regulares

Una matriz estocéstica P es estocdstica regular (o primitiva) si existe un k € N para el cual
P*> 0.

Proposicion 3: Sea P una matriz estocéastica regular. Entonces:

a) t>0.
b) zlim X, P¥ = t para todo vector de probabilidad x,.

c) ]lim P =1t t .. t]7,donde el supraindice T indica trasposicion.
d) P es no descomponible.

Demostracion 3: a) Como tP = t, es inmediato que tP™ = t para todo n, con lo cual el mismo
t es también vector de probabilidad fijo de P" y, por lo tanto autovector fila de r = 1, que es
también raiz maximal de P" al ser estocastica por la proposicion 1. Dado que P es regular,

existe un k” € N para el cual P¥ > 0. Por el teorema de Perron [Gantmacher, Cap. I11.2,
Teorema 1, pg. 64-75] se sabe que toda matriz positiva A siempre tiene un autovalor real,
positivo y simple r que excede en mddulo a los restantes autovalores y le corresponde un

autovector positivo. Como para la matriz positiva P¥ se tiene r = 1, a esta raiz maximal le
corresponde un autovector positivo, el cual es precisamente t.

b) Sean 4;, i =1,..,n, los autovalores de P. Definimos la recursion x,,, = x,P, con lo cual
tenemos x,.,, = x,-P = x,P¥, donde k* € N es tal que P¥ > 0. Al ser P¥ estocastica, tiene un
autovalor maximal simple (1,)* =1y, por el teorema de Perron [Gantmacher, Cap. IlI.2,
Teorema 1, pg. 64-75], los demas autovalores de P* tienen mddulo inferior a 1. Sea k un ndmero
natural impar tal que k > k*, entonces la ecuacion (1,)* = 1 tiene k soluciones complejas. Al ser
(1) = 1 el autovalor de mayor médulo de P¥, entonces 1, es el autovalor de mayor médulo de
P y, como por el segundo teorema de Frobenius [Gantmacher, Cap. I11.3, Teorema 3, pg. 80-82]
también debe ser un nimero real, entonces 1, = 1 es el autovalor maximal de P. De esta manera,
la solucién general del sistema x,.,, = x,P es del tipo x,, = C;v! + X1, w(k)' A¥, donde v'esel
autovector correspondiente a 2, = 1y w(k)' es un vector de polinomios en k de grado igual o
menor al orden de multiplicidad de ;. Como |4;| < 1 paratodo i = 2, ...,n, la solucién general
del sistema verifica lkim x, = C,;v1. Paraespecificar el valor de la constante indeterminada C;, basta

recordar que al ser x, un vector de probabilidad para todo k, C;v! también debe serlo, con lo cual
el C, correspondiente es aquél que hace C;v! vector de probabilidad, demostrandose asi que
limx, =t.

k-

c) La demostracion es inmediata a partir de b), dado que, como P = IP*, siendo I la matriz
identidad, cada fila i de la matriz cuadrada [t t .. t]” puede verse como limite de un
sistema x;..1 = X P con x, = e;, siendo el vector e; el vector candnico con valor unitario en
la componente i.

P11 P2
operaciones de permutacion de filas y sus respectivas columnas siendo P41, Y P, submatrices

, donde B
0 Azzn]

es un vector funcion de A4,, A1, Az, Y las potencias sucesivas de las dos Gltimas. Claramente,

d) Si P fuera descomponible, seria posible reescribirla como §=[ ] mediante

cuadradas. Aplicando potencias sucesivas sobre P se tiene que P’ = [
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al permanecer el vector 0 en la esquina inferior izquierda, P" no puede ser regular, y por lo
tanto tampoco P.

Ejemplo 1: Sea una cadena de Markov definida por la siguiente matriz de transicion:

_0110_

2 2
Lo 2
p_l4 4
02 0 2

2 2
Lol
L) 2

la cual es regular ya que P* > 0. Su Unico vector de probabilidad fijo es t=
[£ L = 4]y el sistema tendera hacia él para cualquier condicion inicial. Puede

37 37 37

verificarse que las potencias sucesivas de P se aproximan a una matriz con filas iguales a
los vectores de probabilidad fijos t.

2.3 Cadenas no regulares
Cuando la matriz P no es una matriz estocastica regular, pueden darse varias situaciones:

2.3.1 Unico vector de probabilidad fijo no negativo sin ser positivo

Aqui pueden darse dos situaciones, dependiendo de si el sistema tiene 0 no un estado
absorbente, pero en ningun caso la matriz de transicion puede ser estocastica regular.

2.3.1.1 Sin estado absorbente

En este caso, el vector de probabilidad fijo de la matriz de transicién es Gnico pero, si bien no
es positivo, tampoco es un vector canonico, y el proceso tendera en el largo plazo a él.

Ejemplo 2: Sea una cadena de Markov definida por la siguiente matriz de transicion no-
regular:

: 030

1 0 0
PZES;O’

z 00 3

13
Notas de MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

UBA

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS




1 2

la cual tiene un Unico autovalor 1, con t = [g 0 3 0]. Puede verificarse que, si bien

P no es regular, sus potencias sucesivas se aproximan a una matriz con filas iguales a los
vectores de probabilidad fijos t.

2.3.1.2 Con un estado absorbente

El vector de probabilidad fijo es un vector candnico cuya componente unitaria es la
correspondiente al estado absorbente. Si el estado absorbente es accesible a partir de los
restantes estados, es decir si existe probabilidad no-nula de llegar a €l a partir de los restantes
estados, ya sea en un periodo 0 muchos, el sistema tenderd a él.

Ejemplo 3: Sea una cadena de Markov con estado absorbente S5 cuya matriz de transicion
es:

a~)

Il
DIR O Wk wlk
DR OOIR WIR
BlRr AR O
BDIROBRIRW]R
I_____I

 ———————————]

P tiene un Unico autovalor 1, con vector de probabilidad fijo t=[0 0 1 0].
Claramente, al ser el estado S5 alcanzable a partir de los tres restantes estados (de los
estados S, y S, existe la posibilidad de alcanzarlo en un periodo, mientras que del estado
S, se requiere al menos dos periodos pasando antes por S, 0 S,), el sistema tendera hacia
t para cualquier vector de probabilidad inicial.

2.3.2 Mdltiples vectores de probabilidad fijo

Aqui pueden darse dos situaciones, dependiendo de si el sistema tiene o no estados absorbentes.
En estos casos, la convergencia hacia un unico vector no queda asegurada para toda condicién
inicial.

2.3.2.1 Convergencia de largo plazo dependiente de las condiciones iniciales

Cuando existe mas de un estado absorbente, la tendencia de largo plazo dependera de las
condiciones iniciales del proceso: para algunas condiciones iniciales el sistema tendera a un
estado absorbente y, para otras condiciones iniciales, a otro.

Claramente, los vectores candnicos a los cuales puede tender el sistema son ambos vectores de
probabilidad fijo de la matriz de transicion de la cadena y, al ser ellos linealmente
independientes, necesariamente responden a la misma raiz » = 1. Por ende, tal situacién sélo
puede darse cuando el orden de multiplicidad de esta raiz es mayor a 1 y la tendencia a largo
plazo del sistema quedara representado por la combinacion lineal convexa de sus autovectores
correspondientes.
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En lo que respecta a las propiedades de la matriz de transicion en estos casos, claramente se
trata de una matriz descomponible, ya que, si no lo fuera, su raiz maximal r = 1 deberia ser
simple tal como lo afirma el primer teorema de Frobenius para matrices no-negativas no-
descomponibles [Gantmacher, Cap. 111.2, Teorema 2, pg. 65-75].

Ejemplo 4: Sea una cadena de Markov con dos estados absorbente S; y S; cuya matriz
de transicion es:

=~
Il

| s —
BDIR O WK =
DR R AR O

BlRrO IR O

El autovalor r = 1 de P tiene orden de multiplicidad 2, siendo los dos vectores de
probabilidad fijos linealmente independientes t;=[1 0 0 0] y ¢t,=
[0 0 1 0].Deestamanera el sistema tendera a una combinacion lineal de ambos, es
deciraunvectort= [a 0 (1—a) 0], donde el valor final de a dependera de la
condicion inicial del sistema.

En lo que respecta a la evolucion del sistema, resulta evidente que si el sistema se encuentra
inicialmente en uno de los estados absorbentes, alli permanecera a lo largo del tiempo. Sin
embargo, si el sistema se inicia en algunos de los estados no-absorbentes, puede resultar de
utilidad conocer la probabilidad de que el sistema tienda a cada uno de los estados absorbentes.
Asi, dada una matriz de transicién P de dimension n X n que contiene m estados absorbentes,
al ser P descomponible es posible expresarla de la siguiente manera:

5 _[H G

P= [o 1]
donde H = [hij] es una matriz cuadrada (n —m) donde h;; representa la probabilidad de

transicion entre los estados no-absorbentes S; y S;, G = [g;,| es una matriz (n — m) x m donde
g, €s la probabilidad de transicion del estado no-absorbente S; al estado absorbente S,., e I es

la matriz identidad de dimension m. Definidas asi las probabilidades h;; y 9jr el producto
hijgjr es la probabilidad de transicion dos periodos hacia delante del estado no-absorbente S;
al estado absorbente S,..

De esta manera, el producto HG representara la matriz de transicion de estados no-absorbentes
a estados absorbentes 2 perfodos hacia delante, H*G las probabilidades de transicién 3 periodos
hacia delante y, en términos generales, H" G para n periodos hacia delante. Asi, la probabilidad
de largo plazo de que a partir de un estado no-absorbente se pase a un estado absorbente debe
ser igual a la probabilidad de que esto ocurra 1 periodo hacia delante, G, méas la de que ocurra
2 periodos hacia delante si no se produjo en el periodo 1, HG, mas la de que ocurra en cada
uno de los periodos siguientes si no ocurrid en los periodos anteriores. Formalmente, podemos
definir la matriz Q de probabilidades de largo plazo de un estado no-absorbente a uno
absorbente como
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k
Q = lim z H"G = (I-H)'G
n=0

donde la dltima igualdad se ha utilizado el hecho de que, por las caracteristicas de H, ¥X_, H"
se aproxima a (I — H)~1.# Cada elemento g, de la matriz Q indicara la probabilidad de largo
plazo de pasar del estado alcanzar el estado no-absorbente S; al estado absorbente S,.

Ejemplo 4 (continuacion): Intercambiando las filas 1 y 4 de P como asi también las
columnas 1y 4, tenemos

_ O Wik R
_—

O Onlr bR
OO oOoolRrAR
O R alRrAR

N
Il
| e ——|

Notese que las filas y columnas 1y 2 de P se corresponden con los estados no-absorbentes
S, Y S, de P respectivamente mientras que las filas y columnas 3 y 4 de P se corresponden
con los estados absorbentes S; y S; de la matriz original. Asi, podemos definir las
siguientes submatrices:

=

Il
B R
AlRr DR

(op]

Il
NI NN Y
[N I S

donde los elementos de H indican las probabilidades de transicién entre estados no-
absorbentes, mientras que los elementos de G las probabilidades de transicion desde los
estados no-absorbentes (filas) a los estados absorbentes (columnas). En particular, en lo
que respecta a G, sus filas 1 y 2 representan los estados no-absorbentes S, y S,, mientras
que las columnas 1y 2, los estados absorbentes S5 y S;. De esta manera calculamos

13 14

Q=0-m76=|7 7|

9 9

“Dado que (1 - H) ),,_,H" = I — H™"' y que lim H™"' = 0 dado que la suma de los elementos de cada fila

m—-oo
de H es inferior a la unidad, se sigue que (I — H)™* = }* H'.
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con lo cual la probabilidad de pasar de S, a S5 es 5 y de % para pasar a S;. Por su parte,

pasar del estado S, a S5 tiene una probabilidad de largo plazo de % y de g para alcanzar
el estado absorbente S;.

2.3.2.2 Cadenas ciclicas

Es el caso en el cual el proceso repite su evolucion a partir de una cantidad fija de periodos,
con lo cual el proceso no tiene limite hacia el cual tienda. En estos casos, la matriz de transicion
suele ser una matriz donde alguna fila y/o columna se ha permutado respecto de la matriz
identidad.

Ejemplo 5: Sea una cadena de Markov con matriz de transicion

S O O
S OO K
_ oo O
o RO O

Puede verse que P3 = P, con lo cual el sistema vuelve a su situacion inicial cada dos

periodos y, por lo tanto, la sucesién no tiene un limite al cual converja. Si bien P tiene

1

dos vectores de probabilidad fijo linealmente independientes E 5 0 O] y
1

1 . . ., .
[0 0 - 5], la cadena no converge a ninguna combinacion lineal de ellos. Cabe

remarcar que P también tiene también dos autovalores -1, cuyos autovectores asociados
son los opuestos a los del autovalor 1.
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3.1 Formausual del “problema econémico” de optimizacién no-lineal

Es usual que un problema econdmico que involucre un ejercicio de optimizacion se presente
de la siguiente forma

. gx) =0
Max f(x)  sujetoa {x 20

donde f es una funcion real diferenciable de un vector x € R™ sujeto a las restricciones g(x) =
0, donde g es una funcién vectorial m-dimensional diferenciable, g*(x),..., g™(x), como asi
también restricciones de no-negatividad en las variables, es decir x > 0.

Se sabe que las condiciones de Kuhn-Tucker pueden ser necesarias 0 no para la existencia de
méaximo dependiendo de si se cumple o no la calificacién de restricciones. Comenzamos
presentando las diferentes condiciones y propiedades asociadas a un problema de optimizacion
general.

3.2 Definicion del problema general y relacion entre las condiciones

Tenemos el siguiente problema general de maximizacion no-lineal
. >0
Max f(x sujeto a {g(x) -
f&) J x € X convexo
donde £, g: X — R. Supondremos por conveniencia que f, g son diferenciables y concavas®.

A continuacion, definimos las siguientes condiciones:

e Condicion de maximo: Existe x € X tal que maximiza f sujeto a g;(x) =0, j =
1,..,m,endonde x € X.

e Condicion de punto de silla: Existe (¥,1) € X x R, punto de silla de la funcion
®(x, 1) = f(x) + Ag(x). ) o

e Condicion de primer orden: Existe (x,1) € X x R? tal que f;(x,1) + 1g,(x, 1) =
0,9(x) = 0yAg(x) =0.

e Condicion de Slater: Existe x € X tal que g;(x) > 0,j =1, ...,m.

Pueden demostrarse las siguientes relaciones entre ellas

e Propiedad 1: La condicion de punto de silla implica la condicion de maximo (Accinelli,
Teorema 6.8.1).

e Propiedad 2: La condicién de punto de silla'y la condicidn de primer orden se implican
mutuamente (Accinelli, Teorema 6.11).

e Propiedad 3: Si se cumple la condicion de Slater, la condicién de maximo implica la
condicion de punto de silla (Accinelli, Corolario 6.6).

Gréaficamente, las implicancias pueden resumirse en el siguiente esquema:

5 Nétese que las restricciones de no-negatividad, de existir, estan contenidas dentro del conjunto g(x) = 0.
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Condicion de

Slater
Condicion de Condicion de punto 3::> Condicion de primer
maximo desilla s orden
N——

Es precisamente la implicancia remarcada en el esquema anterior la que busca asegurar el
estudio de la calificacion de restricciones, es decir condiciones que aseguren que la condicion
de maximo implica la condicion de primer orden como ocurre en optimizacion clésica.

Es posible “reemplazar” la condicion de Slater por otra condicién que asegure la implicancia
buscada. Para ello necesitamos definir la siguiente condicion:

e Condicion de regularidad: x € C = {x:x € X, g;(x) = 0,j = 1,..,m} y existe h €
Xtalque g(x) + g'(x,h) = 0.
Puede demostrarse la siguiente relacion entre las condiciones definidas hasta este momento:

e Propiedad 4: Si se cumple la condicion de regularidad, entonces la condicién de maximo
implica la condicién de punto de silla (Accinelli, Teorema 6.18).

Es decir que tendriamos las siguientes implicancias:

Condicion de
regularidad
Condicién de Condicién de punto 3::> Condicién de primer
maximo dessilla ] orden

Sin embargo, la condicion de regularidad también es de dificil verificacion, por ello se
necesitan condiciones de mas facil verificacion para alcanzar el objetivo buscado. Para facilitar
esta busqueda, es conveniente definir la siguiente condicion:
o Condicién de primer orden “modificada”: Existe (¥,2y,1) € X x R%*! tal que
Aofie(%,2) + 2g,(%, 1) =0, g(x) = 0y Ag(x) =0.
Se puede demostrar que

e Propiedad 5: La condicion de maximo implica la condicion de primer orden
“modificada”. A esta propiedad se la suele llamar “regla del multiplicador de John”
(Porciau, pg. 434).

e Propiedad 6: La condicion de primer orden implica la condicion de primer orden
“modificada” (trivial).
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e Propiedad 7: Si 4, = 1, entonces la condicién de primer orden “modificada” implica
la condicion de primer orden (trivial).

Es decir que siempre es cierto que

Condicion de <: Condicion de
mMAaximo primer orden

1l

Condicion de primer
orden “modificada”

Entonces tenemos tres caminos para asegurar la implicancia buscada:
(1) Buscar condiciones que aseguren el cumplimiento de la condicion de Slater.
(2) Buscar condiciones que aseguren el cumplimiento de la condicién de regularidad.

(3) Buscar condiciones que aseguren que A, = 1 en la condicién de primer orden
“modificada”.

Se suelen llamar “condiciones de calificacion de restricciones” aquellas condiciones que
aseguran la implicancia buscada habiendo elegido el camino (3).

3.3 Lacalificacion de restricciones

La verificacion de la condicion de Slater suele ser dificultosa, por eso se buscan otras
condiciones de mas facil verificacion. Para ello, necesitamos definir las siguientes condiciones:

e Condicion de Arrow-Hurwicz-Uzawa: Sea E = {j € {1, wompigi(x) = 0}y existe
h* € R™ tal que grad g;(x*)h* = 0 para todo j € ] y grad g;(x")h* > 0 para todo
j € J' donde J indica las restricciones activas 'y J' las restricciones no-activas.

e Condicion de Arrow-Hurwicz-Uzawa fuertes: Se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

o Condicion de convexidad: Todas las g;(x) = 0,j =1, ...,m son funciones
convexas y existe x tal que g;(x) < O paratodoj = 1,...,m.

o Condicion de concavidad: Todas las g;(x) = 0,j =1, ...,m son funciones
céncavas y se cumple la condicion de Slater.

o Condicién de punto interior: El conjunto C = {x:x € X,g;(x) = 0,j =
1,...,m} es convexo y posee un punto interior. Ademas g;'(x) # 0 para todas
las restricciones g; activas.

o Condicion de rango maximal: La matriz jacobiana de las restricciones activas
tiene rango maximal en el optimo.

Se puede demostrar que
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e Propiedad 8: El cumplimiento de cualquier condicién de Arrow-Hurwicz-Uzawa fuerte
asegura el cumplimiento de la condicion de Arrow-Hurwicz-Uzawa (Takayama, pgs.
102-106, excepto la condicion de punto interior, donde se indica una referencia).

e Propiedad 9: El cumplimiento de la condicion de Arrow-Hurwicz-Uzawa asegura que

Ao = 1 en la condicion de primer orden “modificada” (Takayama, pgs. 106-107).

e Propiedad 10: Si se cumple la condicién de Arrow-Hurwicz-Uzawa entonces la
condicion de maximo implica la condicion de primer orden (Accinelli, Teorema 6.0).

La ultima propiedad dice que es posible “reemplazar” la condicidon de regularidad por la
condicion de Arrow-Hurwicz-Uzawa. Entonces tenemos el siguiente esquema

Condicion de
maximo

Aunque también tenemos

Condicién de convexidad

Hurwicz-Uzawa

Condicion de Arrow- |

Condicién de concavidad

Condicion de punto interior

Condicién de rango maximal

desilla

Condicién de punto

Condicion de primer
orden

1o 1N\

Condicion de
maximo

<

orden

Condicidn de convexidad

Il

Condicion de primer
orden “modificada”

En definitiva, tenemos

Condicién de concavidad

§ Condicién de punto interior

Condicidn de rango maximal
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/ Condicién de convexidad
Condicion de M . .

s s . Condicién de concavidad

Condicion de regularidad Arrow-
Hurwicz- N Condicién de punto interior

— Uzawa

Condicion de Slater
Condicién de rango maximal
Condicion de Condicion de primer
maximo orden

quedando definidas las condiciones que aseguren gue en un maximo se cumpla las condiciones
de primer orden.

3.4 El problema econ6mico usual, nuevamente

Obviamente, el anterior analisis es valido para el problema econémico usual definido en el
primer apartado. Sin embargo, es conveniente remarcar algunos cambios que se presentan
precisamente por la particularidad del problema respecto del caso general.

El primer “cambio” tiene que ver con las condiciones de primer orden. Especificamente, al
existir un conjunto de restricciones de no-negatividad, es usual en economia que en la
construccion de la funcion ®(x, 1) = f(x) + 1g(x) el vector de funciones g(x) se limite a las
restricciones que no sean de no-negatividad. Como consecuencia de ello, el requisito de
anulacion de sus derivadas parciales primeras debera reemplazarse por el siguiente

f.(%2)+1g,(x2) <0.
Por su parte, en lo concerniente a las condiciones de calificacion de restricciones, no debe
perderse de vista que la restriccion x > 0 es, en realidad, un conjunto de m restricciones
h(x) = x = 0. Por ello, siempre que se hable de “restricciones” deben también considerarse
estas Ultimas a pesar de no haber sido incluidas inicialmente en la funcién ®.
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Anexo: Aclaraciones terminolégicas

En la literatura matematica y, mas precisamente, de economia matematica es comudn encontrar
diferentes nombres para los mismos conceptos y/o teoremas. El tema de la calificacion de
restricciones no es ajeno a ello. Por ello, para facilitar la integracion de los temas aqui
presentados a los conocimientos del lector detallamos las diferencias encontradas hasta el
momento con obras de referencia sobre la materia.

Obviamente, las condiciones de primer orden se las conoce comdnmente en la literatura como
“condiciones de Kuhn-Tucker” aunque, como menciondramos en el apartado anterior, en
economia suele exigirse la no-negatividad de las variables. Pueden también aparecer bajo el
nombre de “condiciones de Kuhn-Tucker-Lagrange” (al involucrarse un lagrangiano en el
teorema) como se presenta en Arrow-Enthoven o Takayama. Sin embargo, independientemente
de cdmo sean presentadas, suelen referirse a las mismas condiciones.

En Takayama se suele hacer referencia a la “condicion de punto de cuasi-Silla”, enunciandose
algunos teoremas en base a ellos. Sin embargo, como demuestra el autor esta condicion es
similar a la de “condicidon de punto de silla” cuando todas las funciones son concavas. Esta
“condicion de punto de cuasi-silla” no son otras que las “condiciones de primer orden”. A su
vez, a las “condiciones de Arrow-Hurwicz-Uzawa fuertes”, definidas asi siguiendo a Accinelli,
Takayama la 1lama simplemente “condiciones de Arrow-Hurwicz-Uzawa”, mientras que a esta
ultima la llama “calificacion de restricciones de Arrow-Hurwicz-Uzawa” o “condicion
(AHU)”. Igualmente, a pesar de estas sutilezas, Accinelli sigue bastante fielmente a Takayama
en todo lo que respecta a este tema.

Lo que aqui llamamos “condiciones de primer orden ‘modificadas’”, seglin la terminologia
utilizada en Accinelli, no suelen tener un nombre especifico en la literatura (simplemente se
suele aclarar que se trata de un lagrangiano con un multiplicador en la funcion objetivo). Sin
embargo, el teorema que asegura que todo maximo cumple con ellas se lo conoce como “regla
del multiplicador de John” (Porciau) o “teorema de Fritz John” (Simon-Blume).

Es en la calificacion de restricciones donde los nombres suelen proliferar. Por ejemplo, la
“calificacion de restricciones” de Chiang y Arrow-Enthoven, la Gnica que tratan dichos autores,
es llamada “calificacion de restricciones (o condiciones) de Karush-Kuhn-Tucker” en Simon-
Blume y Porciau, aunque este ultimo reconoce que tales condiciones son generalmente
conocidas como “el teorema de Kuhn-Tucker”.

Lo que Porciau llama efectivamente “teorema de Karush-Kuhn-Tucker” son parecidas a las
aqui llamadas “condiciones de Arrow-Hurwicz-Uzawa” o “condicion AHU” segiin Accinelli,
aunque Porciau exige igualdad en las desigualdades no estrictas cuando las restricciones estan
activas.

Las aqui llamadas “condiciones de rango maximal” dentro de las “condiciones de Arrow-
Hurwicz-Uzawa fuertes” son llamadas en Simon-Blume “calificacion de restricciones no
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degenerada” (a las cuales ya habia hecho referencia al tratar los problemas de optimizacion
clasica). En Accinelli reciben simplemente el nombre de “condicion (R)” (“R” por “rango™).

Siguiendo con las simplificaciones, las condiciones de “convexidad” y “de punto interior” son
llamadas por Accinelli “condicion (CV)” y “condicioén (CI)” respectivamente. Los teoremas
que vinculan estas dos condiciones al cumplimiento de las “condiciones de primer orden
‘ampliadas’” reciben en Porciau los nombres de “regla de multiplicador convexo” y “regla del
multiplicador de Euler-Lagrange” respectivamente.

Simon-Blume y Tiba-Zalinescu llaman “calificacion de restricciones de Slater” a una condicion
parecida a la “condicion de concavidad”, aunque exigiéndose su cumplimiento Uinicamente
para el caso de las restricciones activas (que difiere de lo que aqui se presenta como “condicion
de Slater”).

La “condicion de concavidad” es llamada por Accinelli “condicion (CO)”. Para Intriligator, la
“condicion de calificacion de restricciones” es lo que aqui presentamos como condicion de
Slater y es la Unica que el autor considera.

Las “condiciones de calificacion de restricciones” también pueden aparecer bajo el nombre de
“condiciones de regularidad”, ya que, precisamente, aseguran la regularidad del méaximo.

Ademas, como la lista aqui presentada esta lejos de ser exhaustiva, existen otras condiciones
no tratadas aqui que pueden ser mas mas generales, mas restrictivas o simplemente diferentes
a las aqui expuestas. Asi es como podemos encontrar, por ejemplo, la “calificacion de
restricciones de Slater” ya antes mencionada u otras tales como la de Mangasarian-Fromovitz,
la de Abadie, la de Li o la de Hiriart-Urruty y Lemaréchal, entre otras (Tiba-Zalinescu).
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A
|_a estabilidad de una
poblacion vy el
teorema de Perroén.

Matias Battocchio
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Introduccién

En este trabajo® se expone el modelo poblacional de Leslie que clasifica a la poblacion en
grupos de edad y representa su dinamica mediante una matriz. EI modelo poblacional de Leslie
es una aplicacion de algebra lineal, y de autovalores y autovectores en particular. Los conceptos
de autovalor y autovector son fundamentales para estudiar la diagonalizacion de matrices, que
a su vez es una herramienta importante para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales o en
diferencias, y para determinar el signo de una forma cuadratica, que se usa en teoria de
optimizacion matematica. A pesar de su importancia en los temas de un curso de Matematica
para Economistas, el concepto de autovalor se presenta al alumno en forma abstracta, sin
motivar su definicion, solo con la finalidad de que después pueda emplearlos en el estudio de
sistemas de ecuaciones diferenciales y formas cuadraticas. El descubrimiento -o la invencion-
de los autovalores en la historia de la matematica ocurri6 al revés; primero surgi6 un problema
practico de optimizacién y de sistemas de ecuaciones diferenciales, cuya resolucion derivo en
el concepto abstracto (Steen, 1973).

El desarrollo histérico del concepto contrasta con la ensefianza puramente deductiva y
axiomatica que suele adoptarse en un curso universitario.

Es normal entonces que el/la alumno/a de matematicas aplicadas no le encuentre un sentido a
por qué estd aprendiendo sobre autovalores y autovectores, y sienta que no los entiende en
profundidad, a pesar de que su definicidn solo requiere conocer sobre sistemas de ecuaciones
lineales. En este trabajo se da una interpretacion demografica del autovalor dominante de una
matriz y de su autovector asociado que puede contribuir al entendimiento y la familiaridad de
los conceptos. En concreto, si se representa la dindmica de largo plazo de una poblacion
humana mediante una matriz (y se cumplen algunas otras condiciones), entonces el autovalor
dominante es la tasa de crecimiento, y su autovector representa la piramide poblacional.

No es el objetivo de este trabajo discutir el método de ensefianza de algebra lineal. Si las
matematicas deben ensefiarse en forma de libro de texto como un compendio de definiciones
y teoremas; o deben contener mas problemas que motiven en primer lugar el desarrollo de
conceptos que luego se formalizan, es una discusion compleja que admite distintos grises y que
dependen de la dificultad y la orientacién del curso, y del tiempo con el que se cuenta. Esta
discusion excede los limites de este trabajo, que simplemente busca brindar al alumno/a
ejemplos de aplicaciones practicas que le permitan aprehender mejor los conceptos estudiados.

El trabajo se estructura en dos secciones: la primera es tedrica y la segunda es una aplicacion
empirica. En la primera seccion se demostrara que, si las tasas de fecundidad y mortalidad
permanecen constantes, entonces la poblacion alcanza una distribucion estable en el largo
plazo. Ademas, esta distribucion estable es independiente de la poblacion inicial, y solo
depende de las tasas de mortalidad y fecundidad. La demostracion es una aplicacion del
teorema de Perron sobre matrices primitivas. En una segunda seccién del trabajo se realiza un
ejercicio empirico con los datos de mortalidad y fecundidad de Argentina para estimar la
poblacidn estable, con el objetivo de ilustrar los resultados matematicos del primer apartado.

Como requisitos de esta nota de clase estan las definiciones de autovalor y autovector, asi como
su forma de célculo, y los teoremas de Perron y Frobenius.

6 Se agracecen los comentarios de Eduardo Rodriguez e Ivan Williams. Cualquier error u omision es de exclusiva
responsabilidad del autor.
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Primero comenzamos introduciendo algunos conceptos, supuestos y notacion.

Entendemos por poblacion estable que el porcentaje de personas en cada grupo de edad sobre
el total se mantiene constante. Una poblacion estable puede crecer a cualquier tasa mayor o
igual a cero; cuando crece a tasa cero se dice que la poblacion es estacionaria’. Si la tasa de
crecimiento fuese negativa entonces la poblacion se extingue en el largo plazo. El criterio para
determinar la estabilidad hace referencia a que en el largo plazo la pirdmide poblacional alcance
una distribucion invariante; pudiendo la poblacion crecer o no. Cuando se mencione el
concepto de poblacion estable en este trabajo debe interpretarse en este sentido.

Vamos a considerar una poblacion cerrada, es decir que no hay migracion®. Supondremos que
las tasas de fecundidad y mortalidad especificas por edad son constantes en el tiempo, y vamos
a trabajar Unicamente con la poblacion de mujeres. Se trabaja con la poblacion de un solo sexo
para facilitar la matematica del modelo; implicitamente se esta suponiendo que hay suficientes
personas del sexo masculino para sostener las tasas de fecundidad.

Sea n, . el nUmero de mujeres vivas que tienen [x,x + 1) afios cumplidos en el momento t.
Sea P, la probabilidad de que una mujer con [x, x + 1) afios cumplidos sobreviva para cumplir
los x + 1 afios. Sea F, el nimero de hijas nacidas vivas en el intervalo [t, t + 1) por cada mujer
viva que tiene [x, x + 1) afios en el momento t. Entonces, si partimos del momento t = 0, la
distribucion de la poblaciéon en t = 1 viene dada por:

m

Ny1 = Z Eny,

x=0
ny1 = PoNgyo
ny1 = Py
N3y = PNy
N1 = PnMimpo
Si lo expresamos en forma matricial queda
Mno =ng

donde n, y n, son vectores columna que tienen la distribucion por edades de la poblacién en
t =0yt =1, respectivamente. Y la matriz M viene dada por

Fo Fr Fp ... Fer Fr Fiyq Fm-1  Fn]
P, 0 O 0 0 0 0 0
0 P O 0 0 0 0 0
0 0 P 0 0 0 0 0
0 0 0 Peey O 0 0 0
0O 0 O 0 Py 0 0 0

0 0 O 0 0 0 Pp_1 0O

”'Un modelo de poblacién estacionaria es la tabla de mortalidad.
8 Este supuesto se puede relajar si se supone que las tasas de migracion neta se mantienen constantes.
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Esta es una matriz cuadrada de tamafio (m + 1) X (m + 1). Téngase presente que m + 1 es la
cantidad de grupos de edad que consideramos. Por definicion cada P, € (0,1] y F, = 0 para
todo x. A esta matriz se la denomina matriz de Leslie, en honor a Leslie (1945).

Las matrices de Leslie tienen tres caracteristicas que las definen:
1. En la primera fila estan las F, que se construyen a partir de las tasas especificas de
fecundidad por grupos de edad.
2. En la subdiagonal que comienza en el elemento (2,1) de la matriz estdn las
probabilidades de sobrevivir al siguiente grupo de edad.
3. Los demaés elementos de la matriz son cero.

Para calcular la poblacién en un momento cualquierat = t

M™n, = n,
Notese que la matriz de Leslie es una matriz de transicion de un periodo al otro como las
matrices estocasticas o cadenas de Markov. Sin embargo, a diferencia de éstas, las matrices
de Leslie estan conformadas por vectores columnas. Por lo tanto, el elemento de la fila i,
columna j, m;; representa la contribucion del grupo de edad j al grupo de edad i. Ademas, las
matrices de Leslie no estan conformadas por vectores estocasticos.

Un ultimo comentario respecto a las edades de la matriz. En esta exposicion matematica se
tomaron edades simples para facilitar la notacion, pero esto no necesariamente debe ser asi.
Por ejemplo, se pueden tomar grupos quinquenales de edad, e.g., 0 a 4,5 a 9, 10 a 14, etc.
Ademas, se comienza con un primer grupo de edad que es x = 0, pero esto es una cuestion de
notacion también, ya que este grupo puede hacer referencia a las mujeres entre 15 y 19 afos,
por ejemplo.

4.1 Demostracion del teorema fundamental de la Demografia

Antes de demostrar el teorema invocando el teorema de Perron debemos estudiar algunas
propiedades de las matrices de Leslie; concretamente, si son reducibles® o no, su ecuacion
caracteristica, y si son primitivas'® o no. Inicialmente vamos a suponer que F, > 0 para todo
x, Y luego discutiremos como se puede relajar este supuesto.

4.1.1 Propiedades de las matrices de Leslie

Comencemos con el caso mas simple en donde hay dos grupos de edad, es decir, m = 1.
4.1.1.1 Dos grupos de edad

La matriz de Leslie es

% Una matriz es irreducible (o0 no descomponible) si y solo si se puede ir de cualquier estado a cualquier otro, no
necesariamente en un periodo (Grinstead y Snell, 2012). Una definicion alternativa consiste en que no sea similar
a una matriz particionada triangular superior (Bernardello et al., 2004). Una matriz es reducible cuando no es
irreducible.

10 Una matriz es primitiva si y solo si se vuelve positiva cuando se la eleva a alguna potencia. Esta definicion
sugiere que las matrices primitivas son matrices irreducibles que estdn mas cerca de ser matrices positivas. Luego
veremos otra definicién que sugiere otra interpretacion. En la teoria de cadenas de Markov, a las matrices
primitivas también se las suele llamar regulares, aunque el autor prefiere no usar esta Gltima acepcion ya que
también se refiere a matrices invertibles.
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[Fo Fy

P, O

Esta matriz es irreducible ya que si elegimos I = 1y J = 2 entonces a, , # 0, y si elegimos
I =2y] =1, entonces a,, # 0. Una forma de representarla es con el siguiente diagrama de
nodos o grafo:

~ Py —
—» Y
r.i 93:_’__ ___;_\D
Fy~ Fi

Los nodos de este diagrama expresan los grupos de edad de la poblacion: 0y 1. La flecha que
va del nodo i al j representa la contribucion de la poblacion con edad i a la poblacion con
edad j. En este caso:
e Lacontribucion de 0 a 1 esta mediada por la probabilidad de sobrevivir hasta esa
edad: P,.
e Lacontribucion de 0 a 0 esta mediada por la cantidad de hijos que tienen las mujeres
del grupo de edad 0: F,.
e Lacontribucion de 1 a 0 esta mediada por la cantidad de hijos que tienen las mujeres
del grupo de edad 1: F;.

No hay una relacién directa del nodo 1 consigo mismo, pero si hay una relacion indirecta: la
flecha F; y luego P,. Lo que quiere decir es que las mujeres en 1 contribuyen a 1 teniendo
hijos que sobreviven hasta 1.

Con este diagrama es mas sencillo observar que todos los estados estan conectados (directa o
indirectamente) con los demas, por lo que la matriz es irreducible. Siguiendo con este
ejemplo, si quisiésemos hacer que M sea reducible podemos fijar F; = 0 para que el
diagrama quede

(O)— (1)

A N

(5

Fy

Es claro que no hay forma de ir del estado 1 al estado 0, ni tampoco al estado 1. Por ello, esta
matriz es reducible o descomponible.

Volvamos al caso en que F, > 0 para el ultimo grupo de edad. Notese que si fijaramos F, =
0, la matriz seguiria siendo irreducible.

Veamos su ecuacion caracteristica;

FO_/’{ F]_

P, -1 =(F0—)\)(—)L)—F1P0=7\2—F07\—F1P0

det(M — Al =
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Esta ecuacion caracteristica tiene un solo cambio de signo. Por lo tanto, por el teorema de los
signos de Descartes!! hay una sola raiz positiva.

Finalmente, elevando la matriz M al cuadrado vemos que todos sus elementos son positivos.
Por lo tanto, la matriz es primitiva.

MZZ[FO FlHFO Fy :[F()2+F1Po FoFy
P, Of|Py, O PyF, PyF,

4.1.1.2 Tres grupos de edad
Pasemos al caso enque m = 2

Fb F F
P, 0 0
0 P, 0

SiseeligeI =3y J = {1,2} vemos que a;; = 0y, por lo tanto, la matriz es irreducible.

IJ

Py ™ 1
0) (1 {2)
Q E o >/
C/ 1?_—_7—_:__7__:— - )__/
Fy

-

£

El diagrama de nodos constata que M es irreducible ya que cualquier estado puede alcanzarse
desde cualquier otro estado.
e Lacontribucion de 0 a 1 estd mediada por la probabilidad de sobrevivir hasta esa edad:

P,.

e Lacontribucion de 1 a 2 estd mediada por la probabilidad de sobrevivir hasta esa edad:
P;.

e La contribucion de 0 a 0 estd mediada por la cantidad de hijos que tienen las mujeres
del grupo de edad 0: F,.

e La contribucion de 1 a 0 estd mediada por la cantidad de hijos que tienen las mujeres
del grupo de edad 1: F;.

e La contribucién de 2 a 0 estd mediada por la cantidad de hijos que tienen las mujeres
del grupo de edad 2: F,.

Como en el caso anterior, la matriz se vuelve reducible si E, = 0 en el Gltimo grupo de edad.
Notese que, por otro lado, si F, = 00 F; = 0 con F, > 0, la matriz sigue siendo irreducible.
Lo que determina la irreducibilidad de la matriz es la F, del Gltimo grupo de edad, ya que una
vez conectados el Gltimo y primer grupo de edad, las relaciones de sobrevivencia P, se encargan
de conectar todos los demaés.

Veamos su ecuacion caracteristica.

FO - /1 F1 F2
det(M - AI) == PO _A 0 = AB - Fo)\z - Flpo)k - P1P0F2
0 P1 _A

11 Sj los términos de un polinomio con coeficientes reales se colocan en orden descendente de grado, entonces el
ntmero de raices positivas es igual al nmero de cambio de signos, 0 menor por una diferencia par.
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La ecuacion caracteristica tiene un solo cambio de signo. Por lo tanto, por el teorema de los
signos de Descartes hay una sola raiz positiva.

Finalmente, se comprueba que elevando al cubo la matriz M todos sus elementos son
positivos.

Fo® 4 FoF Py + PoFoF, + PyPiF, FZF, + FoPiF, + PyF? F2F, + P,F,F,
M3 = PyF¢ + P2F, PyFyF, + P,P,F, PyF,F,
PyP, Fy PyP, Fy PyP, F,

Por lo tanto, la matriz es primitiva.
4.1.1.3 Cuatro grupos de edad y més
Veamos un caso mas, m = 3. La matriz M queda

Fo F, F, F;

P, O 0 O

0 P, 0 O

0 0 P, O

y el diagrama de nodos
- /[‘] ~ B TN Py /2\\ Py /;\
‘ N \2/ N
\_’>‘é§;__j__7 L ?;'2 I —— . /
Fy [ — -
I

Como todos los estados estan conectados la matriz es irreducible. Ademas, en este
procedimiento de comenzar por el caso mas simple e ir agregando grupos de edad, queda
claro que al agregar un grupo de edad mas cuya E, es distinta de cero, la matriz M sigue
siendo irreducible!?.

Adicionalmente, la matriz M* tiene todos sus elementos positivos y, por lo tanto, es
primitiva.
VVeamos la ecuacion caracteristica.
Fp—A F, F, F;
PO _A O O
0 P -1 0
0 0o P, -2
Esta ecuacidn caracteristica tiene un solo cambio de signo. Por lo tanto, por el teorema de los
signos de Descartes hay una sola raiz positiva. Si dividimos por A* y despejamos
1 == Fox_l + Flpo)\_z + F2P1PO)\_3 + F3P2P1P0A_4
Usando sumatorias y productorias podemos reexpresar esta ecuacion de la siguiente forma

det(M _)\I) = = A4 _Fo)L3 _F1P0)L2 _F2P1P0}\_F3P2P1P0

3 i-1
=3 (e
i=0 j=0

12 para una demostracion formal véase Sykes (1969).
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Si generalizamos esta expresion para m+1 grupos de edad (Keyfitz & Caswell, 2006)

m i-1
1= Z Fa~it 1_[ P; (4-1)
i=0 j=0

Esta ecuacion es la version discreta de la ecuacion integral de Lotka (1977).

Luego de discutir las propiedades de irreducibilidad y primitividad, y arribar a la ecuacion
discreta de Lotka, ya podemos demostrar el teorema que nos interesa. En concreto, vamos a
demostrar que, si las tasas de fecundidad y mortalidad permanecen constantes, entonces la
poblacion alcanza una distribucion estable en el largo plazo. Vamos a demostrarlo de dos
maneras distintas: en la primera vamos a suponer que la matriz de Leslie es diagonalizable,
esto es una simplificacion que permita que la demostracidn sea mas directa e intuitiva, y
luego vamos a generalizarlo para el caso en que M no es necesariamente diagonalizable.

4.1.2 Demostracion cuando M es diagonalizable

Si suponemos que los autovectores de M son linealmente independientes®®, entonces estos
forman una base de R™*1. Como el vector de poblacion en el momento inicial es un vector
de R™*1, podemos escribirlo como una combinacion lineal de los autovectores:

ng = cwt + cuw? + o+ g w™t!

donde w' es el autovector asociado al i-ésimo autovalor. Los coeficientes c; se determinan
una vez conocido el vector de poblacion inicial ny.

Vamos a multiplicar miembro a miembro por M.
m+1
Mn, = z c;Mwt
i=1
m+1
n, = z cih; wh
i=1
Multiplicando nuevamente por M.
m+1
Mn; = Z cAMwt
i=1
m+1
— 2 i
n, = Z Cl')\l' w
i=1
Es claro que multiplicando repetidas veces se obtiene la siguiente solucidn para determinar el
vector de poblacion en el momento t

13 Suponer que la matriz M tiene m + 1 autovectores linealmente independientes es lo mismo que suponer que es
diagonalizable.
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m+1
ng = z cilitwi

i=1
Esta solucion es una suma ponderada de m + 1 términos exponenciales, donde los
ponderadores c; se determinan por las condiciones iniciales del problema. La trayectoria de la
poblacion en el largo plazo depende de las potencias de los autovalores. Es claro que si |4;| >
1 para algun i, entonces habra crecimiento exponencial; mientras que si |4;] < 1 para todo i,
entonces habré decaimiento exponencial. Los autovalores se obtienen al resolver la ecuacion
discreta de Lotka. Sin embargo, no es necesario conocer todos los autovalores; si supiésemos
que la matriz de Leslie tiene un autovalor que es mayor que los demas en mddulo, entonces el
crecimiento o decrecimiento de la poblacion estara determinada por ese autovalor.

Con los supuestos que hemos trabajado hasta ahora, la matriz de Leslie es irreducible si E, #
0 para el ultimo grupo de edad, y es primitiva si E, # 0 para todos los grupos de edad. Como
la matriz M es primitiva, por el teorema de Perron'* sabemos que tiene un autovalor real
positivo A*, que es una raiz simple de la ecuacion caracteristica y que excede el modulo de
todos los demas autovalores. A esta raiz dominante le corresponde un autovector
estrictamente positivo.

Ademas, esta es la Unica raiz positiva, ya que la ecuacion caracteristica tiene un solo cambio
de signo y entonces, por el teorema de los signos de Descartes, el nimero de raices positivas
es uno. Los demas autovalores de M son numeros negativos o complejos.

Si dividimos por (1*) y hacemos tender t — o

m+1 )\ t (4_2)
. Ny . i i X %
lim = lim C; w!=c'w

=1

o (A o La T

donde w* es el autovector asociado con la raiz dominante de Perrdn, A%, y ¢* es la constante
que multiplica a este autovector.

En el limite cuando t tiende a infinito los demas términos tienden a cero porque todos los
autovalores distintos de 1* son menores que éste en modulo. Esto muestra que si la matriz de
Leslie es primitiva entonces en el largo plazo la estructura de la poblacion converge a una
distribucion estable, que esta dada por w*.

Notese que la estructura por edades de la poblacidn converge a una constante en el largo
plazo, pero la poblacion no necesariamente se debe mantener constante. Lo que converge es
ng .
Gy Por lo tanto:
e 1, crece exponencialmente a latasa 1* si |[A*| > 1.
e n, decrece exponencialmente a la tasa A* si |A*| < 1. En este caso la poblacion se

extingue en el largo plazo.

14 En algunos libros el teorema de Perrén se enuncia para matrices positivas (Bernardello et al., 2004 y
Gantmacher, 2000, entre otros), pero también es valido para un grupo mas amplio de matrices, que obviamente
contienen a las positivas, que son las matrices primitivas. Si el teorema de Perrdn es valido para una matriz positiva
A, entonces los autovalores de A" son los mismos que los de A pero elevados a la h, y los autovectores de A" son
iguales que los de A. Esto junto con la definicidn de matriz primitiva demuestran que, si el teorema de Perron se
cumple en matrices positivas, también se cumple en matrices primitivas.
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e n; Se mantiene constante si |1*| = 1.

Para analizar el crecimiento o decrecimiento de la poblacién s6lo basta estudiar su autovalor
dominante.

A este resultado de convergencia se lo conoce como el teorema fundamental de la demografia
0 el teorema de ergodicidad fuerte (Cohen, 1979). Es un resultado de ergodicidad porque
muestra que la estructura de la poblacion en el largo plazo es independiente de las
condiciones iniciales.

Notese que la ergodicidad se refiere a la estructura por edades de la poblacion en porcentaje,
y no a su valor absoluto. EI nimero de personas en el largo plazo si puede depender de la
poblacion inicial a través de la constante c*.

4.1.3 Demostracion sin suponer que M es diagonalizable

La siguiente demostracion es una adaptacion de la demostracion del teorema 8.1 de Nikaido
(1968).

VVamos a definir el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias lineal de primer orden
t

M
YO = () 7
M
y(t+1) =2y®
El autovector asociado a A* es w* = [w;],,+1, QuUe es un autovector estrictamente positivo por
el teorema de Perron.
Definimos
yi(t)
0:(t) = 114/*

i

Notese que si w* no fuese un vector positivo, entonces algun w;" podria ser cero, y 6;(t) no
quedaria definido.

Ademas, definimos
a(t) = min [6,(t), 02(¢), ..., Om41 ()]
ﬁ(t) = méx [91 (t), 62 (t)' LALp] 9m+1(t)]

Sea [(t) el numero entero para el cual a(t) = 6, (t). Entonces, paratodo i = 1,2,...,m + 1

m+1 m+1
l
yl<t+1>—2 = y,(t)—z —Hg0w) = a2 wiy + ) =LoOw]
J#LUt)
m+1
m; m m; m
< a® 2 wiy + 60 ) SLwi© = [a(®) - BOT L wiy + f(©) Y w
4 j=1(t) ' a j=1 v
J J=

= [a(t) — B(D)] lff” Wi + BOW]

*

= min W— entonces, luego de dividir por w;
i,j i

Si definimos 6 = m1

35
Notas de MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

UBA

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS




yl(t +1) _
Como esto es valido para todo i

Bt +1) < [a(®) —p)]ed + B(D)

B —B(t+1) = [B(O) —a(t)]ed (4-3)

En forma similar, si k(t) es el numero entero para el cual S (t) = ;) (t). Entonces, para todo
i=12,...m+1

< [a(®) = B(D)]ed + B(8)

m+1 m+1
yit+ D) = ) =2y = Z —26,(Ow) = O > "‘“) Wi + Z %Bj(t) w;
j=1 J#Ek()
J2k m+1
= [B(0) - @]‘thm+wo§:F
= (B - a1 “22 wi) + a(®w;
Operando se llega a que
a(t+1) —a(t) = [B(t) —a(t)]ed (4-4)

Como B(t) = a(t), {a(t)} es no decreciente y acotada por encima; mientras que {8(t)} es no
creciente y acotada por debajo. Por lo tanto, por las ecuaciones ((4-3) y ((4-4)

tlim a(t) =a

lim B(t) = B
Esto, junto con la ecuacion ((4-3) o la ecuacién ((4-4), demuestran que a = . Y por la
definicion de a(t) y S(t), queda demostrado que

tlim y(t) =aw”

En la demostracion del teorema no usamos ninguna de las caracteristicas especificas de las
matrices de Leslie (i.e., que los Unicos elementos distintos de cero son los de la primera filay
la subdiagonal); solo supusimos que la matriz era primitiva. En consecuencia, este teorema de

convergencia se aplica a todas las matrices primitivas, sin que necesariamente sean matrices
transicion poblacional, como las cadenas de Markov, por ejemplo.

4.1.4 Matrices de Leslie no primitivas

Un supuesto clave para demostrar el teorema fundamental es que la matriz M es primitiva ya
que sin este supuesto no hubiésemos podido usar el teorema de Perrdn. A partir de esto surgen
dos preguntas:

1. ¢La poblacion puede converger a una estructura etaria estable si la matriz de Leslie no
es primitiva?
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2. ¢Se puede relajar el supuesto de que todas las F, > 0 para que la matriz de Leslie sea
primitiva?

En esta seccion vamos a responder estas dos preguntas.

Antes de comenzar a discutir el supuesto de primitividad vale la pena mencionar que el
supuesto de irreducibilidad no es restrictivo en absoluto, ya que este supuesto dependia
exclusivamente de que la F, # 0 para el Gltimo grupo de edad. Si esto no es asi entonces se
puede truncar la matriz de Leslie en las edades post-reproductivas y trabajar con la submatriz
que contiene los grupos de edad que tienen hijos.

Ahora si consideremos que ocurre si la matriz de Leslie no es primitiva. En este caso no
podemos usar el teorema de Perrén, que fue fundamental en las dos demostraciones que
estudiamos, y solo podemos usar el ler teorema de Frobenius que afirma que el autovalor
dominante es real, simple y positivo, y no es superado en mddulo por los demas autovalores.
Como no podemos asegurar que exista un autovalor mayor a los demas en modulo, entonces
cuando se hace tender t — oo en la ecuacién ((4-2) pueden quedar varios términos.

Por lo tanto, cuando la matriz de Leslie no es primitiva el resultado de ergodicidad no esta
asegurado. Més que eso, podemos afirmar que en este caso la poblaciéon no converge a una
Mt
@t

distribucion estable. Vamos a demostrar que si M no es primitiva entonces tlim no existe,
—00
Mt

@ant

demostrando el contrarreciproco: si tlim existe entonces M es primitiva.
—00

t
Definimos W = lim M

t—o0 (A
t t+1

Cmm%”“=%32£ﬁ=£$£%ﬁ=”ﬂ
Entonces

M

FW =w
donde w es una columna cualquiera de W.

Mw= A"w

Esto implica que w es el autovector asociado a A* o es el vector nulo. Si es el vector nulo
entonces W es la matriz nula, pero esto es un absurdo porque Ww* = gim Mtw* =
—00

tlim (A"t w* para w* positivo y A* positivo, por el ler teorema de Frobenius.

Entonces w = w* y por el primer teorema de Frobenius, este autovector es positivo. Como w
era una columna cualquiera de W, todas las columnas de W son iguales hasta un escalar y
positivas. Pero como

t

W = }1_)1’1;) (A*)t

entonces existe un t para el cual M* > 0, demostrando asi que M es primitiva.

Este teorema solo es valido para matrices irreducibles, por eso en la demostracion pudimos

. . . .M
usar el ler teorema de Frobenius. Puede haber matrices reducibles tales que thm 0L
—00

Un ejemplo de ello son las matrices estocasticas finitas (cadenas de Markov) con un estado

exista.
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absorbente. Alli se converge en el largo plazo a un vector con 1 en el estado absorbente y 0 en
todos los demas estados. Noétese que este vector fijo no es positivo.

Es interesante estudiar un ejemplo de una matriz de Leslie que no sea primitiva para estimular
la intuicion. La siguiente matriz, que podria representar la evolucion de una poblacion de
escarabajos (Leslie, 1945)

0 0 6
c=|%2 0 o0
o 150

no es primitiva. Esta matriz tiene la particularidad de que G2 =G, G3 =1, G* =G, G° =
G™1,G® =1, .... De forma que la distribucién de la poblacion inicial se repite cada tres afos,
y por lo tanto no alcanza una poblacion estable en el largo plazo.

Esta ciclicidad en la poblacién cuando la matriz es irreducible pero no primitiva es una
caracteristica fundamental de estas matrices. La cantidad de periodos que pasan para que la
poblacidn se repita se denomina el periodo de la matriz, que en caso de G es 3. Una forma de
observar el periodo de una matriz es mediante su diagrama de nodos.

1 1
—"—(——C

6

En el grafo de la matriz G se necesitan 3 periodos para, partiendo de O, volvera0:deOala
través del/2,de 1 a2 atravésde 1/3, y de 2 a 0 a través de 6. Se necesitan 3 periodos para,
partiendo de 1, volver a 1, y también se necesitan 3 periodos para, partiendo de 2 volver a 2.
El periodo de una matriz se define como el maximo comdn divisor de estos bucles; como en
este ejemplo son todos 3, el m.c.d es 3.

Una definicién alternativa del periodo de una matriz es la cantidad de autovalores cuyo

7 S 1 3. 1 3. .
modulo es el maximo. Los autovalores de G son 1, >t \/2—_1 ys— gl. Y el mddulo de estos

tres autovalores es 1, o0 sea que hay tres autovalores con médulo maximo, lo cual confirma
que el periodo de la matriz es 3.

A pesar de que G no es primitiva, si tiene un vector fijo, que es el vector asociado al
autovalor unitario. Este autovector es:

3/5
3/10
1/10

que representa una poblacion de equilibrio porque si la poblacion inicial esta distribuida un
60% en el primer grupo de edad, un 30% en el segundo y un 10% en el tercero permanecera
alli para todos los periodos subsiguientes. Sin embargo, como ya vimos y demostramos, este
equilibrio no es estable porque partiendo de cualquier otra distribucion de poblacion inicial
no se llega a él, sino que la poblacion oscila en el tiempo.

Pasemos ahora a la segunda pregunta que guia esta seccion. Ya que probamos que el supuesto
de primitividad es fundamental para que la poblacion converja a una distribucion estable en el
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largo plazo, ¢cuales son las condiciones que debe cumplir la matriz de Leslie para que sea
primitiva?

La respuesta es que una matriz de Leslie irreducible es primitiva si la tasa de fecundidad es
estrictamente positiva para dos grupos de edad adyacentes.

Para demostrar esto vamos a usar una definicion alternativa de matriz primitiva a partir del
periodo de una matriz que ya definimos. Una matriz irreducible es primitiva si y solo si su
periodo es uno®®. Ademas, el periodo puede calcularse a partir de la ecuacion caracteristica.
Si consideramos la ecuacion discreta de Lotka ((4-1), multiplicamos por A™*! y reordenamos

m i-1
Am+1 + Z Fixm—i 1_[Pj =0
i=0 j=0

Esta es la ecuacion caracteristica de una matriz de Leslie de dimensién m + 1. Entonces, el
periodo de la matriz de Leslie es igual al méximo comun divisor de las diferencias de los
exponentes de A, (ver demostracion en la pag. 80 de Gantmacher, 2000) que en el caso de que
F; > 0 para todo i, todas las diferencias son 1, y el m.c.d también es 1.

fm+1-mm-(m-1),m-1-(m-2),..,1-0}={1,1,1,...,1}
Esto es una demostracién mas formal de algo que ya habiamos comprobado heuristicamente:
si todas las F; > 0 entonces la matriz de Leslie es primitiva.

Con estas nuevas definiciones y teoremas es facil ver que si la F; > 0 para dos grupos de
edad adyacentes entonces el periodo es 1, y la matriz es primitiva. Supongamos que existe un
indice i talque F; > 0y F;;; > 0,y unenterod que esdivisoraiyai+ 1al mismo

. . .. . . . i 1
tiempo. Si d es divisor de i entonces é €s un entero, pero si es asi entonces é + 7 nunca

podria ser un entero salvo que d = 1. Asi demostramos que una condicion suficiente para que
la matriz de Leslie sea primitiva es que las tasas de fecundidad sean positivas para dos grupos
de edad adyacentes. La virtud de esta condicion es que ocurre en casi todas las poblaciones
humanas.

Esta condicion se puede relajar ain mas. Es necesario y suficiente para que una matriz de
Leslie irreducible sea primitiva con que el m.c.d de los subindices de las F; > 0 sea uno (ver
demostracion en el teorema 6 de Sykes, 1969).

Antes de pasar a la siguiente seccion con la aplicacién a la poblacion completa de Argentina,
se realiza un ejemplo simple para terminar de fijar los conceptos de este apartado.

Ejemplo 1
Consideremos la siguiente matriz:

15 Esta otra definicion sugiere que las matrices primitivas son matrices irreducibles que no presentan un
comportamiento ciclico, es decir, son aperiodicas.
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Esta matriz es una matriz de Leslie porque, salvo la primera fila y la subidagonal, todos los
elementos son cero. Esta matriz es irreducible porque F, = % > 0, y es primitiva porque F; y

F,, que son las tasas de fecundidad de dos grupos de edad adyacentes, son positivas. Con esto
y por el teorema que demostramos, podemos afirmar que la poblacion representada por esta
matriz de Leslie convergerd a una distribucion estable. Para calcular su tasa de crecimiento
hallamos los autovalores. La ecuacion caracteristica de esta matriz es

-3+ 1/1 + 1 0
2 8
Ensayamos como raiz A; = — % que verifica la ecuacion. Luego de aplicar Ruffini obtenemos
la siguiente ecuacion
—2% + 1/1 + L 0
2 4
Que luego de aplicar la formula resolvente arroja las otras dos raices:

Lo V5
27 4
_1-+5
T4
El autovalor dominante es 4,. Su existencia ya estaba asegurada por el teorema de Perron y
porque la matriz de Leslie de este ejemplo es primitiva. En este caso el autovalor dominante
es menor a 1, lo que indica que la poblacién decrecera aproximadamente A, — 1 = 19%
cada periodo, y se extinguira en el largo plazo. Ademas, el autovalor dominante es el Gnico

autovalor positivo, como afirmaba el teorema de los signos de Descartes. El autovector
asociado es

'<1 + \/§>2'
4 0,655
1+V5 |= [o,405]
8 0,25
1
4

Que lo vamos a normalizar para que nos de la distribucion de la poblacién en cada grupo de
edad (la piramide poblacional):
0,5
[0,3 1]
0,19

4.2 Estimacion de la poblacion estable de Argentina

Con la finalidad de ilustrar los resultados matematicos de la seccion anterior, en esta seccion
se estima la poblacion estable de Argentina a partir de las tasas de fecundidad (INDEC, 2013a)
y las tablas de mortalidad 2008-10 (INDEC, 2013b), que son los tltimos datos disponibles.
Como las tasas de fecundidad son todas positivas para las edades reproductivas de 15 a 49 afios,
la poblacion convergera a una distribucion estable en el largo plazo, independiente de la
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poblacion inicial, si se mantienen constantes las tasas de fecundidad y mortalidad. En este
ejercicio vamos a considerar una matriz de Leslie para todos los grupos de edad (no solo de las
edades reproductivas) y que contemple la poblacion de varones también. De esta forma el
resultado del ejercicio seréd la piramide poblacional completa para cada sexo. La matriz de
Leslie tendré la siguiente estructura:

0 .. FM_.o .. FM_, 0 0 .. 0 0 . 0 .. 0 0]
PM, 0 w0 0 0 .. 0 o . 0 . 0 0
0 . PM,, .. O 0 0 0 0 0 0 0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 PM .0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 PM .o 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 PY, .. 0 0 0 0 0
0 FYe 1o FYe 4o 0 0 .. 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 .. Py O 0 0 0
0 0 0 0 0 .. 0 PV, 0 0 0
0o .. 0 w0 0 0 .. 0 0 w P .. 0 0
0o .. 0 w0 0 0 .. 0 0 . 0 .. Pl O

donde los supraindices M y V indican la subpoblacion de mujeres y de varones,
respectivamente.

Esta es una matriz de dimension 40 x 40, en donde los grupos de edad considerados son
quinquenales, es decir, 0-4, 5-9, ..., 95-99. Si la expresamos con submatrices quedaria de la
siguiente forma:

M M
F1><20 01><20

M M
P19><20 019><20
14 M
F1><20 01><20

M |4
019><20 P19><20

donde la submatriz F contiene las tasas de fecundidad, la submatriz P contiene las relaciones
de supervivencia, y la submatriz nula es 0. Los subindices indican la dimension de cada
submatriz.

Las relaciones de supervivencia se calcularon a partir de las tablas de mortalidad de varones y
mujeres (INDEC, 2013b) haciendo:
L
55x
P ., =
5t x—x+4 5Lx—5
Las tasas de fecundidad de la primera fila se calcularon a partir de las tasas especificas de
fecundidad publicadas en INDEC (2013a), y se las desagregd por sexo con el indice de
masculinidad del grupo de edad 0 a 4 del Censo 2010. Ademas, a estas tasas de fecundidad se
las multiplico por la relacion de supervivencia de los nacimientos P, de las tablas de
mortalidad.

Una vez construida la matriz de Leslie podemos calcular la distribucion estable y su tasa de
crecimiento calculando su autovalor dominante y su autovector asociado. Estos célculos se
realizaron en R. El autovalor dominante es 1* = 1.024381, que refleja la tasa de crecimiento
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quinquenal de la poblacién, es decir, la poblacion crece al 2,43% cada cinco afos. Si
calculamos la tasa de crecimiento continua equivalente, que es la mas usada en Demografia:

_In(x)
E

Esta es la tasa de crecimiento anual intrinsecal® y muestra que la poblacion crecera al 0,48%
por afio en el largo plazo.

r = 0,48%

La distribucion estable se muestra en el Grafico 1, y la poblacién censada corregida del 2010
(INDEC, 2013a) en el Gréfico 2.

Graéfico 1: Piramide de la poblacion estable de Argentina.
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Fuente: Elaboracion propia en base a las estimaciones del autor.

De acuerdo con lo esperado, la piramide de la poblacién estable muestra una participacion
decreciente de los grupos de edad méas avanzados, con una mayor participacion de varones en
los grupos de edad mas jovenes por el indice de masculinidad, que es mayor a 100, pero luego
las mujeres superan a los varones en la distribucion porcentual por la sobremortalidad
masculina en la adultez.

16 Se llama asf porque es la tasa intrinseca a los patrones de mortalidad y fecundidad imperantes, pero no es la tasa
a la que va a crecer la poblacion argentina en la realidad, ya que ésta depende también de las tasas de mortalidad
y fecundidad pasadas y futuras.
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Graéfico 2: Piramide de la poblacion de Argentina en 2010.
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Fuente: Elaboracion propia en base a INDEC (2013a).

Se puede interpretar a la piramide del Grafico 1 como el resultado de dejar actuar durante un
tiempo lo suficientemente largo las tasas de mortalidad y fecundidad sobre la poblacion del
Gréafico 2. Como resultado se obtiene una piramide mas lisa, sin historia. Por el contrario, la
piramide del Gréafico 2 tiene grupos de edad con una participaciéon mas alta que grupos
adyacentes, como los de 10-14 y 15-19 en las mujeres, o con igual participacion, por ejemplo
hay tantos varones con 5-9 afios que varones con 10-14. Esto solo puede ocurrir por cambios
en las tasas de fecundidad, mortalidad o migraciones.

Es importante remarcar que se hubiese llegado a la misma piramide del Gréfico 1 si se partia
de cualquier poblacidn, ya sea la del Grafico 2 o cualquier otra, porque la distribucion estable
depende solamente de la fecundidad y la mortalidad por el teorema de ergodicidad fuerte.

Un ejercicio interesante que se puede hacer es cambiar alguna de las tasas de fecundidad o
mortalidad en una determinada proporcion o replicar la de otro pais para evaluar como seria la
poblacidn estable bajo este nuevo patron de fecundidad y mortalidad. Este experimento seria
analogo al de estatica comparativa que se usa frecuentemente en economia, y el teorema de
ergodicidad fuerte cumple un rol similar al principio de correspondencia de Samuelson.

Referencias

Bernardello, A., Bianco, M. J., Casparri, M. T., Garcia Fronti, J. & Olivera de Marzana, S.
(2004). Matematica para Economistas con Excel y Matlab. Omicron System

Cohen, J. E. (1979). Ergodic theorems in demography. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 1(2),
275-295.

Gantmacher, F. (2000). The Theory of Matrices. Volume Two. American Mathematical Society.

43
Notas de MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

JUBAECON0OMIcas [

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS




Grinstead, C. M. & Snell, J. L. (2012). Introduction to Probability. Providence, RI: American
Mathematical Society.

INDEC (2013a). Estimaciones y proyecciones de poblacion 2010-2040: Total del pais (1aed.)
[Serie Analisis Demografico n°35].

INDEC. (2013b). Tablas abreviadas de mortalidad por sexo y edad 2008-2010: total del pais
y provincias (1a ed.) [Serie Analisis Demogréfico n°37].

Keyfitz, N. & Caswell, H. (2006). Applied Mathematical Demography. Springer New York.

Leslie, P. H. (1945). On The Use of Matrices in Certain Population Mathematics. Biometrika,
33(3), 183-212.

Lotka, A. J. (1977). The Stability of the Normal Age Distribution. En Mathematical
Demography: Selected Papers (pp. 101-107). Berlin, Heidelberg, Springer Berlin
Heidelberg.

Nikaido, H. (1968). Convex Structures and Economic Theory. Emerald Group Publishing
Limited.

Steen, L. A. (1973). Highlights in the History of Spectral Theory. The American Mathematical
Monthly, 80(4), 359-381.

Sykes, Z. M. (1969). On Discrete Stable Population Theory. Biometrics, 25(2), 285-293.

44
Notas de MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

UBA

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS




5
Dinamica temporal
continua.
Ecuaciones y
estabilidad.

Pablo Matias Herrera
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Introduccién

En matemaética para economistas se utilizan diferentes conceptos y técnicas matematicas para
la representacion de fendmenos econdmicos. En la representacion de estos fendmenos se
pueden distinguir diferentes etapas. La primera de ellas esta asociada con el planteo del modelo.
En esta etapa se identifican cuales son las variables que se determinan dentro (enddgenas) y
cudles vienen dadas para el modelo en cuestion (exdgenas o pardmetros). También se
determinan qué tipos de ecuaciones se utilizaran para representar los diferentes fendmenos y
codmo estas ecuaciones se relacionan entre si. Una vez planteado el modelo, se procede a su
resolucion mediante el conocimiento de técnicas matematicas. Generalmente la resolucion del
modelo esté asociada con la resolucion del sistema de ecuaciones que se utilizo para el planteo
del modelo. Finalmente, una vez resulto el modelo, se procede al andlisis del fenGmeno a través
del anélisis del resultado.

En este sentido, el conocimiento de diferentes conceptos y técnicas matematicas permite la
representacion de diferentes fendmenos econémicos mediante modelos matematicos. En
particular, las ecuaciones funcionales son utilizadas en matematica para economistas para la
representacion de fendmenos econdmicos que presentan una dinamica temporal. La
representacion de la dindmica temporal se puede realizar considerando la variacion del tiempo
en forma continua o en forma discreta y para ello es necesaria la comprension de ecuaciones
diferenciales y de ecuaciones en diferencia respectivamente. La comprension de estos
elementos matematicos permitird plantear modelos que capten fendmenos dindmicos, su
resolucion y su posterior analisis.

En el presente capitulo se expondran diferentes resultados matematicos asociados a una
dindmica temporal continua. En una primera parte, partiendo de una definicion genérica de
ecuaciones diferenciales, se presentaran resultados asociados a las ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes. En una segunda parte se realiza una introduccion al
concepto de estabilidad. En una tercera parte se representa el fenémeno econémico de mercado
mediante un modelo matematico con una dinamica temporal continua y se utiliza lo
desarrollado en los primeros apartados para su resolucion y posterior analisis.

Para el proceso expositivo de este capitulo se siguen los procesamientos didacticos de dos
referencias. Las primeras dos partes se desarrollaron siguiendo el proceso didactico propuesto
en Bernardello et al (2009). Para el desarrollo de la tercera parte se sigue la propuesta de un
ejercicio de Chiang & Wainwright (2005) que es resuelto y analizado a partir del desarrollo del
presenta capitulo.

5.1 Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones funcionales. Una ecuacion funcional es una
ecuacion cuya incognita es una funcion. Resolver una ecuacion funcional significa encontrar
una funciéon incognita que satisfaga la ecuacion funcional idénticamente, es decir, para
cualquier valor admisible de la variable independiente que aparece en la funcién. En este
capitulo se abordara el caso en el que la variable de la que depende la funcién se toma como
variable continua.

Se denomina ecuacion diferencial de orden n a una relacion de la forma f (¢t, y(¢t), ..., y(©)™) =
0, siempre que y(t) y y(t)™ no sean idénticamente nulos. y(t) es la funcion incognitay y(t)™
es la derivada parcial de y con respecto a t, n veces. Para simplificar, y(t) = y Ay(t)™ = y™.
Si de la forma se puede despejar y™ se obtiene la forma llamada normal: y"* = g(t,y, ...,y ).
Cuando interviene una sola variable independiente, se dice que la ecuacion diferencial es
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ordinaria. Si intervienen dos 0 mas variables independientes se trata de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales. El orden de una ecuacion diferencial est4 dado por la derivada de mayor
orden. Si la ecuacién diferencial ordinaria puede expresarse como un polinomio en las
derivadas, su grado est& dado por el mayor exponente de la derivada de mayor orden.

Las ecuaciones diferenciales que pueden expresarse de la forma: Y7, f;(£)y™ ¢ = g(¢t) se
clasifican como lineales. Si g(t) = 0 se denomina ecuacion lineal homogénea. Si g(t) # 0 se
denomina ecuacion lineal completa. La solucidn de cada una de estas ecuaciones (encontrar la
o las funciones incognitas que satisfagan la ecuacién de manera idéentica, es decir, para
cualquier valor de la variable) se denominan homogénea y completa respectivamente. El
conjunto de todas las soluciones posibles recibe el nombre de solucion general de la ecuacion.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales presentan propiedades que permiten su analisis.
Estas propiedades se presentan a continuacion:

Propiedad 1: Si y; e y, son dos soluciones cualesquiera de una ecuacién en diferencias lineal
homogénea de orden n, entonces ys; = c¢;y; + ¢y, también es una solucién homogénea,
siendo ¢, Y ¢, constantes arbitrarias (niUmeros reales o complejos).

Y3 =C1Y1 T )2
Y3 = yi +6y;

Demostracion:

n n n
D Oyt ey =a ) O+ ) iy =0

Dado que Xi, fi(£) y =" = 0y que X7, fi(t) y3~* = 0 se demuestra que X7, f;(¢) y3 ™" =
0. Por lo tanto, cualquier combinacion lineal finita de soluciones linealmente independientes
de la ecuacion homogénea es una solucion homogénea.

Un conjunto de n funciones {y; ...y,,} es linealmente dependiente si existen n constantes
¢y ... Cp NO todas nulas tales que la combinacion lineal c;y; + -+ + ¢, ¥, = 0. Si laidentidad se
verifica para c; = - = ¢, = 0, entonces el conjunto es linealmente independiente.

Como la identidad es valida para todo t, se puede escribir:
c1y1+ -ty =0

Yyttt oy =0
Matricialmente:

yi ot Y q[e] [0
it o oy Hled o
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Si el determinante de la matriz de coeficientes®’ es distinto de cero, entonces el sistema es
compatible determinado y la Unica solucion del sistema corresponde a la solucion trivial (al
vector nulo). Entonces el conjunto de soluciones {y; ...y,,} es linealmente independiente. Si,
por el contrario, el determinante de la matriz de coeficientes es cero, entonces el sistema es
compatible indeterminado y existen soluciones diferentes de la trivial. Entonces el conjunto de
soluciones {y, ... y,} es linealmente dependiente ya que la identidad c;y; + -+ + ¢y, = 0 se
cumple para algin valor de ¢; # 0 (i: 1, ..., n).

Por propiedad 1 cualquier combinacion lineal finita de soluciones de la ecuacion homogénea
es también una solucion homogénea, de modo que el conjunto de todas las soluciones posibles
es un espacio vectorial. Cualquier base de dicho espacio debe ser un conjunto de soluciones
linealmente independientes que lo generen; ese conjunto recibe el nombre de sistema
fundamental de soluciones y la expresidn que representa el conjunto solucion se denomina
solucién general. En este caso en particular se hara referencia a la solucién general de la
ecuacién homogeénea y estard expresada por:

n

Yn = z CiYi

i=1
Propiedad 2: Si y;, es solucion de la ecuacion homogénea y y, es solucion de la completa,
entonces y = y;, + y, s solucion de la completa.

Demostracion:
Y RO =Y O f@ = g®
i=0 i=0 i=0

Dado que Z?zofi(t) yrt=0 y que Yr,fi(®)yri=g(t) se demuestra que

rofi®) y™t = g(¢t). Por lo tanto y es solucidn de la ecuacidn en diferencias completa y, en
caso de que la solucion homogénea sea la solucion general, y se denominara y, y sera la
solucion general de la ecuacion diferencial completa.

Una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes se presenta cuando f (t) pasa a estar
representado por un parametro:

n

> a0

i=0
La solucion general homogeénea de la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes,
: ~o al-y’_“l =0, viene dada por y, =X, c;y; si las y; son soluciones linealmente
independientes.

Para determinar las funciones y;, se realiza un ensayo de solucion homogénea dado por: y =
e’t.

Aplicando las sucesivas derivadas de la funcién se puede deducir que:

17 El determinante del sistema homogéneo se denomina wronskiano.
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y =re't

yn—i =mrn—iert

Reemplazando en la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes: Y7, a;r" te™ =
0. Como e™ # 0, para que se cumpla la igualdad, se tiene que cumplir que X%, a;r™"* = 0.
A esta Ultima expresion se la denomina ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial. Las
soluciones de la ecuacién caracteristica vienen dadas por las n raices (r;) del polinomio

caracteristico (X1, a;r™ ™).

El conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial que en forma genérica estaba dado por
{y; ...vn}, ahora se encontrard dado por {e™!...e™!}. Para poder conformar la solucién
homogénea general de la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, hay que
analizar laindependencia lineal de las soluciones teniendo en cuenta las posibilidades en cuanto
al conjunto de raices caracteristicas. Estas pueden ser reales y distintas, reales multiples y
complejas conjugadas.

En el caso de que las raices sean reales y distintas, la solucion general de la ecuacion diferencial
homogénea queda expresada cOmo:

n

i=1
En el caso de que las raices reales presenten un orden de multiplicidad (se repitan), hay que
encontrar tantas soluciones linealmente independientes como orden de multiplicidad
multiplicando por la variable independiente representada por t. Tomando por ejemplo el caso
de orden de multiplicidad m (r;, = --- = 1;;,) la solucion homogénea general correspondiente

sera (para los términos repetidos):
m
Vi = Z Cierittm_i
—

l

En el caso de que las raices sean complejas conjugadas, las dos soluciones se pueden expresar
como la multiplicacion de una funcion real y una funcién compleja. Haciendo una
transformacion que conecta los nimeros complejos con funciones del tipo trigonométricas, la
solucién general homogénea para el par de raices complejas conjugadas queda expresado en
su forma polar por:

yn = e*[c; cos(Bt) + cysen(Bt)]

Si las raices complejas conjugadas son multiples, el proceso de independencia es similar al que
se aplica en el caso de raices reales multiples.

Una vez obtenida la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea, hay que hallar la
solucion de la ecuacion diferencial completa. En el caso de ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes, es posible utilizar el método de los coeficientes indeterminados. El
método consiste en replicar el segundo miembro de la ecuacion diferencial a partir del ensayo
de una funcion genérica del tipo que presenta g(t). A partir de ese ensayo de solucion se
calculan los coeficientes de la funcidn ensayada en base a la réplica de la ecuacion diferencial.
El célculo de esos coeficientes y la correspondiente especificidad de la funcion ensayada sobre
la forma de g(t), conforman la solucion completa. Hay que aclarar que el método no es
aplicable a toda g(t), sino solo para aquellas funciones del mismo tipo que pueden aparecer
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en la solucion homogénea de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, es
decir: exponenciales, polindbmicas, trigonométricas, sumas y/o productos de todas ellas.

La solucién general, a partir de lo analizado en las propiedades de ecuaciones diferenciales
lineales, surge de la sumatoria entre la solucion homogénea general y la solucion completa. La
solucion particular de una ecuacion diferencial consiste en el calculo de las constantes
arbitrarias que se incluyen en cada uno de los términos de la solucion homogénea y se calcula
a partir de las condiciones iniciales de la ecuacion.

En el proximo apartado se presentan el concepto de estabilidad asociado a una ecuacion
diferencial. En una primera instancia se asocia el concepto de estabilidad con el
comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial. Seguidamente, para el caso de
una ecuacion diferencial con coeficientes constantes de primer orden, se asocia la solucién
completa con la solucion de equilibrio. Finalmente, teniendo en cuenta el caso de raices reales
y distintas, se deducen las condiciones de estabilidad a partir del valor de las raices de la
ecuacion caracteristica y se mencionan diferentes condiciones que permiten el analisis de la
estabilidad sin necesidad de conocer el valor de las raices.

5.2 Estabilidad

La estabilidad es un concepto que permite caracterizar a la solucion de una ecuacién
diferencial. Este concepto se analiza a partir del comportamiento de esa solucién. Se dice que
la solucidn de la ecuacion diferencial es estable si la solucion homogénea tiende a cero a medida
que la variable independiente tiende a infinito. Si se cumple esta condicion, por lo visto en el
primer apartado, la solucion general tiende a la solucion completa.

La solucion completa, en el caso de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes,
coincide con la solucién de equilibrio. Para realizar esta asociacion es necesario recordar que
el equilibrio en un modelo econémico estatico se asociaba con una condicion estatica. En los
modelos dindmicos existen trayectorias de equilibrio. Tomando como referencia la ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes de primer orden, y” = yA + B, la estética viene
dada por la no variabilidad de la funcién en el tiempo. En una ecuacion de primer orden, esta
condicion se puede expresar como es: y” = 0. Si se cumple esa condicidn, entonces la funcion
estard en su valor de equilibrio. En términos matematicos, si y" = 0 = y = y*. En el caso de

., . . « B
la ecuacion diferencial planteada y* = e

El valor de equilibrio es coincidente con la solucién completa de la misma ecuacion diferencial.
En este sentido, cuando la solucion de una ecuacion o de un sistema de ecuaciones diferenciales
es estable, la solucion tiende (converge) al equilibrio.

Como involucra al comportamiento de las soluciones, el andlisis de la estabilidad para una
ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes se puede realizar a partir del analisis de
las raices de su ecuacion caracteristica. En términos matematicos, para el caso de raices reales
y distintas, la condicidn de estabilidad se puede deducir de la siguiente manera: dada la solucién
homogénea y" = Y, ¢;e"it, si se saca factor comin la solucién asociada a la mayor raiz (se
supone que es ;) se obtiene y" = e [c; + YL, c;e"i=™)t]. Como todos los exponentes de
las soluciones dentro de la sumatoria son negativos, si se aplica el limite a la solucién
homogénea, se tiene que tILrg c,e™t,
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De esta expresion se deduce que para que la solucién homogénea tienda a cero a medida que
el tiempo tiende a infinito (que la solucion sea estable) es necesario y suficiente que la mayor
de las raices (y consecuentemente todas las demas raices) sea negativa.

También, existen determinadas condiciones que permiten analizar la estabilidad de la solucion
de la ecuacion diferencial sin necesidad de hallar las raices, solo considerando los coeficientes
de la ecuacidn caracteristica. Estas condiciones permiten analizar la estabilidad de ecuaciones
lineales con coeficientes constantes de orden n. Si la ecuacion caracteristica es

m,a;r™t =0, la condicion necesaria es que todos los coeficientes sean positivos (0 todos
negativos) y la condicion necesaria y suficiente, si en la ecuacion caracteristicaa, > 0, es que
todos los menores principales dominantes de una matriz, denominada la Matriz de Routh-
Hurwitz, sean positivos.

En el préximo apartado, se representa el fendmeno econdmico de mercado mediante un modelo
matematico con una dinamica temporal continua y se utiliza lo desarrollado en los primeros
apartados para su resolucion y posterior analisis. En la representacion de este fendmeno se
distinguiran tres etapas. La primera estd asociada con el planteo del modelo matematico, la
segunda con su resolucion y la tercera con el analisis.

5.3 Mercado dindmico continuo. Planteo, resolucién y analisis de estabilidad.

En este apartado, se representa el fendmeno econdmico de mercado mediante un modelo
matematico con una dinamica temporal continua. En la representacion de este fendmeno se
distinguiran tres etapas. La primera esta asociada con el planteo del modelo matematico. En
esta etapa se definirdn las variables y las ecuaciones que conforman el modelo. La segunda
etapa esta relacionada con la resolucion del modelo. En esta etapa, a partir de lo desarrollado
en el primer apartado de este capitulo, se resolvera el modelo y se presentaran las diferentes
soluciones. La tercera etapa esta relacionada con el anélisis de estabilidad. En esta etapa, a
partir de los desarrollado en el apartado dos de este capitulo, se analizara el comportamiento
de las soluciones halladas.

5.3.1 Planteo del modelo: variables funcionales y ecuaciones diferenciales

En los modelos en los cuales se representa el fenémeno de un mercado, las variables enddgenas
estan conformadas por los precios y las cantidades. Las variables exdgenas y los parametros
dentro de este modelo suelen estar representadas por diferentes variables econémicas como el
ingreso y las elasticidades. En lo que respecta a las ecuaciones, en el modelo de mercado se
presenta una ecuacion condicional y dos ecuaciones de comportamiento. En este caso en
particular, donde el fendmeno que se representa mediante el modelo de mercado presenta una
dinamica temporal continua, las variables endogenas seran variables funcionales y la ecuacion
condicional representara la dindmica de ajuste del modelo.

El modelo matematico que representa el fendmeno de mercado dindmico, es el siguiente:
p’ = Q% — QS [Ecuacién condicional]

Q% = a — Bp [Ecuacién de comportamiento]
Q° = —6 + yplEcuacion de comportamiento]

En el modelo se considera que tanto p(t) como Q(t) son variables funcionales que dependen
del tiempo. Consecuentemente p” indica la variacion de los precios en el tiempo. A su vez, se
considera que las ecuaciones de comportamiento que conforman el modelo, explican el
comportamiento de las cantidades demandadas y ofrecidas y se caracterizan por ser lineales.
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Las variables exdgenas y los parametros del modelo (representados por letras griegas) son
todos positivos. Reemplazando las ecuaciones de comportamiento en la dinamica de ajuste del
modelo, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

p+pBty)=a+d

Al ser una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, a continuacion, se utiliza el
desarrollo del primer apartado de este capitulo para el hallazgo de las diferentes soluciones
asociadas.

5.3.2 Resolucion del modelo: soluciones de la ecuacion diferencial

La resolucion de una ecuacion diferencial, de acuerdo a lo desarrollado en el primer apartado
de este capitulo, implica hallar las diferentes soluciones asociadas. Estas soluciones refieren a
la solucion homogénea, la solucién completa, la solucion general y la solucion particular. En
este caso en particular, la ecuacion diferencial esta representada por una ecuacion diferencial
lineal con coeficientes constantes de primer orden.

Para comenzar con la resolucion de una ecuacion diferencial lineal, hay que hallar la solucién
asociada a la ecuacion homogénea que viene dada por: p”+ p(B +y) = 0. A partir de la
ensayar la solucion e" y ensayar las sucesivas derivadas, se puede plantear la ecuacion
caracteristica que viene dada por r + (8 + y) = 0. En este caso, al ser una ecuacion diferencial
lineal de primer orden, es facil notar que la raiz caracteristica viene dada por r = —(8 + y).
Una vez hallada la raiz, se puede expresar la solucién homogénea.

Solucién homogénea: p, = C;e~B+t

Seguidamente hay que hallar la solucion asociada a la ecuacion diferencial completa que viene
dada por: p” + p(B +v) = a + 6. Utilizando el método de los coeficientes indeterminados, se
plantea un ensayo de solucién completa que viene dado por una constante (un polinomio de
grado cero). En esta caso en particular, el ensayo de solucién viene dado por: p, = K. Si p.” =
OA (@ +6)p. = (a+6)K se reemplazan en la ecuacion completa, se obtiene que
(a+ 8)K = (B + v). Despejando el valor de K, se llega a la solucion completa.

_ (a+®)

B

Para hallar la solucién general, se deben sumar la solucion homogénea con la solucion
completa.

Solucién completa: pf = K

(a+6)
(B+Y)

Como lo aclara su nombre, la solucion general es un resultado generico. Su generalidad se
asocia a la indeterminacion del coeficiente C;. Si este coeficiente se determina, se halla la
solucion particular. Para esto es necesario de partir de un supuesto sobre el valor de la variable
funcional a determinar en un momento determinado del tiempo. Este supuesto, generalmente,
estd dado por una condicion inicial. Si se supone que la siguiente manera la funcién p valuada
en t = 0 vale p,, la condicién inicial viene dada por: p(0) = p,. A partir de la condicion
inicial, se puede hallar el valor de la constante arbitraria C; para este supuesto particular.
Valuando la solucion general en t = 0, se tiene que:

Solucion general: p, = C;e~ Pt 4+

(a+96)

0) = Cre~ B0 4
P (0) =6 F+7)
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Teniendo en cuenta que la funcion p valuada en t = 0 toma el valor p, (condicién inicial) y
que e® = 1, se obtiene la siguiente expresion para la constante arbitraria:

(a+6):>C_ (a+6)
B+ PTG
Reemplazando este resultado en la solucidn general, se obtiene la solucion particular.

po=C +

(@+8)] —(B+y)o 4 (a+d)
Bl € t

A partir de esta expresion, a continuacion, se realiza el anlisis de estabilidad de la ecuacion
diferencial lineal que representa la variacion de los precios de mercado.

Solucion particular: y,” = [po -

5.3.3 Anadlisis de la solucién: estabilidad

A partir del analisis de la solucion particular, se analizard la estabilidad de la ecuacion
diferencial haciendo referencia a la trayectoria de equilibrio. Para este analisis se utilizara lo
desarrollado en el segundo apartado de este capitulo.

Se menciond que la solucion de la ecuacion diferencial es estable si la solucion homogénea
converge a cero a medida que la variable independiente tiende a infinito. La condicion
necesaria y suficiente para que se produzca esta convergencia es que la raiz, en este caso
representada por —(f + y), sea menor a cero. De cumplirse esta condicidn, la solucion general
converge a la solucion completa a medida que el tiempo tiende a infinito. En este caso, con el
solo supuesto de los pardmetros son mayores a cero, se puede caracterizacion a la trayectoria
de la solucion como estable. Es importante notar que la estabilidad depende de los supuestos
realizados sobre los parametros.

Ahora bien, se aclaré también que la solucién completa se asocia con el valor de equilibrio.
Para realizar esta asociacion es necesario recordar que el equilibrio en un modelo econémico
estatico se asociaba con una condicién estatica. En los modelos dindmicos existen trayectorias
de equilibrio. Tomando como referencia la ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes de primer orden, p"+p(B+y) =a + 4§, la estatica viene dada por la no
variabilidad de la funcién ante variaciones de la variable independiente. Para una ecuacion de
primer orden, esto es: p” = 0. Si se cumple esa condicidn, entonces la funcion estara en su valor
de equilibrio. En términos matematicos, si p” = 0 = p = p*. Para hallar el valor de equilibrio
entonces se reemplaza esta condicion en la ecuacion:

B+ = (@+8) = p = ot

= \a = —
P S VE))
En este sentido, la solucién completa es la solucion de equilibrio.

Retomando el analisis de la solucidn particular se pueden identificar dos términos. EI primer
término involucra la solucion homogénea, con un valor particular de la constante arbitraria.
Este primer término estd compuesto principalmente por dos componentes. El primero,
corresponde a constante arbitraria (C;) expresado en términos de una condicion inicial (p,).

- (a+6)
LEP Ty

Este componente representa la diferencia entre el valor inicial y el valor de equilibrio de la
funcidén incognita de la ecuacion diferencial. Al estar este componente multiplicado por la
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solucion e~(B+V)t |3 diferencia entre el valor inicial y el valor de equilibrio, a medida que
transcurra el tiempo, va a representar una menor ponderacion sobre la solucion particular solo
en el caso de que la raiz caracteristica sea menor a cero. En el caso de que la raiz sea mayor a
cero, la ponderacion de la diferencia entre el valor inicial y el valor de equilibrio se va a ver
magnificada a medida que transcurra el tiempo.

En este caso, teniendo en cuanta el supuesto sobre los parametros positivos, la raiz es negativa.
Consecuentemente, a medida que el tiempo transcurra, la ponderacion del primer término sera
cada vez menor y la trayectoria convergera al valor de equilibrio, valor representado en el
segundo término de la solucion.

Es importante tener en cuenta que se ha resuelto y analizado la trayectoria de una de las dos
variables endogenas que conforman el modelo. Para un analisis completo, es necesario hallar
adicionalmente las soluciones asociadas a las variables funcionales que representa a las
cantidades. Esta operacion se puede realizar reemplazando la solucion general de los precios
en el sistema para hallar la solucion general de las cantidades. El analisis de la estabilidad, se
puede realizar siguiendo la misma légica planteada en este apartado.

Conclusioén

Las ecuaciones funcionales son utilizadas en matematica para economistas para la
representacion de fendmenos econémicos que presentan una dinamica temporal. La
representacion de la dindmica temporal se puede realizar considerando la variacion del tiempo
en forma continua o en forma discreta y para ello es necesaria la comprension de ecuaciones
diferenciales y de ecuaciones en diferencia respectivamente. La comprension de estos
elementos matematicos permitird plantear modelos que capten fendmenos dindmicos, su
resolucion y su posterior analisis.

En el presente capitulo se expusieron diferentes resultados matemaéticos asociados a una
dindmica temporal continua. En una primera parte, partiendo de una definicion genérica de
ecuaciones diferenciales, se presentaron diferentes resultados asociados a las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. En una segunda parte se realiz6 una
introduccién al concepto de estabilidad. En una tercera parte se representd mediante un modelo
matematico un fendmeno econémico con una dinamica temporal continua y se utilizoé lo
desarrollado en los primeros apartados para su resolucion y posterior analisis.

El fendmeno econdémico representado fue la dindmica de ajuste de un mercado. Para la
representacion de este fendbmeno se distinguieron tres etapas. En la primera, asociada con el
planteo del modelo matematico, se identificaron las variables y las ecuaciones que
compondrian al modelo matematico. En la segunda, utilizando lo desarrollado en la primera
parte del capitulo, se hallaron las diferentes soluciones asociadas a la ecuacion diferencial que
representa la dinamica de los precios. En la tercera, utilizado lo desarrollado en la segunda
parte de este capitulo, se analizo la estabilidad a partir del analisis de la solucion particular.

Como trabajo a futuro se presentan diferentes lineas de avance. Aqui se proponen dos. La
primera esta relacionada con el conocimiento de planteos, resoluciones y analisis de sistema
de ecuaciones diferenciales. Esta linea de avance permitira proceder con el planteo, resolucion
y analisis de problemas de optimizacién dindmica continua. La segunda linea de avance esta
relacionada con el supuesto de la variacion discreta de la variable independiente, en este caso,
el tiempo. Bajo este supuesto la linea de avance, se procede con el conocimiento del planteo,
resolucion y andlisis de ecuaciones en diferencias, sistemas de ecuaciones en diferencias y
problemas de optimizacion dinamica discreta.
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En este capitulo se introduce a las y los estudiantes en la resolucién de modelos dindmicos
recursivos. En primer lugar, se presenta el problema de optimizacion en tiempo discreto, para
luego esquematizar los metodos de resolucion y aplicarlos en diversos ejemplos practicos.

El apartado se estructura en tres secciones. En la primera, se plantea un problema general de
optimizacion en tiempo discreto con horizonte temporal finito, y propone tres métodos de
resolucion: (i) multiplicadores de Lagrange, (ii) programacion dinamica, y, (iii) por medio de
la formula de Euler. En la segunda seccidn se plantea el problema incorporando el concepto
“factor de descuento” y se presentan los métodos de resolucion. En la ultima seccion se
resuelven problemas de horizonte infinito.

6.1 El problema con horizonte temporal finito

El problema que vamos a considerar se describe matematicamente de la siguiente forma:

T
( maxV = f(xe, up) + SX741)
(P) 4 . t=0 (6-1)
Lsujeto a Xir1 = 8(Xp up) parat=0,.., T
con X, dado

X, = variable de estado

u, = variable control

g(x¢, uy) = ecuacion de movimiento o transicion (diferenciable)
V = funcional objetivo (diferenciable)

6.1.1 Resolucion por el método de los multiplicadores de Lagrange

Este método tiene la ventaja de resaltar la relacion entre los modelos que asumen el tiempo en
forma discreta y aquellos que lo hacen en forma de tiempo continuo.

La funcion de Lagrange correspondiente al problema (P) es:

T T
L= ; f(xe ue) + SCxre) + ; Aclg(xp, up) X4l (6-2)

La condicion necesaria indica que las derivadas con respecto a uy, X; y A.deben ser cero.

En primer lugar, se deriva con respecto a u;:

L _ X 3By 0.7 6-3
du,  Ou, du, I (6-3)

En segundo lugar, con respecto a x;
oL of g

=t A1y
0Xey1  OXepr 0Xty1

A =0 t=0,..,T-1
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oL dS

= Ar=0 t=T 6-4
0XT41  OXT41 T (&-4)
Y, por ultimo, con respecto a A,
oL
— =g(Xp U)Xpy1 =0 t=0,..T (6-5)
0 A

Observacion 1: Las condiciones suficientes son las mismas que para la optimizacion con
restricciones de igualdad.

Observacion 2: Si el problema (P) presenta restricciones de desigualdad, vale todo lo visto
para optimizacion con restricciones de desigualdad (Kuhn — Tucker)

EJEMPLO 1
2
( maxV = ) -(xZ + u?)-x3
Ut
t=0
{ sujeto a Xpp1 = 2X¢ + Ug para t =0,1,2
con Xy =5

Condiciones necesarias:

2 2
L= Z '(th + ug) -X% + Z Ae[2%¢ + up-Xeyq] =
t=0 t=0

= -(x2 + ud)-(x? + u?)-(x% + ud)-x2 + Ao [2%¢ + up-x1] + A1 [2x; + ug-x,]+2A,[2%, + uy-x5]

oL L oL
JL JL JL
= 2u;+A =0 ox, -2X; +205-A =0 Erv 2x; tu;x,; =0
JL JdL JL
E=-2u0+7\2 =0 a—X3='2X3'7\2 =0 a_)\2=2X2+u2'X3=0

Al resolver este sistema se obtiene

u, = -8 X; =2 Ao = -16
u; = -3 X, =1 A =-6
u, =-1 Xz =1 A, = -2

Condiciones suficientes:
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) f&xeud = -(x¢ +uf)

HF = (; g)

Como la matriz Hessiana es definida negativa, la funcion es estrictamente concava

i) g(xp up) = 2x¢ + uy

Como la funcion es lineal, es cdncava y convexa

iii)  S(x) =-x* Es estrictamente concava
Concluimos que el problema presenta un maximo global

EJEMPLO 2

Supongamos que se tiene que una cantidad c de un recurso que se debe repartir en su totalidad
entre T + 1 actividades. Si a la actividad t se le asigna una cantidad u, se obtiene un beneficio

b(uy) = \/Et
Por lo tanto, el problema que se debe resolver es eI siguiente:

( maXV Z\/_

sujeto a Xip1 = X¢- ut para t=0,...,T
con Xy =¢ X141 =0

Condiciones necesarias:

T T
L= Z Jue + Z Aclxe-ueXeq1]

t=0 t=0
Derivando,

oL = ! A 0 t=0 T

ou, 2\/11_t t Y

oL =A A =0 t=20 T-1
6Xt+1 = M+17M — = Yy 17
JL
a_At = XU X1 = 0 t= 01 lT

Al resolver estas ecuaciones en diferencias se obtiene:
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( 7\t:K11

ut=4—K%

Xt ES Kz‘

—t
4K?

Teniendo en cuentaque xo =c y Xr4q = 0 Se obtiene:

o _C * ¢ VT+1
Uy = Xt=C' t }\*z
T+1 T+1 t 2C

Condiciones suficientes:

) fxpud =/u

0 0
= 1 3
Hf (O ’Zut /2>

i) Como la matriz Hessiana es semidefinida negativa, la funcion es concava

g(Xp, Up) = Xe-uy

iii) Como la funcion es lineal, es concava y convexa

Concluimos que el problema presenta un maximo global

La resolucién del problema (P) realizada utilizando los multiplicadores de Lagrange, si bien es
correcta, no es la manera mas eficiente de resolver. En general, involucra calculos engorrosos
para despejar las variables de control y de estado Optimas y puede llegar a hacerse
extremadamente largo si T es suficientemente grande.

6.1.2 Resolucion por Programacion Dindmica
Principio de optimalidad de Bellman

La secuencia de variables control u” = (uy, ..., ut) es optima para el problema (P) si y solo si
u;-k conj=tt+1,t+ 2,.., T resuelve el siguiente problema paratodot =0, ..., T:

Ut

T

max V, = Z f(x;, ) + S(xr41)
(P) j=t (6-6)
sujetoa  Xjp1 = g(xj, ) para j=t,..,T

con x; dado
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Observacion 3: El principio de optimalidad de Bellman puede resumirse en el siguiente
esquema:

* * * * * * *
Ug, Uy, Uy, ..., Ug, Uy q, oo, Upoq, Up
B

A

La secuencia de variables control u” = (uy, ..., up), perteneciente al conjunto A, es dptima
para el problema (P) si y sélo si cualquier subconjunto de variables control
(desde cualquier t hasta T) como B también es dptima.

Observacion 4: Si el problema (P) es de minimizacion, en el principio de optimalidad también
se minimiza el problema (P,).

El problema (P;) del principio de optimalidad puede ser planteado en términos de una relacion
recursiva:

Ve(xe) = n}l;ix[f(xt, Up) + Vep1 Xer1)]

(Po) § sujeto a Xip1 = (X, Up) parat=0,.., T
con X, dado

(6-7)

La ecuacion Vi (x,) = max[f(x;, uy) + Viy1(Xes1)] Se denomina Ecuacion de Bellman
Ut

Observacion 5: En esta formulacion del problema la maximizacion se realiza exclusivamente
con respecto a la variable de control mientras la variable de estado se mantiene constante. En
la ecuacion de Bellman, V; representa la funcion de valor para el problema (P) en el periodo t.

PROCEDIMIENTO PASO A PASO
1. Definimos

Ve (Xr41) = S(X141) (6-8)

2. Seat = T. Debemos resolver el siguiente problema

{VT(XT) = T?JETIX[f(XT, ur) + Vrgq (Xr41)] (6-9)
sujeto a X141 = g(xr, ur)
Equivalentemente
Vr(xp) = T?JETIX[f(XT, ur) + S[g(xr, ur)] ] (6-10)

Al derivar respecto de ut e igualar a cero (condicion de primer orden de optimizacion libre) se
obtiene u = h(xr) que es la funcion de politica del problema.
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Reemplazando en (6-10):
Vr(x7) = f(xr,ug) + S[g(xT, ufr)]
3. Seat = T-1. Debemos resolver el siguiente problema
{VT-1(XT-1) = YETa_llX[f(XT-L ur.1) + Ve (x7)]
sujeto a xr = g(Xr.1,Ur.1)
Equivalentemente

Vi (X.1) = YETE_\f([f(XT-L ur.q) + Vp[g(X7.1, ur.1)] |

Al derivar respecto de ur., e igualar a cero se obtiene uy., = h(xr.;)
Reemplazando en (6-11):

Vi (Xr.1) = f(XT-lfU*T—l) + VT[g(XT-l'U*T—l)]
4. Seat = 0. Debemos resolver el siguiente problema
{Vo (Xo) = H}lﬁx[f(xo; up) + Vi(x1)]
sujeto a X, = g(Xq, Ug)
Equivalentemente
Vo(x0) = ITEIE:X[f(Xo: up) + Vi [g(x0,up)] ]

Al derivar respecto de u, e igualar a cero se obtiene u, = h(x,)

Luego como x, esta dado, siguiendo la secuencia se obtiene:

h
Xp 2 Ug

N/

g(Xp, Up) = X1 > uy
\ 4

h
g(le ul) =Xo—=2Uy .

EJEMPLO 3: Continuacion del Ejemplo 1
2
maxV = ) -(x2+ u?)-x3
e t=0
sujeto a Xip1 = 2X¢ + Uy para t=0,1,2
con Xy =05
1. Definimos V3(x3) = -x2

2. Seat =2. Debemos resolver el siguiente problema
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{Vz (xz) = rrlllex['(X% +u3) + V3(x3)]
sujeto a X3 = 2X; + U,
Equivalentemente
Va(xz) = r?li\x['(x% +u3)-(2x; + uy)?]

Derivamos V, respecto de u,
aV,
u, =-2u,-2(2%, +uy) =0 = U, = -X,
Reemplazando en (6-12), se obtiene
Vo (xz) = -3x3
3. Seat = 1. Debemos resolver el siguiente problema
{V1(X1) = Hllflix['(x% +ui) + Va(x)]
sujeto a Xy = 2Xq + Uy
Equivalentemente
Vi(xy) = rrllléllx['(xf +u5)-3(2%; +uy)?]

Derivamos V; respecto de u,

AL =-2u;-6(2x; +uy)) =0 = u, = -Ex1

Ju, 2
Reemplazando en (6-13), se obtiene

Vi (x1) = -4x7
4. Seat = 0. Debemos resolver el siguiente problema
{VO(XO) = T?I%X[‘(X(Z) +ug) + Vi (x1)]
sujeto a X1 = 2Xy + Uy

Equivalentemente

Vo(xo) = HIIJ%X['(XS + ug)-4(2xo + Ug)?]

Derivamos V,, respecto de u,
% =-2uy-8(2xg +uy) =0 = Uy = -§XO
du, 5
Reemplazando en (6-14), se obtiene
21
Vo(xo) = -—X5

5
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Por lo tanto, se obtiene la misma secuencia optima que en el Ejemplo 1

* *
u0=-8 X1=2
* *
U1:'3 X2:1
* *
u2=-1 X3=1

Ejemplo 4: Continuacion del Ejemplo 2

T
maxV = Z Ju
Ut t
t=0
sujeto a Xip1 = Xe-Ug para t=0,...,T
con Xg =C Xt41 =0

1. Definimos Vi (Xr41) =0
2. Seat = T. Debemos resolver el siguiente problema
{VT(XT) = TYLII?X[\/U—T + VT+1(XT+1)]
sujeto a XT41 = Xp-UT
Como x141 = 0 entonces ug = Xy
Luego

Vr(xr) = \/X—T

3. Seat = T-1. Debemos resolver el siguiente problema

{VT-l(XT-l) = Il’fllTaX[\/ ur + Vr(xr)]
-1
sujeto a XT = X7.1-UT-1

Equivalentemente

Vi (X1.1) = TETG};([\/UT-1 + /X7.1-UT |
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Derivamos Vr_; respecto de ur.;
OVr4 1 1 0 - 1
= - = U1 = =XT.
Our.y  2\uryg 2yXpq-Urg R

Reemplazando en (6-15):

Vg (X121) = \/E\/ XT-1

4. Seat = T-2. Debemos resolver el siguiente problema

{VT—Z(XT—Z) = rlrllTaX[\/ urp + VT—l(XT—l)]
-2
sujeto a XT.1 = XT.2-UT.2

Equivalentemente
Vra(x12) = Tﬁ‘f[\/ Utz + V2y/x75-Ur] (6-16)

Derivamos V., respecto de ur.,
V., 1 V2 0 1
= - = = U2 = = XT.
dur;  2yury 2yXrp-Ur, 23T

Reemplazando en (6-16):

Vi (X12) = \/§\/ XT.2

Si continuamos con la recursividad se obtendrian las siguientes relaciones

Ve(xp) = VT-t+ 1/x,

6.1.3 Resolucién por Ecuacion de Euler

Si el conjunto de variables de estado es convexo para todo t y para toda x y la funcién f es
estrictamente céncava (para un problema de maximizacion) y diferenciable para (x,u),
entonces la funcion valor es diferenciable.

Dada la funcion de politica uy = h(x,), se reemplaza en la funcion de transicion, obteniendo
X1 = 8(Xp Up) = g(Xt, h(x;)). Reemplazamos ambas ecuaciones en la ecuacion de Bellman
maximizada, con lo cual se obtiene la siguiente relacion:

Ve(xe) = f(Xp up) + Vir1 Xer1) = (X h(x)) + Vi1 (8% h(x0)))
Por lo tanto, la variacion de x; afecta directamente a la funcién valor a través de la ecuacion de
movimiento y a través de la funcion de politica. Luego, por el teorema de la envolvente se llega
a la ecuacion de Benveniste y Scheinkman:
6Vt . of + 6Vt+1 6g (6-17)

aXt aXt aXt+1 Oxt
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Los pasos a seguir para obtener la ecuacion de Euler son:

1) Se busca la condicién de primer orden, es decir, se deriva la ecuacién de Bellman
respecto de la variable control u; (esta ecuacion va igualada a cero por ser la condicion
de primer orden)

oV, of 0Vi, Og
du; Oduy  0Xiyq Ouy

av
Luego se despeja —t+1:
Xt+1
of
6Vt+1 — Jut (6'18)
] 54
Xt+1 dur

2) Se obtiene la ecuacion de Benveniste y Scheinkman derivando la ecuacion Bellman
respecto de la variable de estado x,
vy  of N 0Viyq 0g
aXt N aXt 6Xt+1 aXt

Reemplazamos la expresion (6-18) en la ecuacion de Benveniste y Scheinkman

of
OVe _ Of ou. Og (6-19)
ox, O0x. 08 0%

du,

3) Adelantamos un periodo la expresion (6-19):

of
v, of  Bu og
= o (6-20)
0Xty1  O0Xpyq g 0Xpyq
Jugyq

4) Reemplazamos esta ultima expresion en la condicion de primer orden, o bien

en(6-18):
of
of of 0Ut+1 ag ag B
- =0 Ecuacion de Euler
dug T 0Xt+1 98 OXt+1| Oug
Ougtq

Observacion 5: La ecuacion de Euler junto con la ecuacion de transicion forman un
sistema de ecuaciones en diferencias que, si se puede resolver, permitiria obtener las
trayectorias optimas de las variables de estado y control

EJEMPLO 5: Continuacion del Ejemplo 2
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Paso 1: Se busca la Ecuacién de Euler
Para ello lo primero que se hace es plantear la ecuacion de Bellman para el problema dado

Ve(xe) = Jup + Vg (Xee1)
1) Buscamos la condicion de primer orden, es decir, derivamos la ecuacién de Bellman
respecto de la variable control u;

th_ 1 +6Vt+1axt+1_ 1 +6Vt+1
du, 2\/Et 0%X¢p1 Oug 2\/Et 0X¢41

OVesr 1 (6-21)

OXer1 2\/Et

2) Buscamos la ecuacion de Benveniste y Scheinkman derivando la ecuacion Bellman
respecto de la variable de estado x,

% _ OViyq 0Xerq _ 0Viyq
0x¢  0Xy1 O%¢ 0Xt41

Reemplazamos la expresion (6-21) en la ecuacion de Benveniste y Scheinkman
% _ 1 (6-22)

0xe  2,/u,

3) Adelantamos un periodo la expresion (6-22):
0Veyy _ 1
OXer1 ZM
4) Reemplazamos esta ultima expresion en (*):
1 1

2 U1 24U
La Ecuacion de Euler de este problema es:

Paso 2: Se resuelve el sistema de ecuaciones en diferencias dado por la ecuacién de Euler
junto con la ecuacion de transicion

{Xt+1 = X¢~Ug
Uty = Ug

La solucion del sistema esta dada por:
ut = K1
Xy = Kz'Klt

Dadas las condicionest x, =c y Xryq = 0 se obtiene:

67
Notas de MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

UBA

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS




* c C

T TR T+1
Las soluciones que coinciden con las obtenidas utilizando multiplicadores de Lagrange.

*
Xt=C' t

6.2 Problemas con factor de descuento

6.2.1 Ecuacion de Bellman para problemas que contienen factor de descuento
El problema que vamos a considerar ahora es:

max V= Z?:o Btf(Xt; ue) + BT S(XT+1)

Ut
(P) Ysujetoa xuq =g(xpu) para t=0,..,T cono<pf<1
con X dado

La ecuacion de Bellman para este problema es:
Wi(xp) = H}i‘X[f(Xt: up) + B Wiy Xer1)]

W se la llama funcién valor corriente.

EJEMPLO 6: Asignacion de consumo y ahorro

Un individuo cuenta con un stock de ahorro s,. Cada periodo el agente retira de sus ahorros un
monto igual a c, para destinarlo a bienes de consumo. El stock de ahorro remanente (s;-c;) se
deposita en un banco que paga una tasa de interés constante r (0 < r < 1). De este modo en el
siguiente periodo el nuevo stock de ahorros sera igual a (1 + 1) (s¢-cy).

Esta operacion se repita periodo a periodo hasta el momento T, cuando termina el horizonte de
optimizacion del individuo.

El comportamiento de los ahorros puede ser expresado de una manera simple a través de una
ecuacién de movimiento:

St+1 = (1 + I‘) (St-ct) con t= 1, ,T

Dado un stock inicial de ahorros s, y asumiendo que el ahorro en el ultimo periodo es igual a
cero (st4+1 = 0), el objetivo del individuo consiste en maximizar su bienestar intertemporal
hasta el periodo T, empleando una tasa de descuento § (0 < B < 1):

T
U= Z B Inc,
t=0

Por lo tanto, el problema que enfrenta el consumidor se resume del siguiente modo:

T
maxU = ) B'Inc
Ct
t=0
sujeto a Stp1 = a(sg-¢,) para t=0,.., T
con spdado sty =0
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6.2.2 Resolucion por multiplicadores de Lagrange

T T
L= ; Bt Inc, + ;7% [ o (S¢-Co)-See1]

t
ﬁ:s_-a}\tzo Vt=0,,T
aCt Ct
O @Ay A =0 Vt=0,..,T-1
0St+1
L
— = (St-Ct)-Sty1 = 0 vt=0,..T
Ot
Al resolver las ecuaciones en diferencias de estas condiciones de primer orden se obtiene
1 t
A =k (—)
t 1 a
1 t
Ct=—(
¢ = (@B

1
s¢ = ko' + ok (1) (ap)*

6.2.3 Resolucion por el método recursivo utilizando ecuacion de Bellman para
problemas con factor de descuento

» Definimos Wy, (st4+1) = 0)
« Seat = T. Debemos resolver el siguiente problema
{WT(ST) = rréa}lx[ln cr + B Wri1(St41)]
sujeto a Sty1 = a(st-cr)
Como st,q = 0 entonces cr = st
Luego,
Wr(st) =Insy

+ Seat = T-1. Debemos resolver el siguiente problema
{WT-l(ST-l) = HE?X[IH crq + B Wr(st)]
sujeto a St = a(St.1-C1.1)
Equivalentemente
Wr.y(s1.1) = HE?X[IH cr.g + BInfa(st.i-crq)]] (6-23)

Derivamos Wr_; respecto de ct.q
0Wr_4 1 1 0 1
= - -0) = - Cr.q = ——S7.
dcry  Cpq o aStq-Croq) Ga) B T
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Reemplazando en (6-23):
Wr.1(s1.1) = (1 4+ B) Instq + Ky
Donde K; es una constante que depende de a 'y B.
+ Seat = T-2. Debemos resolver el siguiente problema

{WT—Z(ST—Z) = H}:i‘X[ln cr-2 + B Wr.1(S1-1)]
sujeto a ST.1 = o(ST.2-CT.2)
Equivalentemente
Wr,(st2) = nngax[ln cr2 + B(1 + B) In[a(stz-cr2)] + BKi] (6-24)

Derivamos Wi, respecto de cr.,
oWr, 1 1+B 1
dcr., B Cr-2 ) a(St-2-Cr-2) (=0 = 2 = 1+B+p2 T2
Reemplazando en (6-24):
Wro(s7-2) = (1+ B+ B> Insr, + K,
Donde K, es una constante que depende de a y f.

Si continuamos con la recursividad se obtendrian las siguientes relaciones

1
Ct = STt o St
P
-t+1
Como Z (P = 1T e entonces se obtiene
1-B
Ce = 1-pT-t+1 TRT-trL ot

La funcidn valor corriente después de operar queda:

_RT-t+1
Wt(St) = 1fﬁln St + K
Donde
K It il ]__BT-t+11 1_BT-t+1
- - ]B n((XB) - 1_8 n 1_8

6.2.4 Ecuacion de Euler y resolucion del sistema de ecuaciones en diferencias
e Primero buscamos la ecuacion de Euler
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La ecuacion de Bellman para problemas con factor de descuento es:

Wi(se) = Ince + BWey1(Ses1)
1) Aplicamos la condicion de primer orden

OWe _ 1 OWen _ OWeyy _ 1
dcy ¢ 0St+1 Osie1 afc
2) Hallamos la ecuacion de Benveniste y Scheinkman
W, oWy 1
a_St - 0St41 B C_t

3) Corremos un periodo y reemplazamos en la condicién de primer orden
1 1

Cee1 QP c

La ecuacion de Euler es

e Ahora resolvemos el sistema de ecuaciones en diferencias
El sistema que debemos resolver es:
{ Cey1 = OB ¢
St+1 = (S¢-Ct)

Al resolver la primera ecuacion obtenemos

ce = Aq[aB]"
Reemplazando en la segunda ecuacion y resolviendo
Ay
ke = Aot + — t
t = A0 + 1B [aB]

6.3 Horizonte temporal infinito

Al igual que en control 6ptimo existen problemas de optimizacion dindmica donde el horizonte
temporal relevante es infinito.

El problema general es:

o0

max V= B (X, uy)
6-25
(p) Ut t=0 ( )
sujetoa X1 = gXpu) para t=0,12, ..
con X dado
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La ecuacion de Bellman para este problema es igual a la vista para los problemas con factor de
descuento.

Las dos metodologias mas conocidas para hallar la funcion de politica y la funcién valor en
este tipo de problemas son la de aproximaciones sucesivas y la de ensayo y verificar

6.3.1 Método de aproximaciones sucesivas

EJEMPLO 7: Continuacion del Ejemplo 6 pero ahora con horizonte temporal infinito
(

[00]
maxU= ) B'Inc,
Ct
t=0
lsujeto a St41 = a(sg-¢,) para t=0,.., T
con sp dado

En la parte 11) del ejemplo 6 habiamos obtenido que

(1-B)st

Cc = 1_BT—t+1

Luego

1-
= i o = A =

Ademas

1- T-t+1

1-B

Wt = lnSt+

T-t
1_BT-t+1 1_BT-t+1
kBk] In(ap) - In < )
;i; 1-p 1-B
B
(1-B)?

obtenemos al calcular el limite

Teniendoencuentaque 0 < B <1 yque Y kp¥=
cuanto T tiende a infinito

W, = ——In(af) + ln(l B)

—Ins; +

B
(1-8) 1-B

1-B

6.3.2 Meétodo de ensayar y verificar

Este método consiste en ensayar la funcion valor o la funcion de politica y posteriormente
verificarlo a través de la ecuacion de Bellman y la ecuacion de Benveniste y Scheinkman.

La eficiencia de este método para resolver el problema (P) dependera de la existencia de una
solucion Unica del problema y de que el ensayo sea correcto.
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EJEMPLO 8: Continuamos con el Ejemplo 7
a) Nuestro ensayo en este caso sera:

ce=Asy (%)
Donde A es una constante a determinar.

» Para hallar el valor de A, reemplazamos (*) en la ecuacion de Euler hallada en la parte
[11) del Ejemplo 6

Cie1 =By = Asyy1 =aBAsy = sppq = afist
» Reemplazando por la ecuacion de transicion:
Str1 = als¢) = afsg = alsiAsy)) = A=1

Por lo tanto, la funcion de politica es:

La cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 7
b) También se podria partir de un ensayo sobre la ecuacion de Bellman:
W, =Alns;+B (1)
Para encontrar las constantes se resuelve el siguiente problema:

{Wt(st) =Inc; + B Wis1(Se+1)
St+1 = o(S¢-Cy)

Entonces
Wi(st) = Ince + B[AIn[a(si-co)] + B ] (2)
Derivamos W; respecto a c;
ow;, 1 A ) St
—_— = —l =
dcy ¢ * a(s¢-ct) T BA

Reemplazamos c; en (2) y obtenemos
Wi (s) = (1 4+ BA) Ins;-(1 + BA) In(1 + BA) + BAIn(aBA) + BB
Igualamos a la ecuacion de Bellman (1)
Alns, + B = (1+BA)Ins.-(1+ BA)In(1 + BA) + BAIn(aBA) + BB

Por lo tanto, resolvemos el siguiente sistema
{ A=1+8BA
B =-(1+BA)In(1+ BA) + BAIn(aBA) + BB

Obtenemos que:

Ao 1
=15
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B = i ——In(af) + — 1 ln(l B)

(1-B)? B

Concluimos que

_ B
W, = Blnst - B)Zln(OLB)+ Bln(l B)

La cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 7.
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