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A la “streghetta del 76"






Prélogo a la primera version

“No puede haber sino borradores. El concepto de texto
definitivo no corresponde sino a la religion o al
cansancio”.

(J.L. Borges, Prefacio al cementerio marino de Valéry)

En la primavera de 1979 el profesor de Finetti fue invitado a dictar un seminario para
graduados y docentes del Istituto di Alta Matematica de la Universita di Roma (“La Sapienza”). El
espiritu del mismo esta evidenciado en sus palabras introductorias: “El curso, designado con el
titulo voluntariamente genérico de ‘Acerca de la probabilidad’, tratard sobre los problemas
conceptuales y las controversias existentes en temas de probabilidad: problemas que es necesario
resolver a fin de que el desarrollo de los razonamientos no se reduzca a un mero juego formal
sobre expresiones matemdticas o a enunciados pseudo-filosdficos o pretendidamente prdcticos,
vacios y simplistas”.

En el presente trabajo he pretendido seguir estos lineamientos teéricos, intentando realizar
un tratamiento unitario sobre la probabilidad, méds desde un punto de vista conceptual que
matematico. Es asi que en esta “pardbola sobre la incertidumbre” he considerado principalmente
cuestiones como: ;cual es el modo en que se debe pensar el concepto de probabilidad?, ;cudl es la
razon por la que la probabilidad puede ser traducida en célculo?, por qué un indicio es tal que hace
que a un fenémeno de resultado eventual, un individuo le asigne una determinada probabilidad de
ocurrencia?, estructurando las respuestas a partir de dos principios: i) que la matematica no
constituye el argumento mas importante para comprender la funcién que cada nocién desempefia
en el esquema de razonamiento de los individuos, ain en aquéllos no iniciados en la teoria de la
probabilidad y i) que la naturaleza y la filosofia de la probabilidad no pueden ser analizadas sino
en funcion de la historia de las disciplinas estadistico-probabilisticas.

El resultado de la aplicacion de estas premisas es este compendio en el que la evolucién
de la teoria del azar surge como la justificacion del proceso de formacién de la inferencia inductiva.

AH.L. (1999)






Proélogo a la segunda version

“Yo tampoco lei todos los libros,

pero abri muchos libros como puertas que daban a circulares laberintos de puertas.
¢No cambia cada pdgina el eco de otras pdginas y lo envia mds lejos

y es el mismo y es otro cuando vuelve?”

(O. Orozco: “dlld lejos ¢para qué?”)

Profundizando los lineamientos teéricos que rigieron el desarrollo de la primera version
de este trabajo se intent6 esta segunda edicidn, reflexionar sobre algunas paradojas no resueltas
respecto de la evolucion de la teoria del azar y de las interpretaciones de la nocién de probabilidad,
que surgieron asociadas al devenir de sus aplicaciones y que produjeron lo que se podria denominar
la “revolucién probabilistica”.

Se procurd, ademas, realizar un examen més detallado de conceptos fundamentales como
los de independencia y convergencia estocasticas y sus implicaciones en la explicaciéon del
comportamiento de variables economicas.

Asimismo, se incorpor6 el tratamiento detallado de un ntimero apreciable de distribuciones
de probabilidades relacionadas fundamentalmente con la resolucién de problemas econométricos
y actuariales,

El resultado de todos estos esfuerzos es esta segunda versién de “Acerca de la

probabilidad”, que cree ser conceptualmente enriquecida, cuidadosamente corregida y
apreciablemente aumentada con respecto a la primera,.

AHL. (2002)






Prologo a la tercera version

“Bisogna che il nostro dir sia inteso: dirlo chiarozzo
chiarozzo, accio che chi ode ne vada contento e
tlluminato”.

(San Bernardino da Siena)

Como resultado de un largo periodo de estudio y reflexién sobre los problemas
fundamentales de la teorfa del azar surge esta tercera version de “Acerca de la probabilidad’, cuya
pretension es corregir algunas ideas incluidas en las versiones anteriores, especialmente aquéllas
referidas a los efectos que ejercieron las distintas interpretaciones de la probabilidad sobre el
desarrollo de la inferencia inductiva y revisar la participacién que realmente tuvo la teoria de la
medida sobre las axiométicas asociadas a dichas interpretaciones.

Con este fin se ha intentado elaborar un texto que contribuya a conformar una nueva cultura
¥, por qué no, una nueva poética de la aleatoriedad, a partir de desarrollos formales pensados desde
una perspectiva principalmente subjetivista, en el convencimiento que la concepcion subjetivista de
los fenémenos de resultado eventual genera una caracterizaciéon matematica de la probabilidad
diferente de la aproximacién obtenida de la aplicacidn estricta de la teoria de la medida pero que,
indudablemente, es eminentemente matematica y formalizable.

Dado el aumento de volumen provocado por la incorporacion de nuevos temas, la tercera
versién de “Acerca de la probabilidad” serd editada en tres partes. La primera, de carécter
esencialmente filoséfico-conceptual, dedicada a especulaciones sobre la naturaleza del azar, el
concepto de probabilidad y las axiomaticas, 1a segunda referida a la teoria general de las variables
aleatorias y la tercera vinculada con los teoremas en el limite y el teorema de Bayes como elementos
fundamentales en el proceso de formacion de la inferencia inductiva.

Como probablemente esta tercera version de “Acerca de la probabilidad” sea la tltima,
lo tnico que me queda es despedirme déndoles Ia bienvenida a este universo aleatorio y disipativo
dominado por el principio de incertidumbre. Una incertidumbre que, de acuerdo con Baudrillard,
puede producir exaltacién o angustia seglin se logre o no hacer de dicho principio unaregla de juego
capaz de liberar a todo proceso del “servilismo de la finalidad’.

AHL. (2010)
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A modo de sintesis
(una sintesis tan profunda que todo el libro puede
ser considerado un mero pie de pagina)
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Capitulo 1.- Acerca de los fundamentos de la teoria del azar
y de la inferencia inductiva






“Todo es producto del azar y la
casualidad...pero por favor...las cosas que hay
que escuchar. Mejor me pongo el piyama 'y me
voy a dormir. Irma, si me llaman, deciles que
estoy deprimido”.

(Chivo “Chibo” Tenutti, del imaginario de
"Espero infinito").

1.1.- Introducciéon

A partir de la segunda mitad del siglo XVI la introduccién de nociones probabilisticas en
cuestiones referidas al comportamiento de ciertos fendmenos relacionados con las ciencias facticas
(como la economia, la fisica de campo, la demografia y la ciencia actuarial) en general y a la
resolucién de los problemas relacionados con los juegos de azar en particular, originé el desarrollo
de toda una estructura tedrica, que en sus comienzos se conoci6é como teoria del azar y que a fines
delsiglo siguiente modific6 su denominacion por lamenos afortunada de teoria de 1a probabilidad.

El estudio racional de estos problemas condujo al planteo de tres cuestiones
fundamentales, a saber:

- ;Qué cosa es la probabilidad?
- {Cémo se estiman las probabilidades?
- {COmo se transforman las probabilidades?

La busqueda de las respuestas a estos interrogantes dio origen a otras tantas disciplinas
que analizan los aspectos filosofico, inductivo y deductivo de la probabilidad: la filosofia de la
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probabilidad -que es la encargada de estudiar la naturaleza del azar y, por lo tanto, de definir su
medida; la inferencia inductiva -que se ocupa de los métodos para la estimacién de los valores de
las probabilidades elementales'- y el calculo de probabilidades -que trata de los procedimientos por
los cuales es posible pasar de valores de probabilidad de eventos simples a valores de probabilidad
de eventos complejos relacionados con los primeros?.

Si bien los avances obtenidos por estas dos 1ltimas especialidades contribuyeron a la
profundizacién de las reflexiones acerca de la naturaleza del azar, el problema de los fundamentos
ain no ha logrado resolverse debido a la imposibilidad de definir un modelo exclusivamente
deductivo que explique el papel que juega el azar en el comportamiento de los fenémenos de la
naturaleza.

Como consecuencia de esto las probabilidades han sido consideradas, en general, a partir
de bases axiométicas, casi exclusivamente como simples objetos de calculo, como entes mateméticos
definidos en el plano formal, relegando a un papel marginal su funcién de medidas de ese algo
denominado azar que aparece inevitablemente en la visién que todo observador posee acerca del
comportamiento de todo fenémeno.

1.2.- Acerca de la naturaleza del azar: "azar-ignorancia' versus "azar-absoluto"

La conceptualizacion del azar surgié asociada a la idea de falta de informacion suficiente
acerca de la estructura causal que determina el comportamiento de los fendomenos facticos: el
observador cuenta con una informacién -sea ésta de cardcter objetivo o consista en el conocimiento
de datos de multiples caracteristicas y origenes que constituyen su experiencia personal (subjetiva)
sobre el fenémeno- que, debido a esa suerte de solidaridad universal que relaciona a los procesos
y que hace que su naturaleza aparezca como infinitamente complicada, resulta incompleta
motivando, en consecuencia, que las razones de una parte del comportamiento del fenémeno
permanezcan ignoradas para si’. Y si se tiene en cuenta que, para este observador, la informacién
infinita es indiscernible de la ininteligibilidad, se puede concluir que, atin en una situacién ideal en
la que contara con un conjunto de informacién de tamafio infinito, el problema de la inexplicabilidad

l. El calificativo inductivo es utilizado aqui como opuesto a deductivo. Se dice que un proceso es deductivamente
vélido cuando la conclusién surge estrictamente de sus premisas en ¢l sentido que, si las premisas son verdaderas, la
conclusion no puede ser falsa. En una inferencia por inducciodn existe una probabilidad no-nula de que, a partir de premisas
verdaderas, se arribe a una conclusion falsa. En otros términos, lo que distingue a los razonamientos inductivos de los
deductivos ¢s que estos tltimos dan lugar a conclusiones necesariamente verdaderas, en tanto que los primeros producen
conclusiones afectadas por cierto grado de aleatoriedad.

2 . P
. Dado un fenémeno ¥ cuyo valor en un momento dado no puede ser predicho en forma deterministica, se define

como evento ( £ ) a todo suceso cuya ocurrencia estd supeditada al resultado que produzca la realizacion de dicho
fenémeno. Esta definicion incluye como casos particulares al evento cierto -que se verifica cualquiera sea la realizacion
asumida por el fenémeno y -y el evento imposible -que, obviamente, es aquél que no se verifica no importa cual sea la
realizacion asumida por dicho fendmeno (se conservara en el texto esta denominacién a pesar de entender que las
expresiones “evento cierto” y “evento imposible”, introducidas por AN. Kolmogorov, encierran una evidente paradoja,
en el sentido que ni uno ni otro poseen la propiedad esencial de eventualidad). Se entiende por evento complejo aquél que
resulta de la combinacién de dos 0 més eventos simples.

3 . . . .
. Poincaré, H.(1902): “Somos ignorantes y, sin embargo, debemos actuar. Para actuar no tenemos tiempo de
remitirnos a una informacién suficiente como para disipar nuestra ignorancia; debe tenerse en cuenta que una
informacién semejante exigiria un tiempo infinito”.



del comportamiento de los fenémenos facticos permaneceria®.

Esta noci6n Tomista de azar-ignorancia -durante mucho tiempo la tnica aceptada por la
teologia moral- implica una concepcién deterministica del mundo exterior al observador fundada
en ciertas premisas de orden metafisico’: i) que el mundo al que pertenecen los fenémenos es real;
ii) que existen leyes objetivas (leyes de la naturaleza) que rigen el comportamiento de los mismos
y i) que estas leyes son inherentes a los fenémenos, racionales y asintéticamente cognoscibles®,

Esta concepcion deterministica, que dominé el panorama de 1a filosofia de la ciencia hasta
la formulaci6n de la mecénica cuantica a principios de este siglo’, tuvo su auge en el siglo X VIII con
la consagracion de las leyes de la mecénica cléasica de Isaac Newton y de la electrodindmica de
James Clerk Maxwell. En la formulacion Newtoniana -concebida en un periodo de monarquia
absoluta y estructurada a partir de la hipétesis de un Dios todopoderoso que garantizaba la
racionalidad absoluta- el tiempo constituia una variable irrelevante en la evolucién de los fen6menos
(una trayectoria no tiene principio ni fin), de modo que el conocimiento completo de todo su
comportamiento -pasado y futuro- se suponia resumido en el conocimiento de su estado en un
instante dado (indiferente al sentido del tiempo)®.

Este ideal de perfeccion, conocido en lanomenclatura de Gottfried Wilhelm Leibniz® (“De
incerti eestimatione” (1678)), como el “principio de larazdn suficiente”, enuncia la “... equivalencia

4. Thomas Hobbes (“Leviathan” (1660)): “Si bien se ha observado que, hasta hoy, el diay la noche siempre se han
sucedido el uno a la otra, no se puede concluir que, en el futuro, este fenémeno seguird comportindose de esa forma, ni
que dicho comportamiento se repetird eternamente (...) la experiencia no permite arribar a conclusiones universales. Si
un resultado ocurre 20 veces por cada no-ocurrencia, una persona puede realizar una apuestade 20 a 1 por la ocurrencia
de este evento, pero no puede expresar conclusiones acerca de su veracidad”. Como se vera en este capitulo y en los
siguientes, este ejemplo del "amanecer" sera utilizado repetidamente en los siguientes 200 afios.

5. A las cuales no es posible atribuir ningtin fundamento (ni deductivo, ni inductivo) y que, en la interpretacién de
David Hume (“dn inquiry concerning human understanding”, 1718), constituyen “...una necesidad psicolégica, un
precepto casi involuntario instituido por la caritativa naturaleza para compensar las deficiencias de la razon humana”
(ver Daston, L. (1988)).

6. Sirva como expresion sintetizadora de esta nocion de azar-ignorancia el siguiente texto debido a Poincaré, H. (1905):
“Todo fenomeno, por minimo que sea, tiene una causa, y un espiritu infinitamente potente, maravillosamente bien
informado de las leyes de la Naturaleza, lo hubiera podido prever desde el comienzo de los siglos. (...) Para él la palabra
azar no tendria ningin sentido, o mejor dicho, no habria azar. Es a causa de nuestra debilidad y de nuestra ignorancia
que el azar existe para nosostros. (...) El azar no es mds que la medida de nuestra ignorancia. Los fendmenos fortuitos
son, por definicién, agquellos de los que ignoramos sus leyes”.

7. Particularmente en la obra de autores tan prestigiosos como Niels Bohr (1924), Max Born (1926) y Werner
Heisenberg (1927).

8. Este ideal de naturaleza totalmente determinada por su pasado probablemente deba su origen al hecho que, dado el
impulso innato del ser humano por tratar de comprender las regularidades en el comportamiento de los fenémenos, por
descubrir leyes detras de sus complejidades, de extraer orden del caos, la epistemologia clasica se desarroll6 sobre el estudio
de fendmenos peri6dicos. (Prigogine, 1.; Stengers, 1. (1986): “Nosotros no debemos la creacion de nuestros esquemas
conceptuales iinicamente a nuestra inteligencia, sino al hecho que, en este mundo complejo, algunos 'objetos’ se destacan
naturalmente y han captado la atencién de los hombres, suscitando el desarrollo de técnicas y la creacion de lenguajes
que hacen inteligible su regularidad’).

9. Los datos biograficos de los principales autores vinculados de alguna forma a la teoria de la probabilidad que se citan
en el texto pueden ser consultados en el Apéndice 3.
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entre la causa 'plena’ y el efecto 'total™": Si el observador pudiera definir estos dos elementos, su
conocimiento seria equivalente al conocimiento que Dios posee del mundo. Un dios como el de
Henri Poincaré, un dios que rige una naturaleza “...en la que no hay lugar para lo no formalizable”,
segin René Thom'!, un dios que no juega a los dados, segtin A. Einstein, un dios que conoce
simult4neamente la posiciény la velocidad de una particula, segtin Max Planck, o un demonio capaz
de calcular el pasado y el futuro del Universo a partir de la observacién de uno cualquiera de sus
estados instantaneos, segtn Pierre Simon Laplace'?, un demonio capaz de invertir la evolucion
irreversible asociada al crecimiento de la entropia a partir de la accién sobre cada molécula en
particular, segiin J.C. Maxwell".

La insuficiencia del método clasico para explicar “...un mundo inestable que conocemos
a través de una ventana finita”", en el que una modificacién infinitesimal en el conocimiento del
observador -a pesar de contar con ecuaciones deterministicas- conduce de una realizacién del
fenémeno a otra cualquiera de su infinito conjunto de realizaciones posibles, en el que la
irreversibilidad es la regla y la reversibilidad la excepcién, dio origen a una nueva formulacién -
aleatorista-, cuya diferencia con la dindmica clésica radicé esencialmente en la postulacién del
concepto de estado del proceso en un instante dado como resultante de una evolucién orientada
en el tiempo. Esta nueva interpretacién se originé a principios del siglo XIX (el siglo del
evolucionismo), en las obras de Charles Darwin en biologia, de Georg Friederich Wilhelm Hegel
en filosofia, y de Jean-Joseph Fourier y Nicolas Leonard Sadi Carnot en fisica.

En particular, las contribuciones de J.J. Fourier (1811) y Sadi Carnot (“Réflexions sur la
puissance motrice du feu et sur les machines propres a développer cette puissance” (1824)) dieron
lugar al nacimiento del concepto de termodindmica y, consecuentemente, a la incorporacién de dos
elementos: el tiempo y la historia, en un universo que Newton y los fisicos clasicos habian supuesto
eterno'®. En 1850, Rudolf J.E. Clausius (“On the motive power of heat, and on the laws which can
be deduced from it for the theory of heat”) introdujo las leyes de la termodindmica, la primera de
las cuales establece que, en un sistema cerrado, la cantidad de energia permanece constante y la
segunda afirma que, en dicho sistema, existe una funcién de los estados (asimilada, en general, a la

10. Todo ocurre por alguna razén. Si un fenémeno es verdadero, debe ser verdadero por alguna razon, Sin embargo,
no se puede ignorar que existe una infinidad de proposiciones respecto de las cuales no existe ninguna teoria capaza de
demostrar por qué son verdaderas. Estas proposiciones son légicamente irreducibles y, de acuerdo con el principio de la
razon insuficiente, la tinica forma de admitir su veracidad es incorpordndolas como axiomas (ver Apéndice 2).

11. Prefacio al “Essai philosophique sur les probabilités” de Laplace, P.S, (Edicion de 1986).

s

12. El “Essai philosophique sur les probabilités” (1814) de Laplace proporciona una de las descripciones mas
esclarecedoras de la concepcion del determinismo universal: “Enfonces debemos considerar el estado presente del universo
como el efecto de su estado anterior y como la causa de su estado siguiente. Supongase por un instante una inteligencia
que pudiera comprender todas las fuerzas que animan a la naturaleza y la situacion respectiva de los entes que la
componen (...) una inteligencia suficientemente vasta como para analizar estos datos, resumiria en la misma formula los
movimientos de los cuerpos mds grandes del universoy aquéllos del dtomo mds ligero; para esta inteligencia nada seria
inciertoy tanto el futuro como el pasado estarian presentes ante sus ojos™.

13. El inventor de este singular personaje, conocido hoy como el demonio de Maxwell fue, en realidad, el fisico
Ruggiero Giuseppe Boscovich (“De spatio et fempore, ut a nobis cognoscontur” (1755), reimpreso como apéndice a su
libro de texto “Theoria philosophiee naturalis” (1758)). La expresion “demonio de Maxwell” se debe al fisico inglés
William Thompson.

¥ prigogine, L; Nicolis, G. (1977).

15. 1. Newton (“Principia mathematica” (1687)): “El tiempo absoluto, verdadero y matemdtico, por si mismo y por
su propia naturaleza, fluye libremente sin niguna relacién con el exterior y es llamado 'Duracion™.



entropia S ) que varia en forma monétona aproximéndose a un estado final (de méxima entropia),
conocido como del equilibrio termodindmico'®. En términos formales, este segundo principio puede

das
ser expresado como o 20.
t

En “Hlustrations of the dynamical theory of gases” (1860) -obra considerada hoy como de
fundamental importancia en la filosofia de la ciencia- J.C. Maxwell introdujo la idea de que las leyes
de la termodinamica son més bien generalizaciones estadisticas que leyes en sentido absoluto. De
acuerdo con esta interpretacion, no hay en la segunda ley nada que impida que las moléculas de aire
contenidas en una habitacién se concentren en un rincén. Si bien debe reconocerse que la
probabilidad a asignar a la ocurrencia de este evento es infinitamente préxima a cero, este minimo
margen de improbabilidad hizo que la segunda ley no pudiera ser considerada como una verdad
absoluta y que el determinismo estricto fuera sustituido por la prediccién probabilistica'’. Esta
explicacién estadistico-termodinamica procur6 -fundamentalmente a través de la obra de M. Planck
y Ludwig Eduard Boltzmann- definir la naturaleza en términos de devenir, dando un sentido
intrinseco a la “flecha del tiempo”', cambiando la interpretacion de tiempo dinamico entendido
como “tiempo de caida de los graves” por la de “tiempo termodindmico” (segin la nomenclatura
de Serres, M. (1975))".

Paralelamente a esta interpretacion aleatorista de la nocién de azar, cabe mencionar el
indeterminismo por novedad de Gustav Theodor Fechner, basado en el principio que, si bien en
ta evolucién de los fendmenos dindmicos se generan nuevas condiciones iniciales que, de acuerdo
con una ley general, conducen a efectos no ocurridos previamente y, por lo tanto, no permiten la
recurrencia de comportamientos idénticos, cada conjunto de dichas condiciones iniciales conserva
alguna similitud con los anteriores de modo que, alin cuando sea posible adjudicar cierto grado de
aleatoriedad a esta evolucién, su comportamiento no puede ser considerado completamente
aleatorio. Esta interpretacion intermedia (deterministica-aleatorista) de aleatoriedad-con-causalidad
considera que ese conjunto de condiciones iniciales intrinsecamente nuevas constituye una nueva
causa que genera, en funcion de una ley causal preexistente, un efecto novedoso y que esas causas
son, en si mismas, no-causadas.

A modo de resumen de las consideraciones anteriores, se puede concluir que aceptar la
concepcion clasica -deterministica- es equivalente a suponer que todo fenémeno es explicable, en
la hipétesis que, en el limite, dicho fenémeno constituye la consecuencia necesaria de un conjunto
infinito de factores que definen su estructura-causal. Por el contrario, aceptar la nocién de
aleatoriedad parcial objetiva de Fechner o la interpretacion termodindmica -aleatorista- implica
sustituir el concepto cldsico de azar-ignorancia (epistemoldgico) por el de azar-absoluto

16. El concepto de entropia esté relacionado aqui con la incertidumbre asociada a las posibles realizaciones de un
suceso de resultado eventual. La palabra entropia fue introducida por Clausius a partir del término griego que significa
transformacion.

V7 Ver Gardner, M. (1979).
18, Expresion debida a Eddington, J. (1935).

19. J.C. Maxwell (“Trait's ‘Thermodynamics” (1887)): “Es imposible reducir la segunda ley de la termodindmica a
una forma tan axiomatica como la primera, por lo que tenemos razones para creer que, aunque verdadera, su verdad no
es del mismo orden que la de la primera ley (...) La verdad de la segunda ley es, por consiguiente, estadistica, no
matemdtica porque depende del hecho que los cuerpos con los que tratamos constan de millones de moléculas, y que
nunca podemos analizar moléculas simples™.
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(ontologico), sustituir la afirmacién el observador nunca puede saber por la afirmacién ni el
observador ni la naturaleza nunca pueden saber.
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1.3.- Los comienzos de la teoﬁa de la probabilidad

Como se mencioné en la Sec. 1.1 de este capitulo, el desarrollo de la teoria de la
probabilidad estd relacionado fundamentalmente con el tratamiento de problemas econémico-
actuariales como el de la valuacion de contratos aleatorios -¢s decir, con la determinacién de la suma
cierta a pagar hoy pararecibir una retribucion aleatoria si se verifican ciertas condiciones de carécter
eventual,

Enmuchos casos las soluciones se obtuvieron asimilando las caracteristicas metodologicas
de-estos problemas a cuestiones inherentes a los juegos de azar, lo que hizo que posteriormente los
autores, en general, asociaran -en forma equivocada- el desarrollo de la teorfa de la probabilidad
principalmente al incremento del interés por los juegos de azar en la sociedad europea del siglo
XVII®,y adjudicaran muchos de los importantes avances producidos en esa época, en esta materia,

20. Esta hipétesis de que los juegos de azar (si bien representaron un rol metodologica y pedagégicamente relevante)
no constituyeron ¢l Gnico -ni, quizas, el més importante- estimulo al desarrollo de la teoria de la probabilidad, de que, en
realidad, la atencion de los analistas se dirigié a los juegos de azar s6lo después de que problemas asimilables a ellos
susgieran en otros ambitos de la actividad humana, permite arriesgar una respuesta sobre la cuestion -muy discutida y nunca
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a una supuesta conjuncion entre el ingenio de algunos matemaéticos y el excepcional espiritu de
observacién de algunos jugadores, quienes postulaban que, si bien los resultados se revelaban como
individualmente aleatorios, en conjunto parecian observar ciertas regularidades®. A partir de esta
circunstancia, surgié la hipdtesis de lo que podria interpretarse como una suerte de competencia
entre tedricos y practicos, en la que los primeros estaban convencidos de poder explicar todas las
presuntas regularidades mediante la utilizacién de argumentos tedricos o matematicos, y los
segundos suponian que los resultados de los juegos incluian algo secreto, inasible para cualquier
método de célculo®®. Como consecuencia de esta hip6tesis, si bien se reconocen algunos intentos
previos, los autores coincidieron -y, en general, coinciden- en asociar el punto de partida de 1a teoria
clasica de la probabilidad con la discusion entre quien podria ser considerado como el mas habil de
los précticos, Antoine Gombaud, Chevalier de Méré y el mas sutil de los tedricos de su tiempo,
Blaise Pascal.

Esta circunstancia se vio avalada por el rol de ferviente jugador y personaje mundano
atribuido histéricamente -en forma errénea- a este Chevalier de Méré?. En realidad A. Gombaud
fue un filésofo y hombre de letras que ocup6 cargos prominentes en la corte de Luis XIV y que, si
bien no fue un matematico profesional®, mantuvo correspondencia con casi todos los matematicos
importantes de su tiempo -entre los que se encontraba Pascal®- y participé activamente en la
resolucion de varios problemas. Estas consideraciones parecerian indicar que el planteo de de Méré
a Pascal no fue a partir de su experiencia como jugador, sino como resultado de una reflexion
puramente te6rica’®. Los problemas considerados por Gombaud dieron origen a la hoy famosa

aclarada- de por qué la influencia sistemética de estos juegos (fundamentalmente los juegos de dados, cuya existencia data
de varios siglos antes de Cristo) en el desarrollo de la teoria de la probabilidad se produjo recién en el siglo XVII La
literatura ha atribuido esta circunstancia a distintas razones, por ejemplo, a las imperfecciones en la construccion de los
dados que no permitian la deteccién de las necesarias regularidades (ver David, F.N. (1955)), a la inexistencia de un algebra
combinatoria (en realidad, de ideas combinatorias), a la supersticién de los jugadores, a la inexistencia de una nocion de
fendmeno aleatorio o , mejor dicho, a la existencia de impedimentos religiosos o morales para el desarrollo de la idea de
aleatoriedad (ver Kendall, M.G. (1956)). Todas consideraciones muy atendibles, pero ninguna concluyente.

21 vVer Sambursky, S. (1963).

22 . . . . X
. Geymonat, L. (1954): “Las divergencias entre los mds prestigiosos estudiosos con respecto a la naturaleza del
cdlculo de probabilidades son, aiin hoy, tan profundas que conducen a la sospecha de que éste encierra algiin misterio

N 2
inalcanzable para la mente humana’".

23. De acuerdo con una carta de Siméon Denis Poisson, “El origen del cdlculo de probabilidades puede situarse en
un problema propuesto por un hombre de mundo a un austero Jansenista” {ver Keynes, JM. (1921)). Debe tenerse en
cuenta que (como se comenta en el Apéndice 3) el austero Jansenista at cual se refiere Poisson, desde el fallecimiento de
su padre, ocurrido en 1651, hasta la conversion religiosa, ocurrida la famosa “nuit de feu” el 23 de noviembre de 1654,
disfrut6 de una vida disoluta en la que los juegos de azar desempefiaron un papel importante.

24. En la segunda carta dirigida por Pascal a su coterraneo ¢l matematico Pierre de Fermat se puede hallar el siguiente
comentario de Pascal acerca de su encuentro con Gombaud: “El Sr. de Méré es un 'bon esprit’, pero no es 'géométre’ (y
esto, como usted sabe, es un gran defecto) y aiin no comprende que una recta puede ser dividida ‘ad infinitum’y cree que
estd compuesta por un niimero finito de puntos, y yo no he sido capaz de apartarlo de esta idea. Su usted pudiera lograrlo
lo haria parecer perfecto” (Bertrand, J. (1889)).

25 Ver Ore, O. (1960).

26. Carta de Gombaud a Pascal: “Usted sabe que he descubierto cosas tan raras en matemdticas que los mds
conocedores entre los mayores nunca las han discutido, y han sorprendido a los mejores matemdticos de Europa. Usted
ha escrito sobre mis descubrimientos al Sefior Huygens, al Sefior de Fermaty a muchos ofros” (ver Ore, O. (1960)). Carta
de Pascal a de Fermat: "He visto a distintas personas obtener la solucién para el dado, entre las cuales se encuentra el
Sefior de Méré, quien fue el primero en proponer estos problemas al Sefior de Roverbal y a mi” (ver Ore, Q. (1960)).



10

correspondencia entre Pascal y P. de Fermat®’. Esta correspondencia -que consta de siete cartas
intercambiadas entre julio y octubre de 1654 y una carta enviada por Pascal a de Fermat en 1656-
contiene el germen de lo que hoy constituye la teoria de la probabilidad®®. En ella se encuentra,
ademads de la solucién al mencionado problema de Gombaud, las respuestas a algunas cuestiones
que ya en el siglo X VII eran clasicas, como la solucion de ciertos casos particulares de las que mas
tarde se denominarfan probabilidades binomiales® (generalizados luego, en el “Traité du triangle
arithmetique” de Pascal, concluido a fines de 1654 y publicado en forma péstuma, en 1665) y el
planteo del problema conocido atn hoy como de la ruina de los jugadores®.

Es asi que Pascal es considerado el fundador de la teoria de la probabilidad, ain cuando,
como se menciond en la pagina precedente, no file el primero en investigar estos temas ni los
resultados por €l obtenidos fueron, en principio, més interesantes que los logrados por algunos de
sus contemporaneos (en particular, de la comentada correspondencia con de Fermat se puede
concluir que éste habia logrado en muchos asuntos una mayor profundidad en lo que hace a la
interpretacion filoséfica de la teoria del azar). El mérito de Pascal radicé en la comprension de la
riqueza que encerraba el razonamiento probabilistico a partir del cual construyé los fundamentos
de una visién moderna de la ciencia, segin la cual lo méximo a que el investigador puede aspirar

27. Desafortunadamente la primera carta de Pascal a de Fermat se perdi. El famoso problema de Gombaud estd
contenido en la segunda carta fechada el miéreoles 29 de Julio de 1654: “No he tenido tiempo de enviarle la demostracion
de un problema que preocupa al Sr. De Mévé (...) Me comunica que ha hallado la siguiente falacia en la teoria de
niimeros: si el evento consiste en obtener el resultado 6 al arrgjar un dado, la ventaja de lograr este resultado en 4
pruebas es como 671 a 625. Si el evento consiste en obtener 2 veces el resultado 6 al arrojar 2 dados en 24 pruebas, se
genera una desventaja. Sin embargo 24 es a 36 (que representa el niimero de pares de ‘caras’ de los dos dados) como
4 es a 6 (que representa el niimero de ‘caras’ de un dado). Este resultado lo contrarié mucho y concluyé que las
proposiciones no son consistentes y que la aritmética es auto-contradictoria”. de Fermat obtuvo la solucién a este
problema urilizando el “método combinatorio” (esencialmente el mismo que, como se vera inmediatamente, utilizara
Galileo en la solucién de un problema similar).

28. El siglo XVII fue muy fecundo para las ciencias exactas en general y, como se desprende de 1o comentado en el
texto, para la teoria de la probabilidad en particular, no s6lo por la aparicion de algunas figuras excepcionales, sino por el
notable incremento en el niimero de investigadores menores. Todo este proceso de creacién exponencialmente creciente
requiri6 el desarrollo de formas de difusién que pusieran en contacto a los estudiosos de cada materia. Este vehiculo estuvo
fundamentalmente integrado por la correspondencia epistolar (que asumié el papel de lo que hoy se conoce como las
comunicaciones preliminares y que, como se podré observar, ocup6 muchos volumenes de las obras completas de los mas
grandes cientificos de este siglo} ejercida por los llamados "informadores”, es decir, personas que se encargaban de recoger
y difundir noticias sobre trabajos cientificos en curso de elaboracion. Entre estos cabe destacar a Marin Mersenne, Pierre
de Carcavi y Antoine Gombaud en Francia y Heinrich Oldenburg y John Collins en Inglaterra. Este método de difusion fue
sustituido a fines del siglo XVII por las publicaciones cientificas periddicas (el Journal des S¢avants (1665) en Francia,
¢l Giornale dei Letterati (1668) y el Giornale de'Letterati di Italia (1668) en ltalia, ¢l Acta Eruditorum (1682) en
Alemania, la Bibliothéque Germanique, €l Journal Littéraire de I'Allemagne y la Nouvelle Bibliothéque Germanique en
Prusia).

29. Denominadas asi porque al ser generadas a partir de una serie de ensayos independientes repetidos en igualdad
de condiciones, que admiten s6lo dos resultados posibles: "éxito"y "fracaso” (ensayos binomiales), resultan proporcionales

a los términos del desarrollo del binomio {p+q)’ , donde n denota el nimero de ensayos de la serie,y p y ¢
pP+q

denotan, respectivamente, las probabilidades de obtener "éxito" o "fracaso” en un ensayo dado (ver Cap. 7). Algunos
de estos problemas ya habian sido resueltos por G. Cardano. Fueron Pascal y de Fermat quienes utilizaron por primera
vez el calculo combinatorio en sus soluciones. Sus métodos fueron posteriormente empleados por Jakob Bernoulli, Pierre
Remond de Montmort y A. de Moivre (ver Cap. 4),

30. Sean 4 y B dos jugadores que cuentan, respectivamente, con ¢ y b fichas. Sean p y ¢g=1-p,

respectivamente, las probabilidades de A y B de ganar una partida. Supongase que al cabo de cada partida ¢l perdedor
debe pagar al ganador una ficha. ;Cudl es la probabilidad de que el juego dure, como méximo, » partidas? (este problema
serd tratado con detalle en la Sec. 3.1.5.4).
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es a la definicién de modelos que describan aproximadamente los fenémenos observados, sin poder
demostrar en forma definitiva si estos estos constituyen o no la representacion de supuestas
realidades objetivas subyacentes®'.

En la obra de Pascal y de Fermat se unifican, por primera vez, las dos raices -matematica
y filosofica- de la teoria de la probabilidad, conjugando los dos movimientos intelectuales mas
importantes del siglo X VII: el surgimiento de un nuevo racionalismo pragmatico con el consiguniente
abandono de los ideales tradicionales de certeza (religiosa y filosofica) y el intento de aplicar la
matematica a nuevos dominios de la experiencia.

Debido a las necesidades planteadas por el contexto econdmico-legal de los ya
mencionados contratos aleatorios (relacionados, por un lado, con los seguros y las rentas vitalicias
y, por otro, con los juegos de azar, especialmente las loterias), en realidad ni Pascal, ni de Fermat,
ni sus contemporaneos razonaron en términos de probabilidades, sino en términos del concepto de
expectativa o esperanza matemaética -entendida como larelacion entre un presente cierto y un futuro
incierto, entre una cantidad cierta (apuesta) a pagar para recibir una cantidad aleatoria si un evento
dado se verifica-, generando de esta forma una teoria basada en reglas generales que expresaban en
forma cuantitativa larelacion entre el riesgo y la ganancia en un contrato aleatorio equitativo. Reglas
que, como ya se comento, estaban fundadas en una interpretaciéon deterministica que suponia a los
fenémenos como estrictamente gobernados por leyes invariables que podian ser expresadas en
funci6én de un nimero finito de variables.

La conocida como apuesta de Pascal es un ejemplo tipico de cémo el razonamiento
mediante expectativas constituyé un sinénimo de este nuevo racionalismo imperante en la primera
mitad del siglo XVII, en cuyo esquema el espiritu religioso parece basarse mas “...en el interés
temporal individual que en un dogmatismo racional o en un entusiasmo mistico"™%:
"...establezcamos las proposiciones: 'Dios existe' y 'Dios no existe' ; Hacia cudl de las dos nos
inclinaremos? La razén no puede determinar nada acerca de esta cuestién: un caos infinito nos
separa de la respuesta correcta. En el extremo de esa distancia infinita, se plantea un juego cuyo
resultado serd ‘cara’ o ‘cruz' ;A qué apostaremos? (...) Dos cosas se pueden perder: la verdad y
el bien, y dos cosas se pueden comprometer: nuestra razon y nuestra voluntad, nuestro
conocimiento y nuestra beatitud; y de dos cosas debe huir nuestra naturaleza: del error y de la
miseria (...) Pesemos la ganancia y la pérdida considerando ‘cara’ que 'Dios existe'. Analicemos
estos dos casos: si ganamos, ganamos todo; si perdemos, no perdemos nada. Apostemos, pues, sin
vacilar a que Dios existe (...) Hay aqui, como ganancia, un infinito de vida infinitamente feliz, una
probabilidad de triunfo contra un nimero infinito de probabilidades de pérdida, y lo que
comprometemos en el juego es finito. Esto suprime toda apuesta: siempre que interviene lo infinito
y cuando no hay infinidad de probabilidades de pérdida contra la probabilidad de triunfo, no hay
que vacilar, hay que arriesgarlo todo (...) Pues de nada sirve decir que la ganancia es incierta y
que el riesgo es cierto, y que la infinita distancia que media entre la certeza de lo que se arriesga
y la incertidumbre de la ganancia iguala el bien finito que se arriesga en forma cierta con el
infinito que es incierto. No es asi. Todo jugador arriesga con certeza para ganar con incertidumbre
¥, sin embargo, sin pecar por ello contra la razén, arriesga con certeza lo finito para ganar con
incertidumbre lo finito. No hay una distancia infinita entre esa certeza de lo que arriesgay la

3 1. Todhunter, I. (1949): “Dejando de lado las sugerencias sin importancia que pueden hallarse en irabajos previos,
podemos decir que la teoria de la probabilidad comenzé con Pascal y Fermat, y seria dificil encontrar dos nombres a
quienes se pudiera atribuir mayor prestigio en la materia”.

32 Daston, L. (1988).
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incertidumbre del triunfo (...) Hay, en verdad, una distancia infinita entre la certeza de ganary la
certeza de perder. Pero la incertidumbre de ganar es proporcional a la certeza de lo que se
arriesga, segunla proporcion de las probabilidades de ganar y perder. Y de esto resulta que, si hay
probabilidades iguales de un lado y del otro, la partida consiste en jugar igual contra igual y,
entonces, la certeza de lo que se arriesga es igual a la incertidumbre de la ganancia (...) Nuestra

proposicién encierra una fuerza infinita, en la medida que se arriesga lo finito, en un juego en el

que hay probabilidades iguales de ganar y perder y la ganancia es infinita”™>>.

Obviamente nunca el inicio de un desarrollo tedrico se produce en forma tan abrupta que
pueda ser fechado con precisién absoluta. Con relacion a los intentos de cuantificacién de la
probabilidad previos a los trabajos de Pascal y de Fermat mencionados al comienzo de esta seccion
(v que, en gran medida, constituyen sus antecedentes), si bien se conocen ensayos aislados
anteriores, es recién a partir del siglo XV que la formalizacién del concepto de probabilidad observé
un desarrollo continuado. El periodo que se extiende hasta comienzos del siglo X V1 -caracterizado
por la solucién de problemas individuales mediante la utilizacién de argumentos elementales de
calculo- es mencionado por muchos autores como la prehistoria de la probabilidad®. El primer libro
que trata problemas de juegos de azar desde un punto de vista matematico es la “Summa di
arithmetica, geometria, proportioni e proportionalitd” de FraLucas de Burgo-llamado "il Pacioli"-,
impreso en 1494. En él figura por primera vez ¢l ya mencionado problema de la divisién de
apuestas®,

Contemporénea a esta obra cabe mencionar “De talorum tesserarum ac calculorum ludis
ex more veterum?” de Celio Calcagnini, por la influencia que ejerci6é sobre los trabajos de G.
Cardano.

El “Liber de Ludo Alece” de G. Cardano, escrito (segun el propio testimonio del autor)
alrededor de 1526 y publicado en forma pdstuma en 1663, constituye el primer tratado extensivo
dedicado exclusivamente a la teoria de la probabilidad. En esta obra se introduce como concepto
de probabilidad "a priori" el cociente entre el mimero de “casos favorables™ y el nimero de “casos

33. “Pensées” (1669, pasaje n° 418 en la numeracion de Lafuma y 233 en la de Brunschvicg). En realidad Pascal no
fue el creador de este famoso ejemplo de apologética religiosa de la teologia natural. Un argumento bastante parecido se
encuentra en "La logique ou l'art de penser" (1662) de Antoine Arnauld y Pierre Nicole, los 16gicos de Port Royal y en
"Wisdom of being religious" (1664) de John Tillotson. A partir de las ideas contenidas en “Theologice christianee principia
mathematica” (1699) de John Craig, pero utilizando sus propios argumentos probabilisticos y basandose ¢n ¢l criterio de
que la vida eterna (o el infinito niimero de vidas felices) prometida por las Sagradas Escrituras no tenia una probabilidad
finita, Laplace critic6 la conclusién de Pascal: “La expresidn para la probabilidad del testimonio de las Escrituras es
infinitamente pequefia. Al multiplicar esta cantidad por el infinito niimero de vidas felices prometidas, en la esperanza
matemdtica resultante, el infinito desaparece, lo cual destruye el argumento de Pascal” (“Essai philosophique sur les
probabilités” (1814)).

34 Ver Maistrov, L.E. (1974).
35. Sean A y B dos jugadores que convienen en jugar una serie de partidas que finalizara cuando uno de los dos
gane en n oportunidades. ;De qué forma deberan dividirse las apuestas si, por alguna causa accidental, la serie se

interrumpe cuando A4 ha vencido n, partidasy B #»jy partidas? Este problema, que ser4 analizado con detalle en la

Sec. 3.1.5.1, fue tratado por Pascal en su correspondencia con de Fermat. Distintos intentos de solucién al mismo habfan
sido desarroliados previamente por G. Cardano (“Pratica arithmetice et mensurandi singularis” (1539)), Niccolo Fontana
-“il Tartaglia”, “sic enim eum nominare solent™ (“General trattato di numeri e misure” (1556)), Giovanni Battista
Peverone (“Due brevi e facili trattati, il primo d'arithmetica, l'altro di geometria” (1558)) y Luigi Forestani (“Pratica
d'arithmetica e geometria” (1603)).
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posibles” (que, luego, como se veréd en la Sec. 2.2, constituy6 la definicién clasica)®®. En él se
menciona también, por primera vez, la posibilidad alternativa del célculo de probabilidades "a
posteriori" de la realizacién de observaciones empiricas, con la condicidén necesaria de que éstas se
efectien en igualdad de condiciones, planteando de esta forma, una aproximacién al concepto de
regularidad estadistica y a la ley de los grandes nimeros®’. En 1539 se publica “Practica aritmeticee
et mensurandi singularis”, obra en la que Cardano continfia con el tratamiento del problema de la
divisién de apuestas iniciado por “il Pacioli” y, en 1570, “Opus novum de proportionibus
numerorum’”, que puede ser considerada como una continuacién del “General Trattato di numeri
et misure” (1556-1560) de N. Tartaglia, en el tratamiento de problemas relacionados con la teoria
de la probabilidad y el célculo combinatorio (debe tenerse en cuenta que, hasta la incorporacién del
calculo diferencial e integral, el calculo combinatorio constituyé la herramienta basica de la teoria
de la probabilidad, por lo que su desarrollo ejercié una influencia fundamental en su progreso,
especialmente en su etapa inicial).

Eltrabajo inmediatamente siguiente a los de Cardano en lo que se podria llamar la literatura
clasica sobre probabilidades que merece ser mencionado, es “Sopra le scoperte dei dadi” de Galileo
Galilei, escrito presumiblemente entre 1613 y 1623 y publicado, junto con el resto de su obra sobre
probabilidades en 1718, bajo el titulo “Considerazioni sopra il gioco dei dadi”. El mismo estd
dedicado a laresolucion del siguiente problema planteado por un jugador anénimo: Si al arrojar tres
dados, las sumas 9 y 10 pueden ser obtenidas sélo de seis formas distintas (126, 135, 144, 225, 234
y 333 para el resultado 9, y 136, 145, 226, 235, 244 y 334 para el resultado 10), ;por qué los
jugadores “... consideran al resultado '10' como mds ventajoso que el resultado '9'7,

Cabe mencionar que, mas all4 de esta cuestién puntual, el principal aporte de Galileo esta
relacionado con el desarrollo de la inferencia inductiva y consistié en la aplicacion de la teoria de
la probabilidad a la estimaci6n de la distibucion de los errores no-sisteméticos en las observaciones
astronémicas. En este sentido, si bien no obtuvo una solucién cuantitativa analitica del problema™®,
muchas de sus contribuciones ejercieron una gran influencia también en el desarrollo de las nociones
basicas de la teorfa de la probabilidad®.

36. Debe tenerse en cuenta que inicialmente existi6 una diferenciacion entre la nocién de chance, calculada como un
cociente ¢ incluida en el dmbito del 4lgebra, y la de probabilidad considerada como un concepto epistemolégico
no-numérico. Fue en el siglo X VI que la probabilidad comenz6 a ser definida en forma numérica, y es recién en la segunda
mitad del siglo XVII que ambos términos aparecen tratados en la literatura como sinénimos. Como una excepcion a esta
regla debe considerarse la interpretacién logicista de John Maynard Keynes, segiin la cual las relaciones de probabilidad
entre conjuntos de proposiciones no siempre son cuantificables (ver Sec. 2.4).

37 Ver Sec. 2.3.

38 Los problemas relacionados con dados fueron los que més rapidamente atrajeron la atencion de los cientificos. Los
primeros intentos de solucidn que se conocen datan del siglo XI. En particular, la primera aproximacién conocida para el
caso de tres dados figura en el poema latino “De vetula” (en principio atribuido a Ovidio y hoy generalmente reconocido
como perteneciente al Canciller de la catedral de Amiens, Richard De Fournival): “...Si los tres niimeros son iguales, hay
seis posibilidades; si dos son iguales y el otro distinto, hay treinta casos, ya que el par puede ser elegido en seis formas
y el otro en cinco formas; y si los tres son diferentes, hay veinte formas, ya que treinta veces cuatro es igual a ciento
veinte, pero cada posibilidad aparece en seis formas. Hay cincuenta y seis posibilidades. Pero si los tres son iguales hay
una sola forma por cada nimero; si dos son iguales y uno diferente, hay tres formas; y si todos son diferentes, hay seis
Sformas”.

39. Ver Cap. 14,

40. Corno caso curioso de 1a literatura del siglo XV1I referida a 1a teoria del azar y al concepto de incertidumbre, cabe
mencionar “Of the nature and use of lots” (1619), obra en la que ¢l Reverendo Thomas Gattiker intent6 rebatir el principio
-muy arraigado en la época- de que los resultados de las loterias y de los juegos de dados debian ser interpretadas como una
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Contemporéaneo a la correspondencia Pascal-de Fermat es el ya mencionado pequefio
tratado titulado “Van Rekeningh in Spelen van Geluck” del matematico flamenco Christiaan
Huygens, publicado en 1656 y cuya version definitiva en latin: “De ratiotiniis in ludo alee” aparecié
un afio méas tarde (como apéndice del volumen titulado “Exercitationum mathematicarum”™ de su
maestro Francis Van Schooten)*'. Esta obra contiene tres teoremas (en los que se introduce el
concepto de "esperanza matemdtica" tal como hoy se lo conoce) y once problemas, conocidos en
conjunto como las catorce proposiciones de Huygens®.

Debido posiblemente a que la comunidad matemaética estaba dedicada casi con exclusividad
al desarrollo del calculo y que, a excepcion de los seguros de vida, no se habian hallado aplicaciones
cientificas de importancia para la teoria de la probabilidad, la segunda mitad del siglo XVII (mas
precisamente, el periodo que media entre los ya mencionados trabajos de Pascal, de Fermat y
Huygens, y la aparicion de las obras de de Pierre Remond de Montmort (1708) y Jakob (I) Bernoulli
(1713)), se caracterizo por la ausencia de grandes tratados.

Las publicaciones de este periodo estén referidas fundamentalmente a la teoria matematica
del riesgo originada en el ya mencionado régimen econémico-legal de los contratos aleatorios, es
decir, a las aplicaciones de la teoria de la probabilidad al anlisis de la mortalidad y a la ciencia
actuarial.

Cabe destacar que la aceptacién de esta teorfa del riesgo en la solucién de problemas
actuariales en general y en la practica aseguradora en particular, requirié de un arduo proceso de
transicién conceptual®®, que incluyé la aceptacién del ya mencionado principio de estabilidad
estadistica en el comportamiento de fenémenos eventuales en el largo plazo y la diferenciacion, en
lo que se refiere a su tratamiento tedrico, del riesgo incluido en los juegos de azar -en los que las
probabilidades pueden ser calculadas “a priori”, a partir de la supuesta simetria de los resultados
posibles- y del riesgo inherente a los contratos de seguro -en los que las probabilidades deben ser
estimadas “a posteriori” de la observaci6n de las frecuencias de ocurrencia de los eventos.

manifestacion de los designios de Dios. Con este fin, y partiendo de una l6gica interpretacion deterministica del
comportamiento del fenémeno, establecié un criterio segin el cual, a pesar de que sus causas fiueran desconocidas, estos
eventos debian ser considerados como determinados por una ley natural.

41. Si se tiene en cuenta que los trabajos de G. Cardano y G. Galilei, si bien elaborados con anterioridad, recién fueron
aditados en 1663 y 1718, respectivamente, se puede decir que este tratado constituye, en realidad, la primera publicacién
dedicada exclusivamente a la teoria de la probabilidad.

42. En general, en la literatura de a historia de la probabilidad, se tiende a sobreestimar el rol de Pascal y de Fermat
en desmedro de la contribucién de Huygens. Debe tenerse en cuenta que “De ratiotiniis in ludo alee” fue fundamental en
el desarrollo de la teoria de la probabilidad debido a la influencia que ejerci6 sobre los trabajos de Jakob Bernoulli, P.R.
de Montmort y A. de Moivre. Se transform¢ inmediatamente en el libro de texto obligado sobre teoria de la probabilidad
y continué siéndolo durante los siguientes 50 afios, atin después de 1a publicacion del “Traisé du triangle arithmetique, avec
quelques autres petits traités sur la méme matiére” (1665) de B. Pascal, cuyos alcances son mucho ms generales. Quizés
esto ultimo se haya debido a que la obra de Huygens fue escrita en latin -idioma cientifico oficial de la época-, en tanto que
la de Pascal lo fue en francés. Recién en 1692 se publico una traduccion al inglés del tratado de Huygens, debida a J.
Arbuthnott, con el titulo “Of the laws of chance, or a method of calculations of the hazards of game, plainly demostrated,
and applied to games as present most in use”.

43. Como se vera més adelante en esta misma seccion, este proceso de trasicién abarc un periodo -que se podria
denominar pre-probabilistico-, que se extendi6 entre el primer contrato de seguro del que se tiene conocimiento, en 1328,
en Marsella y mediados del siglo X VIII-, en el que la cuantificacion del riesgo, materializada en las primas de los seguros,
las cuotas de las rentas vitalicias y las apuestas de los juegos de azar, no estaba necesariamente basada en intuiciones
probabilisticas y, menos aun, en calculos sobre datos observados.
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Es por esta razon que estas publicaciones se caracterizan por un principio de asimilacién
de las estadisticas de mortalidad a probabilidades. Entre ellas cabe destacar en forma especial
“Natural and political observations mentioned in a following index and made upon the bills of
mortality” (1662) en la que John Graunt intent6 resolver una cuestién de gran importancia desde el
punto de vista politico: la determinacidn del niimero de hombres residentes en Londres, aptos para
la guerra (es decir, el niimero de individuos varones con edades comprendidas entre los 16 y los 56
afios). Esta obra (un pequefio volumen de 85 paginas) -concebida como una continuacién del
“Novum organum, sive indicia vera de interpretatione nature et regno hominis” (1620) de Francis
Bacon- se basa en un método de razonamiento no-probabilistico* y, dada la insuficiencia de la
informacién disponible en la época, fue elaborada fundamentalmente a partir de especulaciones
tedricas y no de la observaciéon empirica®, su influencia sobre los mateméticos europeos de ese
periodo*® en lo que respecta a la aplicacion de la teoria de la probabilidad al proceso de evolucién
de las poblaciones y, en consecuencia, a la teoria matematica del riesgo fue de capital importancia®.

A partir de estos resultados, en 1669, Ch. Huygens desarrolld una interpretacion
probabilistica de la tabla de mortalidad de Graunt. Defini6 la probabilidad de que una persona de
edad x sobreviva ¢ afios como el cociente entre los tamafios de las poblaciones de sobrevivientes

‘€x+l

4

deedad x+¢ ydeedad x delapoblacion inicial (£,), p,, = y la probabilidad contraria (de

X

que un individuo de edad x fallezca en el intervalo (x,x+¢)) Gy =1-py, = —li"—z-"—*’ (para

describir la distribucién de probabilidades Huygens utiliz6 el cociente KEXR ,envezde p,, como
px,t

se acostumbra en la actualidad). Considerd, asimismo, el caso particular en el que las probabilidades

: . . 1
de fallecimiento antes o después de ¢ afios fueran iguales y, resolviendo la ecuacién ¢, = Ee"

con respecto a ¢, introdujo la nocién de “duracion probable de la vida” y, con la colaboracién de

44. Su desarrollo pareceria indicar que Graunt no conocia el “De ratiotiniis in ludo aleee” de Huygens.

45. Los registros de defunciones clasificadas por causa para la ciudad de Londres se remontan a 1604 pero, dado que
suclasificacion por edades no fue registrada hasta 1728, la definicion de la distribuci6n por edades de la poblacion encarada
por Graunt requirié inevitablemente de supuestos adicionales, por ejemplo, que 36% de los fallecimientos se debian a
enfermedades que, en general, atacaban a individuos menores de 6 afios (es decir que s6lo el 64% de los nacidos vivos
superaban esa edad) y que la proporcioén de individuos con edades mayores a 76 afios era del 1%. Para calcular las
proporciones correspondientes a los intervalos de edades comprendidos entre 6 y 76 afios, utilizo una especie de
multiplicador (0 “proporcidn media” de acuerdo con su nomenclatura) aproximadamente igual a 0,6, pero no explica la

64-1

forma en que fue calculado. Segiin Ptouka, M. (1938) lo habria obtenido de la expresion 0 =(0.63 ; segin Glass, D.V.

(1950) habria empleado técnicas de interpolacion con respecto a las diferencias de los valores £, =100 , £, =64 y
£=1.

46. Entre los que cabe mencionar a los ingleses William Petty, George King y Charles Davenant, al francés Sébastien

le Preste de Vauban, al alemén Johann Siissmilch y, muy especialmente, a los holandeses Ch. Huygens, Jan de Witt y Jan
Hudde.

47. Como se vera mas adelante en esta misma seccidn, fue Jakob Bernoulli (“Ars conjectandi™ (1713)) quien, en el
marco de la discusion acerca de las estadisticas de mortalidad, estableci6 el nexo entre la definicién de probabilidad y el
ambito de las observaciones.
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su hermano Lodewijk, el concepto de “esperanza de vida” de un individuo®.

En 1671 se public6 “Waerdye van Lyf-Renten”, en la que Jan de Witt, aplicando la nocién
de esperanza mateméatica de Huygens al calculo de las rentas vitalicias, obtuvo la siguiente expresion
para una renta vitalicia correspondiente a un individuo de edad x *:

w—x—1

a, = E(a(Tx)) = -E—x Z:l a(x)dxH

t

donde: i) 7, denota la variable aleatoria "duracién de la vida para un individuo de edad x ", cuya

d
distribucién de probabilidades es de la forma ;—“ (t = 0,1,2,...) ,siendo d, =0 para x2w,y

X
£, =d, +d, +..+d,_, (entérminos intuitivos una variable aleatoria, segtin la nomenclatura de B.

de Finetti, es un nimero univocamente definido pero no conocido, o no conocido atin, ver Sec. 2.5);
ii) d, denotael niimero de fallecimientos con edades comprendidas en el intervalo (x,x + 1) yiii) ag,)

’ .
esta definida por a;, = Y (1+i)” .
(1) = 4 :
J=

A partir de los mismos fundamentos, de Witt obtuvo la siguiente solucion para la esperanza
de vida de un individuo de edad x :

w—x-1
e, = E(x)= t%
1=1 x

En 1693 se dio a conocer “An estimate on the degrees of mortality of mankind drawn from
the curious tables of the births and funerals at the city of Breslau; with an attempt to ascertain the
price of annuities upon lives”, de Edmond Halley, en el que figura la primera tabla de mortalidad
por edades (calculada a partir de los datos proporcionados por un destacado cientifico y pastor
evangelista, el Reverendo Caspar Neumann)™ y su aplicacion a la determinacion del precio

8 Numero esperado de afios a vivir por un individuo de edad x .

49. Para la expresion de la formula de de Witt se utilizé notacién moderna. Ya ¢n 1652 se habia presentado en
Amsterdam una forma elemental de renta vitalicia -ideada por un banquero napotitano llamado Lorenzo Tonti- conocida
como "fontina". Este sistema funcionaba de la siguiente forma: El estado emitia acciones de un cierto monto, las cuales
eran vendidas entre un conjunto de personas de aproximadamente la misma edad. Luego este fondo era distribuido en partes
iguales en forma de anualidad constante, a una tasa de interés dada, entre los sobrevivientes del grupo original, hasta la
desaparicion del ultimo de sus integrantes. Dada una tasa de interés anual i y suponiendo que el grupo original estuviese
compuesto por £, personas de edad X, latasa de interés del fondo para ¢l afio ¢ -ésimo después de su fundacion seria

it

X

anr

50. En Breslau (Silesia) se llevaban registros de nacimientos y defunciones clasificados por sexo y edad desde fines
del siglo XVI. Desde 1687 el Rev. Neumann utiliz6 estos datos para combatir ciertas supersticiones populares acerca de
la influencia de Ias fases de la luna y de las edades climatéricas (edades divisibles por 7 y por 9) sobre la salud. En 1689
envio el resultado de sus investigaciones a Leibniz y éste inform6 sobre el particular a la Royal Society, la cual le encargo
a Halley la construccion de la tabla de mortalidad a la que se hace menci6n en ¢l texto. De esta tabla se podria decir que,
al menos desde un punto de vista teérico, hizo que ¢l seguro de vida fuera posible.
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equitativo de las rentas vitalicias. La férmula de Halley para el valor actual de una renta vitalicia
correspondiente a un individuo de edad x , utilizando notacién moderna, puede ser escrita de la
siguiente forma:

Obviamente la esperanza de vida se obtiene haciendo en esta expresién i = 0 *,

Como ya se comento, a pesar de su importancia teérica, hasta mediados del siglo XVIII la
influencia de estas obras (y otras posteriores pertenecientes a A. de Moivre, Nicolaas Struyck,
Thomas Simpson y Antoine Deparcieux) con respecto a la valuacién del riesgo inherente a los
contratos de seguro, fue praicticamente nula. Una prueba de ello es la total ignorancia de los
postulados de la teoria de la probabilidad que revela la politica de fijacién de primas de las tres
instituciones mas importantes dedicadas al seguro de vida en Inglaterra, en el siglo XVIII, The
Amicable Society, The Royal Exchange y The London Assurance.

La primera ~fundada por el Obispo de Oxford, Sir Thomas Allen, en 1706- ofrecia seguros
de largo plazo, admitiendo a todo individuo de buena salud con edad comprendida entre 12 y 45
afios (hasta 2000 miembros), mediante el pago de una cuota fija anual. El monto anual recaudado
era luego dividido en partes iguales entre los beneficiarios de los socios fallecidos en el transcurso
del afio. The Royal Exchange y The London Assurance, por ¢l contrario, ofrecian p6lizas de corto
plazo (comtinmente anuales) a una tasa unica del 5%, independientemente de la edad del
asegurado®.

La primera institucion en aplicar -con extraordinario suceso- la teoria de la probabilidad
y las estadisticas de mortalidad a la practica del seguro, de acuerdo con el asesoramiento del
matematico James Dodson (“First lecture on insurances” (1771)), fue The Society for Equitable
Insurance on Lives and Survivorships a la cual le cabe también el mérito de la creacién de una
imagen del seguro de vida diametralmente opuesta a la de un juego de azar, cuya diferenciacién -
como se mencion6 en paginas anteriores- hasta entonces no habia sido clara®.

51. Después de 1a publicacion de este trabajo tan importante, Halley no retorn6 sobre estas cuestiones demograficas
y actuariales. Esto quizés se haya debido a que, dada su funcién como editor de 1as Philosophical Transactions de la Royal
Society (cargo que gjercio hasta 1678) y a la consecuente necesidad de contar con publicaciones de calidad en 4mbitos
variados de la ciencia, se vio en la necesidad de aprovechar su reconocida versatilidad y trabajar en temas tan alejados de
sus campos habituales de investigacion, como la astronomia y la geofisica.

52. Como una excepcion -parcial- a esta regla de determinacion de primas en forma quasi arbitraria merecen ser
consideradas las sociedades formadas para adjudicar rentas vitalicias a viudas en el perfodo 1750-70, en Holanda ¢
Inglaterra.

53. A lamuerte de Dodson, acaecida en 1757, lo sucedié como asesor de The Equitable el Reverendo Richard Price
(“Observations on revisionary payments” (1771)) quien, en 1764, descubrié y edité en forma postuma “An essay toward
solving a problem in the doctrine of chances” de T. Bayes (ver Cap. 13). En 1775, al cabo de dos afios de estudio sobre
matemética del seguro bajo la direccion de su tio (R. Price), fue nombrado como actuario de The Equitable, William
Morgan -a quien puede considerarse como el primero en desempefiar este cargo en forma estable como funcionario de una
empresa aseguradora y en transformar el rol del actuario de empleado administrativo en experto mateméatico. Su trabajo
“Probability of survivorship” (1783) le valio la medalla de oro de la Royal Society y su inmediata eleccién como miembro
de dicha institucién. La segunda generacion de actuarios de la Equitable estuvo formada por Charles Babbage y €l
probabilista -nieto de Dodson- Augustus De Morgan (“4r essay on probabilities, and on their application of life
contingencies and insurance offices” (1838)).
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Como tnicas excepciones a esta corriente dedicada a las aplicaciones actuariales de la
segunda mitad del siglo XVII pueden ser consideradas las siguientes publicaciones:

i) “Cursus mathematicus” (1670) de Juan Caramuel, cuatro tomos dedicados en gran parte a la
historia y la filosofia de la matemdtica, de los cuales dos, titulados “Mathesis biceps vetus et nova”,
estan dedicados al estudio de sistemas de numeracién con base distinta de 10, al perfeccionamiento
del sistema logaritmico Neperiano y al cdlculo combinatorio. Contiene, ademas, una versién del “De
ratiotiniis in ludo alece” de Huygens (pero atribuido al astronomo danés Christiaan Longmontanus)
y algunos intentos de solucién de problemas sobre juegos de azar que no superan los resultados de
Huygens.

i) “De legibus nature disquisitio philosophica” (1672) de Richard Cumberland, escrito
principalmente para refutar lo que denominé “...ciertos conceptos errados en la filosofia de Thomas
Hobbes”. En sus fundamentos sostiene (revelando un profundo conocimiento del contenido de la
obra de Huygens) que, en la vida, las decisiones se basan siempre en el principio de utilidad
esperada y que, en consecuencia, a partir de la enumeracién pertinente del conjunto de los casos
posibles y de acuerdo con las reglas de la teoria de la probabilidad, se pueden cuantificar los efectos
aleatorios de las acciones humanas®,

iif) “A short treatise of combinations, elections, permutations and composition of quantities.
Lllustrated by several examples, with a new speculation of the differences of the power of numbers”
(1678) de Thomas Strode, el cual puede ser considerado como el primer tratado sobre teoria de la
probabilidad en inglés y el Giltimo tratado clésico del siglo XVII. Aproximadamente la tercera parte
de esta obra (que pasé totalmente desapercibida para sus contemporaneos) esté referida al andlisis
combinatorio y el resto estd dedicado a problemas relacionados con juegos de dados. A este
respecto, los resultados de Strode referidos a la distribucién de la suma de los resultados de un
niimero arbitrario de dados con un nimero arbitrario de caras, fueron mds avanzados que los de
cualquiera de sus predecesores (debe tenerse en cuenta que los desarrollos de Cardano nunca fueron
mas alla del célculo para 2 6 3 dados, que los resultados de Galileo nunca alcanzaron un grado
apreciable de generalidad y que, ademas, fueron publicados recién en 1718 y que, si bien en ciertos
aspectos Pascal y de Fermat habian obtenido resultados de mayor importancia, su correspondencia
no se publicé sino hasta 1679).

iv) “Theologice christiane principia mathematica” (1699) de J. Craig, en la que (influido
profundamente por el “Essay on human understanding” de J. Locke) se trata la ya comentada teoria
de la credibilidad de los testimonios en funcién del nimero de intermediarios sucesivos, del periodo
de tiempo y de la distancia de la ocurrencia del evento en cuestion®.

En 1708 se publico el “Essai d'analyse sur les jeux de hazard” de P.R. de Montmort. Este

54. Como se verd en la Sec. 2.4, este principio fue cuestionado por Keynes, J.M. (1921).

554 La formula “perfectamente arbitraria” (Pearson, K. (1978)) proporcionada por Craig mide la credibilidad de un
. . 72 gD - .
testimonio mediante laprobabilidad p=x+ (m - l)s + 5—2-— + q—d-z— .donde x denota la probabilidad de que el primer
t
testigo transmita el testimonio; m denota el nimero de testigos en la cadena; s denota la desconfianza que genera la
transmision; ¢ denota el intervalo de tiempo transcurrido desde la primera transmision; d denota la distancia del evento
y k, T, g y D son constantes (cuyos valores también son arbitrarios). Otro trabajo, contemporaneo al de Craig, sobre

el mismo tema es "4 calculation of the credibility of human testimony", publicado en forma anénima y atribuido ( segin
Pearson, K. (1978)) a G. Hooper.
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ensayo, inspirado en el “4rs conjectandi” de J. Bernoulli®, represent6 un considerable avance con
respecto a los tratados de Ch. Huygens y B. Pascal y ejerci6é una importante influencia sobre “De
usu artis conjectandi in jure” (1709) en el que Nikolaus (I) Bernoulli introdujo la aplicacién de la
teoria de la probabilidad al seguro maritimo y sobre el “Treatise of annuities on lives” (1725), en
el que A. de Moivre -siguiendo los razenamientos de Graunt, de Witt y Halley- obtuvo importantes
avances en la aplicacién de la teoria del riesgo a las rentas vitalicias®’.

En el “Essai d'analyse sur les jeux de hazard” se tratan por primera vez las distribuciones
de probabilidades que hoy se conocen como multinomial e hipergeométrica multidimensional®®, y
se introduce el concepto de “expectativa de un jugador” como el producto entre la apuesta total y
su probabilidad de ganar un juego. A partir de esta relacion de Moivre® desarrollé el concepto de
Juego equitativo (fair play) como aquél en el cual el cociente entre las apuestas de los dos jugadores
es igual al cociente de sus probabilidades de ganar, definiendo como “ventaja de un jugador” a la
diferencia entre su expectativa y su apuesta®. La segunda edicién de esta obra (publicada en 1713)
contiene ademds la correspondencia intercambiada por de Montmort con Nikolaus (I) y Johann (I)
Bernoulli entre 1710 y 1713, en la que figura la solucién de distintos problemas clédsicos sobre
Jjuegos de azar entre los que cabe mencionar el problema de Waldegrave®, el hoy conocido como
problema de San Petersburgo® y el ya mencionado problema de la duracién del juego o de la ruina
de los jugadores. En su correspondencia con de Montmort, N. Bernoulli expone su aplicacién de los
resultados obtenidos por su tio Jakob al problema de la estabilidad de la proporci6n entre el nimero
de nacimientos masculinos y femeninos en Londres, que le permiti6 desarrollar una generalizacién

56. Si bien el “Ars confectandi” se publico en 1713, en Francia ya se tenia referencia sobre los trabajos de J. Bernoulli
através de los comentarios de Jakob Hermann -uno de sus discipulos, encargado por Leibniz para ordenar sus manuscritos-
y por obra de Bernard Le Bovier Fontenelle y Joseph Saurin quicnes, en 1705, publicaron un “Eloge de Monsieur
Bernoulli”.

57. Este fue el primer tratado sobre teoria del riesgo dedicado exclusivamente a las rentas vitalicias.
58. Estas distribuciones de probabilidades serdn tratadas con detalle en el Cap. 7.
59. “The doctrine of chances” (1718).

60. Sea un juego que admite dos contendientes, 4 y B.Sean a, &, p y g =1— p ,respectivamente, las apuestas
y las probabilidades de ganar de cada uno de los jugadores. El juego se considerara equitativo cuando se verifique que

2_ % .Laventajade A4 estara dada por p(a + b) —a=bp—aq . Obviamente, si ¢l juego es equitativo esta ventaja

q

serd nula. Una interpretacién subjetivista de la equitatividad en funcién del cociente de las apuestas sera analizada en la
Sec. 2.5.

61. Sean n jugadores (Al,Az,...,A,,) . Supéngase que jueguen 4, y A4, , pagando el perdedor una recompensa a

un fondo comiin y quedando fuera del juego hasta que jueguen todos los demés jugadores. El vencedor juega con 4, ,
pagando el perdedor la recompensa al fondo comun, y asf sucesivamente. El juego finaliza cuando el vencedor del primer
Jjuego vence a todos los demas jugadores, recibiendo como premio el monto acumulado en el fondo comin. Hasta que esto
ocurra el juego vuelve a comenzar.;Cuél es la probabilidad de cada jugador de ganar el fondo comun? ;Cuél es el valor
esperado del juego para cada jugador? ;Cuél s la probabilidad de una duracion dada del juego? (las soluciones a estos
problemas proporcionadas por N. Bernoulli y el mismo Waldegrave dieron origen al principio de “minimax” en la teoria
de los juegos de estrategia, desarrollada recién a partir de 1920 en los trabajos de Emile Borel, John von Neumann y,
fundamentalmente, en “Theory of games and economic behavior” (1944} de J. von Neumann y Oskar Morgenstern).

62. Sea A un jugador que arroja sucesivamente un dado "clasico" (es decir, tal que la probabilidad a asignar a cada

uno de sus resultados posibles es la misma), pagando al jugador B lasuma 25~ | si el resultado "seis" se da por primera
vezenla x -ésimatirada( x =1,2,... ). ;Cudl es el valor esperado del juego para A ? (las distintas soluciones que generd
este problema se encuentran tratadas con detalle en el Apéndice 1),
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de la ley de los grandes mimeros®.

En 1713 -en forma péstuma-, como recopilacién de sus trabajos inéditos sobre teoria de
la probabilidad de los 20 afios anteriores -y por obra de su sobrino Nikolaus (I)-, se publicé el “Ars
conjectand?” de Jakob (I) Bernoulli®. Una obra que, por su tratamiento absolutamente novedoso de
la evidencia empirica, modificé los fundamentos del célculo de probabilidades a tal punto que, para
muchos autores, debe ser considerada como el verdadero punto de partida de la teoria de la
probabilidad y la culminacién del proceso de formacién del concepto de probabilidad®.

La contribucién fundamental de J. Bernoulli -incluida en la “Pars quarta: Fradens usum
et applicationem procedentis doctrine in civilibus, moralibus et ceconomicis” del “Ars
conjectandi”®- consisti6 en: i) proporcionar la primera definicién subjetiva de probabilidad en un
contexto matematico: «...probabilitas enim est gradus certitudinis & ab hac differt ut pras a toto”;
ii) a partir del tratamiento cualitativo formal del principio postulado por los apologistas ingleses de
lateologia natural del siglo XVII® de que se podia aprender a partir de la experiencia, de que cuanto
mayor fuera la cantidad de informacién con que contara el observador més aproximada seria su
estimacién del verdadero valor®, demostrar que este aprendizaje era cuantificable a través de un
proceso de inversién de la probabilidad (paradéjicamente, poco después de la publicacién del “Ars
conjectandi”, esta definicion que trasladaba el eje central del razonamiento de las expectativas a las
probabilidades, de los resultados posibles equiprobables a las medidas de incertidumbre,
desapareci6 del ambito de la teorfa matemética de la probabilidad) y iii) en consecuencia, asumiendo

63. A pesar de sus méritos, el “Essai d'analyse sur les jeux d'hazard” nunca pudo alcanzar la popularidad de los
tratados de Jakob Bernoulli y de Moivre, debido quizés a que se trataba de la obra de un "amateur” y no de un matematico
de renombre. Esta circunstancia hizo también que sus contribuciones -igual que las de N. Bernoulli (por ejemplo, “De usu
artis conjectandi in jure” (1709))- fueran subestimadas por muchos autores de la época.

64. La familia Bernoulli puede ser considerada la mas sobresaliente de 1a historia de la matematica. Entre 1650y 1800

conté con ocho excelentes mateméaticos entre los que se destacan Jakob I, su hermano Johann I, dos de los hijos de este
ultimo, Nikolaus I y Daniel, y Nikolaus I, hijo de Nikolaus I (ver Apéndice 3).

65. Segin se puede concluir de su correspondencia con G. W. Leibniz, si bien muchos de los desarrollos que figuran
en al “Ars conjectandi” ya se encontraban en sus “Meditationes” (1684-1690), J. Bernoulli trabajé en esta obra (quizés la
mds importante en el 4mbito de la teoria del azar hasta la aparicion de la “Théorie analytique des probabilités” (1812-1820)
deP.S. Laplace) durante los dos ultimos afios de su vida, es decir que estaba fundamentalmente concluida en 17035. Después
de su fallecimiento sélo fue sometida a ligeras modificaciones pero, debido a disputas familiares, no fue publicada hasta
1713.

66. El “Ars conjectandi” consta de cuatro partes, la primera contiene comentarios y generalizaciones de las
demostraciones del “Ratiotiniis in ludo alec” de Huygens, lasegunda esta referida al calculo combinatorio, la tercera utiliza
los resultados de las partes anteriores en la resolucion de problemas sobre juegos de azar y la cuarta, en la que figura su
famoso teorema (conocido hoy como ley débi! de los grandes nimeros) esta dedicado a la nocién de probabilidad.

7 Bl avance en el conocimiento de los fendmenos naturales durante el siglo XVII redujo en forma dréstica el lugar
que tradicionalmente la religién cristiana habia adjudicado a su explicacién por medio de la Divina Providencia y los
milagros (debe destacarse, en este proceso, la influencia de 1a filosofia mecénica de René Descartes). Como consecuencia
de este movimiento muchos cientificos -a la vez que devotos protestantes- miembros de la Royal Society (entre los que
merecen ser mencionados Joseph Granvill, John Wilkins, Marin Mersenne, Pierre Gassendi, Hugo Grotius, John Tillotson
y Robert Boyle) consideraron el estudio de la naturaleza como parte de su deber religioso de poner de manifiesto la armonia
del mundo creado por Dios a partir de la definicién de fundamentos racionales para el cristianismo. Este proceso condujo
al surgimiento de una teologia natural o racional que dejaba muy poco espacio a la componente espiritual original de la
religién cristiana,

68. Algunas sugerencias sobre este principio también pueden ser halladas en las ya mencionadas “De incerti
stimatione” (1678) de Leibniz y “La logique ou I'art de penser” (1662) de A. Amauld y P. Nicole. En realidad, Bernoutli
consider6 al”"4rs conjectandi” como una extension del "Ars cogitandi® de Arnauld y Nicole.
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ciertas hip6tesis de simplicidad y regularidad, establecer el nexo entre las probabilidades “a priori”
(definidas a partir de un razonamiento de las causas a los efectos, es decir, de la simetria de los
resultados posibles al concepto de equiprobabilidad) y las probabilidades “a posteriori” (definidas
a partir de un razonamiento de los efectos a las causas que iba de las ya mencionadas estadisticas
sobre mortalidad introducidas por Graunt a la probabilidad de fallecimiento)®.

Esta demostracion formal del principio asociacionista de Locke™ de que la incertidumbre
disminuia en la medida en que se incrementaba el nimero de observaciones y la cuantificacion de
dicho proceso -conocida luego como la primera ley (débil) de los grandes niimeros-, constituyo el
primer teorema limite de la teoria de la probabilidad™. Este teorema puede ser considerado como
el primer paso en el proceso de la inversién de la probabilidad, cuya culminacién se encuentra en
“An essay toward solving a problem in the doctrine of chances” (1764) de Thomas Bayes™.

En 1733, el “Hugonote refugiado Abraham de Moivre”™, continuando la linea teérica
encarada por N. Bernoulli en el ya mencionado problema de los sexos en los nacimientos de la
ciudad de Londres, obtuvo la definicién de la funcién Normal como una nueva aproximacion a la
distribucion binomial™. Este resultado, al cual de Moivre asigné gran importancia, fue publicado
bajo el titulo de “Approximatio ad summam terminorum binomii (a+b)" in seriem expansi” 'y
constituyd el primer teorema central del limite”. La obra de de Moivre -la cual contiene los tinicos
progresos en el desarrollo de la teorfa de la probabilidad producidos entre 1718 y 1738- consta
fundamentalmente de tres tratados’™:

i) “The doctrine of chances: or a method of calculating the probability of events in play” (1718),

69. Para ¢l desarrollo de esta interpretacion (que se encuentra en la correspondencia intercambiada con Leibniz entre

octubre de 1703 y abril de 1704), Bernoulli utilizé un modelo elaborado a partir de una probabilidad “a priori” calculada
en base a extracciones con reposicion de una urna con bolillas de diferentes colores que representaban enfermedades
mortales. Las hipotesis sobre las cuales se basé su razonamiento eran: i) que, de la misma forma que la urna se encuentra
llena de bolillas en una proporcién estable, el cuerpo humano esté “Ileno” de enfermedades y i) que “la naturaleza observa
los comportamientos mds simples”.

70. Mencionado en la Sec. 2.4 y analizado con més detalle en la Sec. 2.7.

71. Como ya se menciond, la forma mds rudimentaria de la tey de los grandes nimeros es atribuible a G. Cardano,
quien demostrd (“Practica aritmeticee et mensurandi singularis” (1539)) que el nimero d¢ ocurrencias de un resultado,
en una “larga serie” (n) de repeticiones independientes de un fendmeno de comportamiento eventual ( X' ), es
aproximadamente igual a np (donde p denota la probabilidad “a priori” de ocurrencia de dicho resultado en una
repeticion determinada). Una idea similar puede hallarse en E. Halley (“An estimate on the degrees of mortality of mankind
drawn from the curious table of the births and funerals at the city of Bresiaw” (1693)) y, segiin se vio, en A. Amauld y P.
Nicole (“La logique ou l'art de penser” (1662)).

7 Ver Cap. 13.
73. De acuerdo con la calificacién de Shafer, G. (1990).

74. Las distribuciones de probabilidades binomial y Normal seran tratadas con detalie en el Cap. 7.

75. La demostracién de este teorema, asi como su papel en la formacion del proceso de inferencia, seran tratados en

el Cap. 12.

76. Schneider, 1. (1968): “Entre el 'De ratiotiniis in ludo aleee"” de Huygens y la primera edicion de la "Doctrine of
chances" de de Moivre, la complejidad de los problemas y la consiguiente sofisticacién de los métodos matemdticos
habian avanzado de los simples célculos de la expectativa mediante la utilizacion de un minimo ingrediente de dlgebra,
a los cdlculos sobre la duracion de un juego utilizando métodos que, para la época, implicaban técnicas avanzadas de
andglisis”.
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que es una version ampliada de una memoria publicada en 1711 bajo el titulo de “De mensura sortis,
seu, de probabilitate eventuum in ludis casu fortuito pendentibus”.

ii) “Annuities upon lives: or the valuation of annuities upon any number of lives; as also of
reversions. To which is added an appendix concerning the expectations of life, and probabilities
of survivorship” (1725) que, si bien -como ya se comenté- no influy6 demasiado sobre la valuacién
del precio de las rentas vitalicias, se convirti6 en la referencia obligada de los mateméticos del siglo
XVIII que abordaron problemas actuariales” y, como tal, en una obra representativa de la evolucion
de los conceptos y métodos relacionados con las aplicaciones de la teoria de la probabilidad a los
problemas de mortalidad”. En esta obra se plantea, en particular, una definicion de esperanza de
vida en términos “...del tiempo que una persona de una edad dada puede esperar continuar con
vida”, como opuesta al método que consideraba la suma total de los afios vividos por toda la
poblacién dividido por el nimero de individuos de dicha poblacién™.

iii) “Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis” (1730), en la que figuran importantes
demostraciones sobre series recurrentes (en particular la aproximaciéna lo g(n !) }que le permitieron

llegar al umbral mismo de la definicién de la funcién Normal y cuya expresion definitiva obtuvo
después del desarrollo de la hoy conocida como férmula de de Moivre-Stirling.

Entre €l creciente niimero de matemédticos que en la segunda mitad del siglo XVIII
intervinieron en el desarrollo de la teoria de la probabilidad, cabe mencionar los aportes realizados
por D. Hartley y Leonhard Euler. En su “Observations on man, his frame, his duty and his
expectations” (1749), Hartley proporciond los fundamentos mateméticos a la ya mencionada
doctrina de la asociacién de ideas de Locke, la cual, como se verd en la Sec. 2.7, permiti6 la
relacionar las interpretaciones cualitativa y cuantitativa de la evidencia y vincularlas con la
interpretacion subjetivista de la probabilidad.

En lo que se refiere a Euler, la mayor parte de su obra en el &mbito de la teoria de la
probabilidad (en la que se destacan las memorias “Solution d'une question trés difficile dans le
calcul des probabilités” (1753), “Calcul de la probabilité dans le jeu de rencontre” (1753), “Sur
la probabilité des séquences dans la lotterie Génoise" (1763), "Solutio quarundam qucestionum

77. Entre los que cabe destacar a N, Struyck (“Calcul des rentes viagéres™ (1740)), Thomas Simpson (“The doctrine
of annuities and reversions, deduced from general an evident principles: With useful tables, shewing the values of single
and joint lives, etc. at different rates of interest” (1742), “The valuation of annuities for single and joint lives, with a set
of new tables for more extensive than any extant” (1752)), A. Deparcieux (“Essai sur les probabilités de la durée de la
vie humaine” (1746)), J. Dodson (“First lecture on insurances” (1756)) y R. Price (“Observation on revisionary payments”
@a7711)).

78. Esta obra de de Moivre y los manuales de Struyck, Simpson y Deparcieux estd elaborados sobre bases aritméticas
muy simples (debe tenerse en cuenta que, en sus origenes, la tarea del actuario estaba vinculada més a cuestiones contables
y administrativas que a problemas matemdticos). Habitualmente las reglas algebraicas estaban expresadas en forma literal
y las demostraciones estaban relegadas a los apéndices. En general, a fin de facilitar los calculos, incluian numerosas tablas
sobre rentas vitalicias calculadas por edades, por niimero de cabezas y por tasas de interés. A pesar de todos estos recaudos,
como se menciond en paginas anteriores, su impacto sobre la préctica del mercado asegurador fue, hasta su adopcion en
1762 por The Equitable Society for the Assurance of Lives (1762), précticamente nula.

79. Posiblemente en esta disparidad de opiniones sobre la mejor forma de calcular la esperanza de vida -que dividié
a los escritores del siglo XVIIl-, en la controversia acerca de la validez de ciertos supuestos simplificadores y en la
consecuente desconfianza en los datos proporcionados por las diferentes tablas de mortalidad, se hallen las causas
principales de laresistencia de las compafi{as inglesas de seguro sobre la vida a aplicar la teoria de la probabilidad al cdlculo
de las primas.
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difficiliorum in calculo probabilium” (1785)) esté referida al estudio de los problemas relacionados
con la conocida como loteria genovesa (o “loterie de I'Ecole Militaire”, segin la denominacién de
P.S. Laplace en la “Mémoire sur les suites récurro-récurrentes et sur leurs usages dans la théorie
de hazard® (1774))®.

Otros importantes trabajos de Euler se refieren a las aplicaciones de la teorfa de la
probabilidad a problemas que posteriormente constituyeron los fundamentos de la demografia
matematica (“Sur la multiplication du genre humain” (1750-1755), “Recherches générales sur la
mortalité et la multiplication du genre humain” (1767)) y al desarrollo de la ciencia actuarial®',

En su memoria “Mensura sortis ad fortuitam successionem rerum naturaliter
contingentium applicata” (1770-1771) Daniel Bernoulli desarroll6 una nueva forma de obtencién
de la funcién Normal como aproximacién a las probabilidades binomiales e introdujo la idea de
aplicar el calculo diferencial a problemas de probabilidades®. No obstante, su trabajo més conocido
en el &mbito de la teoria de la probabilidad es “Specimen theorice novee de mensura sortis” (1738),
en el que trata el ya mencionado “problema de San Petersburgo” e introduce el concepto de
“esperanza moral” como alternativo al de esperanza matematica®.

80 . . . .

. Aunque proscriptas por la Iglesia (debe tenerse en cuenta que, en general los juegos de azar fueron interpretados,
en general, como una profanacién del método de expresion de la voluntad divina), las loterias fueron conocidas en Europa
occidental desde el siglo XV, pero alcanzaron su més alto grado de popularidad a fines del siglo XVII especialmente en
Holanda e Inglaterra. Las mas conocidas fueron la Gliickshafen (o tombola) de los Habsburgo (1470), la de Lovaina (1520),
la de Brujas (1538) y las creadas por Francisco I de Francia e Isabel I de Inglaterra en 1538 y 1566, respectivamente, La
loteria genovesa fue creada a comienzos del siglo XVIL En 1749, Federico IT de Prusia decidi6 incorporarla como medio
para incrementar los fondos publicos y, con este fin, consult6 a Euler respecto de sus aspectos técnicos. Previos a los
trabajos de Euler, merecen ser citadas las siguientes publicaciones sobre el calculo de las probabilidades de la Loteria
Genovesa “Mathesis biceps, vetus et nova” (1670) de Juan Caramuel, “dbregé des combinaisons” (1729) de Bernard
Frenicle de Bessy (este autor fallecié en 1675, de modo que su trabajo debe ser muy anterior a la fecha de su publicacion),
“Ludus serio expensus” (1700) de G.M. Stampa y “De usu artis conjectandi in jure” (1709) de N. Bemnoulli.

8 . . . -
1. Gran parte de sus aportes en este ambito fueron editados y comentados por su discipulo (y yerno), ¢l matematico
suizo Nikolaus Fuss (“Eclaircissements sur les établissemente publics en faveur tant des veunes que des morts avec la

description d'une nouvelle espéce de tontine aussi favorable au public qu'utile a l'état, calculés sous la diréction de
Monsieur L. Euler” (1776)).

82. Muchos autores consideran que la influencia que gjercio este trabajo sobre la obra de Laplace s comparable a Ia
ejercida por los trabajos de A. de Moivre (ver Sheynin, O.B. (1970)).

83. Ver Apéndice 1.






Capitulo 2.- Las interpretaciones de la nocién de probabilidad
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“Rumiando alguna formula que salve lo poco que le queda, agotados los
métodos que salven, extinguidos los plazos, no importa: hoy juega, juega hoy,
hoy se la juega. Los 4ltimos metdlicos subsisten, resabios de una deuda.
Extenuados los tltimos contactos, los iiltimos mangazos no importa; hoy juega,
Juega hoy, hoy se la juega. Si lo mordié un perro el 45, inundaciones el 02, lo
Pisé una aplanadora el 57, lo miré una morocha mird vos; si sofi6 con focas
el 25, si perdid una mano el 03, se cayé de un zepelin el 17, se tragé un ladrillo
el 10; si una planta le crece el 26, si un planta no le crece el 33; dd buena
suerte y fortuna la pluma del caburé. Y si no le alcanza toda esa cdbala
infalible, recurre a textos cientificos especializados e imprescindibles,
redactados y compaginados por matemdticos y astrélogos ilustres y que se
encuentran en todas las librerias posibles. Qué cosa bdrbara es la cultura, jno
le parece?”

(J. Lazarof: “Ley de probabilidades™)

2.1.- Introduccion

Esa aleatoriedad (epistemologica u ontoldgica) analizada en el capitulo precedente que, en
todos los casos, impide al observador definir una estructura capaz de explicar de una manera
completa el comportamiento de un fendmeno, genera en ¢l un sentimiento de incertidumbre cuya
representacion cuantitativa formal esta dada por la probabilidad®.

Esta definicion de probabilidad como l6gica inferencial del conocimiento incierto da origen
a dos cuestiones fundamentales que seran motivo de andlisis en este capitulo: i) ;Cémo puede ser
caracterizado un sentimiento de incertidumbre mediante una probabilidad definida numéricamente?

84. Debe tenerse en cuenta que, atin en una concepeion completamente deterministica, las probabilidades no pueden

ser inherentes a los fendmenos en forma objetiva, sino relativas a la ignorancia del observador. Laplace, P.S. (1814). “La
curva descripta por una simple molécula de aire o vapor estd regulada de una forma tan cierta como las drbitas
planetarias; la dnica diferencia entre ellas se debe a nuestra ignorancia. La probabilidad es relativa, en parte a esta
ignorancia, en parte a nuestro conocimiento. Sabemos que de tres o mds eventos uno debe ocurrir, pero nada nos induce
a creer que uno de ellos ocurrird con mds frecuencia que los otros. En este estado de indecisién nos es imposible predecir
su ocurrencia con certeza”.
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y ii) ;Se puede asegurar que todo sentimiento de incertidumbre es representable por una
probabilidad numérica?

A fines del Renacimiento los distintos supuestos a que dieron lugar estas cuestiones
originaron una nocién de probabilidad objetiva basada en el concepto de expectativa y,
posteriormente, en una interpretacion esencialmente dual que asimilé la probabilidad, ya sea a una
expresion deductiva basada en la simetria de la aleatoriedad inherente a algunos eventos -
interpretacion clésica-, ya sea a la frecuencia con la que se verifican ciertos fenémenos -
interpretacion frecuencista. En el primer caso la probabilidad queda determinada por los modos
posibles de presentarse los resultados de un fenémeno, en el segundo por las frecuencias observadas
de dichos resultados.

Apenas un poco més tarde -y siempre con la finalidad de aproximarse cada vez mas a su
nocioén intuitiva- surgi6é una tercera interpretacion (logicista) que asimila la probabilidad a una
relacién légica indefinida entre una proposicién y un cuerpo de conocimiento. El agregado a la
conceptualizacion logicista de la inevitable intervencion en el proceso de induccion del individuo-
evaluador como mecanismo transformador de Ia informacién, dio origen a una definicién subjetiva
(personalista) mas general de probabilidad.

Ante el fracaso en el intento de hallar una definicién universal de la nocién de probabilidad
mediante una formula mas o0 menos compleja, se planteé la posibilidad de un retorno a una
interpretacion en cierta forma objetivista, a partir de definiciones menos estrictas basadas en una
variante del logicismo conocida como teoria de las propensiones, que asocia el concepto de
probabilidad al de las posibilidades potenciales.

Esta diversidad de planteos parece sugerir “... que la probabilidad contiene algo de
proteiforme, bastante dificil de precisar’: por una parte aparece como un concepto “a priori”
independiente de cualquier prueba o verificacion experimental y, por otra, aparece relacionada con

la experiencia y su asociacion con los grados de creencia asumidos por ¢l observador.

Como se vera, asociada al desarrollo de la teoria del azar existié una marcada insistencia
en cada una de estas interpretaciones por obtener una definicién explicita de la probabilidad, una
axiomdtica consistente en s{ misma y una consecuente estructura inferencial asociada. Esta ultima
pretension constituye una prueba del dogmatismo que tifié a cada una de las aproximaciones (y que
afect¢ a los fundamentos mismos de la inferencia)®®, consistente en suponer que la probabilidad
posee un significado tinico y bien definido, y que cualquier conceptualizacién diferente a laasumida
debe ser considerada como errénea®’.

En las secciones siguientes se analizaran los principios filoséficos que dieron lugar a las
distintas interpretaciones de la nocién de probabilidad, las definiciones que cada una de éstas

85 Costantini, D.; Geymonat, L. (1982).

86. Resulta realmente paraddjico que l1a historia de la teoria de la probabilidad, cuyo niicleo central es ¢l estudio de la
incertidumbre, esté impregnada de una dosis tan alta de dogmatismo.

87. A pesar de que este planteo puede ser hallado en forma explicita en autores anteriores, se lo conoce como

dogmatismo Laplaciaro. Si bien, para Laplace y los probabilistas clasicos la definicion de probabilidad constituyé una
condicion quasi-necesaria para el desarrollo tanto de la inferencia como de la teoria de la probabilidad, la posicion de
Laplace no es ptenamente dogmatica: es recién en el siglo XX que el dogmatismo Laplaciano se convierte -con muy pocas
excepciones- en el modo preferido para analizar los fundamentos de la inferencia inductiva (ver Sec. 3.3.10).
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generd, sus aciertos y sus limitaciones.

2.2.- La interpretacion clasica

Existe un tipo muy especial de eventos que se presentan en aplicaciones referidas a ramas
muy particulares de la ciencia y, fundamentalmente, en problemas relacionados con la teoria de los
juegos de azar, que se caracterizan porque el mecanismo fisico que genera la aleatoriedad incluye
en forma simétrica a todos los resultados posibles, lo cual permite la determinacion "a priori" de sus
probabilidades de ocurrencia a partir de consideraciones exclusivamente deductivas.

Si bien, como se mencioné en la Sec. 1.1, las necesidades que constituyeron el punto de
partida fueron muy distintas (problemas referidos a fenémenos de las ciencias econémicas y
actuariales), fue precisamente su asimilacion a los juegos de azar la que origin6 el desarrollo de los
estudios sobre la probabilidad que conformaron lo que luego se dio en llamar la escuela clésica. La
conocida como definicién clasica expresa que, dado un fenémeno particular, la probabilidad de
ocurrencia de un resultado eventual ( £ ) que posee un atributo S € Q , donde<> denota el
conjunto de sus posibles resultados, estd dada por el cociente entre el nimero m de resultados que
satisfacen el atributo S’ (resultados “favorables” al atributo S )y el nimero total 7 de resultados
posibles, suponiendo que estos n resultados posibles sean mutuamente excluyentes, formen un
conjunto finito y, como se expresé més arriba, sean todos igualmente probables®:

p(E)= -::'—

La literatura critica de los siglos XIX y XX ha tratado largamente 1a tautologia que encierra
el supuesto de equiprobabilidad de los resultados posibles de la definicién clasica y sobre todo su
intento de justificacion a partir del principio Laplaciano (subjetivista) de larazén insuficiente, segin
el cual “La teoria de la probabilidad consiste en reducir todos los eventos de la misma clase a un
cierto nimero de casos igualmente posibles, es decir, tales que podamos estar igualmente indecisos
acerca de su ocurrencia®. Desde la perspectiva histdrica de estos comentaristas se concluye en
forma inmediata que, si la expresion “igualmente posibles” es considerada como sinénimo de
igualmente probables entonces, excepto que el concepto de equiprobable pueda ser definido en
forma independiente del concepto de probable, la circularidad de la definicioén es innegable. Por otra
parte, dado que el principio de indiferencia® genera paradojas que impiden proporcionar valores
de probabilidad tinicos, es obvio que no sirve como argumento contra dicha circularidad® (debe
tenerse en cuenta que, como se verd en la Sec. 3.1.1, para autores como Cournot, A.A. (1843),
Chuprov, A.A. (1910), Markov, A.A. (1912), Hadamard, J. (1922), Lévy, P.P. (1925), Slutsky, E.

88. Esta definicion aparece mencionada por primera vez en ¢l “Liber de ludo aleae” de Gerolamo Cardano. Esta obra,
escrita alrededor de 1526 y publicada en 1663, resume los resultados de un siglo y medio de trabajosas investigaciones
sobre el tema.

8 Laplace, PS. (1814).

90 s o g s , ; . . c .
. Keynes, J.M. (1921): “El principio de indiferencia sostiene que, si no existe ninguna ‘razon’ conocida para
privilegiar una alternativa con respecto a otras entonces, con relacién a nuestro conocimiento, las afirmaciones sobre
cada una de las alternativas poseen la misma probabilidad”.

91. Ver Keynes, .M. (1921). Como se vera en la Sec. 2.4, von Kries, J. (1886) y Stumpf, C. (1892), a partir de una
interpretacion logicista de la probabilidad, intentaron (en vano) evitar este problema de la circularidad.
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(1925) y Kolmogorov, A.N. (1933), si bien la equiprobabilidad es una condicién matemética no
verificable empiricamente, constituye el fundamento de la teoria de la probabilidad).

Con respecto a este problema de la circularidad de la definicion clésica debe tenerse en
cuenta que, como se menciond en la Sec. 1.3, en virtud del contexto econémico-legal de los
contratos aleatorios en el que se desarroll6 la probabilidad clésica, los probabilistas de los siglos
XVI y XVII no razonaron en términos de probabilidades sino en términos del concepto de
expectativa o esperanza matemética®, entendida como la relacién entre un presente cierto y un
futuro incierto, entre una cantidad cierta (apuesta) a pagar hoy para recibir una cantidad aleatoria
futura si un evento dado se verifica. Es decir, en términos de precios equitativos™.

Ya en el siglo XVI los contratos aleatorios constituian una categoria en €l derecho civil,
la cual incluia no s6lo los seguros sino también las rentas vitalicias, las expectativas de herencia, las
loterias y, en general, las inversiones sobre operaciones comerciales sujetas a riesgo (es decir,
contratos en los que ¢l riesgo era considerado como un bien con valor comercial)®. La legislacion
estaba dirigida a asegurar a todas las partes del contrato la méxima ecuanimidad o igualdad en los
términos del mismo, es decir, a determinar el valor actual (cierto) de una ganancia futura (incierta)
que preservara el principio de equidad®.

En general, la pretension de los juristas de los siglos XVI y XVII* consistia en igualar la
ganancia a obtener sobre ciertas inversiones de resultado incierto que no implicaban trabajo, con las
sumas pagadas por tareas realizadas o por servicios prestados y evitar asi las proscripciones de la
Iglesia contra la usura®. En gran medida esta cuestion estaba relacionada con la figura del socio que
asumfa el “péril des deniers” (es decir, que emitfa la péliza de seguro sobre la operacién) y la
necesidad de definir su parte en el resultado del negocio (conocida como precio del riesgo), es decir,
de determinar “;Cudl es el precio que deberia ofrecerse a quienes se hacen cargo de los riesgos

92. Interpretada como una nocién primitiva, no como un elemento derivado del concepto de probabilidad tal como hoy

se puede hallar en la literatura (ver Cap. 4).

93. Pascal y Fermat no utilizaron ¢l término probabilidad en su correspondencia. Fue George Hooper quien introdujo

por primera vez la palabra probabilidad en la literatura matematica en una memoria publicada a fines del siglo XVII (ver
Shafer, G. (1986)).

94. Con respecto a la diversidad de la naturaleza de los contratos considerados como aleatorios, debe tenerse en cuenta
que hasta comienzos del siglo XIX la distincién entre los juegos de azar y el seguro (entre la actitud de los “.. jugadores
que pagan para asumir riesgos innecesarios" y los "...compradores de seguros que pagan para evitar las consecuencias
de riesgos necesarios” (Daston, L.J. (1988)) como dos aproximaciones a la teoria del riesgo, no fue muy clara. Es més, el
seguro de vida -identificado con una apuesta sobre la vida de una tercera persona- fue considerado un posible promotor de
crimenes y, como tal, considerado ilegal en la mayoria de los paises europeos hasta principios del siglo XIX. “... porque
los hombres no estdn incluidos dentro de los 1érminos del comercio, porque los hombres libres no pueden ser comprados
ni vendidos, y porque un hombre libre no puede ser valuado segiin una cantidad de dinero” (N. Magens: “An essay on
insurances” (1755)).

95. El surgimiento de la nocién de probabilidad como un concepto radicalmente nuevo, fue contemporéneo a la
transicién de Europa de una organizacion feudal a la organizacion social de la era mercantilista.

96. Entre los que cabe destacar a Charles Du Moulin (“Summaire du livre analytique des contratz usures, rentes
constituées, interestz & monnoyes” (1554)), Francois Grimaudet (“Paraphrase des droits des usures pignoratifs” (1583)),
R.P.E. Bauny (“Somme des pechez qui se commettent en fous les états” (1646)), Samuel Pufendorf (“Le droit de la nature
et des gens” (1682)) y Jean Domat (“Les loix civiles dan leur ordre naturel” (1689-94)).

97. En realidad, los intentos de los juristas en diferenciar el seguro de la usura, la cual podia ser interpretada como
asociada al concepto de riesgo, se remontan a la decretal “Navigati” dictada por el Papa Gregorio IX en ¢l siglo XIIL En
¢l siglo XVI a este problema se agregd el de la justificacion de los montos surgidos de la valuacién del riesgo.
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y otros eventos fortuitos a los cuales todo estd sujeto en el comercioy, en especial, el dinero? ;Cudl
es la cantidad, proporcional a una ganancia incierta e indefinida, que actiia como respaldo en una
sociedad mercantil?”®

Como respuesta a este problema los probabilistas clasicos tomaron el concepto de
expectativa como punto de partida y lo definieron cuantitativamente en términos del “principale
fundamentun in alea”: la equitatividad. Entendida ésta como el principio segin el cual ¢l riesgo
al cual estan sometidas las partes de un contrato aleatorio debe observar una justa proporcién con

su aporte'®.

En la medida que basaron sus desarrollos en este concepto primitivo (y no estrictamente
definido) de equitatividad, se puede concluir que la (irritante) cuestién de la equiprobabilidad
careci¢ de sentido para los probabilistas del siglo XVII y que, en consecuencia, ¢l problema de la
tautologia, para ellos, no existio.

La definici6n clésica' es la tinica definicién de probabilidad que figura en la “Théorie
analytique des probabilités” (1812-1820)'. Sibien Laplace considera, en esta obra, probabilidades
de eventos que no estéan estrictamente relacionados con los juegos de azar, es decir, eventos para los
cuales no se puede asegurar que todos los resultados tengan la misma probabilidad de verificarse,
lo hace en forma indirecta, sin indicar en ningtin caso el método a utilizar para determinar dichas
probabilidades'® (como se vera en la Sec. 3.1.2, la relacién entre la definicién clasica y el mundo
de la experiencia se basa fundamentalmente en el principio deterministico de Cournot, A.A. (1843)
que sostiene que un evento con probabilidad muy pequefia o nula no ocurrird). A partir de esta
relacion establece, implicitamente, su pretensién dogmatica de fundamentar toda la inferencia
inductiva sobre dicha definicién clasica. Fue precisamente esta intencién de hacer del concepto
cldsico la unica representacion valida de la verdadera naturaleza de la probabilidad la que puso en
evidencia sus falencias, fundamentalmente la ya mencionada circularidad y la imposibilidad de su

aplicacion fuera del 4mbito de la teorfa de los juegos de azar en el cual se habia originado'®.

Entre las nuevas aplicaciones a las que se pretendi6 extender las nociones probabilisticas
cabe mencionar las propuestas por Karl Friederich Burdach al pensamiento epigénetico en

98. R.P.E. Bauny: “Somume des pechez qui se commettent en tous les états” (1646).

% G. Cardano: “Liber de ludo alec” (1663).

100. “El mismo riesgo de ganar o perder” (S. Pufenforf: “Le droit de la nature et des gens” (1682)). En la

nomenclatura de los juegos de azar este principio podria ser expresado de la siguiente forma: para que un juego pueda ser
considerado equitativo, las esperanzas matematicas de todos los jugadores deben ser iguales.

101. Conocida también como férmula de Laplace.

102. Debe tenerse en cuenta que la obra de Laplace gjercio, en su tiempo, una enorme influencia y la interpretacion
clasica dominé el panorama de la teoria de la probabilidad al menos por un siglo.

103. Como se vera mas adelante, estas probabilidades pueden ser aproximadas mediante la aplicacion del teorema de

Bayes (ver Sec. 3.3.8).

104. Como se vera en el Cap. 14, los trabajos de Laplace y Carl Friederich Gauss, en particular 1a obtenci6n de su

célebre curva y el descubrimiento de que ésta era aplicable a los 4mbitos mds dispares, ejercié tal influencia sobre los
investigadores del siglo XIX y comienzos del siglo XX, que hizo que todos los métodos de inferencia inductiva que no se
basaban en la teoria clésica desaparecieran de los tratados sobre probabilidad.
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105

biologia
espiritua
Maxwell a la teoria cindtica de los gases
Darwiniana de la herencia.

, por G.T. Fechner a la relacién entre lo fisico y lo psiquico, entre lo corporal y lo
1'%, por L. Boltzmann a la reformulacién de la segunda ley de la termodinédmica'”’, por J.C.
1% v por Francis Galton'” y Karl Pearson'!’ a la teoria

Esta extension de la teorfa de la probabilidad al &mbito de la fisica, la biologia, la
psicologia y la sociologia trajo aparejados cambios radicales en los métodos de investigacion de
dichas ramas de la ciencia''’. Pero, a su vez, este cambio en el pensamiento cientifico generé una
nueva interpretacién de la nocién de probabilidad y su reconocimiento, en el dominio de la
epistemologia, como una herramienta fundamental en la investigacién cientifica. En particular,
condujo al traslado progresivo del concepto de probabilidad "a priori” clasica, basado en el supuesto
de equiprobabilidad de los resultados, al de probabilidad "a posteriori" fisica, definida a partir de
la "frecuencia relativa" que se obtiene como resultado de la observacion repetida de un fenémeno

en igualdad de condiciones',

2.3.- La interpretacion frecuencista

La interpretacion frecuencista -que, aunque sin una formalizacién rigurosa, ya figuraba en
los tratados de los siglos XVII 'y XVIII- es apta s6lo para calcular las probabilidades de ocurrencia
de aquellos fenémenos considerados repetibles (es decir, observables repetidamente en igualdad de
condiciones). No tiene sentido, en el contexto frecuencista, hablar de la probabilidad de ocurrencia
de un fenémeno tinico o de la probabilidad de que una proposicion sea verdadera o falsa. Las
probabilidades calculadas a partir de esta interpretacion son objetivas y, por lo tanto, independientes
de la opinién del individuo-evaluador.

A partir de los trabajos de Siméon Denis Poisson (1837), Antoine Agustin Cournot
(1838)(1843), Robert Leslie Ellis (1849), John Venn (1866) y del principio de asociacidn de ideas

105. “Die Personliche Besonderheif” (1842).

106. “Elemente der Psychophysik” (1860).

10 . “Uber die Beizehungen zwischen dem zweiten Hauptsdize der mechanischen Wirmetheorie der

Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1877).

108. “Illustration of the dynamical theory of gases” (1890).

109. “Natural inheritance” (1889).

! 10. “Contributions to the mathematical theory of evolution” (1893,1895,1896).

”1. A comienzos del siglo XIX se incorpora a la interpretacién clasica la probabilidad geométrica en la cual, sin

modificar la definicion original, el recuento de los casos igualmente probables es sustituido por la medida de su extension
geométrica (su 4rea o su volumen). Como se verd en la Sec. 3.1.1.1, la formalizacién de esta generalizacién se debe a
Cournot, A.A. (1843) y se mantuvo sin variantes cuando E. Borel y H. Lebesgue ampliaron la clase de conjuntos que
admitia una definicidn de su extensién geométrica.

“2. La distincién entre probabilidades “a priori” y probabilidades “a posteriori” obtenidas a partir de la observacion,

se debe a Jakob Bernoulli. Su “Ars Conjectandi” (1713) es el primer tratado de teoria de la probabilidad en el que se plantea
no s6lo la idea de que se puede aprender a partir de la experiencia sino que ese aprendizaje es cuantificable. Como se vio
en la Sec. 1.3, durante el siglo XVII se gener¢ una suerte de contraposicion entre las actitudes de los observadores précticos
y las de los matematicos, que se tradujo en diferentes interpretaciones de las probabilidades “a posteriori” y “a priori”.
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de John Locke -consistente en igualar experiencia, creencia y probabilidad- y como una reaccién
del empirismo britanico contra el racionalismo continental de Laplace y sus seguidores, la escuela
frecuencista intent6 generar una interpretaciéon que conciliara la teoria de la probabilidad con los
principios del indeterminismo fundado por el fisico y filésofo aleman Gustav Theodor Fechner a
mediados del siglo XIX.

Fechner -a quien se reconoce como el creador de la psico-fisica'” y el primer
“indeterminista universal’''*-, en una revisién de los principios de la mecénica clésica y, en
particular, de la concepcion deterministica de la causalidad que rigio el pensamiento cientifico en
el siglo XIX, desarrolld una variante de indeterminismo -objetivo y parcial- que lo llevé a postular
que la naturaleza posee una cierta cantidad de aleatoriedad (indeterminacién) que “...depende de la
‘libertad” y no “...de nuestra ignorancia de las condiciones™?, y determiné la declinaci6n del
paradigma Laplaciano (que habia dominado el panorama de la ciencia durante mas de medio siglo)
y la reformulacién de la interpretacién frecuencista de la probabilidad desarrollada por los autores
de los siglos X VII y XVIIT',

Los antecedentes del pensamiento de Fechner y, en general, de los filésofos y fisidlogos
alemanes de la segunda mitad del siglo XIX, se encuentran en las ideas en biologia y en filosofia de
la historia imperantes en Alemania en la primera mitad del siglo XIX y en su reaccién contra las
especulaciones metafisicas del tardio idealismo aleman en filosofia de la ciencia'"’. La principal
consecuencia de esta reaccion, en lo que hace a la teoria del azar, fue la aplicacién de métodos de
investigacion empiricos a la psicologia (debe tenerse en cuenta que, en este contexto, esta disciplina
abarcaba, ademads de asuntos como las emociones, las percepciones y las voliciones, la formaci6n
del concepto y la inferencia logica, de modo que la probabilidad quedaba incluida en su 4mbito).

En “Uber das Causalgesetz” (1842)) a fin de demostrar la compatibilidad de las leyes
causales con “...Ja libertad y la indeterminacion”'®, Fechner introdujo la ya mencionada nocién de
“indeterminacién por novedad’ basada en el siguiente principio: En la evolucion de los fenémenos
din4micos se van generando nuevas condiciones iniciales las cuales, de acuerdo con una ley general,
conducen a efectos no ocurridos previamente y, por lo tanto, no permiten la recurrencia de
comportamientos idénticos. Pero, no obstante, cada conjunto de dichas condiciones conserva alguna
similitud con los anteriores por 1o que, si bien todo fenémeno féctico posee cierta dosis de

113 , , g . . P .
. “..Ja teorfa exacta de la relacién funcional o de la dependencia entre el cuerpo y el alma o, en términos mds

generales, entre lo corporal y lo espiritual, entre los mundos fisico y psiquico” (“Elemente der Psychophysik” (1860)).

114 Heidelberger, M. (en Kriiger, L.; Daston, L.J.; Heidelberger, M. (eds.)(1987)).

! 15. “Elemente der Psychophysik” (1860).

116y amiah, A. (en Kriiger, L.; Daston, L.J.; Heilderberger, M. (eds. }(1987)): “Cuando los axiomas de la teoria de
la probabilidad fueron derivados apartir de la definicién de probabilidad como frecuencia relativa, y cuando se concluyé
que los métodos para estimar cantidades fisicas y distribuciones de probabilidades convertian en superfluo el principio
de Bayes, entonces la teoria Laplaciana de la probabilidad murié”.

117. De autores como Christian Hermann Weisse, Inmanuel Hermann Fichte y Hermann Lotze.

! 18. A partir de una clase especial de neo-Spinozismo seguin 1a cual lo espiritual y lo material constituyen dos aspectos

bajo los cuales puede aparecer una misma cosa y, por lo tanto, la libertad del espiritu también debe manifestarse en el
mundo fisico, Fechner (“Zend-Avesta, oder tiber die Dinge des Himmels und des Jenseits” (1851)) concluy6 que, si bien
lo fisico y lo psiquico est4n estrictamente coordinados, no existe ninguna relacién causal entre ellos, que las leyes que los
vinculan mé4s que de interaccién o sucesion, son de coexistencia.
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aleatoriedad objetiva, su comportamiento no es completamente libre!'®.

A partir de 1853 y hasta el final de su vida, Ia obra de Fechner -contenida
fundamentalmente en “Die mathematische Behandlung organischer Gestalten und Processe” (1849)
y en “Kollektivmasslehre” (1897)'%°- estuvo dirigida a desarrollar un lenguaje matemético-
probabilistico-estadistico para su interpretacion de la aleatoriedad en los fenémenos fécticos. Para
ello se basé en la llamada estadistica moral del astrénomo belga Adolphe Quetelet'!, en los
estudios de Moritz Wilhelm Drobisch'? sobre la relacién entre dicha estadistica moral y la libertad
y en la teoria de los errores de observacién no-sistematicos desarrollada por los mateméticos C.F.
Gauss, Johann Franz Encke, Friederich Wilhelm Bessel y K.F. Hauber'2.

Fechner tomo6 de Quetelet la idea de la analogia entre el modelo de Laplace sobre mecénica
celeste y una fisica de la sociedad humana, es decir, de la asimilacién de las leyes gravitacionales
a las causas constantes que gobiernan la sociedad, en la que, al igual que las perturbaciones que
afectan a los fendmenos fisicos, las diferencias entre los individuos que la componen (las cuales no
deben ser interpretadas como desvios aleatorios del verdadero valor, sino como “...Ja forma libre
de reaccion del individuo ante un estimulo”)'** se distribuyen de acuerdo con una funcién de
probabilidades'® y se vuelven despreciables si se considera un nimero suficientemente grande de
individuos. Estos postulados condujeron a Fechner al concepto de “objeto colectivo”
(“Kollektivgegenstand”) o “serie colectiva” (“Kollektivereihe) al que definié como un conjunto de

“9. Entre las influencias de los idealistas alemanes merece una mencién particular la ejercida sobre Fechner por K.F.
Burdach, que se evidencia en el siguiente parrafo de su “Die persénliche Besonderheit” (1842). “La naturaleza con sus
leyes y sus fuerzas es eternamente inmutable: los elementos son siempre los mismos en todo lugar; descansando sobre
el mismo fundamento aparecen fendmenos similares en todo lugar y en todo tiempo; y lo que ha agitado las emociones
de una persona para quien el sol brillé por primera vez, también agitard el corazén de quien viva para ver cémo el sol
alumbrard la tierra en el fin de los tiempos. Pero la sensacién es que siempre volverd a ocurrir algo similar, no algo
idéntico. La mayoria de los elementos admite una multiplicidad de combinaciones y, a través de la coincidencia de tales
conexiones, surge un nimero infinito de series de circunstancias. La fuerza creativa del mundo es infinita en su esencia
¥, por lo tanto, es infinita en sus manifestaciones: inagotable en sus combinaciones, la naturaleza produce sélo novedades
por toda la eternidad; no tolera la uniformidad ni admite que una ley la gobierne con rigidez estricta, sino que atempera
su severidad mediante la interferencia de otra ley”.

120. Fechner no llego a concluir esta obra. A instancias de la Royal Saxony Academy of Sciences, fue completada por

Gottlob Friederich Lipps y publicada en 1897.

121. “Sur I'homme et le développment de ses facultés” (1835) (la segunda edicion de esta obra, publicada en 1869, fue

titulada como “Essai de physique sociale”™), “Sur la statistique morale et les principes qui doinent en former la base”
(1843).

122. “Beitrdge zur Orientierung iiber Herbart's System de Philosophie” (1834), “Moralische Statistik” (1849), “Die
moralische Statistik und die menschliche Willensfreiheit” (1867).

123. Ver Cap. 14.

124. Heidelberger, M. (en Kriiger, L.; Daston, L.J.; Heidelberger, M. (eds.)(1987)).

125. Una propuesta revolucionaria incluida en la “Kollektivmasslehre” con respecto a los postulados imperantes en
la teoria de la aproximacion estadistica del siglo XIX, fue el principio de la habitualidad de las distribuciones asimétricas
en los fenomenos fécticos. Debe tenerse en cuenta que, si bien en 1838 F.W. Bessel (“Untersuchungen iber die
Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler”™) habia puntualizado que era posible hallar distribuciones de probabilidades
de errores aleatorios asimétricas v que, por lo tanto, la distribucién Normal no podia ser considerada vélida en todos los
casos, fue solo después de la publicacion de “The grammar af science” (1892), “Asymetrical frequency curves” (1893) y
“Contribution to the mathematical theory of evolution” (1893-95) de K. Pearson, que la distribucién Normal perdi6 su
preeminencia.
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individuos heterogéneos que varian aleatoriamente con respecto a un atributo comin'® (en
particular, un atributo cuantificable)'”’, regido por leyes de naturaleza probabilistica. En su
expresién mas simple el “Kollektiv’ puede ser considerado como una sucesion de resultados
obtenidos de una serie de observaciones repetidas en igualdad de condiciones, cada una de las cuales
admite s6lo dos alternativas posibles. Es decir, como se verd en forma inmediata, mateméticamente,

el colectivo puede ser considerado como aproximable por una serie binaria infinita'*,

El concepto de “Kollektivgegenstand’ experiment6 un resurgimiento con el florecimiento
del empirismo desarroilado por ¢l Circulo de Viena en la obra, entre otros, del fil6sofo y psic6logo
G.F. Lipps'® y los astrénomos Georg Helm'® y Heinrich Bruns®' quienes fueron los primeros en
postular que la teoria de los objetos colectivos no era sino una versién de la teorfa del azar, con una
probabilidad definida como una frecuencia relativa (inevitablemente condicionada por la definicién
del colectivo) y tuvo su culminacion en la reformulacion realizada por Hans Reichenbach y Richard
Martin Elder von Mises del concepto de probabilidad’ “...a fin de reemplazar o complementar la

rigida estructura causal de la teoria cldsica™”.

Como se vera en las secciones 2.4 y 2.5, en la interpretacion logicista, la probabilidad es
considerada como una rama de la 1égica, como una extension de la 16gica deductiva al ambito
inductivo y en la interpretacién subjetivista se la considera asociada a grados de creencia de
observadores individuales. En contraste con estos puntos de vista, en la interpretacion frecuencista
1a teorfa de la probabilidad es considerada como una rama de la matematica'*.

Conrespecto a los fendmenos repetibles que constituyen larazén de ser de la interpretacion
frecuencista de Ia probabilidad, von Mises reconoce tres categorias: i) los juegos de azar; ii) los

fendmenos relacionados con estadisticas bioldogicas y iii) ciertos fenémenos vinculados con la fisica
de campo. Como se menciond més arriba, asociado a cada uno de estos fenémenos es posible definir

126. Fechner, G.T. (“Zur experimentalen Asthetik” (1871)). Este concepto de colectivo es similar al introducido por
el estadistico Gustav Riimelin en “Zur Theorie der Statistik”, en 1863, con el tnico -y fundamental- agregado de la
condicién de variacion aleatoria.

]27. La traduccién literal de “Kollektivmasslehre” es “doctrina de los objetos colectivos cuantificables”.

128 ver von Mises, R. (1928).

129. “Uber Fechner's Collectivmasslehre und vie Vertheilungsgesetze der Collectivgegestinde” (1898), “Die Theorie

der Collectivgegesténde” (1901), “Die Betimmung der Abhdngigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegenstindes”
(1905).

130. “Die Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektivbegriffe” (1902).

131. “Uber die Darstellung von Fehlergesetzen” (1897), “Zur collectiv-Masslehre” (1898), “Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Kollektivmasslehere” (1905), “Das Gruppenschema fiir zufillige Ereignisse” (1906).

132. “Uber die Grundbegriffe der Kollektivmasslehre” (1912), “Fundamentalsatze de Wharscheinlichkeitsrechnung”

(1919), “Grundlagen der Wharscheinlichkeitsrechnung” (1919), “Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit” (1928). En
esta ultima obra von Mises realizé una exposicién de su teoria en términos no-matematicos y un notable analisis de sus
consecuencias filosoficas. En “Mathematica theory of probability and statistics” y “Selecta IT” (editadas en forma pdstuma
por su viuda Hilda Geiringer) figura una recopilacién de sus tltimas reflexiones sobre la teoria de la probabilidad.

133 Jon Mises, R. (1921).

134. von Mises, R. (1928): “La nueva idea, surgida alrededor de 1919 (como una extensién anticipada por A.A.

Cournot en Francia, John Venn en Inglaterra’y Georg Helm en Alemania) consistio esencialmente en considerar a la
teoria de la probabilidad como una ciencia del mismo orden que la geometria'y la mecdnica tedrica”.
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un conjunto de atributos considerados “a priori” como posibles y que forman lo que von Mises
denominé el “espacio de los atributos” ( Q )'* (estrictamente hablando el conjunto Q esta formado
por atributos elementales, de modo que es posible particionarlo en subconjuntos tales que cada uno
defina un atributo o resultado posible).

En cuanto a los colectivos, von Mises, R. (1928) considera la necesidad de distinguir entre
“colectivos empiricos” (que pueden se hallados en el mundo real que, por lo tanto, son observables
y que, en consecuencia, est4n formados por un numero finito de elementos)?*® y “colectivos
matemdticos” (formados por una sucesion infinita de elementos)'”. De la comparacion de estas dos
definiciones surge, en forma inmediata, que un colectivo matemético consiste en una sucesion
ordenada, en tanto que un colectivo empirico no observa ningtin orden natural.

Bas4ndose en una circunstancia que se verifica habitualmente en fisica y considerando que
las sucesiones infinitas son abstracciones matemaéticas o idealizaciones de la realidad empirica
necesarias para obtener una representacion matemdtica admisible de la realidad, von Mises
establecié el principio (muy discutible) segiin el cual un colectivo empirico finito puede ser
representado en términos analiticos por un colectivo matemético infinito. Debe tenerse en cuenta
que von Mises fue un empirista y que su andlisis se bas6 siempre en una filosofia operacionalista
segun la cual los principios tedricos de una ciencia debian ser definidos en términos de fenémenos
observables con las caracteristicas de un colectivo empirico. Segin esta interpretacion
operacionalista la naturaleza de los fen6menos repetibles es tal que: i) es posible, por abstraccion,
obtener ciertos conceptos matematicos que permiten formular las leyes empiricas que rigen su
comportamiento; ii) recurriendo nuevamente a la abstracci6n y, a partir de dichas leyes empiricas,
¢s posible definir los axiomas de la teoria matemdtica asociada a dicho comportamiento y iii) a partir
de esta teoria matematica es posible descubrir consecuencias que permiten la explicacién y
prediccion de otros fendmenos repetibles.

De acuerdo con von Mises, R. (1928), los colectivos empiricos obedecen a dos principios
fundamentales: i) la “ley de estabilidad de las frecuencias estadisticas”™® y ii) la “ley de
irregularidad’, que postula la aleatoriedad absoluta en la proyeccion de los atributos sobre los
elementos del colectivo.

Sea E c Q un atributo asociado a un colectivo. Supdngase que en los primeros n
elementos del colectivo el atributo E se present6 n(E) veces, de modo que la frecuencia relativa

L

E
del atributo E al cabo de las n observaciones queda definida por —) . Laley de estabilidad de
n

las frecuencias estadisticas establece que, amedida que » crece, la frecuenciarelativa se aproximara

indefinidamente a un valor fijo'*’,

135 Bsta denominacion fue sustituida con el tiempo por la menos afortunada de espacio muestral.

136. Que dan origen a lo que algunos autores han denominado frecuencismo finito.

137. Que dan origen al llamado frecuencismo hipotético.
138. Esta denominacion se debe a Keynes, J.M. (1921). Von Mises, R. (1928) defini6 a este principio como ¢l
“fenémeno primario” (“Urphinomen”) de la teoria de la probabilidad.

139 De acuerdo con von Mises, R. (1928), 1a ley de estabilidad de las frecuencias se verifica en todos los juegos de

azar. En particular, se refiere al caso del caballero de Méré (mencionado en la Sec. 1.3). En su interpretacion, el problema
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Como se vera en la Sec. 3.2, a partir de estos dos principios, mediante un proceso de
abstraccién (o idealizaci6n), es posible establecer los axiomas de la teoria mateméatica de la

probabilidad aplicables a colectivos matematicos de la forma C-= {w,,wz,...,w,,,...}
(donde w, € Q (n = 1,2,...) ).

Una de las principales objeciones a esta definicién radica en lo restringido de sus
aplicaciones, dado que en muchos casos précticos es imposible definir un colectivo empirico'“’. Por
el contrario, von Mises (a partir de una posicién monista en la definicion de la probabilidad)
considera que esta circunstancia, lejos de ser una critica, constituye un argumento a favor de su
teoria, en la que sélo se pueden introducir probabilidades en un sentido matematico o cuantitativo
si existe un conjunto suficientemente grande de eventos repetibles'': “Primero el colectivo-entonces
la probabilidad™*.

En defensa de los argumentos de von Mises, debe tenerse en cuenta que, al momento de
la publicacién de su teoria, el inico método existente para evaluar probabilidades estaba vinculado
con el principio de indiferencia y que, como se verd en la Sec. 2.4, este principio conduce a
paradojas irrersolubles. Recién en los afios 1930-1931 aparecieron los primeros trabajos sobre una
nueva aproximacion subjetiva, en la que las probabilidades podfan ser medidas a partir de grados
de creencia y cuyos axiomas derivaban de la condicién de coherencia. Estos nuevos resultados no
invalidaban los de von Mises y permitian demostrar que era posible extender el ambito de las
probabilidades cuantitativas y del cdlculo matemaético a muchos casos que no admitian la definicién

de colectivo'®.

von Mises, adoptando una postura que podria denominarse “definicionista”, parte de la
tesis de que todos los conceptos de una ciencia matemética deben se introducidos mediante
definiciones explicitas. Este criterio presenta el inconveniente que, excepto en el caso que ciertas
nociones bésicas sean asumidas como ideas primitivas, puede conducir aunaregresion infinita, dado
que la definicién de un concepto siempre debe ser expresada en términos de otros conceptos'*. En

de de Méré involucraa dos colectivos, C, y C, . Loselementosde C; consisten en 4 tiradas de un dadoy el atributo ( E,)
es obtener por lo menos una vez el resultado “6". Los elementos de C, consisten en 24 tiradas de 2 dados y el atributo
( E, ) es obtener por lo menos dos veces el resultado “6". de Méré concluyo, a través de la observacion empirica, que la

. . . 1 . .
frecuencia relativa de E, en C, convergia a un valor mayor que R en tanto que la frecuencia relativade E, en C,
1
convergia a un valor menor que 5 .

140. Keynes, J.M. (1921) refiriéndose a la version de Venn de la interpretacion frecuencista escribio: “Pienso que parte
de la debilidad de la teoria frecuencista deriva de los restringidos limites de su aplicabilidad”.

141 .von Mises, R. (1928): “Nuestra teoria de la probabilidad no tiene nada que ver con preguntas tales como: jexiste

alguna probabilidad de que alguna vez Alemania se encuentre involucrada en una guerra con Liberia?”

142. von Mises, R. (1928). Como se ver4 en la Sec. 2.7, existen definiciones pluralistas segiin las cuales el calculo

probabilistico admite distintas interpretaciones de acuerdo con el 4rea o el contexto de su aplicacion,

143. Ver Sec. 2.5.

144. Por ejemplo, Cramér, H. (1946), de acuerdo con un modemo tratamiento impuesto por Hilbert, D. (1898) en la

geometria, asume a la probabilidad como unanocién primitiva y 1a caracteriza mediante los axiomas de la teoria: “ Algunos
aulores tratan de introduciv un sistema de axiomas basados directamente sobre las propiedades de los cocientes de
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particular, como en este caso la teoria de la probabilidad es interpretada como una rama de una
ciencia factica, es necesario introducir estas nociones basicas mediante definiciones operacionalistas
en términos de elementos observables'®.

El operacionalismo-positivista de las ideas de von Mises se debe fundamentalmente a la
influencia de la obra de Ernst Mach'*®. Su desarrollo de lateoria de la probabilidad siguié €l mismo
esquema que el desarrollo que Mach hizo de la mecénica: introdujo la ley de estabilidad de las
frecuencias estadisticas (que supuso valida a partir de la observacién) y sobre ella basé su definicion
de probabilidad (la definicién de un concepto tedrico, la probabilidad, en términos de un concepto
observable, la frecuencia relativa), pero no proporcioné ninguna vinculacién entre observacién y
teoria mas alla de la muy controvertida utilizacién de los limites de una sucesion finita'’ y su
justificacion a partir de la aplicacion del concepto de limite en la fisica tedrica'*.

El operacionalismo, que tuvo su mayor difusién en la década de 1920, fue posteriormente
muy criticado por los filésofos de la ciencia. La alternativa que prevalecié consideré que los
términos tedricos de una ciencia natural podian ser introducidos como primitivos no-definidos y
relacionados con la experiencia no en forma directa mediante una definicién operacionalista, sino
en forma indirecta. Como se veré en la Sec. 3.1.1, este planteo formalista concuerda con el
tratamiento matematico de la probabilidad basado en la axiomética de Kolmogorov.

En concordancia con esta corriente de pensamiento, en la actualidad muchos probabilistas
abandonaron el supuesto de que los conceptos teéricos deberian ser definidos directamente en
términos de elementos observables. En la Sec. 2.6 se analiza un método no-operacionalista para
vincular conceptos de las ciencias naturales con la observacién y la experimentacion y se demuestra
cémo esta aproximacién conduce a una definicién de probabilidad distinta de la de von Mises, a

partir de una interpretacién propensionalista'®.

Jrecuencias. El mdximo exponente de esta escuela es von Mises (...) quien define a la probabilidad como el ‘limite de la

Jrecuencia’ — de dicho evento, cuando n tiende a infinito. La existencia de este limite, en un sentido estrictamente
n

matemdtico, es postulado como el primer axioma de la teoria. Si bien, indudablemente, una definicion de este tipo a
primera vista parece muy atractiva, incluye ciertas dificultades matemdticas que la despojan de su aparente simplicidad,
Por otra parte, la definicidn de probabilidad asi propuesta incluiria una mezcla de elementos empiricos y tedricos que
las teorias axiomdaticas modernas intentan evitar. Seria, por ejemplo, comparable a la definicién de un punto geométrico
como el limite de una figura de dimensiones infinitamente decrecientes, método que no es utilizado habituaimente en la
geometria axiomdtica moderna”.

145. R. von Mises, en el prefacio de la tercera edicion alemana de “Probability, statistics and truth” (1950),

proporciona una muestra clara de su criterio operacionalista: “La frecuencia relativa de la repeticién es la ‘medida’ de la
probabilidad, de la misma forma que la longitud de una columna de mercurio es la ‘medida’ de la temperatura™.

146. En particular, la influencia de “The science of mechanics: A critical and historical account of its development”
(ver von Mises, R. (1938)).

147. La ya comentada objecion acerca de la representacion de los colectivos empiricos finitos por las sucesiones

infinitas de los colectivos mateméticos.

148. von Mises, R. (1928): “Los resultados de una teoria basada en la nocién de colectivo infinito puede ser aplicada

a sucesiones finitas de observaciones en una forma que no es definible ldgicamente pero que, no obstante, es
suficientemente exacta en la préctica. La relacion teoria-observacion es, en este caso, esencialmente la misma que en
todas las demds ciencias fisicas”.

149. Para un anAlisis de las consideraciones criticas a la definicion de Mach y un comentario detallado acerca de la
relacién Mach-von Mises, ver Gillies, D.A. (1972a)(1973).
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Entre las numerosas modificaciones a que se someti6 a la interpretacién frecuencista a fin
de eliminar las falencias mencionadas precedentemente, la mas importante fue, indudablemente, la
debida a Reichenbach, H. (1935), quien procuré obtener una definicién de probabilidad por una via
axiomatica y justificar el significado intuitivo de la misma. Con respecto a la primera cuestién
Reichenbach intent6 una solucién basada exclusivamente en la teoria de conjuntos y en las
operaciones légicas, obteniendo una definicién de probabilidad (puramente formal) expresada como
una relacion entre dos clases de proposiciones.

En lo que hace al papel que desempefia la intuicion en el andlisis filoséfico de la
probabilidad objetiva, tomando como punto de partida el supuesto (contrario a la propuesta de von
Mises) de que la interpretacion frecuencista de la probabilidad podia ser generalizable a todas las
aplicaciones del término probable, Reichenbach intent6 ampliar sus alcances a eventos no-repetibles,
mediante la definicién de lo que denominé clases de referencia formadas por eventos similares al
analizado, y consider6 a la teorfa de la probabilidad como la disciplina que calcula probabilidades
desconocidas de colectivos derivados a partir de probabilidades conocidas de colectivos
originarios. Pero esta generalizacién tropezé con la dificultad insalvable que significa la
imposibilidad de la determinacidon de reglas de seleccién objetivas universalmente aceptadas de los
eventos que deben integrar dichas clases de referencia.

Con respecto a la yamencionada interpretacién analitica de la convergencia, Reichenbach
postul6é que la frecuencia limite no posefa nada de empirico, sino que constituia un concepto
matemético definible en ¢l &mbito de las llamadas sucesiones de probabilidad, las cuales se
caracterizan porque la frecuencia con la que se presenta cualquier resultado posible en las primeras »
pruebas tiende a valores limite bien precisos cuando » aumenta indefinidamente. Este resultado lo
condujo a establecer que las Unicas sucesiones de pruebas a las cuales resultaba aplicable el
concepto intuitivo de probabilidad eran las que pertenecian a la clase de “... series necesariamente
protegidas en el futuro” y a asimilar, en consecuencia, el tratamiento del problema de la inferencia
inductiva al estudio de tales series (a postular la equivalencia entre el problema de determinar una
probabilidad y el de expresar conclusiones sobre el futuro en base a informacion sobre el pasado).
Su justificacion del principio inductivo puede ser expresada de la siguiente forma: dado el conjunto
de los »n primeros términos de una sucesion de eventos, a partir de los cuales se obtiene, para el

. . n .
resultado E , una frecuencia relativa h,(g") = —£ y, suponiendo que no se conoce nada acerca de la
R

probabilidad de la tendencia de dicha frecuencia a evolucionar hacia un valor limite prefijado 4 ,
entonces, a medida que aumente la sucesion, dicha frecuencia tendera a un limite 1, tal que

h,(}') -8 A< h,(g") + ¢ ,donde & denota un infinitésimo positivo tan pequefio como se desee. Este

nuevo enunciado del principio frecuencista se distingue del de von Mises porque constituye un juicio
sobre el conjunto de los eventos, no sobre cada uno de ellos en particular: contrariamente a la
formulacién de von Mises del principio de induccion, que supone que todos los eventos observados
deben ser iguales entre si y que dicho postulado es extensible a todos los eventos futuros de la
misma sucesion, Reichenbach, a partir de la hip6tesis méas general de que la frecuencia asume un

valor hg") y suponiendo la permanencia de la misma entoda la sucesion, elabora su juicio sobre el
conjunto de los eventos futuros'°.

150. Lazs propuestas de Reichenbach, en la medida que no pudieron justificar la posibilidad de enunciar proposiciones

fundadas sobre el comportamiento de eventos futuros, no lograron resolver las consideraciones de Hume, D. (1739) sobre
la no-logicidad del principio de induccion.
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De todo lo anterior se deduce que, tanto la definicién de von Mises como la de
Reichenbach, a fin de evitar cualquier tipo de regularidad en las sucesiones de eventos que
constituyen su fundamento, intentaron proporcionar a la relacién de probabilidad un contenido
estrictamente matemaético mediante la imposicion de complicadas condiciones que, inevitablemente,
restringian el concepto de aleatoriedad total y demostraban que era imposible dar un caracter
mateméticamente preciso a la nocién de “irregularidad absoluta” (ver Apéndice 2)"'.

Luego se puede concluir que, si bien una de las principales objeciones de von Mises a la
interpretacion clasica era la de ser una teoria matematica que no trataba con eventos concretos, el
planteo frecuencista también constituye una teoria puramente matematica que, en vez de tratar con
resultados favorables y resultados posibles, trata con limites que son entidades matemaéticas
abstractas y en la cual las demostraciones de los teoremas se obtienen, a partir de la definicién de
probabilidad, exclusivamente mediante la utilizacién de métodos 16gico-matematicos.

Otras criticas importantes de von Mises a la definicién clésica se refieren: i) a la cuestion
de la equiprobabilidad, en particular a la expresion de Laplace, P.S. (1812-1820): “No hay ninguna
razén para creer que uno de estos casos deberia tender a ocurrir mds frecuentemente”' y, en
consecuencia, ii) a las formulaciones de J. Bernoulli, Siméon Denis Poisson y Pafhuty Lvovich
Chebychev del teorema conocido como ley de los grandes nameros'*, Con respecto a la primera
cuestion objeta que “...a menos que aceptemos que estd afectada por un circulo vicioso, la
definicion cldsica de la probabilidad implica la reduccion de todas las distribuciones al caso mads
simple de las distribuciones uniformes”'. En lo que hace a la segunda cuestién, de acuerdo con

von Mises, R. (1928), “Las deducciones matemdticas de Bernoulli, Poisson 'y Tschebysheff, en la

15 1. Borel, E. (1939): “La objecidn esencial que creo se puede hacer a la teoria del colectivo y a cualquier otra teoria

andloga es la siguiente: al espiritu humano no le es posible imitar en forma perfecta la aleatoriedad, es decir, sustituir
el método empirico que consiste en realizar una serie indefinida de pruebas repetidas (por ejemplo, de tiradas a ‘cara’
o 'cruz') por un mecanismo racional. Existe una diferencia fundamental entre el cdlculo de probabilidadesy la geometria;
cuando sustituimos la recta empirica e imperfecta por la recta ideal de los gedmetras, conservamos las propiedades
realmente fundameniales y eliminamos sélo las accidentales; en este caso, es posible sustituir la definicién empirica por
una definicién axiomdtica extremadamente simple, a partir de la cual se podrdn deducir todas las propiedades de las
figuras formadas por rectas, no importa cudn compiejas fueren. Por el contrario, cualquiera sea el procedimiento
mediante el cual se puede definir una serie de elemenios, reducidos a las cifras 0y 1 a fin de simplificar el ejemplo, esta
serie no poseerd todas las propiedades de una serie 'definida’ por el azar, salvo que haya sido obtenida por sorteos
sucesivos 0 métodos andlogos; de no ser asi, existird algin defecio que permitird a un observador sagaz afirmar que la
serie fue construida racionalmente y no al azar”. Ver Gnedenko, B.V. (1950), Khinchin, A.Y. (1952)(1961).

152. Debe tenerse en cuenta que el “Essai philosophique sur les probabilités” de Laplace incluye un capitulo titulado

“Acerca de las desigualdades desconocidas que pueden existir entre las chances que se suponen iguales”. En sus
desarrollos matematicos considera un caso en el que la probabilidad de obtener el resultado “cara” al arrojar una moneda

l-a

a . - .
€s y, en consecuencia, la probabilidad de obtener el resultado “ceca” es , y elabora sus célculos posteriores
a partir de estas cantidades, sin agregar ninguna justificacion conceptual. Este procedimiento implica el reconocimiento
de la existencia de una probabilidad objetiva y posiblemente desconocida de obtener ¢l resultado “cara” al arrojar una
moneda, lo cual pareceria contradecir su interpretacion de la probabilidad como una consecuencia exclusiva de la
ignorancia del observador y, en consecuencia, permitiria concluir que la teoria matematica empleada por Laplace no se

compadece con sus fundamentos filosoficos.

153. Este teorema ~que serd tratado en detalle en el Cap. 11- fue el primer teorema limite de la teoria de la probabilidad

y constituy el primer intento de solucion del problema de la inversién de la probabilidad. Analiza la convergencia-en
probabilidad de la frecuencia relativa de un resultado eventual hacia su probabilidad teérica, a medida que el niimero de
observaciones realizadas en igualdad de condiciones sobre ¢l mismo aumenta indefinidamente.

154. von Mises, R. (1928).
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medida que se basan sobre una definicicn de probabilidad que no tiene nada que ver con la
frecuencia de ocurrencia de los eventos en una sucesion de observaciones, no pueden ser utilizada
para realizar predicciones relativas a los resultados de tales sucesiones. Por lo tanto, no poseen

ningun tipo de vinculacién con laregla empirica general formulada por Poisson en la introduccicn
de su libro™",

A pesar de las consideraciones realizadas en esta seccién y en defensa de los argumentos
frecuencistas se debe reconocer que los individuos estdn mejor preparados para procesar
informaci6n relacionada con frecuencias de eventos que con probabilidades de eventos singulares,
que el fundamento de un comportamiento predictivo no es la estimacion de la probabilidad, sino un
registro en la memoria de las frecuencias pasadas de los eventos (Estes, W. (1976): “Claramente,
los individuos son extremadamente eficientes en la incorporacion de informacicn relacionada con
los frecuencias relativas de eventos™). Por lo que la importancia de la definicion frecuencista, en lo
que hace a la ampliacion del ambito de aplicacién de la teoria de la probabilidad, resulta innegable.

Por su parte, Borel, E. (1939) demostrd que existen operaciones mentales de naturaleza
especial que son totalmente diferentes de la simple observacion de las frecuencias, descalificé la
afirmacién de que el calculo “a posteriori” de la probabilidad de ocurrencia de un fendémeno sélo
podia ser justificado mediante la repeticion de observaciones realizadas en igualdad de condiciones
y el correspondiente anélisis estadistico de los resultados, y concluyé que precisamente la nocion
de probabilidad de ocurrencia de un fenémeno Unico es la que constituye el fundamento de la teoria
de la probabilidad.

Como se veré en la Sec. 2.6, esta falencia de la interpretacion frecuencista relacionada con
la imposibilidad de proporcionar probabilidades objetivas de ocurrencia de fendmenos singulares
(“probabilidades singulares™), condujo a Keynes, .M. (1921) y a Popper, K.R. (1934)(1957b) a
proponer nuevas interpretaciones objetivas de la probabilidad basadas en la teorfa 16gica del vinculo
parcial y en la teoria de las propensiones, respectivamente.

2.4.- La interpretacion logicista

La extensién de la definicién de probabilidad “a posteriori” de la interpretaci6n
frecuencista propuesta por la denominada interpretacion logicista'*, condujo a una nocién general
de probabilidad, la cual se traduce en un grado de creencia racional o idea similar acerca de la
ocurrencia de un fenémeno determinado, que es funcién -exclusivamente- de un cierto estado de
conocimiento definido por un conjunto de argumentos intrinsecos o extrinsecos a dicho fen6meno'*’.

Una probabilidad, p(4/ B) , definida como una relacién (indefinida) entre una proposicion ( 4 )
y un cuerpo de conocimiento ( B), entre una "... afirmacion y otra afirmacion (o conjunto de

155. Obsérvese que en el texto, von Mises utiliza la transcripcion fonética francesa del apellido UeGrimes, que en su

transliteracion sajona es Chebychev o Chebyshev.

156. En realidad, la denominacién de “probabilidad légica™ es muy anterior al surgimiento de la escuela logicista y
se debe aS.D. Poisson. En “Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile” (1837)
Poisson distingue entre “probabilidad fisica” (calculada a partir de las frecuencias relativas) y “probabilidad epistémica”,
subdividiendo a esta ultima en “subjetiva” (personal) y “logica”.

157. Ramsey, F.P. (1931): “De acuerdo con esta interpretacion, la teoria de la probabilidad es considerada como

una rama de la I6gica, la légica de la creencia parcial y del argumento no-concluyente” (ver Sec. 2.6).
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afirmaciones) que representa la evidencia"*®, condicionada por la verdad de dicha evidencia.
Donde el evento A4 puede ser representado mediante un subconjunto 4 c O formado por los

elementos w para los cuales una proposicion S es verdadera, 4 = {w / S(w) es verdadera} , de

modo que a cada evento le corresponde un Unico conjunto A4 y viceversa, es decir, a cada

proposicién S(w) del espacio proposicional le corresponde un conjunto A en el espacio de eventos

y viceversa'®,

La interpretacién logicista se basé en los aportes realizados por los miembros de la
Sociedad de los Apostoles de Cambridge (Augustus de Morgan, John Venn, Harold Jeffrey y, en
particular, John Maynard Keynes) en la llamada “era Eduardiana”'®, continuados por los miembros
del Circulo de Viena (Bernard Bolzano, Ludwig Wittgenstein, Frederich Waismann y, en particular,

Rudolf Carnap y Karl Popper)'s'.

Keynes ingresé al King’s College en 1902. Cuando, en Febrero de 1903, fue iniciado en
los secretos de la Sociedad de los Apdstoles, sus miembros mas distinguidos eran Bertrand Russell
y G.E. Moore, cuyas respectivas obras, “The principles of mathematics” (1903) y “Principia ethica”
(1903), como se verd inmediatamente, influyeron radicalmente sobre su pensamiento
probabilistico'®.

De acuerdo con Skidelsky, R. (1983), fue la teoria de la conducta correcta desarrollada
por G.E. Moore en su “Principia ethica” la que impulsé a Keynes a dedicarse al estudio de los

158 Kyburg, H.E.; Smokler, H.E. (1980). Ver también Savage, L.J. (1962).

159. De acuerdo con la interpretacién de Johann von Kries (“Die Principen der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1886))

y Carl Stumpf (“Uber de Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit’ (1892)), si alainterpretacion logicista se agrega
unateoria fisica ( 7 ), entonces queda establecida una version de “probabilidad fisica” ( p[A / (B A T)] ). Segiin Stumpf,

“Dada una teoria (T ) -no necesariamente conocida-, es posible definir una sucesion de conjuntos de circunstancias

} consistentes con B, de los cuales los conjuntos {C1 .G\ C

mutuamente excluyentes {C, .Gy C "

n } serdn
también consistentes con A . Si no existe ninguna razén para que un conjunto cualquiera sea mds esperado que otro (es

decir si, a partir de B, no podemos llegar a ninguna conclusion que nos permita conocer mds acerca C, quede C; ),

entonces serd p(A / B) =2 “, Con esta definicién Stumpf pretendié (en vano) evitar el problema de la circularidad
n

Laplaciana comentado en la Sec. 2.2. Por otra parte, la restriccion que “...a partir de B no podamos llegar a ninguna
conclusion” respecto de C; y C; podria implicar no conocer nada acerca de si (C,. v Ci+1) es més probable que C,,
y, en consecuencia, no poseer ninglin tipo de argumento para cualquier estimacion comparativa de p(A)

conduce a la paradoja de von Kries-Bertrand (ver von Kries, J. (1886), Bertrand, J.L.F. (1888)).

1

. Esta objecién

60. Como “era Eduardiana” (denominada también “era de las paradojas™) la literatura considera el periodo que va

desde los comienzos del siglo XX hasta ¢l estallido de Ia primera guerra mundial ¢l cual, obviamente, no coincide con ¢l
reinado de Eduardo VII que se desarroll6 entre 1901 y 1910.

161. L. Wittgenstein, el filésofo mas prestigiosos de Cambridge, también fue elegido miembro de los Apéstoles en
Noviembre de 1912, pero sélo asistié a una de sus sesiones y renuncid, por lo tanto no se lo puede considerar como un
integrante cabal de la sociedad. Posteriormente también rechaz6 1a posibilidad de pertenecer al famoso Circulo de Viena.
Mas alla de esta actitud hostil, no se puede ignorar que su obra refleja la influencia de los intelectuales de Cambridge del
periodo inmediatamente anterior a la primera guerra mundial y del Circulo de Viena (su “Tractatus logico-philosophicus”
(1921) contiene un esbozo de la interpretacién logicista de la probabilidad). Ver Monk, R. (1990).

162 Ver Davis, J.B. (1994), Gillies, D.A. (1998b).
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fundamentos de la probabilidad'®. Segiin Moore, ¢l individuo debia actuar de modo de alcanzar el
mayor grado posible de “virtud” pero, en realidad, s6lo podia calcular los efectos probables de sus
acciones en un futuro inmediato e ignoraba todo acerca de sus consecuencias de largo plazo, con
el agravante que estas acciones podian ser tales que invirtieran el resultado de la “virtud” producida
por su accién de corto plazo. A partir de estas consideraciones, Moore concluy6 que, por lo tanto,
el individuo debia, en términos generales, adaptar su conducta a las reglas de moralidad
convencionales.

Basédndose en el supuesto de que un miembro racional de los Apdstoles debia poder
reconocer la existencia de acciones que ain contraviniendo la moral convencional podian ser
consideradas como “buenas”'®, Keynes (en su “Treatise of probabilities” (1921))'* discrep6 con
la conclusién de Moore a la que atribuy6 un error de razonamiento derivado de una aplicacién
equivocada del principio de indiferencia y, en consecuencia, una interpretacion equivocada de la
nocién de probabilidad'®. Supéngase que un individuo debe seleccionar entre dos cursos de accién
(4, y 4, ), que existen razones para asegurar que en el corto plazo 4, producira una “virtud” mayor

que 4, y que el observador no posee ningtin conocimiento racional acerca de las consecuencias de
las acciones 4, y 4, en el largo plazo. Entonces, dado que las posibilidades que la “virtud”
producida por la accion 4, sea, en el largo plazo, mayor que la producida por la accién 4, son

iguales a las posibilidades que se dé el resultado contrario, ambas acciones son indiferentes para el
observador y, por lo tanto deberfa asignarles probabilidades iguales. Pero si el objetivo del
observador consiste en maximizar la virtud esperada, obviamente deberia preferir la accién 4, . Es

decir que la conclusén general de Keynes es que el observador deberia preferir la accién que
produce més “virtud” en el corto plazo, alin contraviniendo las reglas de la moral convencional
(obsérvese que, aunque la conclusién de Keynes es contraria a la de Pascal, su método de
razonamiento es similar al desarrollado por éste en la famosa “apuesta” analizada en la Sec. 1.3)'".

163. Skidelsky, R. (1983): “Si bien las investigaciones de Keynes acerca del significado de la probabilidad ocuparon
gran parte de su tiempo libre entre 1906 y 1914, su primera gran discusion sobre el tema data del 23 de junio de 1904,
oportunidad en la que dio a conocer a los Apdstoles un trabgjo titulado ‘Etica en relacion con la conducta’.
Circunstancia que pareceria sugerir que su interés en esta materia surgié en forma directa a partir del fermento
intelectual generado por la publicacion de los ‘Principia ethica™

164. Probablemente uno de los casos particulares analizados por Keynes se refiriera a las acciones vinculadas con la
homosexualidad.

165. Debe tenerse en cuenta que, si bien ¢l “Treatise on probability” de J.M. Keynes fue publicado en 1921, ¢n 1913
se encontraba practicamente terminado y fue completado después de 1a publicacion de “The economic consequences of the
peace” (1919) que contiene sus criticas al tratado de Versailles. De modo que, a pesar de la fecha de su edicion, puede ser
considerada una obra de la era Eduardiana (Skidelsky, R. (1983): “El ‘Treatise’ fue un libro de la pre-guerra que refleja
la fiolosofia de Cambridge de la pre-guerra™).

166. Keynes, J.M. (1921): “Si la ‘virtud' es aditiva, si poseemos alguna razén para suponer que, dadas dos acciones,
una produce mds “virtud’ que la otra y si no poseemos ninguna forma de discernir entre estos resultados en un futuro
lefano entonces, a partir de una aplicacién legitima del principio de indiferencia, podemos suponer que existe una
probabilidad a favor de la primera accién. El argumento del Sr. Moore debe ser derivado de la teoria de la probabilidad
frecuencista o empirica, de acuerdo con la cual debemos conocer, ‘en términos generales’, lo que ocurrird antes de poder
asignarle una probabilidad”.

167. Obsérvese que, si en ¢l razonamiento de este “joven” Keynes se sustituye al observador que pretende decidir cudl
accion producira la mayor cantidad de “virtud” por un observador que pretende decidir cual inversién le proporcionara
mayor beneficio (teniendo en cuenta que s6lo puede calcular los beneficios de corto plazo y que, en ciertos casos, los
beneficios de largo plazo pueden ser de importancia relativa mayor que los de corto plazo), se puede concluir que su
argumentacion ética se asemeja mucho a sus posteriores consideraciones sobre la inversién. Resulta sumamente curioso
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La ya mencionada influencia de B. Russell se manifiesta fundamentalmente en la Parte II
del “Treatise of probability”, en la cual Keynes asimila la teoria de la probabilidad a un sistema de
l6gica formal'®®, En el periodo 1903-1910 Russell y A.N. Whitehead'® desarrollaron un proyecto
dirigido a intentar reducir la matemética a la l6gica mediante la definicién de un sistema deductivo
axiomatico formal, cuyos axiomas fueran verdades evidentes y dentro del cual fuera posible
demostrar cualquier teorema'”. Los resultados de este programa fueron publicados, entre 1910 y
1913, en esa catedral de la 16gica matemaética materializada en los “Principia mathematica”. Por
otra parte, en el Cap. IV de su “Problems of philosophy” (1912), Russell se dedica al analisis de la
induccién y plantea una aproximacién probabilistica al razonamiento inductivo que constituyé la
base del razonamiento empirico que dio origen al sistema Keynesiano.

En el ambito de la l6gica deductiva una conclusion se sigue de las premisas y es cierta o
no seglin la verdad o la falsedad de las premisas que la implican. Supdnganse, a modo de ejemplo,
las premisas: i) todos los cuervos son negros y ii) 4 es un cuervo, se puede asegurar, entonces, en
forma cierta que A es negro. Sup6ngase, ahora, que las premisas surjan de la evidencia
proporcionada por # observaciones efectuadas en el universo de los cuervos, habiendo resultado
que todos los cuervos observados son negros. Se puede concluir facilmente que, en este caso, la
conclusiéon “todos los cuervos son negros” (y, en consecuencia, la prediccion “la préxima
observacion corresponderé a un cuervo negro”) no constituye una consecuencia logica (completa)
de la evidencia, pero sf (dada la informacién proporcionada por dicha evidencia) una consecuencia
parcial. El punto de partida de la aproximacion de Keynes consistio, precisamente, en definir una
teoria del vinculo parcial como una generalizacion de la teoria del vinculo total de la logica
deductiva'” y considerar a la probabilidad como una evaluacién de ese vinculo parcial'”, de modo
que no es posible hablar de la probabilidad de una hipétesis sino, solamente, de su probabilidad

a este respecto que ¢l probabilista Keynes -al igual que los autores que, desde comienzos del siglo XIX y hasta mediados
del siglo XX, fundaron y desarrollaron la economia matematica (entre los que cabe mencionar a Antoine Augustin Cournot,
William Stanley Jevons, Leon Walras, Francis Ysidro Edgeworth, Alfred Marshall)- no considerara en su “General theory
of employment, interest and money” (1936) ningiin tipo de aproximacion probabilistica, sobre todo si se tien¢ en cuenta
que, segln se vio, la probabilidad fue originalmente concebida como un instrumento para aplicar en las (en ese momento)
emergentes ciencias sociales.

168. Keynes, J.M. (1921): “Indudablemente el lector percibird en forma inmediata que esta Parte Il nunca hubiera
podido ser escrita sino bajo la influencia de los ‘Principia mathematica’ del Sr. Russell”.

199 También perteneciente a la Sociedad de los Apéstoles (ver Monk, R. (1996)).

170, Previamente a €ste proyecto, Glottlob Frege (uno de los més brillantes 16gicos de Europa y una figura central en
¢l plan de axiomatizacién de la matematica) habfa intentado desarrollar un programa similar, que result6 invalidado por
la inclusién de una paradoja en el sistema (cuyo primer intento de solucion utilizando lo que hoy se conoce como teoria
de los tipos, fue publicado por Russell en su “Principle of mathematics” (1903)). Ver Gillies, D.A. (1982).

17 ; . . . . , ieo
! . Keynes, J.M. (1921): “dsi como en ciertas circunstancias podemos juzgar directamente que una conclusion ‘se

sigue’ de una premisa, la hipdtesis que sostiene que a veces podemos reconocer gque una conclusion ‘se sigue
parcialmente’ de una premisa o se basa en una relacién de probabilidad con la misma, constituye una extensicn del
supuesto original”.

172 . RN
. Keynes, JM. (1921): “Si tenemos en cuenta que, para conocer correctamente una conexion légica entre un

conjunto de proposiciones, a las que denominamos nuestra evidencia y que suponemos conocidas. y otro conjunto
Jormado por las que denominamos conclusiones,debemos asignar a éstas ponderaciones mayores o menores de acuerdo
con los fundamentos proporcionados por las primeras (...) no resulta forzado describir este vinculo entre evidencias y
conclusion como una relacion de probabilidad”.
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condicionada por una cierta evidencia vinculada parcialmente con ella'”’. Luego, dado un conjunto

de proposiciones y una conclusién consistente en un conjunto de proposiciones a, si 4 implica
parcialmente a a con un grado o entonces, identificando los grados de vinculo parcial con los
grados de creenciaracional, Keynes concluye que, dado 4, existirdun grado @ de creenciaracional

en a, es decir, una relacién de probabilidad de grado a entre a y A . Obsérvese que Keynes
asimila la probabilidad a un grado de creencia racional (igual para todos los individuos) no
simplemente a un grado de creencia individual'™. Es decir, considera a las probabilidades como
valores fijados objetivamente por el observador los cuales son asimilables a relaciones légicas
conocidas por intuici6n, pero utilizando un concepto Platénico del término “objetivo”, es decir, no
referido a “cosas” del mundo material, sino a “algo” en un supuesto mundo Platénico formado por
ideas abstractas'”, similar al postulado por los filésofos de Cambridge de la era Eduardiana, que
incluia ideas objetivas, cualidades éticas (con la idea de la “virtud” ocupando un lugar prominente)

y entes matematicos'™,

Con respecto al problema general del conocimiento (es decir, a la forma en que se supone
que el observador adquiere el conocimiento a partir del cual surge la relacion de probabilidad), si
bien Keynes adopto la posicion de Russell, segiin la cual el conocimiento se adquiere, en parte, en
forma directa a través de la experiencia y, en parte, por descripcién basada en dicha experiencia,
considera que se pueden llegar a conocer algunas relaciones de probabilidad mediante la experiencia
directa o la intuicién l6gica inmediata'” y, en ciertos pasajes del “Treatise of probability”, considera
que todas las relaciones légicas pueden ser conocidas por experiencia directa (lo cual parece, en
principio, convertir en innecesaria la axiomatizacion de la 16gica y de la probabilidad). Si se tiene

173 P ., L, . s . ,

. Keynes, J.M. (1921): “4si como ningiin lugar puede ser intrinsecamente distante, ninguna proposicion es en si

misma ni probable, ni improbable; y la probabilidad de dicha proposicion varia de acuerdo con la evidencia presentada,
la cual actiia como si fuera su origen de referencia”.

174. Este razonamiento fue objetado por Popper, K.R. (1959) quien sostenia que, dada una evidencia finita (e ) y una

generalizacién (/1) que potencialmente podria poseer un nimero infinito de casos, el grado de vinculacién entree y 5
es nulo (conclusién compartida con Carnap, R. (1950)). Debe tenerse en cuenta que, de acuerdo con Popper, aunque €l
grado de vinculacion entre una evidencia finita y una generalizacién universal sea nula, s posible que el observador posea
un grado de creencia racional no-nufo en una generalizacion infinita dada una evidencia finita, de modo que no seria
legitimo asimilar los conceptos de grado de vinculacion parciat y grado de creencia racional. Popper, R, (1959) asimila el
grado de creencia racional a lo que denomina “grado de corroboracién” (“A partir de la experiencia podemos aprender
mdsy mds acerca de las leyes universales sin aumentar su probabilidad (...) Podemos testear y corroborar mejor algunas
de ellas aumentando de este modo su grado de corroboracién, sin alterar su probabilidad, cuyo valor permanece nulo”).
Ver Gillies, D.A. (en Parkinson, G.H.R. (ed.) (1988)).

175. Dado que en publicaciones posteriores a su "Treatise on probability" (1921), Keynes adopto el punto de vista de
Frank Plumpton Ramsey acerca de que las reglas de probabilidad eran deducciones logicas a partir del comportamiento
propio del individuo-evaluador y no axiomas primitivos, fue considerado por von Mises como un subjetivista. Pero, mas
alla de algunas imprecisiones, segin surge de la parte fundamental de su obra, 1a posicion de Keynes fue indudablemente
objetivista.

176. Keynes, .M. (1921): “...en el sentido que interesa a la légica, la probabilidad no es subjetiva. Es decir, no esta
subordinada al capricho humano. Una proposicion no es probable porque pensemos que lo es. Una vez producidos los
hechos que determinan nuestro conocimiento, lo que es probable o improbable en estas circunstancias queda fijado
objetivamente y es independiente de nuestra opinion. La teoria de la probabilidad es légica y, en consecuencia, se
relaciona con el grado de creencia racional y no meramente con las creencias de los individuos particulares, las cuales
pueden ser racionales o no”.

177. Keynes, J.M. (1921): “Pasamos de un conocimiento acerca de la proposicién A a un conocimiento acerca de

la proposicién B a partir de la percepcion de una relacion légica entre ellos. Con esta relacidn légica poseemos
experiencia directa”.
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en cuenta que, como se menciono en péginas anteriores, el objetivo de los “Principia mathematica”
consistia en tomar como punto de partida axiomas que fueran obviamente correctos de acuerdo con
la intuicién 16gica y deducir, a partir de ellos, resultados que demostraran ser 16gicamente validos
pero que no fueran obvios a la intuicién 16gica, se puede concluir que la aproximacién de Keynes
al concepto de probabilidad es la misma que la de Russell y Whitehead a la matematica'™.

Como consecuencia de las especulaciones anteriores, Keynes consideré que las relaciones
de probabilidad entre conjuntos de proposiciones ( #) y conclusiones consistentes en conjuntos de
proposiciones ( a ) no siempre son cuantificables'™ y, en muchos casos ni siquiera son comparables
(es decir, no observan un orden lineal)'®, Para exphcar este posible ordenamiento no-lmeal utiliz6
un grafico de la forma:

Figura 2.1

donde “O representa la imposibilidad, I la certeza y A una probabilidad intermedia entre O e I
numéricamente medible; U, V, W, X, Y y Z son probabilidades no-numéricas, de las cuales V es
menor que la probabilidad numérica A y también es menor que W, X e Y. Las probabilidades X e
Y son mayores que Wy mayores que V, pero no son comparables con ninguna otra ni con A. Las
probabilidades V'y Z son menores que W, X, e Y, pero no son comparables con ninguna otra; U no
es comparable cuantitativamente con ninguna de las probabilidades V, W, X, Yy Z".

78, Keynes, J.M. (1921): “Como en el caso de muchas otras relaciones ldgicas, aiin cuando podamos poseer una
Jacultad de reconocimiento directo de muchas relaciones de probabilidad, sucede que algunas pueden ser mucho mds
reconocibles que otras. El objetivo de un sistema légico de probabilidad es permitirnos conocer aquellas relaciones que
no se pueden percibir ficilmente por medio de otras relaciones que se pueden reconocer con mayor precision. Convertir
un conocimiento vago en un conocimiento mds precise”.

79. de Finetti, B. (1938) juzgé como inaceptable la consideracion de probabilidades no-numéricas (“La posicion de
Keynes indudablemente no estd dirigida al desarrollo de una teoria matemdtica de la probabilidady se vincula, en forma
dificultosa, con la idea intuitiva de probabilidad’™). Por su parte, Runde, J. (1994) considerd que, en muchos casos, esta
aproximacion de Keynes a la probabilidad resulta més realista que la aproximacién numérica.

180. Keynes, J.M. (1921): “Yo sostengo que existen pares de probabilidades.cuyas magnitudes son incomparables;

que respecto a ciertos pares de relaciones de probabilidad, aungue no podemos medir la diferencia entre ellas, podemos
asegurar que una es mayor que la otra, y que sélo en un tipo muy especial de casos se puede adjudicar un significado
a una comparacion numénca de magnitudes”.
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De acuerdo con la propuesta de Keynes, J.M. (1921}, “... sdlo se puede obtener una medida
numérica de la probabilidad en aquellos casos en los cuales es practicable una reduccion a un
conjunto de alternativas exclusivas, exhaustivas'y equiprobables”y la condicion necesaria para esta
reduccion es la posibilidad de aplicar el principio de indiferencia'®', Pero, histéricamente se sabe
que el empleo de este principio acarrea el inconveniente de generar algunas paradojas (la primera
de las cuales fue publicada por Buffon, G.L. (1733)), entre las que pueden ser mencionadas, a titulo
de ejempo, las siguientes:

1) Supdngase una mezcla de vino y agua (;soda?) acerca de la cual lo tinico que se conoce es que
contiene como méximo tres veces més de un elemento que del otro. Es decir, la Ginica informacién
vino

agua

con que se cuenta es que 3 < < 3. Segtin el principio de indiferencia se puede concluir que

vino
agua

la variable definida por el cociente se distribuye de acuerdo con una funcién uniforme en el

intervalo [%,3} , de modo que, por ejemplo:

1
( vino J 2- 3 5
D 2= —==
agua 3.1 8
3
. . . . . . agua
De la misma forma, se puede concluir que la variable aleatoria definida por el cociente —— se
vino
distribuye uniformemente en el mismo intervalo pero, operando en forma similar y, a pesar de que
Vino agua . . ..
los eventos <2 gu > — son el mismo evento, se obtiene el siguiente resultado
agua vino 2

paradéjico:

1
(agua>l)= 3—‘2‘=_1_§¢p(w'n0 <2J
vino ~ 2 -

2) Supdngase que, a partir de una circunferencia sobre la cual se traza al azar una cuerda ( AB ), se
desea calcular la probabilidad de que la misma sea de longitud mayor que el lado del tridngulo

equilatero ( X¥Z ) inscripto en la circunferencia, p(4B > ¢) . De la Figura 2.2 se obtiene que

XW=XZ yque OW = rsen(30°) = % . Seanlacuerda 4B yelradio OW , perpendicular a la

misma (ver Figura 2.3). 4B Sera de longitud mayor que el lado del triangulo equiltero inscripto

181 g ovnes, J.M. (1921). Como una solucion al sexto problema de Hilbert, D, (1902), Bemstein, S.N. (1917)(1927)
demostrd que el fundamento de la teoria de la probabilidad podia estar constituido por axiomas cualitativos para
coeficientes numéricos que miden las probabilidades de las proposiciones. Su memoria de 1917 fue incluida por Keynes,
J.M. (1921) en su bibliografia, pero permanecié ignorada parael resto de los autores ingleses sobre probabilidad cualitativa.
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si se verifica que OW < % . Dado que W es un punto cualquiera del radio » y que no existe
ningtn punto de » que pueda ser considerado privilegiado respecto de los demas, de acuerdo con
el principio de indiferencia, se puede concluir que la variable que representa la longitud del
segmento OW se distribuye de acuerdo con una funcién uniforme en el intervalo [O,r] , de modo
que:

p(4B> 1) = p(OW> %) = %

Sean, por otra parte, el tridngulo equildtero inscripto A4'4" , la tangente a la circunferencia en el
punto A y el dngulo (8 ) que forman la tangente y la cuerda 4B (ver Figura 2.4). La cuerda AB
serd de longitud mayor que el lado del tridngulo equildtero inscripto si se verifica que

60°< @ < 120° . Dado que & puede asumir cualquier valor en el intervalo [0° ,1 80°] ¥ que no existe

ningtin valor de dicho intervalo que pueda ser considerado privilegiado con respecto a los demas,
de acuerdo con el principio de indiferencia se puede concluir que la variable & se distribuye de

acuerdo con una funcién uniforme en el intervalo [0° ,180°] , de modo que:

p(AB > £) = p(60°< 8 < 120°) = —;-

Sean, ahora, dos circulos con el mismo centro O y radios r y %, respectivamente (ver Figura
2.5). Lacuerda AB serade longitud mayor que el lado del triangulo equilatero inscripto si su punto

medio w pertenece al circulo de radio % . Dado que w puede ser cualquier punto del circulo de

radio » y que no existe ningin punto de este circulo que pueda ser considerado privilegiado con
respecto a los demas, de acuerdo con el principio de indiferencia, se puede concluir que la variable
que representa el valor a asumir por el punto w se distribuye uniformemente en el circulo de radio
¥, de modo que:

area del circulo de radio % —_—

4 1
p( g ) area del circulo deradior  nvr* 4

En este caso las tres aplicaciones realizadas del principio de indiferencia condujeron a sendas
probabilidades diferentes de la ocurrencia del evento (4B > £) .

En particular, Jaynes, E.T: (1973), basdndose en la consideracién que la solucion de este
problema debe cumplir algunos principios de invariancia (en este caso, invariancia respecto de las
medidas de rotacién, la escala y las traslacién) propuso como Unico resultado satisfactorio

p(4B > e):%—.

Esta paradoja, publicada por Bertrand, J. (1889) pertenece a la familia de las llamadas
paradojas de probabilidad geométrica, cuyo origen se encuentra en la adopcién como cierta de



FIGURA 2.2
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FIGURA 2.4

FIGURA 2.5
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la siguiente hipétesis: Sean las variables continuas € € [a,b] y 6*= f(6) (donde f() es una
funcién continua definida en el intervalo [a,b] ), entonces los eventos a<8<b vy
fla) < 6*< f(b) sonlégicamente equivalentes. Es decir si, en particular, no existe ninguna razén
para suponer que & pueda asumir algiin valor con preferencia a los demas puntos del intervalo
[a,b] , de acuerdo con el principio de indiferencia, se puede concluir que se distribuye

uniformemente en el intervalo [a,b] y, como consecuencia, que no existird ninguna razén para
suponer que &* pueda asumir algiin valor particular con preferencia a los demés puntos del
intervalo [(a),f(b)] , de modo que se puede asignar a la variable §* una distribucién uniforme

en el intervalo [ £(a), ()] -

El error que encierra la aceptacion generalizada de este supuesto radica en que, dada una
variable 6, si la transformacién f(g) es artificial con respecto a la naturaleza del problema que se

estd analizando, las probabilidades que se obtengan de aplicar el principio de indiferencia a la
variable 8 puede diferir de aquéllas que se obtengan de aplicar el principio de indiferencia a la
variable 8*= f(6), 1o cual conduciria 2 una situacién paradéjica similar a la planteada més arriba.
Supéngase, por ejemplo, que la variable @ represente la altura de un sélido, cuyos valores pueden
ser obtenidos a partir de observaciones afectadas por un error no sistematico de magnitud &, de
modo que el resultado de cada observaciénserd 9+ ¢ . Sienvezde € se utilizara la transformacién

g= % , cada resultado obtenido del proceso de medici6n, incluyendo el error de observacién, seria

aproximadamente gz £g® . Es decir, se obtendria un resultado afectado por un error de
observacion de magnitud variable con g, que conducirfa a paradojas como la de Bertrand. En
resumen, se puede concluir que el origen de la generacion de las paradojas de probabilidad
geométrica se encuentra en la (falsa) hip6tesis de no-invariancia de la definicién de la probabilidad
con respecto a cualquier transformacién f .

Un intento de solucién a este tipo de paradojas propuesto por Keynes se basa en la
consideracién de que el principio de indiferencia debe aplicarse solamente en aquellos casos que
presentan un numero finito de alternativas indivisibles'®?, lo cual conduce inevitablemente a la
exclusién de la aplicacién del principio de indiferencia a los casos en los que la variable 8 sea
continua. A fin de eliminar esta restriccion, Keynes propuso una modificacion del principio de

indiferencia consistente en dividir el dominio [a,b] de 6 enun numero finito de subintervalos de
igual longitud'® pero, dado que (en lamedida que cada uno de los subintervalos puede, a su vez,

182 Keynes, J.M. (1921): “Sean las alternativas ¢(a1),¢(a2),...,¢(a,) cuya equiprobabilidad tratamos de

establecer a partir de la aplicacién del principio de indiferencia h . La condicién necesaria para la aplicacién de dicho
principio es que, con relacién a la evidencia, estas alternativas sean indivisibles y de la forma ¢(x) .

183. Keynes, J.M. (1921): “Supongamas, por ejemplo, que un punto cae sobre una recta de longitud mf , podemos
considerar la alternativa ‘el intervalo de longitud { sobre el cual cae el punto es el x -ésimo intervalo de esta longitud
si nos movemos a lo largo de la recta de izquierda a derecha’ = ¢(x) ; ¥ el principio de indiferencia puede ser

indudablemente aplicado a las m alternativas ¢(1),¢(2),..., ¢(m) , siendo el valor de m creciente a medida que la
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ser dividido en subintervalos de menor longitud) esta propuesta no respeta la condicion de
indivisibilidad de Ias alternativas, no puede considerarse como una solucion valida del problema’*,

Debe tenerse en cuenta, por otra parte, que el principio de indiferencia y los argumentos
adicionales sobre la invariancia de la definicién de la probabilidad son heuristicos y que, en
consecuencia, su aplicabilidad no permite establecer su entidad como un principio 16gico capaz de
demostrar la validez de una hipétesis acerca de la indivisibilidad de las alternativas
independientemente de 1a experiencia'®. Luego, dado que la logicidad del caracter del principio de
indiferencia es condicién necesaria para una interpretacién que permita admitir la existencia de
probabilidades numéricas, se puede concluir que la calidad de heuristico del principio de
indiferencia constituye una debilidad fundamental de la interpretacién logicista de la probabilidad®.

Fueron estas dificultades, relacionadas con la imposibilidad de determinar las
probabilidades numéricas “a priori” de manera objetiva, las que hicieron que algunos tedricos (entre
los que cabe destacar aR.A. Fisher, J. Neyman y K.R. Popper) rechazaran la idea Bayesiana y, ante
la imposibilidad de la formulacién de una teoria probabilistica de la inferencia inductiva,
consideraran una nueva interpretacion de la probabilidad, conocida como la teoria subjetivista'®’,

En este &mbito de la interpretacion logicista, cabe mencionar el aporte de Rudolf Carnap
quien, a partir del reconocimiento en el lenguaje precientifico, de las ya mencionadas nociones de
probabilidad “a priori” y “a posteriori”, elabor6 a nivel cientifico los conceptos de “grado de
confirmacion de una hipétesis apartir de ciertos resultados experimentales” -que denot6 como Pr; ,
y de “probabilidad estadistica” -que denoté como Pr, '*8, Carnap desarroll6 estos dos conceptos
basindose, respectivamente, en la interpretacion logicista de Keynes, J.M. (1921), de Wittgenstein,
L.(1961)y de F. Waismann (segun la cual la probabilidad Pr; deuna proposicién g respecto auna
proposicién p esta dada por la medida del 4mbito comiina p y a g, respecto de la medida del
ambito de p )'® y en la interpretacién frecuencista de von Mises, R. (1928) y de Reichenbach, H.
(1935).

longitud de los intervalos disminuye. No existe ninguna razén por la cual £ no deberia poseer una longitud definida,

aunque fuera muy pequefia”.

184 Como se vers en el Cap. 13, esta falta de precisién en la definicion de la indivisibilidad de las alternativas se

presenta también en la utilizacién implicita del principio de indiferencia que hace Th. Bayes en su memoria de 1763.

185. Debe tenerse en cuenta que, para lograr una justificacion de su axiomética, Keynes aplico la ya comentada y muy

objetable teoria de la intuicién Platonica.

186. Contrariamente a lo que ocurrié en la logica inductiva -en cuyo ambito no se obtuvo ninguna modificacién clara

del principio de indiferencia que permitiera la solucion de todas las paradojas-, en la l6gica deductiva el reemplazo del
axioma de comprehension mediante la introduccién por Russell, B. (1903) de la teoria de tipos y la consideracién de los
sistemas axiométicos de E. Zermelo ( y su continuacion por T. Skolem y A.A. Fraenkel), J. von Neumann, P. Bernays y
el teorema de K. Gddel permitieron eliminar las derivaciones de las paradojas conocidas,

187. Para una anélisis detallado de los postulados del teorema de Bayes, ver Cap. 13. La interpretacion subjetivista de
la probabilidad ser4 tratada en la Sec. 2.5.

188. Sibien, tanto Pr, como Pr, son funciones de dos elementos (es decir, representan la probabilidad "...de una cosa
con respecto a cualguier otra cosa") y, si bien ambas pueden asumir valores reales comprendidos en el intervalo [0;1] ,

sus diferencias conceptuales son muy profundas. Sobre este particular, ver Barone, F. (1953).

189. Se define como ambito de una proposicién al dominio determinado por sus condiciones de verdad.
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En realidad, Carnap consider6 a Pr, como secundaria y se dedic6 casi con exclusividad
a Pr,, ala que tomé como punto de partida para la construccion de una 16gica capaz de describir,
a nivel formal, las modalidades con que se asignan los valores de probabilidad a las hipotesis
inductivas ( H ) en base a una evidencia (e ): c(H ,e) . Una relacién que Carnap postulé como
analoga a las de la logica deductiva.

La obra de Carnap puede ser dividida en dos periodos: En el primero, que abarca hasta
1952, se encuentra el tratamiento de las interpretaciones de la probabilidad analizadas en las
secciones anteriores con relacion a la tentativa de cada escuela de formular una definicién que,
ademds de aproximarse en la mayor medida de lo posible al concepto intuitivo de probabilidad,
permitiera demostrar que toda la teoria de la probabilidad era una consecuencia necesaria de la
misma'®, Los trabajos correspondientes al segundo periodo contribuyeron a modificar los
lineamientos tradicionales de los estudios sobre los fundamentos de la probabilidad, abandonando
la pretension de elaborar una definicion de probabilidad y desviando las investigaciones de la
cuestién jqué cosa es la probabilidad? al problema ;cémo se calcula la probabilidad? Es decir,
trasladando el andlisis del problema de los fundamentos de la teoria de la probabilidad al problema
de la formulacion de un sistema de axiomas que permitiera la evaluacién de la probabilidad,

considerada ésta como una idea primitiva definida en forma implicita por dicho sistema''.

El nicleo fundamental de la estructura de la 16gica Carnapiana est4 dado, precisamente,
por dicha axiomatica, que propone un planteo riguroso de las consideraciones a partir de las cuales
se han de evaluar las probabilidades. El primer grupo de axiomas de esta 16gica comprende los
“axiomas del cdlculo de probabilidades” cuya aceptacion implica que, una vez determinadas, las
probabilidades, podrén ser transformadas segin los métodos desarrollados por el célculo de
probabilidades. El segundo grupo esta integrado por los llamados “axiomas de invariancia”, los
cuales permiten la determinacién de la probabilidad en los casos de falta total de informaci6n
experimental. El tercer conjunto, integrado por los “axiomas de la relevancia”, establece la
imposibilidad de ignorar la existencia de resultados experimentales en la determinacién de las
probabilidades. El cuarto conjunto de axiomas, conocido como “de la irrelevancia”, introduce la
influencia de la evaluacion del observador en la determinacién de la probabilidad (ademas de los
mencionados, existen otros dos conjuntos de axiomas relativos a cuestiones eminentemente técnicas
del sistema Carnapiano que no revisten mayor importancia para el esquema teérico adoptado en este
trabajo)'*2.

2.5.- La interpretacion subjetivista

Las interpretaciones clésica, frecuencista y logicista estdn, en general, asociadas a una

190. Gran parte de las ideas propuestas por Carnap en este periodo pueden ser halladas en los ya mencionados trabajos
de Keynes, Wittgenstein y Waismann.

191. En realidad, la posicién de Carnap fue variando con ¢l tiempo. Hasta alrededor de 1950, era contraria a la de

Keynes. Basandose en una interpretacion objetivista, sostenia que en cualquier contexto, se podia definir una tinica funcion
de probabilidades vélida. Posteriormente abandond esta tesis reconociendo que Ia tinica forma de determinar una funcién
de probabilidades era admitiendo la presencia de factores subjetivos (ver Sec. 2.7).

192 , . . R . . . ;
. Estos axiomas constituyen la versién moderna de las consideraciones relativas a la simetria sobre las cuales, como

se vio en la Sec. 2.2, se funda la interpretacion clasica.
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caracterizacién de la ciencia como un proceso impersonal y escéptico'®® y suponen, desde distintos
puntos de vista y a diferentes niveles, que las probabilidades poseen una naturaleza objetiva, es decir
que no dependen del observador. Segtn la definicién clasica, la probabilidad estd dada por la
relacion entre las medidas de los conjuntos de los resultados favorables y de los resultados posibles.
Para los frecuencistas la probabilidad varia de acuerdo con los resultados de una sucesién de
observaciones pero, una vez determinada ésta, la probabilidad queda exclusivamente definida a
partir de la misma. En lo que hace a los logicistas, la probabilidad es un hecho lingiiistico, es decir,
una relacién légica que vincula las hipdtesis sobre hechos futuros -o, en términos més generales,
desconocidos- con la informacién disponible',

Si a esta conceptualizacién logicista se agrega la imposibilidad de dejar de considerar en
el proceso de induccién, la intervencion del individuo-evaluador como fuente de informacioén o
como mecanismo transformador de observaciones, surge la definicién subjetiva -més general- de
probabilidad Bernoulliana, segiin la cual es comprensible la existencia de evaluaciones de
probabilidad no coincidentes entre si aiin para estados de conocimiento similares, ya que, en este
contexto, la maxima objetividad a la que se puede aspirar es a una suerte de concordancia de
evaluaciones personales, a una cierta intersubjetividad'®. Esta libertad o personalismo en la
evaluacién de las probabilidades -que marca la diferencia radical con las escuelas objetivistas
tratadas precedentemente (una diferencia de una profundidad tal que, como se coment6 en la seccién
precedente, afecta los fundamentos mismos de la inferencia)- no implica, como se podria pensar
equivocadamente, arbitrariedad en el proceso de inferencia: se supone que el individuo-evaluador
(excepcién hecha de actitudes psicolégicas particulares de comportamiento ante la incertidumbre),
a partir de un atento, completo y desapasionado examen de la situacion concreta, adoptara valores

de probabilidad realmente verdaderos para si mismo'*®.

Resulta muy dificil y, en cierta medida arbitrario, definir con precision el momento del
surgimiento de esta nueva interpretacién de la probabilidad, cuya separacion del logicismo puede
ser asociada en sus fundamentos, con el planteo de la diferencia entre el “grado de posibilidad” de
G.W. Leibniz (“Nouveaux essais sur l'entendement humain” (1678)) y el “grado de certeza” de J.
Bernoulli (“4rs conjectandi” (1713)). Como se verd en la Sec. 2.7, la diferencia entre las
interpretaciones objetivista y subjetivista que, de acuerdo con los postulados de la doctrina de la
asociacion de ideas desarrollada por J. Locke, D. Hartley y D. Hume, resulté practicamente
indistinguible en los siglos XVII y XVIII, se volvié cada vez mds marcada hasta llegar a constituir
una divisoria de aguas en los estudios modernos sobre filosofia de la probabilidad. Fue P.S. Laplace
(“Recherches sur l'intégration des équations différentielles aux différences finies et sur leur usage
dans la théorie des hasards” (1776)) quien, siguiendo las criticas de Jean Baptiste Le Rond
D'Alembert a la teoria de la probabilidad convencional, marcé por primera vez la diferencia entre
ambas interpretaciones. Y fueron S.D. Poisson (“Recherches sur la probabilité des jugements en
matiére criminelle et en matiére civile” (1837)) y Antoine Augustin Cournot (“Mémoire sur les

193. Ese escepticismo Cartesiano que liber6 a la investigacion cientifica de la influencia de la Iglesia en la decadencia
del escolasticismo.

194. Cabe remarcar que, para las interpretaciones objetivistas, esta informaci6n objetiva no ¢s solamente un indicio

0 una circunstancia que colabora en la formacién del concepto de probabilidad, sino que constituye su misma esencia.

195. de Finetti, B. (1972): “El propésito fundamental de la teoria subjetivista consiste en caracterizar el conjunto de
opiniones formalmente admisibles sobre el resultado de un fendmeno, sin tomar en consideracion la existencia de razones
que puedan hacer aparecer a alguna de éstas como mds adecuada que las demds, y seleccionar una entre todas ellas de
acuerdo con el criterio del individuo” (ver Sec. 2.7).

196 \er Savage, LJ. (1972).
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applications du calcul des chances a la statistique judiciaive” (1838), “Exposition de la théorie des
chances et des probabilités” (1843)) los primeros en investigar acerca de las implicaciones de esta
distincién.

Uno de los aspectos fundamentales de esta controversia que se genera como consecuencia
de la dificultad que trae aparejado el andlisis de la nocién de “objeto” (uno de los problemas
fundamentales de la filosofia), se refiere a la terminologia utilizada para definir la diferencia entre
las interpretaciones objetivista y subjetivista. De acuerdo con Cournot, A.A. (1843), la diferencia
entre la “posibilidad objetiva” que denota “...Ja existencia de una relacion que subsiste entre las
cosas mismas” y la probabilidad subjetiva relacionada con “...nuestra forma de juzgar o de sentir
que varia de un individuo a otro”. Daston, L. (1980), empleando una nomenclatura utilizada luego
por Popper, K.R. (1934), identific6 la interpretacion objetivista con la definici6n frecuencista'®’. El
inconveniente que trae aparejada la adopcién de esta forma de clasificacién radica en que en la
interpretacion subjetivista quedan incluidas la teoria subjetivista (que identifica a la probabilidad
con el grado de creencia) y la teoria logicista (que identifica a la probabilidad con el grado de
creencia racional). Es decir, que el calificativo subjetivista es empleado, en este caso, para
identificar a una clase general y a una teorfa especifica en particular. Una objeci6n similar puede
hacerse respecto de la terminologia empleada por Gillies, D.A. (1973), quien clasifica a la
probabilidad en “Iégica” y “cientifica”. Por su parte, Hacking, 1. (1984) propuso clasificar como
“epistemologicas” o “epistémicas” a las interpretaciones que identifican a la probabilidad con el
grado de conocimiento o ignorancia o con el grado de creencia o creencia racional. Una
insuficiencia de esta clasificacién radica, obviamente, en la imposibilidad de discernir si la

probabilidad clésica deberia ser clasificada como epistemoldgica u objetiva'®®,

Si bien la interpretacion subjetivista reconoce sus origenes en la empirista “filosofia-cum-
psicologia” de fines del siglo XVII'y del siglo XVIII, recién en 1926 con la introduccién formal del
concepto de “probabilidad personal”*® por parte de Frank Ramsey y Bruno de Finetti, dejé de ser
considerada como una mera curiosidad (posteriormente Koopman, B.O. (1940), Good, 1.J. (1950),
Savage, L.J. (1954) y Schlaifer, R. (1959) consideraron su aplicaci6n al problema de la inferencia).

Mas alla de algunos curiosos antecedentes **°, se puede considerar que la teoria subjetiva

197. Como se veré en la Sec. 2.6, Popper, K.R. (1957) infrodujo una nueva interpretacion quasi-objetivista de la

probabilidad, conocida como teorfa propensionalista.

198. Con respecto a esta diferencia entre probabilidad epistemolégica y objetiva, cabe considerar el siguiente ejemplo

incluido en Laplace, P.S. (1814): Seaun observador 4 que cuenta con la informacion de que una moneda es sesgada, pero
no conoce ladireccion del sesgo. Interrogado acerca de cudl es la probabilidad de obtener el resultado “cara” al arrojar dicha
moneda, si adopta una interpretacién epistemoldgica de la probabilidad, dada su ignorancia acerca de la direccion del sesgo
y, en consecuencia, en virtud de la inexistencia de alguna razon que le haga preferir un resultado en particular respecto del

otro, su respuesta serd p(C) = 5 ; por ¢l contrario, si adopta una interpretacion objetivista, su respuesta seréd p(C) =p

(0<p<l), donde p es un valor desconocido pero p ¢% (Laplace elige como més adecuado el resultado que
proporciona la interpretacion epistemolégica).
199 Denominacion mas afortunada, quizés, que la de probabilidad subjetiva.

200. Cabe destacar como nota curiosa, en este sentido, la obra del Capitan J.B.J. Liagre (1852) (Secretario Permanente
de la Real Academia de Ciencias de Bélgica), Ia del General J.E.Estienne (1903)(1904) y la del Coronel Pierre van Deuren
(1934) (quien fue miembro de la Real Asociaciéon de Actuarios de Bélgica), quienes fundaron una larga tradicién
subjetivista en la Escuela Militar de Bélgica.



56

de la probabilidad fue introducida en forma independiente por Ramsey, F.P. (en Braithwaite, R.B.
(1931)) y deFinetti, B. (1930a)(1930b)(1930¢)(1931a)(193 1b)(1937)*", utilizando tratamientos que
difieren tanto en sus detalles formales como en su aproximacién conceptual. Ramsey planted su
propuesta -de caracter netamente antilogicista- a partir de una critica detallada de la interpretacién
Keynesiana, en tanto que la obra de de Finetti -de caricter netamente antifrecuencista- no evidencia
ninguna influencia de J.M. Keynes. De acuerdo con sus propias afirmaciones la primera influencia
que motivé a de Finetti a adoptar la posicién subjetivista se debe a E. Czuber quien, en su memoria
de 1903 y en la segunda edicién revisada y aumentada, publicada en 1908-1910, proporcion6é una
de las mejores exposiciones sobre las paradojas de la probabilidad geométrica (ver Keynes, J.M.
(1921)) y concluy6 que no existe ninguna necesidad de suponer el cumplimiento de la condicién de

la razén insuficiente®?.

En realidad, de Finetti no se detuvo a analizar los problemas generados por el principio de
indiferencia, sino que simplemente rechazé la interpretacién Laplaciana en su totalidad: tanto el
determinismo Laplaciano®® como el valor de la racionalidad del iluminismo, a favor de una
mentalidad relativista (debe tenerse en cuenta que esta oposicién al iluminismo es una caracteristica
del siglo pasado y, especialmente, de la década de 1930 en la que se publicaron los trabajos de de
Finetti)**.

La diferencia entre las posiciones de Ramsey y de Finetti se profundizé con el tiempo: en
tanto que Ramsey, en sus tltimas publicaciones, renegé del subjetivismo, el subjetivismo de de
Finetti se extrem6 hasta llegar a negar, en una ruptura total con la tesis de von Mises, la existencia

201. El trabajo fundamental de F.P. Ramsey, “Truth and probability” fue escrito en 1926 y expuesto en el mismo afio
en el Moral Sciences Club de Cambridge, pero fue publicado (en forma postuma) recién en 1931 en “The foundations of
mathematics and another logical essays” de R. Braithwaite (Ramsey fallecié en 1930 ala edad de 26 afios). La propuesta
de de Finetti sobre los fundamentos de la teoria de la probabilidad estaba concluida en Abril de 1928, pero fue publicada
en 1930. En sus trabajos de 1931 de Finetti expuso los aspectos filoséficos de la teorfa y completd sus fundamentos
matematicos. Todo parece indicar que Ramsey nunca oy6 hablar de de Finetti y que éste no tomé contacto con la obra de
Ramsey hasta después de 1930 (debe tenerse en cuenta que en su memoria “Cambridge probability theorists” de 1938, de
Finetti menciona solamente a J.M. Keynes y H. Jeffreys). Lo cual avala el supuesto de que las propuestas de ambos autores
fueron completamente independientes.

202. de Finetti, B.: “Cuando era estudiante, probablemente dos a¥ios antes de graduarme, en los primeros pdrrafos
de la “Wahrscheinlichkeitsrechnung” de Czuber encontré bosquejada una exposicion resumida de los distintos conceptos
de probabilidad. En la actualidad no recuerdo bien sus contenidos. Me parece que mencionaba a De Morgan como
representante del punto de vista subjetivo (...) Comparando las distintas posiciones me parecié que todas las otras
definiciones carecian de significado. En particular, la definicién que se basa en los denominados ‘casos igualmente
probables’ me parecié inaceptable”. No obstante estas afirmaciones, en sus trabajos sobre filosofia de la probabilidad de
Finetti no hace referencia ni a Czuber, ni a De Morgan, pero cita a los probabilistas de la escuela francesa Bertrand, Borel,
Lévy y, en particular, en lo que se refiere a la probabilidad objetiva como manifestacion del resultado de una sucesion
suficientemente larga de repeticiones, a H. Poincaré,

203. de Finetti, B, (1931): “Ciertamente no podemos aceptar el determinismo, no podemos aceptar la ‘existencia’ de
aquel famoso dmbito de oscuridad y misterio de las ‘leyes’ inmutables y necesarias que rigen el universo y no podemos
aceptar esto como verdadero simplemente porque, a la luz de nuestra logica, carecen de todo significado (...) La
naturaleza no se presenta como un monstruoso e incorregiblemente exacto mecanismo de relojeria en el que todo lo que
ocurre es lo que debe ocurrir porque no puede sino ocurrir, y todo es predecible, si se conoce cémo trabaja dicho
mecanismo”.

204. de Finetti, B.: “La teoria subjetiva de la probabilidad (...) es un ejemplo de la aplicacién de la mentalidad
relativista a una rama de la matemdtica de crecimiento tan importante como el cdlculo de probabilidades y una parte
esencial de la nueva visién de la ciencia que proporciona una forma irracional y, diremos, probabilistica”.
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de eventos repetibles®™. En realidad, es posible distinguir, segun su grado de radicalidad -es decir,
su grado de aceptacién o rechazo de los razonamientos intersubjetivos-, varias formas de
subjetivismo, las cuales, a medida que se vuelven mas radicales®®, resultan mds coherentes con la

filosofia de Finettiana pero, para muchos autores, menos aceptables®’.

Las principales criticas de Ramsey a la interpretacion Keynesiana se refieren a la hip6tesis
que supone la existencia de relaciones logicas de probabilidad entre pares de proposiciones y la
posibilidad de su percepcién por el observador. En su “Truth and probability” afirma que “La
critica fundamental al pensamiento del Sr. Keynes se refiere a que, en realidad, cosas tales como
las relaciones de probabilidad que él describe paracen no existir en todos los casos. El supone que
pueden ser percibidas de cualquier modo, en todos los casos; pero yo creo que esto no es verdad.
Yo nolas percibo (...) creo, ademds, que el resto de las personas tampoco las perciben”, Puntualiza,
ademas que en la teoria I6gicista sélo es posible percibir las relaciones 16gicas en casos de cierta
complejidad, pero que habitualmente su percepcién en casos simples es imposible, por lo que se
puede concluir que la intuicién 16gica no es adecuada para establecer la existencia de grados de
vinculacién parcial ni la satisfaccion por parte del mismo del sistema axioméatico de Kolmogorov®®,

A fin de lograr una asimilaci6n correcta de la teoria matematica de la probabilidad al grado
de creencia (Bernoulliano) del observador es necesario, obviamente, desarrollar un sistema de
medicién de ese grado de creencia personal’®, En este sentido, Ramsey, F. (1931) consider6 en
principio, la posibilidad (virtual) de que la medicion “..pudiera realizarse utilizando un
psicogalvanémetro u otro instrumento de caracteristicas similares”. Posteriormente propuso utilizar
una forma de “instrospeccion” para estimar la intensidad de lo que denominé la “creencia-
sensacion” acerca de una proposicién, pero inmediatamente se desdijo en funcién de ciertos
argumentos relacionados con el hecho que, en circunstancias normales, no existen “sensaciones
fuertes” asociadas a la creencia y que, en general, no existe ninguna sensacién®'’, La conclusion de

205. Posteriormente, el surgimiento de una interpretacion constructivista de la probabilidad, en fa que ¢l fundamento
de su evaluacion no es, como en la concepcion subjetivista, eminentemente interno al observador, sino que esta radicado
en la relacion entre el evaluador y su entorno originé una forma de cuestionamiento a este subjetivismo puro (ver Shafer,
G. (1981), Payne, J.W.; Bettman, J.R.; Johnson, E.J. (1992)).

206. de Finetti, B. (1937): “...es posible demostrar que existen profundas razones psicolégicas que hacen muy natural
la concordancia exacta o aproximada que se observa entre las opiniones de distintos individuos, pero que no hay ningiin
argumento racional, positivo o metafisico que pueda dar a este hecho un significade que vaya mds alld de una simple
concordancia de opiniones subjetivas”.

207. La probabilidad intersubjetiva sera tratada en la Sec. 2.7.

208. Si se tienen en cuenta los resultados obtenidos en la inferencia deductiva, los cuestionamientos de F. Ramsey

acerca de la fundamentacién de 1a teoria de la probabilidad en la intuicion 16gica parecen ser absolutamente justificados.
Debe tenerse en cuenta que G. Frege (uno de los més grandes ldgicos de todos los tiempos), basandose en su intuicion
légica, propuso (coincidiendo con R. Dedekind y G. Peano) el axioma de comprehensién que conduce en forma casi
inmediata a la paradoja de Russell; que la “intuiciéon™ de D. Hilbert lo condujo a afirmar que la ley del medio excluido era
vélida en matematica y que la “intuicion légica” de L.E.J. Brower lo condujo a afirmar todo lo contrario. Para un analisis
maés detallado sobre as criticas de Ramsey a la interpretacion Keynesiana, ver Cottrell, A. (1993).

209. El problema de las condiciones para la existencia de una representacion cuantitativa de la probabilidad seré tratada
con mayor detalle ¢n la Sec. 2.6.

210. Ramsey, F. (1931): “En primer lugar, podemos suponer que el grado de creencia es algo perceptible por el

observador; por ejemplo, que las creencias difieren en la intensidad de la sensacidn por las que van acompafiadas, por
lo cual podrian ser llamadas creencias-sensacion o sensaciones de conviccion. Sin embargo, este supuesto no parece muy
aceptable ya que no es ficil adjudicar niimeros a las intensidades de las sensaciones. Ademds me parece falso desde el
punio de vista observacional, ya que las creencias que sentimos en forma muy intensa a menudo no son acompariadas
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Ramsey, F. (1931) es que “...el grado de una creencia es una propiedad causal de ésta, que puede
ser expresada vagamente como el limite a partir del cual estamos preparados para actuar sobre
dicha creencia’. Esta medida de la intensidad de una creencia a partir del anélisis del carécter de
la accion a la cual dicha creencia conduce al observador, permite retornar a la interpretacién de los
probabilistas de los siglos XVI 'y XVII: la probabilidad de ocurrencia de un evento E podria ser
interpretada como el precio (apuesta) p queun individuo estima equitativo pagar a un contrincante

por el derecho a recibir de éste un importe unitario, exigible si E se verifica?"' (no obstante debe
tenerse en cuenta que la adopcion de la apuesta como una medida razonable del grado de creencia,
s6lo es valida en algunos casos, por ejemplo, no podria ser utilizada como medida de Ia intensidad
de la creencia que posee un observador con respecto a una teoria o a una ley cientifica)?'2.

Cabe recordar que, de acuerdo con la interpretacion objetivista, se dice que un evento E
tiene una probabilidad de ocurrencia p(E) , entendiendo como evento no un caso individual bien

determinado, sino a todos los eventos de un cierto tipo (debe tenerse en cuenta que en el contexto
objetivistala probabilidad es considerada como una propiedad real de un tipo especial de situaciones
fisicas, denominadas eventos). Por el contrario, la interpretacién subjetivista considera que la
probabilidad corresponde siempre a eventos individuales y, cada vez que se asigne una probabilidad,
esnecesario pensarla como subordinada a la interpretacion que hace cada observador de un conjunto
de informaci6n particular (entendiendo por evento individual un caso que, para un individuo que en
ciertas circunstancias no puede asegurar su ocurrencia en forma cierta, es aleatorio)?",

Como se vio en la Sec. 2.2, la condicién de equitatividad implica la indiferencia entre ser
uno u otro jugador, entre pagar o cobrar p para cobrar o pagar 1 al verificarse E . Se dice, en ese

caso, que la evaluacion de la probabilidad es “coherente” en cuanto que no coloca a ninguno de los
dos jugadores en la situacién de ganar con seguridad. Es decir, si p es una evaluacién coherente

en el sentido de Ramsey-de Finetti®™* de la probabilidad de ocurrencia de un evento E para un
individuo, dado que el precio es entendido en este caso como una magnitud lineal, la evaluacién de

la probabilidad de la no ocurrencia de E (es decir, de la ocurrencia de E ) para dicho individuo,

casi por ninguna sensacion”.

2 1. Ramsey, F. (1931): “...esta seccién esta dedicada fundamentalmente a la apuesta, lo cual resulta razonable en

la medida que, durante toda nuestra vida estamos, en cierto sentido, apostando. Cada vez que voy a la estacion estoy
apostando que pasard un tren y si no tuviera un grado de creencia suficiente en este hecho, declinaria la apuesta y
permaneceria en mi casa’.

212. “Truth and probability” esta referido fundamentalmente a la utilizacion de la probabilidad en l6gica como un

grado de creencia parcial. Ramsey comenzo a escribir un capitulo adicional acerca de la probabilidad en estadistica y fisica,
pero desafortunadamente, debido a su temprana desaparicién en 1930, su trabajo qued6 inconcluso. Sélo se conservan
algunos fragmentos a partir de los cuales la reconstruccion de su pensamiento sobre este tema se hizo virtualmente
imposible. Un cuidadoso estudio sobre estos fragmentos se debe a Galavotti, M.C. (1994)(1999) quien, en su
particularmente interesante trabajo de 1999 intent6 desarrollaruna nueva aproximacion a la cuestion a través de unasintesis
de las posiciones de Ramsey y de Fineiti (ver Gillies, D.A. (19884a)).

213, Ver Cap. 3.

214. Si bien habitualmente se acepta que la nocion de coherencia fue introducida por F.P. Ramsey (1926), una idea
precursora puede ser hallada en “On probability” (1830) de John William Lubbock y John Elliot Drinkwater-Bethune:
“Dado que la suma de las probabilidades de cualquier niimero de eventos incompatibles es igual a la unidad, poseemos
una ecuacién de condicion sobre las probabilidades y siempre que éstas no satisfagan dicha ecuacién, serd posible
apostar con la certeza de ganar”. La nocién de coherencia también puede ser hallada en “A propos d'un traité de

porbabilités” (1924) de E. Borel. En la obra de de Finetti este concepto aparece por primera vez en “La prévision: ses lois
logiques, ses sources subjectives” (1937).
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debe ser p(E_)= q= p(l— E)= 1- p(E)= 1-p.

Como se puede observar en el Apéndice 1, esta condicion de linealidad de los precios se
verifica en todos los casos para valores de utilidad, pero no siempre es valida para expresiones en
valores monetarios. En caso contrario seria posible que existiera una apuesta en su contra que lo
colocaria en la posicién de perder con prescindencia de la ocurrencia o no de E : Si se verificara
que g < 1- p ,elindividuo-evaluador podriarealizar, contempordneamente, dos apuestas, unade p

sobre la ocurrencia de E yotrade g sobre la ocurrencia £ , a cambio de recibir (por cualquiera
de las dos apuestas) una cantidad igual a 1. Dado que, en forma cierta, este individuo ganara una (y
s6lo una) de las apuestas, se encontrar en situacion de recibir, con certeza, una cantidad igual a 1
habiendo realizado un gasto de p+ g < 1, obteniendo, en consecuencia, una ganancia segura igual

al- ( p+ q) > 0. Si, por el contrario, se verificara que ¢ > 1- p , el individuo-evaluador podria
aceptar contemporaneamente dos apuestas, una de p sobre la ocurrencia de £ yotrade g sobre

laocurrencia E , obligdndose a pagar a su contrincante una cantidad igual a 1, en caso de ocurrencia
de E . Dado que €l contrincante ganara, con certeza, una de las dos apuestas, se hallara en la
sitnaciébn de pagar 1, habiendo recibido una cantidad igual a p+g¢>1, obteniendo, en

consecuencia, una ganancia segura igual a (p+ q)— 1> 0. Como se verd en la Sec. 3.3, la

insistencia de de Finetti en considerar a la coherencia como condicidn necesaria en la evaluacién
de la probabilidad, se bas6 en la necesidad de preservar la relacién de dicha evaluacién con la
probabilidad cuantitativa axiomatizada por Kolmogorov

Obviamente, el valor de la expectativa de recibir un importe monetario disminuir4 si esta
subordinado a una cldusula restrictiva segiin la cual dicha expectativa serd considerada valida a
condici6n de que se verifique un evento E . Es decir, que la expectativa de recibir una cantidad v
condicionada a la ocurrencia de un evento £ , tendrd un valor (v' ) menor que v (en la medida que
la ocurrencia de E se suponga mas probable, la cantidad v' se aproximard més a v y, viceversa,
cuanto menos probable se suponga la ocurrenciade E , v' se aproximara mas a cero). A partir de
estas consideraciones se puede concluir que, en general, un indicador adecuado de la probabilidad
de ocurrenciade E podriaserlarelaciénentre v' y v.Como corolario de este razonamiento surge
que, haciendo v = 1, la probabilidad de ocurrencia de E , que asumir4 valores en el intervalo:

si E

E)= —
p() 0 si E

quedard caracterizada como el precio equitativo de la expectativa de recibir 1, en caso de ocurrencia
de E.

Sise consideraa E como una variable aleatoria que puede asumir los valores 1 6 0, segun
que se verifique o no se verifique, P{(E) puede ser interpretada como la “previsién™? o valor

2 15. de Finetti, B. (1995): “En muchos textos -especialmente en aquellos mds antiguos- la ‘previsién' es denominada

'esperanza matemdtica'. La esperanza puede ser positiva o negativa. Cuando es negativa, el término 'esperanza’ parece
impropio: por ejemplo, la expresion ‘esperanza matemdtica de muerte’ es, a la vez, ridicula y fuera de lugar. Por eso

prefiero la palabra 'previsién’ (...) ya que tiene la misma inicial ' g ' que 'probabilidad', de modo que al escribir p(X )

se puede interpretar (en general) la prevision de X y (en particular) la probabilidad de X , en los casos en que X
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esperadode £ (p (E) ), equivalente al precio de una oferta aleatoria igual a E .

El concepto de previsién es més general que el de probabilidad. En el caso precedente la
probabilidad coincide con su previsién. En general, la prevision de una variable aleatoria X -que

puede asumir los valores x, (i = 1,2,...,n) -est4 dada por el precio equitativo del importe aleatorio,
n

X-= Z x;E; , donde E, representa el evento ( X = x; ). De acuerdo con esta expresion y teniendo
~

en cuenta la condicién de linealidad de los precios, se puede deducir Ia definicién de g (X) apartir
de su interpretacion como precio equitativo 2'°;

p(X)= p(’Z:l x,-E,-J = gp(xiEi) = gfo(Ei)

(obsérvese que, a partir de esta interpretacion de la probabilidad como un caso particular de la
prevision, es posible considerar al concepto de previsién como primitivo y al de probabilidad como
derivado).

Como se vio en la Sec. 2.2, el valor v' constituye lo que habitualmente se denomina una

!

4 .
apuesta, por lo que a larelacién — se la conoce como cociente de apuestas. De acuerdo con la
v

definicién dada mas arriba, 1a equitatividad de este cociente, para un observador dado, esta dada por
su indiferencia en apostar a favor de la ocurrenciade £ (en el lenguaje doméstico, comprar una rifa
sobre la ocurrencia de E ) o apostar contra la ocurrencia de £ (en el lenguaje doméstico, vender
una rifa sobre la ocurrencia de E ) o no apostar. Operar a favor o en contra de la ocurrencia de E

determina la llamada direccién de la apuesta®’’,

A fin de asegurar (al menos en parte) el cumplimiento de la condicién de coherencia, de
Finetti, B. (1995) postula que el individuo-evaluador debe actuar siempre y solamente de acuerdo
a su conveniencia y que, en este contexto, su conveniencia se debe limitar a perseguir el maximo
beneficio. Para lograr esta “evaluacion neutral”, propone un mecanismo consistente en solicitar al
individuo-evaluador la determinaci6n del valor de una apuesta que se considere aceptable para

Jfuese un evento”.

216 R . . . .
. De acuerdo con este razonamiento, las operaciones 16gicas entre eventos pueden ser definidas como operaciones

aritméticas de la siguiente forma B, U E, = B, + E, - E\E, = Max(E,,E;) , E, " E, =E,E, =min(E, ,E,) y
E=1-E . Estas operaciones logicas son aplicables también a variables aleatorias: x — ¥ = Azax(x,¥),

X ¥ = min(X,¥) Y X =1~ X .Delamisma forma, los conceptos de frecuencia absoluta ( NV, ) y frecuenciarelativa

(f,) pueden ser caracterizados en términos de operaciones aritméticas entre eventos de la siguiente forma:
n 1
N,=E +E+.+E, y f,=—=—(E + E,+.+E,).
n R
217. Esta interpretacion de la probabilidad como relacion entre valores de expectativas se remonta, en realidad a
Thomas Bayes quien, en su “Essay foward solving a problem in the doctrine of chances”, definié a la probabilidad de un
evento como “...Ja relacion entre el valor al cual debe ser calculada una expectativa que depende de la ocurrencia de un
evento, y el valor que se espera que aquélla asuma una vez que el evento se ha ya verificado” (si bien del texto no resulta
claro qué entendia Bayes por “valor”, la interpretacion més aceptable pareceria ser la de “precio justo™). Ver Cap. 13.
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cualquiera de los dos competidores y dejar a su contrincante -respecto de cuyo comportamiento se
suponen la mismas condiciones de conveniencia y de beneficio maximo- la seleccién de la direccién
de la apuesta (un mecanismo segin el cual se encarga a un individuo la particién de un bien, por
¢jemplo, una torta, y a otro la seleccion de la parte mas grande). Pero, se demuestra que este
procedimiento no logra resolver las cuestiones referidas a la falta de sinceridad en las asignaciones
de probabilidades. Sean dos jugadores, 4 y B, dispuestos a apostar con respecto a la ocurrencia
deunevento E en las siguientes condiciones: el jugador B debe seleccionar una probabilidad p

sobre la ocurrencia de E y el jugador 4 debe seleccionar una apuesta,v (que puede asumir
cualquier valor real), de modo que si el evento £ ocurre, B le debe pagar a A la cantidad pv, a
cambio de v . De acuerdo con estas condiciones, a fin de asegurar una asignaci6n de probabilidades
sincera, el jugador B no deberfa conocer el signo de v. Si B supiera que v> 0 (circunstancia
correspondiente a apostar a favor de la ocurrencia de E ), seleccionaria un valor de p lo més bajo
posible y, si supiera que v < 0 (circunstancia correspondiente a apostar en contra de la ocurrencia
de E ), seleccionariaun valorde p lomds alto posible. En ninguno de los dos casos el valor de p

coincidiria con una asignacién sincera de la probabilidad. Se puede concluir, entonces que,
contrariamente a lo supuesto por de Finetti, al individuo-evaluador no siempre le conviene realizar
una asignaci6n de probabilidades sincera. Si tuviera la sospecha de que el adversario dispone de una
informacién més completa o, simplemente, de que sus asignaciones de probabilidad son diferentes,
no tendria ningtin interés en declarar una evaluacion de probabilidad “realmente verdadera para si
mismo™?',

Estas falencias de la definicién de probabilidad en términos de apuestas -en la que cada
evaluacion puede verse distorsionada por la consideracion de las evaluaciones realizadas por otras
personas, haciendo que el precio de indiferencia que postula la condicién de coherencia conserve
sélo un significado tedrico- pueden ser resueltas, en general, mediante la utilizacién de las conocidas
como reglas de penalizaci6n, cuya definicién depende de la asignacion de probabilidades efectuada
por ¢l observador y de la probabilidad coherente del evento en cuestién. En este esquema de
penalizaciones, la més simple es la llamada regla de Brier (ver Brier, G.W. (1950)) que puede ser
expresada de la siguiente forma: Sean un evento E y su contraric £,y sean p y 1-p,
respectivamente, las probabilidades efectivamente asignadas sobre la ocurrencia de los mismos por
el individuo-evaluador. Supéngase que éste declare un valor de probabilidad # para la ocurrencia
de E .Sielevento E ocurre su valor serd 1, y si no ocurre serd 0 (es decir que, como se vio en
paginas anteriores, el valor a asumir por £ puede ser interpretado como una variable que puede
asumir los valores 16 0 seglinque £ ocurra o no). La penalizacién ( L, ) dependeré del valor de E

ydelvalorde # declarado por el individuo-evaluador de acuerdo con la expresién L, = (E - 7:)2 .

El valor esperado de la penalizacién debe ser calculado utilizando como probabilidad de
ocurrenciade E al valor p . Siel valor declarado por el observador es 7 , el valor esperado de la

218. Si el individuo-evaluador supusiera que su contrincante va a asignar una probabilidad alta a 1a ocurrencia de un
cierto evento que él, por el contrario, considera improbable, efectuaria una evaluacién de la probabilidad tomando en
consideracion la seleccién que supone que hara su contrincante. Supéngase, por ¢jemplo, que el individuo-evaluador
considere a la cantidad 0,3 como un valor (cierto) equitativo de 1a promesa de recibir 1 si ocurre el evento £,y supéngase
que su contrincante considere equitativo pagar, por la misma promesa, un valor 0,5. Si el individuo-evaluador conociera
(o supusiera) 1a opinién de su contrincante, concluiria que éste estaria dispuesto a "comprar larifa" por 0,49y, por lo tanto,
declararia este valor como probabilidad de ocurrenciade E .
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penalizaci6n queda definido de acuerdo con la siguiente expresion®':
E,(L,)=(0- z)(1- p)+ (1- z¥’ p= (1- 22)p+ #*

Esto significa que, una vez fijado el valor de 7z, la expresion que representa el valor esperado de
la penalizacién en funciénde p esunarecta. De la observacién de la Figura 2.6 se puede concluir
que todas las rectas que se obtienen al hacer variar 7 , son tangentes a la parabola p- p? (es decir,
no hay ninguna recta que pase por debajo de esta parabola).

Para cada valor de p la seleccién éptima consiste en declarar aquel valor de 7 que
corresponde a la recta cuya ordenada minima se encuentra en el punto p, es decir, a la recta
tangente a la parabola definida mds arriba, en ¢l punto p . Ahora bien, la derivada de esta parébola
es 1-2p , lo que demuestra que la recta tangente a la parébola es la recta cuyo coeficiente angular

es 1-2p (de acuerdo con la definicién de E,,(L,,) , todas las rectas de penalizacién tienen

Figura 2.6

E, Lo !
0,75}
0,50}

0,25

coeficiente angular 1- 2p ). Luego, cuando se verifique que z = p, el coeficiente angular sera

1-2p y larecta serd, por lo tanto, tangente a la pardbola. A todas las otras rectas (para z # p ) les
correspondera, en el punto- p, una ordenada mayor. Esto demuestra que la mejor seleccién que
puede realizar el individuo-evaluadores declarar el valor p . Elresultado de declarar 7 envezde P
se traducird en un aumento del valor esperado de la penalizacién en una cantidad:

(z*+ p-22p)- (p- P*)= (n- oY’

219. El valor esperado de una variable aleatoria X se obtiene como la suma de cada valor de dicha variable por su
correspondiente probabilidad (ver Cap. 4).
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La penalizacion esperada aumenta porque la penalizacién efectiva, L, , no depende de p : es igual

a 7’ o a (1- ) (esta demostracién -debida a de Finetti, B. (1970)- pareceria refutar los

argumentos de la "fuzzy logic", que utiliza reglas para la asignacién de probabilidades en términos
de méximos y minimos exclusivamente)..

Ahora bien, debe tenerse en cuenta que la solucién que proporcionan las reglas de
penalizacion no es completa, ya que la probabilidad no es el unico factor que debe ser tomado en
consideracion para determinar el valor de la apuesta. En la psicologia del jugador pueden
reconocerse dos tendencias opuestas: por un lado, 1a propensi6n a apostar maximizando la ganancia
(acosta de la probabilidad de ganar) y, por otro, la propensién a maximizar la probabilidad de ganar
(a costa del monto de la ganancia). De modo que el valor de la apuesta -“ceteris paribus”- tendera
a ser menor si el individuo-evaluador es adverso al riesgo y, viceversa, tendera a ser mayor si es
propenso al riesgo.

A fin de resolver esta dificultad Daniel Bernoulli, en su “Specimen theorie novee de
mensura sortis” (1738) propuso una teorfa segtin la cual la actitud de aversi6n o propension al riesgo
puede ser explicada completamente en términos de la denominada “curva de utilidad de las
ganancias”. Esta propuesta se funda en el supuesto de que el valor subjetivo (o psicoldgico) del
dinero -que es lo que condiciona el comportamiento del apostador- no crece en forma proporcional
al importe monetario, sino de acuerdo con una curva que puede variar de un individuo a otro. Si el
valor subjetivo de las ganancias creciera més rapidamente que su valor monetario, entonces el valor
de la ganancia eventual de la apuesta serfa mayor -con relacion al valor de la apuesta- que el de su
valor monetario (es decir, es como si al ganar la apuesta, el apostador ganara mas de lo que implica
dicho valor monetario), en consecuencia el apostador estaria dispuesto a comprometer un importe
mayor. Viceversa, si el valor subjetivo de las ganancias creciera menos rapidamente que el
correspondiente valor monetario, el apostador consideraria como equitativa una apuesta menor. En
el primer caso se dice que el apostador tiene propension al riesgo, en el segundo que tiene aversién

al riesgo™.

A partir de los postulados de la teoria de la curva de utilidad, la definicion de probabilidad
atribuida a Bayes conservard su validez s6lo si los valores de las apuestas v y v' son interpretados
no como simples importes monetarios, sino como valores de utilidad. Esta circunstancia genera,
entonces, el problema de determinar operativamente dichos valores (que son tan subjetivos como
las asignaciones de probabilidad). Ramsey, F.P. (1931) propuso, en este sentido, una teoria basada
en la determinacién simultinea de la probabilidad y la utilidad

Por su parte, Bruno de Finetti consideré una soluci6n teéricamente menos rigurosa, pero
operativamente mas simple, basada en que la experiencia indica que, cuando los valores monetarios
de las apuestas son pequefios en relacion al capital de que dispone el apostador, la utilidad -en la

220. Ver Apéndice 1.

221. La propuesta de Ramsey fue continuada luego por Savage, J.L. (1954) y Jeffrey, R.C. (1965). Debe tenerse en
cuenta que es virtualmente imposible obtener una medida de utilidad que pueda ser considerada totalmente satisfactoria.
El mismo Ramsey, F.P. (1931) considera que “Si se supone que, en wltima instancia, un individuo desea ‘cosas’y desea,
ademds, que éstas sean cuantificables y aditivas, entonces es posible suponer que, si prefiere una hora de natacion a una
hora de lectura, preferird dos horas de natacion a una hora de nataciony a una hora de lectura. Pero, por supuesto esta
comparacién resulta absurda, en primer lugar, porque la natacion y la lectura no constituyen bienes iltimos y porque
no podemos imaginar que la segunda hora de natacion sea similar a la primera a causa de la fatiga, etc.”.
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mayoria de los casos- crece (aproximadamente) en forma proporcional a dichos valores
monetarios?®?. De este modo de Finetti concluyé que, en el caso en que las apuestas sean
suficientemente pequefias, el procedimiento basado en apuestas expresadas en importes monetarios
proporciona (obviamente, con cierto margen de aproximacién) estimaciones aceptables de la
probabilidad subjetiva®®. Curiosamente en su ltimo periodo de Finetti modificé su criterio y, a
partir de los trabajos de L.J. Savage dirigidos a unificar los conceptos de probabilidad y utilidad en
el ambito de la teoria de la decisi6n, consider6 la estimacién de la probabilidad basandose en el
concepto de utilidad”y en sus tltimos trabajos abandoné completamente el esquema de apuestas??.

Una critica que algunos autores hacen del esquema de apuestas es que produce solamente
estimaciones groseras de las probabilidades numéricas. A este respecto de Finetti considera que los
grados de creencia numéricamente exactos surgen a partir de una idealizacién por parte del

observador y que esta idealizacién sélo es de utilidad para simplificar los célculos matematicos,

Como extension de la postulacién de Finettiana, Lad, F. (1983)(1996), ademés de una
fundamentacién de la teorfa de la probabilidad similar a la de de Finetti, proporciona una
demostracién de como se puede desarrollar a partir de la interpretacién en base a un esquema de
apuestas, una teorfa estadistica (a la cual denomina “métodos estadisticos operacionalistas
subjetivos™). Considera que “Una medida definida operacionalmente es un proceso de accion
especifico el cual, cuando es ejecutado, genera un niimero”™**' y concluye que, dado que la medida
del grado de creencia mediante cocientes de apuestas puede ser considerada una medida definida
operacionalmente, la definicién del concepto de probabilidad a partir del cociente de apuestas puede
considerarse como una interpretacién operacionalista véalida de la probabilidad.

Con respecto a la defincion clésica, las criticas de la interpretacion subjetivista estan
relacionadas fundamentalmente con la nocién de equiprobabilidad. Como se vio en la Sec. 2.2, el
error principal del dogmatismo clésico consistio en considerar que habia una tinica asignaci6én de
equiprobabilidad vélida para todos los dmbitos de aplicacién del célculo de probabilidades cuando,
en realidad, son los resultados experimentales y la interpretacion del individuo-evaluador los que
confirman la existencia de distintas asignaciones de equiprobabilidad, cada una de las cuales implica

la adopcién de un método de inferencia diferente®,

v 222. Resultado que ya habia sido considerado por Bernoulli, D. (1738).

223. Para una descripcion més detallada acerca de la controversia importes monetarios versus. utilidad, ver Sahlin, N.-
E. (1990).

224. En una nota de pie de pigina de la version de 1968 de “La prévision: ses lois logiques, ses sources subjectives”

(1937) escribi6: “Tal formulacion podria mejorar, como la de Ramsey, considerando ‘utilidades esperadas™ y en su
“Theory of probability” de 1970, aunque con cierto inocultable escepticismo, desarrollé una teoria de la utilidad.

225. de Finetti, B. (1981b): “...estrictamente hablando, el esquema de apuestas no es pertinente a la probabilidad sino

a la teoria de los juegos™.

226. de Finetti, B. (1931a): “...si usted desea aplicar matemdticas, debe operar suponiendo que las magnitudes

asumen valores precisos. Como todos saben, esta ficcidn es muy itil; el hecho que sea solamente una ficcion no disminuye
su valor en la medida que tengamos ‘in mente’ que la precision del resultado serd la que deba ser (...) Para pasar de
premisas aproximadas a conclusiones aproximadas, con la vdlida ayuda de las matemdticas, debo utilizar un algoritmo
exacto, aiin cuando lo considere artificial”,

227 1 ad, F. (1996).

228. Ver Sec. 3.3.8.



65

Como ya se menciond, de acuerdo con la interpretacién subjetivista, la asignacion de
equiprobabilidad efectuada por diferentes individuos-evaluadores refleja la interpretacién -
puramente subjetiva- de las circunstancias que pueden influir o no sobre los eventos considerados
y depende, por lo tanto, de razones psicoldgicas que no pueden ser impuestas a nivel racional. De
modo que se puede asegurar que no existe niguna razén -ni 16gica, ni metafisica- que obligue a los
individuos-evaluadores a considerar de la misma forma a las condiciones de contorno que se supone
que afectan a los eventos en cuestion y, en consecuencia, a arribar a la misma evaluacién de
equiprobabilidad (en todo caso esta evaluacion debe ser interpretada simplemente como una
opinién m4s, no como un dogma indiscutible)’®.

Obsérvese que el reconocimiento de este caricter personalista de la condiciéon de
equiprobabilidad implica una interpretacion subjetivista de los conceptos Laplacianos que permitiria
evitar la objecion frecuencista de circularidad de la definicién clasica®.

Las criticas subjetivistas a la interpretacion frecuencista -originadas en la nocién de
intercambiabilidad®'- se refieren fundamentalmente a los supuestos de repetibilidad de los
experimentos®? y, en consecuencia, a la arbitrariedad de la definicion de un fenémeno colectivo a
partir de un cierto conjunto -incompleto- de sus caracteristicas. De acuerdo con la interpretacion
frecuencista, si bien los lanzamientos de una moneda no se realizan todos del mismo modo, se
supone que se repiten de forma que, cada vez, la asignacién de probabilidades a los resultados
"cara" y "ceca" sea la misma (al definir la probabilidad de esta forma, se genera, igual que en la
interpretacion cléasica, una evidente circularidad). En realidad, los probabilistas que adhieren al
determinismo metafisico deberian haber arribado a la siguiente conclusién: cuando se afirma que
el lanzamiento de una moneda se realiza siempre del mismo modo, no se puede interpretar que se
realice exactamente del mismo modo ya que, si asf fuera, se deberia obtener siempre el mismo
resultado. En este sentido, cabe mencionar las objeciones de Lad, F. (1983) a la posicién de
Gnedenko, B.V. (1950). Desde un punto de vista propensionalista, sostiene que “El supuesto de la
repetibilidad de las condiciones de un experimento es fundamentalmente una manifestacion de un
modo metdfisico de pensamiento (..) Dos experimentos constituyen claramente eventos
completamente diferentes, distintos en tiempo o espacio y en otro conjunto infinito de
circunstancias. Indudablemente el proceso dialéctico de desarrollo de la naturaleza no admite la
posibilidad de repeticiones de las circunstancias idénticas necesarias, en principio, para la

229. de Finetti, B. (1933): “El juicio de equiprobabilidad (...) refleja una situacion de simetria que a menudo resulta

traducida objetivamente diciendo que las bolillas deben ser iguales, la moneda y el dado perfectos (fisicamente
simétricos), etc. A pesar de estas consideraciones el criterio (de equiprobabilidad) permanece fundamentalmente
subjetivo, ya que la seleccion mds o menos vaga de requisitos mds o menos objetivos a incluir 0 no en tal concepto de
‘igualdad’ no puede sino reflejar la distincion subjetiva de cada una de las circunstancias que influyen o no sobre la
opinidn del observador”.

230. Gigerenzer, G.; Swijtink, Z.; Porter, T.; Daston, L.; Beatty, J.; Kriiger, L. (1989): “Una vez desaparecidos los
limites psicoldgicos entre las probabilidades objetivay subjetiva y entre el cdlculo de probabilidades y el sentido comiin,
la interpretacion cldsica comenzé a parecer peligrosamente subjetiva e indudablemente no razonable”.

231. Esta “condicidn de equivalencia” (en 1a primera nomenclatura de de Finetti) no es demostrable y, por lo tanto,

su aceptacion es subjetiva, de lo que se puede concluir nuevamente que el unico subjetivismo coherente es el més radical,
¢l que solamente admite una probabilidad que varia en el tiempo (ver Sec. 3.3.7).

232. Pompilj, G. (1959): “En este nuestro universo solidario, donde cada fendmeno influye sobre todos los demds y
es influido por todos los demds, se podria concebir la repeticidn de las experiencias suponiendo la constancia de ciertos
Jactores pero, admitida la imposible paridad absoluta de los mismos, no es licito creer en la igualdad de los resultados.
Por otra parte, a pesar de nuestras precauciones, las distintas experiencias se verificardn inevitablemente cada una en
condiciones diferentes”.
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probabilidad en la construccién de Gnedenko™,

En particular estas criticas subjetivistas hacen referencia a la arbitrariedad o, mas
exactamente, al convencionalismo inherente a la determinacidn de los criterios en base a los cuales
se debe decidir si dos o més eventos son iguales (y, como tales, igualmente probables) y, por lo
tanto, aptos para ser reunidos en una misma clase. En términos de la interpretacion subjetivista, la
expresion evento (de acuerdo con la aplicacién del principio de la identidad de los indiscernibles
de Leibniz) se utiliza para denotar el caso singular. En el caso de una clase de eventos que presenten
alguna analogia, se dice, en el contexto subjetivista, que cada evento de esa clase constituye una
prueba del mismo fenémeno (sin plantear ninguna hipdtesis sobre la naturaleza de dicha analogia,
ni presuponer que la misma relacione a las probabilidades correspondientes a cada una de las
pruebas). No se trata, en realidad, de un rechazo al concepto de frecuencia, sino a la necesidad de
no confundir el concepto de valor esperado de la frecuencia con el concepto de probabilidad®.

A este respecto, como se vio en la Sec. 2.3, cabe distinguir dos tipos de frecuencismo: el
finito y el hipotético. Este dltimo considera el principio intuitivo de que la probabilidad de
ocurrencia de un evento es asimilable al limite de la frecuencia relativa pero, en las aplicaciones
identifica a la probabilidad con la frecuencia obtenida a partir de un conjunto finito de
observaciones, interpretada como el valor medio de los valores de verdad de dicho evento®>.

Debe tenerse en cuenta que, segin se verd en la Sec. 3.2, en la concepcioén de von Mises,
las propiedades de los colectivos no estdn expresadas con relacién a fenémenos reales o a
procedimientos de observacion efectivos, sino que son consideradas como axiomas, de modo que
sus consecuencias se suponen que son deducibles en formarigurosa. Ahora bien, tales consecuencias
seran verdaderas so6lo si los axiomas que las originan son verdaderos. En particular, la convergencia
de la sucesién de frecuencias (es decir, el traslado del frecuencismo finito al frecuencismo
hipotético) es considerada como un axioma, no como una eventualidad que podria ser
razonablemente verdadera y, por lo tanto, obliga a reconocer ciertos principios de determinismo
metafisico inaceptables en un contexto empiricista como el que propone la interpretacion
frecuencista (por ejemplo, la existencia de una causalidad "back to the future” de los resultados ain

233. B.V. Gnedenko fue uno de los exponentes més distinguidos de la teoria materialista Marxista de la probabilidad,
caracterizada por una negacién del denominado “idealismo subjetivo” (del cual de Finetti y Lad fueron figuras
preponderantes). Una resefia interesante de los escritores soviéticos sobre este particular puede ser hallada en Tavanec, P.V.
(ed.)(1970). Los trabajos de Nalimov, V.V. (1981a)(1981b) proporcionan una semblanza de las ideas subjetivistas entre
los pensadores soviéticos. Para una discusién detallada sobre los principios de la doctrina soviética objetivista de la
probabilidad, ver Lad, F. (1983b).

234. de Finetti, B, (1967): “Se trata de determinar si se debe considerar como un método de valuacion apto para daor

a laprobabilidad un significado objetivo, agquél que consiste en asumir como valor de la probabilidad el de la frecuencia
observada (...} Es necesario, ante todo, definir jcudl es la probabilidad que se desea evaluar: la probabilidad de un
evento (caso singular) bien determinado, o bien aquélla que (desde nuestro punto de vista) no es una probabilidad
propiamente dicha, sino una 'probabilidad-promedio’, es decir, el promedio aritmético de las probabilidades relativas
a un cierto niimero mds o menos bien definido de casos singulares, o sea la previsién de las frecuencias sobre dicho
conjunto de casos? Y, ademds ;cudl debe ser la 'frecuencia observada' a utilizar? Se contard con datos, detallados o
resumidos, relativos a la ocurrencia de eventos mds o menos andlogos (de acuerdo con diferentes clasificaciones) a aquél
(o aquéllos) de los cuales nos interesa evaluar la probabilidad (o la probabilidad-promedio), y (entre las distintas
especificaciones de dichas ‘analogias') podremos extender estas consideraciones a tiempos mds o menos remotos 0
proximos, a paises o regiones mds o menos vecinos'y homogéneos (si se tratara de hechos atinentes a poblaciones, o de
Jenomenos variables segin factores geogrdficos, etc.), y ast sucesivamente”.

235. Frieden, B.R. (1991): “La palabra 'probabilidad’ no es sino una abstraccién matemdtica de la expresién

intuitivamente mds significativo de 'frecuencia de ocurrencia™.
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no ocurridos sobre las asignaciones de probabilidad presentes).

En este sentido, si se arrojara sucesivamente un dado que se supone perfecto, se deberia
esperar que cada una de las caras se presentara con una frecuencia similar y en forma irregular®e,
Si, por el contrario, se observaran frecuencias muy distintas de las que seria dable esperar, existiria
latentacion de considerar que la hip6tesis de independencia de la sucesién es de eventos deberia ser
considerada falsa®’. No obstante, debe tenerse en cuenta que, si bien este planteo tiene importancia
desde el punto de vista del razonamiento inductivo, no permite ni confirmar ni rechazar las hipétesis
de independencia y equiprobabilidad. Si se supone que todas las sucesiones son igualmente
probables entonces no importa cudl sea la secuencia observada ya que, desde un punto de vista
objetivo, ésta no permitiria obtener ninguna conclusién sobre el resultado de la serie de
lanzamientos. Es sélo desde un punto de vista subjetivo que el resultado de los lanzamientos puede
ser considerado relevante para la previsién de los resultados sucesivos. De modo que también a la

noci6n de irregularidad ("Regellosikeit") se le puede asignar una interpretacién subjetiva®®,

Con respecto a la definicién operacionalista-positivista de probabilidad de von Mises®®,
de Finetti, B. (1937) sostiene que, en lo que hace a la utilizacién del concepto de limite, existe una
diferencia entre la teoria de la probabilidad y las ciencias fisicas®*. La objeci6n de de Finetti se basa
en el principio que, a partir de un modelo estimado empiricamente utilizando un marco teérico
determinado, s6lo es posible obtener una aproximaciéon al verdadero comportamiento de un
fenémeno de resultado eventual. Supdngase, por ejemplo, que se quisiera modelizar el caso que se
origina al arrojar repetidamente una moneda simétrica. Se puede deducir ficilmente que, si se
produce m veces el resultado “cara” en n repeticiones del evento, la probabilidad de que la
proposicidn: ‘

~R

1
n_2

1
24n

n

) 0%

=1 T

236. Debe tenerse en cuenta que, de acuerdo con la interpretacién frecuencista, la probabilidad no es aproximadamente

igual a la frecuencia relativa, es la frecuencia relativa.

237. Supéngase, por ejemplo, que después de observar un gran niimero de jugadas de una ruleta un individuo obtuviera
que el resultado "cero” ha ocurrido, exactamente, en el 2% de los casos. Si la probabilidad y la frecuencia fuesen la misma
cosa, se deberia afirmar que la probabilidad de que ocurriera el resultado "cero" es 0,02. Ahora bien, si se atribuyese la

probabilidad % alaocurrencia del resultado "cero" en una jugada, se deberia esperar que la frecuencia fuese igual a % ,

. . ) . 1 .
pero, obviamente, es muy dificil que la frecuencia resulte ser, para todos los nimeros, igual a 3—7 . Un gjemplo miés

dramético adn: de acuerdo con el frecuencismo finito, si s¢ arrojara una moneda un nmimero impar de veces en igualdad de
condiciones, por més que se pudiera garantizar su perfecta simetria, la probabilidad de obtener el resultado "cara" nunca

. 1
podria ser exactamente igual a —2- .

238. Ver Sec, 3.2 y Apéndice 2.

239. Ver Sec. 2.2.

240. En el caso particular de la probabilidad, se necesitan algunos supuestos adicionales para relacionar teoria con

realidad. Como se vera en la Sec. 2.6, el supuesto requerido es la [lamada regla de falsificacién para las afirmaciones
de la probabilidad.
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sea verdadera seré del 95%. Es decir que, a partir del modelo, no se puede asegurar que larelacion
frecuencia relativa-probabilidad se verifique con certeza, sino que sélo se verificard con un 95% de

probabilidad, de modo que todos los puntos del intervalo [0;1] seran eventos posibles (aun cuando

1
la probabilidad de los puntos que difieran considerablemente de - Seamuy pequefia)**!

Otra objecion de de Finetti es la falta de vinculacién de la teorfa frecuencista con el papel
que debe jugar la probabilidad en los procesos de induccién y confirmacion. “Sélo se puede atribuir
un valor filosdfico esencial a la teoria de la probabilidad si cumple la misién de profundizar,
explicar o justificar el razonamiento por induccion. Este objetivo no fue logrado por von Mises™*.
La interpretacion subjetivista de la probabilidad y de la inferencia inductiva se funda, precisamente,
en un corte radical con la concepcidén empiricista del frecuencismo que considera a la probabilidad
y a la inferencia como productos de resultados aproximados acerca de un universo real que existe
mas alla de la experiencia del observador.

Laréplica de von Mises, R. (1950) a esta critica se basa en que la naturaleza de la objecion
de de Finetti es inherente a su interpretacién de la probabilidad®”. Considera que, si bien es
innegable que las cuestiones relacionadas con la induccién y confirmacién deben ser discutidas, no
se puede asegurar que el calculo de probabilidades sea el argumento adecuado para tratar estos
problemas (debe tenerse en cuenta que, por ejemplo, las decisiones acerca de la confirmacién de una
hipétesis a partir de la evidencia, son més de naturaleza cualitativa que cuantitativa)*“.

Como consecuencia de todo lo expresado en las secciones precedentes se puede concluir
que, si bien el frecuencismo no constituye una representacién aceptable del concepto de
probabilidad, debe reconocerse que interpreta una porcién fundamental del pensamiento intuitivo
acerca de la probabilidad.

Por otra parte, resulta obvio que la aceptacién estricta (monista) de los postulados
subjetivistas radicalizados conduciria a la negacién de cualquier significado objetivo de la ciencia
en su totalidad, dado que toda teoria cientifica apela siempre a algiin tipo de convencién. Si bien es
innegable que en momentos o lugares diferentes, las infinitas circunstancias que afectan a los

241. de Finetti, B. (1937): “El hecho que la imposibilidad de establecer relaciones precisas entre probabilidades y '
frecuencias se considere andloga a la imposibilidad prdctica de relacionar las nociones abstractas de la teoria y las
realidades empiricas que se manifiesta en todas las ciencias experimentales, hace que a menudo se considere que estas
objeciones pueden ser obviadas. Desde mi punto de vista, esta analogia es ilusoria: en las otras ciencias se cuenta con
una teoria que afirma y predice con certeza 'y exactitud lo que ocurriria si dicha teoria fuera completamente exacta; en
el cdleulo de probabilidades es la misma teoria la que nos obliga a admitir la posibilidad de todas las frecuencias. En
las otras ciencias la incerfidumbre surge de la conexién imperfecta entre la teoria y los hechos; por el contrario, en
Rnuestro caso no se origina en esa relacion, sino en el mismo cuerpo de la teoria”.

242 4e Finetti, B. (1936).

243. von Mises, R. (prefacio a la tercera edicion alemana (1950) de “Probabiity, statistics and truth” (1928)): “De

acuerdo al punto de vista bdsico de este libro, la teoria de la probabilidad en su aplicacion a ia realidad es en st misma
una ciencia inductiva; sus resultados y formulas no sirven para hallar el proceso inductivo como tal, mucho menos para
proporcionar valores numéricos capaces de decidir la aceptabilidad de cualquier otra rama de la ciencia inductiva, como
por efemplo, la teoria general de la relatividad”.

244. Ver Sec. 3.3.10.
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experimentos varian, es necesario reconocer que muchos de estos factores son irrelevantes y que,
como se verd en la Sec. 2.6, tomando los recaudos pertinentes, las observaciones repetidas
parecerian poder conducir, en la préctica, a resultados capaces de permitir una estimacién de
comportamientos futuros, por lo menos a nivel de frecuencias relativas.

Como se vera en la Sec. 2.7, la posicion pluralista respecto de la teoria de la probabilidad,
por su parte, considera que las nociones subjetivista, clasica y frecuencista conservan su valor, pero
no como definiciones, sino como criterios aptos para colaborar en la estimacién de ciertas
probabilidades “...porque no se puede fijar el significado ‘antes’ de saber qué es la probabilidad,
porque estas definiciones no aclaran el valor psicoldgicoy, finalmente, porque, independientemente
de cualquier razén conceptual, poseen siempre un dmbito de aplicacion muy restringido” (de
Finetti, B. (1933)).

2.6.- La interpretacion propensionalista

Las consideraciones anteriores parecerfan confirmar aquella conclusién segin la cual,
debido fundamentalmente al conocimiento inevitablemente parcial de los aspectos que lacomponen,
la probabilidad es una nocién “bastante dificil de precisar”. Como se ha visto, las interpretaciones
analizadas en las secciones precedentes consideran que la nocién de probabilidad es representable
mediante una versién mas o menos candnica. Si bien su fracaso en obtener una definicién universal
pareceria desmentir dicha hip6tesis®, esto no deberia ser considerado como un reconocimiento de
la imposibilidad de caracterizar la naturaleza de la probabilidad mediante una férmula sino, quizas,
como la necesidad de recurrir a definiciones menos estrictas a partir de un conjunto difuso de
proposiciones®® (lo cual no deberfa implicar necesariamente la imposibilidad de su aplicacién
préctica)*”’. Este principio dio origen a una nueva interpretacién objetivista de la probabilidad

basada en la teoria de las propensiones®®,

La teoria propensionalista de la probabilidad fue introducida por Popper, K.R. (1957b),
desarrollada en sus trabajos de 1959b, 1983 y 1990 y continuada por un grupo de fil6sofos de la

245. Como se vio, la rigurosidad que pretenden las definiciones de probabilidad propuestas se basan en la eliminacién

de todos los aspectos que las mismas no logran abarcar.

246. Recurrir a lo que Bachelard, G. (1953) denominé la “conciencia de lo no-riguroso”.

247. El principio que postula que sélo las expresiones rigurosamente definidas son aplicables en la practica encierra

un error atribuible a la generalmente pretendida subordinacion de las aplicaciones a la teoria. En realidad, la experiencia
parece indicar que habitualmente las investigaciones técnicas precedieron a las cientificas y que, en el ambito de los
desarrollos probabilistico-inferenciales, la transferencia de las primeras a las segundas fue més lenta que en otras
disciplinas, como por ejemplo, la geometria, la aritmética y la astronomia. Solo si se pudiera asegurar que la naturaleza esta
regida por un sistema regulado por leyes precisas e invariables, seria necesaria para su descripcion la formulacion de teorias
estructuradas l6gicamente. La idea de que solamente las teorias construidas l6gicamente sobre 1a base de ideas netamente
diferenciadas pueden poseer un fundamento objetivo, constituye un prejuicio heredado de 1a mecénica clasica, pero no
posee ninguna justificacion racional.

248. Miller, D.W. (1994): “Uno de los principales desafios de cualquier teoria objetivista del conocimiento cientifico

consiste en proporcionar una comprension satisfactoria de las probabilidades fisicas. Las primeras ideas, que componen
la interpretacion frecuencista de la probabilidad, deberian ser abandonadas y reemplazadas por un conjunto de
proposiciones igualmente difusas, que constituyen la interpretacion propensionalista de Ia probabilidad’.
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ciencia entre los que cabe destacar a D.W. Miller y J.H. Fetzer®®,

El problema que dio origen a esta teoria (el cual ya habia sido considerado por Popper en
su “Logic of scientific discovery” (1934)) consistia en decidir sobre la posibilidad de definir
probabilidades objetivas “singulares” sobre la ocurrencia de eventos individuales®°. En principio,
Popper, K.R. (1934) consider6 a un evento individual como un elemento particular de un colectivo
de von Mises y sugirié que su “probabilidad singular” podia ser asimilada a su probabilidad en el
colectivo considerado como una totalidad pero, luego, en sus trabajos de 1957b y 1959b objeté su
propia propuesta. Sus argumentos para abandonar la interpretacién frecuencista se basan en el
siguiente ejemplo: Sean dos dados, uno simétrico y el otro afectado por un sesgo tal que la

1
probabilidad de obtener el resultado “5" sea igual a 7 Supdngase una sucesion consistente casi en

su totalidad en tiradas del dado sesgado y una o dos tiradas intercaladas del dado simétrico. Si se
considera una de estas tiradas intercaladas, de acuerdo con la primera interpretacion de Popper, la

probabilidad de obtener el resultado “5" en esa tirada serfa igual a %, dado que la misma es parte
1
de un colectivo para el cual p(5)= I Pero, dado que para cualquier tirada del dado regular

p(5) = rE este razonamiento genera una paradoja intuitiva originada en la imposibilidad de

modificar el concepto de colectivo (obsérvese que la sucesién de tiradas del dado sesgado con
algunas tiradas intercaladas del dado simétrico no constituye un colectivo genuino). De acuerdo con
Popper, K.R. (1959b), “Todo este andlisis implica que el teérico frecuencista debe introducir una
modificacién -aparentemente pequeiia- a su teoria. Deberd considerar que una sucesion admisible
de eventos (una sucesion de referencia o colectivo) siempre debe ser una sucesion de experimentos
repetidos. O, en términos mds generales, debera considerar que las sucesiones admisibles deben
ser sucesiones virtuales o reales, caracterizadas por un conjunto de condiciones generatrices -por
un conjunto de condiciones cuya realizacion repetida produce los elementos de la sucesién (...) Si
observamos en forma mds detallada, podemos concluir que esta modificacién aparentemente
pequefia implica una ftransicion de la interpretacion frecuencista a la interpretacién
propensionalista”’, cuyas condiciones generatrices se consideran como dotadas de una propensién
a producir las frecuencias observadas. “Pero esto significa que debemos interpretar a las
condiciones como dotadas de una tendencia o disposicion o propension a producir sucesiones
cuyas frecuencias son iguales a las probabilidades; lo cual constituye el niicleo de la interpretacion
propensionalista”.

De la formulacién de la teoria en las publicaciones de 1957b y 1959b se puede concluir
que, aunque no lo especifica claramente, existen razones para suponer que Popper se refiere a

: 249. Otros aportes significativos a la interpretacion propensionalista se deben a Hacking, 1. (1965) y Mellor, D.H.
(1971) (ver Salmon, W.C. (1979)).

250. La denominaci6n “teoria propensionalista”serd utilizada aqui para caracterizar a todas las teorias dirigidas a

desarrollar una interpretacion objetivista, no-frecuencista, de la probabilidad,



71

sucesiones finitas de eventos®'. Teniendo en cuenta que la pretension es plantear una teoria
fundamentalmente cientifica y empirica, se adoptara aqui la interpretacion de las sucesiones como
“largas, pero finitas” y, en consecuencia, se considerara a las condiciones como poseedoras de una

propensién a producir frecuencias aproximadamente iguales a las probabilidades®?,

Obsérvese que la palabra propensién sugiere un tipo de enumeracién ordenada, lo cual
marca una diferencia con el punto de vista frecuencista que, como se vio en Ia Sec. 2.2, se
caracteriza porque las probabilidades solo pueden ser introducidas en situaciones fisicas (es decir,
en “ocasiones de manifestacion total”, de acuerdo con la nomenclatura de Peirce, C.S. (1910))
respecto de las cuales es posible definir un colectivo. En la teoria propensionalista de Popper es
absolutamente legitimo postular la existencia de probabilidades sobre conjuntos de condiciones (y
atin de obtener conclusiones testeables sobre dicha postulacién), aunque éstas no admitan un niimero
suficientemente grande de repeticiones. Una caracteristica que constituye una ampliacién
indiscutiblemente significativa del conjunto de situaciones en el que resulta aplicable la teoria de
la probabilidad, con respecto a la interpretacién frecuencista >,

Hasta aqui se ha tratado el problema de la asignacién de probabilidades para eventos
definidos por los resultados de sucesiones de condiciones repetibles. Con respecto a las
probabilidades de eventos individuales (que, como se menciond al comienzo de esta seccidn,
constituyen el problema que dio origen a la teoria propensionalista)®*, deben ser consideradas como
dependientes fundamentalmente del conjunto de condiciones a las cuales est4 referido el evento que

del evento mismo®>.

251. Popper, K.R. (1957b): “Desde el punto de vista de la interpretacion frecuencista, la probabilidad de un evento
de cierto tipo -como por ejemplo, obtener el resultado ‘6’ al arrajar un dado particular- no puede ser sino la frecuencia
de este tipo de evento en una sucesién extremadamente larga (quizds infinita) de eventos”. Popper, K.R. (1959b): “...dado
que las probabilidades dependen de un orden experimental, pueden ser interpretadas como propiedades de dicho orden.
Definen la disposicion o la propensidn del orden experimental para generar ciertas frecuencias caracteristicas cuando
el experimento es repetido a menudo”.

252. Las cuestiones relacionadas con la dificultad de decidir cudndo una sucesion de repeticiones es suficientemente

larga o cudles son los alcances de la expresion “aproximadamente igual”, seran tratadas en la Sec. 3.1.2.

253. Como se vera en la Sec. 3.1.2, a pesar de su afirmacién que “...el autor se ha basado, en gran medida, en el

trabajo de von Mises™, en realidad Kolmogorov, AN. (1933) adopt6 la propuesta de Popper de asociar las probabilidades
a los resultados de un conjunto de condiciones ( 3 ) repetibles y no a los colectivos ( C) de la interpretacion frecuencista.
Kolmogorov, AN. (1933): “Sea un sistema de condiciones, I, gue admiten sucesiones de repeticiones (...) Si la variedad

de los eventos que implican la realizacién de las condiciones 3 que ocurrieron realmente pertenece a un conjunto A
(definido de alguna forma), entonces decimos que el evento A ha ocurrido (...) Bajo ciertas condiciones (...) Podemos

EH)

suponer que a un evento A , que puede o no ocurrir bajo las condiciones 3, se le asigne un nilmero real p(A)

254. Ver Ayer, A.J. (1963).

255. Este planteo también podria ser considerado como una variante del logicismo dirigida a intentar el retorno a una
interpretacion objetivista, asociando el concepto de probabilidad al de las denominadas posibilidades potenciales de V.A.
Fock, segiin las cuales se puede admitir que el conjunto de resultados posibles existe s6lo en la mente del observador, pero
no como una creacion de éste, sino como algo que el observador debe admitir (ver Omelyanoskij, M.E.; Fock, V.A. (1972)).
Sibien el concepto de potencialidad puede hallarse asociado desde sus origenes a denominaciones diferentes (los “mundos
posibles” de Leibniz, los “casos igualmente posibles” de Laplace, los “fundamentos de verdad’ de Wittgenstein, las
“descripciones de estado” de Carnap, los “posibles estados de la naturaleza™ de los teéricos modernos de la teoria de la
decision), es sélo en tiempos recientes que, por obra de K. Popper, fue reconsiderado como un argumento para una
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Una aproximacién habitual a Ia solucién de este problema, relacionado con las condiciones
utilizadas para describir un evento singular, consiste en la definicion de una clase de referenciaa la
cual asignar el evento™, pero debe tenerse en cuenta que esta aproximacién proporciona
probabilidades que, aunque basadas en probabilidades objetivas, son subjetivas: dado que la
opinabilidad acerca de la clasificacion del evento genera un elemento subjetivo®”, las probabilidades
de ocurrencia de eventos nicos, aunque sean basadas en probabilidades objetivas, siempre se
encuentran en una situacion de no-objetividad intrinseca. Como consecuencia de este juicio se puede
concluir en forma inmediata que: i) algunas probabilidades subjetivas pueden ser consideradas
preferibles a otras (pero que estarelacion de preferenciano implica la existencia de una probabilidad
singular objetiva) y ii) el grado de preferencia respecto de las probabilidades subjetivas varia en
forma directa con la magnitud de la evidencia en la que se basan.

Sea un evento singular E que puede ser clasificado como un elemento de una sucesion de
condiciones, S;,S,,S;.... tal que S;c S, c S5 c... . Supdngase que se cuenta con informacién

estadistica que permite obtener buenas estimaciones ( py, p,, ps,... ) de laprobabilidad objetiva sobre
la ocurrencia de E con respecto a las condiciones Si,S,,S;,... . Entonces, de acuerdo con las
consideraciones anteriores, se demuestra que la probabilidad p, es preferible a p,, que p, es
preferible a p, y asi sucesivamente. Si se sustituyen las condiciones S; por la clase de referencia

del conjunto de elementos S, queda definido el llamado principio de la clase de referencia mas
restringida segtin el cual “La regla para estimar la probabilidad de que un elemento en particular
posea una propiedad dada, consiste en elegir como clase de referencia, entre aquéllas a las cuales
pertenezca el elemento, a la mds restringida en la cual la propiedad ocurva con una frecuencia

extrapolable™®,

Un primer problema derivado de la aplicacién de este principio se presenta obviamente
cuando no existe una tnica clase de referencia de méxima restriccién seleccionable. Pero debe
tenerse en cuenta que, atin en el caso en que dicha clase exista, la adopcion del criterio consistente
en asimilar la probabilidad sobre la ocurrencia de un evento singular a su frecuencia relativa en la
clase de referencia mas restringida a la cual pertenece el evento, puede conducir segan Keynes, J.M.
(1921), a una decisién equivocada. Podria suceder que se conocieran circunstancias que no
constituyeran datos estadisticos en una clase de referencia pero que, sin embargo, proporcionaran
razones considerables para corregir la asignacion de probabilidades. En ese caso, la no

decisién), es sélo en tiempos recientes que, por obra de K. Popper, fue reconsiderado como un argumento para una
interpretacion objetivista del concepto de probabilidad.

256. Como se vio en la Sec. 2.3, esta solucién mediante la formulacién de una clase de referencia es tipica de la

interpretacion frecuencista.

257. Howson, C.; Urbach, P. (1989): “...las probabilidades para casos individuales (..) no son objetivas. Son

probabilidades subjetivas cuyas consideraciones de consistencia, sin embargo, indican que deben ser iguales a las
probabilidades objetivas cuando todo lo que se conoce acerca del caso individual es que es un elemento del colectivo
relevante. Esto es todo lo que siempre se desed de una teoria de la probabilidad de los casos singulares: que, en estas
condiciones, fueran iguales a probabilidades objetivas. La doctrina incoherente de las probabilidades objetivas de los
casos singulares tuvo su origen en el fracaso respecto de la determinacién de la sutil diferencia entre los valores de una
probabilidad calculada en base a elementos objetivos y los de la probabilidad intrinsecamente objetiva®.

258 Aver, AJ. (1963).
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consideracion de dicha evidencia cualitativa puede conducir a asignaciones de probabilidades con
una base menos satisfactoria que la que se podria haber obtenido a partir de un analisis total de la
evidencia®®.

Entonces, el procedimiento general para asignar probabilidades a eventos singulares
deberia: i) asignar el evento a la clase de referencia mas restringida para la cual existen datos
estadisticos confiables (suponiendo que exista una clase con estas caracteristicas) y calcular la
frecuencia relativa (» ) de la ocurrencia del evento en dicha clase y ii) tomar en consideracién
cualquier informacion de caracteristicas no-estadisticas que sea relevante para la ocurrencia del
evento en la circunstancia en cuestién y, a la luz de esta informacién, corregir la frecuencia relativa.
En el caso de que existiera mas de una clase de referencia de restriccién méaxima con frecuencias
relativas #,n,5,..., se deberd seleccionar una frecuencia relativa y corregirla utilizando la

informacién no-estadistica. Viceversa, si no existiera ninguna clase de referencia aceptable, la
asignacién de la probabilidad deberia basarse exclusivamente en la informacién no-estadistica.

Si bien este método de asignacién de probabilidades parece razonable, es innegable que
incluye muchos elementos subjetivos y que, en consecuencia, no resulta adecuado para resolver el
problema de obtener una probabilidad objetiva singular, en particular en aquellos casos en los cuales
no se cuenta con informacion estadistica obtenida de sucesiones suficientemente largas de
observaciones.

Luego se puede concluir que, de acuerdo con la interpretacién propensionalista Popperiana,
pareceria razonable admitir la posibilidad de asignacién de probabilidades objetivas sélo a la
reducida familia de eventos E que son resultados de conjuntos S de condiciones repetibles y que,
aun en estos casos, a veces resulta mas razonable considerar a las probabilidades singulares como
subjetivas, aceptando la posibilidad de su fundamento, al menos parcial, en probabilidades singulares
objetivas. Si bien desde este punto de vista y teniendo en cuenta que su origen se relaciona con la
necesidad de permitir la introduccién de probabilidades singulares objetivas, se podria considerar
que la interpretacién propensionalista parece haber fracasado, es necesario reconocer que la
propuesta de Popper logr6 introducir la noci6én de una teoria objetivista no-frecuencista, que admite
una definicién no-operacionalista en la que la probabilidad es presentada como un concepto
primitivo no-definido, caracterizada por el conjunto de axiomas de Kolmogorov*® y vinculada con
las observaciones de una forma mas indirecta que en la definicién frecuencista. Como se mencioné
en la Sec. 2.3, von Mises considerd a los axiomas como obtenidos mediante un proceso de
abstraccion o idealizacién a partir de las leyes (empiricas) de estabilidad de las frecuencias
estadisticas y de irregularidad. Por el contrario, en esta interpretacién Popperiana de la teoria
propensionalista y en la teorfa de la innovacién conceptual, los axiomas son considerados como

259. Keynes, J.M. (1921): “El segundo axioma de Bernoulli, que reconoce que en el cdlculo de una probabilidad todo

debe ser tomado en cuenta, es ficilmente olvidado en estos casos de probabilidades estadisticas. El resultado estadistico

‘es tan atractivo en su capacidad de definicion, que nos conduce a olvidar las consideraciones mds vagas y, sin embargo,
mds importantes que en un caso dado puede incluir nuestro conocimiento. Para un extrafio la probabilidad de que yo
envie una carta al correo sin estampilla puede ser derivada de las estadisticas del servicio de correos; parami estas cifras
no constituyen sino un dato insignificante sobre la cuestion”

260. Ver Sec. 3.1.1.2. Como se verd inmediatamente, existen versiones de la teoria propensionalista (en particular, la

debida a Fetzer, J.H. (1981)(1982)(1988)) en las cuales las propensiones no satisfacen la axiomatica de Kolmogorov, sino
a sisternas axiomaticos alternativos.
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argumentos capaces de explicar y precisar las leyes empiricas. La idea basica de la teoria de la
innovacion conceptual es que los conceptos nuevos en una teorfa pueden ser introducidos como
términos indefinidos, caracterizados parcialmente por los supuestos de la misma, con el objetivo de
derivar de la teoria hechos o leyes observacionales. Si se obtienen explicaciones satisfactorias de los
hechos observados, entonces se puede considerar a la teoria como confirmada y apta para desarrollar

métodos dirigidos a cuantificar los valores de los nuevos conceptos en situaciones particulares®!.

En esta interpretacion propensionalista el problema de la caracterizacién de la forma en que
la probabilidad (tedrica) sobre la ocurrencia de un evento se relaciona con la frecuencia relativa
(observable) del mismo, forma parte del problema de la “falsacion” aplicado por Popper a la
probabilidad. De acuerdo con Popper, K.R. (1934), “Las relaciones entre probabilidad y
experiencia todavia necesitan ser clasificadas. La investigacion de este problema nos conduciré a
lo que pareceria ser una objecion insuperable a mi punto de vista metodolégico. Aungue las
afirmaciones probabilisticas juegan un papel de vital importancia en la ciencia empirica son, en
principio, ‘impermeables a la falsificacion estricta’. No obstante, este aparente inconveniente
constituird la base a partir de la cual testear la validez de mi teoria”*,

La solucién propuesta por Popper a esta dificultad de no poder arribar a una falsificacién
estricta consistié en apelar a la nocidn de “falsacidn metodolégica” segin la cual, aunque las
proposiciones sobre probabilidades no sean estrictamente falsificables, pueden ser utilizadas (y de
hecho lo son en las ciencias experimentales) como argumentos falsables mediante la utilizacion de
tests estadisticos®. De acuerdo con estos tests, una hipétesis H es refutada si el valor del
estadistico correspondiente se ubica en la zona de rechazo, existiendo una probabilidad no-nula de
que esto ocurra aiin cuando la hipétesis H sea verdadera®, Es decir que H puede ser refutada atin
cuando desde un punto de vista estrictamente 16gico no es refutable, lo cual implicareconocer que H
es utilizada como una propuesta falsable atin cuando no es estrictamente falsificable®s*.

Surge, entonces, la necesidad de formular una “regla de falsacion para proposiciones
probabilisticas” que implicitamente justifique la préctica de los tests estadisticos. Sean: i) una

261 Ver Gillies, D.A. (2000).

262. Sea una moneda sobre cuyas caracteristicas no se posee informacién y tal que se supone que la probabilidad de

obtener el resultado “cara” en una tirada dada es igual a p . Entonces, la probabilidad de obtener m veces el resultado

n -
“cara” en unasucesion de » tiradas independientes de dicha moneda estara dada por p(m / n) = (m) P (1 - p)" " De

modo que, no importa cudntas tiradas se realicen, ni cudntas veces se obtengael resultado “cara”, la probabilidad p(m / n)

serano-nula. Lo cual implica que el supuesto que la probabilidad de obtener el resultado “cara” en una tirada es igual a p
no puede ser desestimado como imposible. En otros términos, que este supuesto estd “inmunizado” respecto de la
“falsificacion estricta” (ver Gillies, D.A. (1990)).

263. Popper, K.R. (1934): “...un fisico se encuentra habitualmente ante la disyuntiva de decidir si una hipdtesis

probabilistica particular debe ser aceptada como ‘confirmada empiricamente’ o si debe ser rechazada como ‘falsificada
prdcticamente ™.

264 Yer Sec. 3.3.10.

265. Estos tests, aunque basados implicitamente en la falsacién metodolégica, fueron ampliamente adoptados con

independencia (y ain con ignorancia) de la teoria Popperiana.
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hip6tesis estadistica H que se desea contrastar con respecto a una evidencia que consiste en una
muestra {el,ez,...,e,,} y ii) la variable aleatoria X con una distribucion campanular (una

“distribucién falsable” de acuerdo con la nomenclatura de Popper, K.R. (1934)), f(X).

Seleccionados los valores a y b que determinan las “colas” de la distribucion, la ubicacién del
estadistico en dichas “colas” implica la falsificacion de H , viceversa, su ubicacién en el intervalo
a < X < b implicalacorroboraciénde H . Teniendo en cuenta que la interpretacion deterministica
de la ciencia incorpora consideraciones estadisticas s6lo cuando sus leyes y teorias deben ser
testeadas y que en la interpretacion estadistica la probabilidad est4 incorporada en las leyes, se puede
concluir que la regla de falsacién de Popper constituye una generalizacién natural de la forma de
tratamiento de los errores cuando se contrastan teorias deterministicas. Obsérvese que, a diferencia
de lo que ocurre en la teoria frecuencista, en la que el vinculo entre probabilidad y frecuencia esta
dado por una definicién operacional de la probabilidad en términos de frecuencias relativas, en esta
interpretacion propensionalista Popperiana el vinculo est4 dado por la regla de falsacién mediante
la cual, a partir de hip6tesis probabilisticas, se pueden obtener resultados sobre las frecuencias y
estos pueden ser corroborados por la observacion.

De acuerdo con las consideraciones realizadas hasta aqui, es posible postular una
clasificacién de las teorfas propensionalistas en: i) teorias de repeticiones, en las cuales las
propensiones estin asociadas a condiciones repetibles y son capaces de generar, a partir de
sucesiones de repeticiones suficientemente largas (pero finitas), frecuencias que pueden ser
consideradas como aproximaciones de las probabilidades y ii) teorias de casos singulares, en la
cuales las propensiones son consideradas como capaces de producir un resultado particular en una
situacién especifica®®, La propuesta original de Popper que, como se vio, en cierto sentido abarco
ambas clases, vari6é radicalmente (en particular, en Popper, K.R. (1990)) cuando, en su afin de
preservar el concepto de probabilidad objetiva para eventos singulares, abandono la idea de asociar
a las propensiones con las condiciones repetibles. Consideré que a partir de esta asociacion era muy
dificil trasladar las condiciones repetibles a instancias particulares de las mismas®”’.

Esta propuesta modificada de Popper fue desarrollada por Miller, D.W. (1994)(1996),
quien conservd las probabilidades singulares objetivas de su primera propuesta pero, en su intencién
de resolver el problema fundacional de las probabilidades singulares?%, abandoné la asociacién de
las propensiones con las condiciones repetibles y propuso una asociacién con los estados del
universo®®, transformando al propensionalismo de una teorfa cientifica en una teoria metafisica

266. Fetzer, J.H. (1988) postuld una clasificacion similar, pero considerando a las teorias de repeticiones como referidas

a sucesiones infinitas.

267 Ver Runde, J. (1996).

268. Miller, D.W. (1994): “Resuita. inaceptable que (...) intentemos presentar a las propensiones como ‘tendencias

a producir frecuencias relativas a partir de la repeticion de condiciones o circunstancias similares’ (...) Las propensiones
no estdn situadas en cosas fisicas ni en situaciones locales. Estrictamente, toda propension (absoluta o condicionada)
debe ser referida a la situacion completa del universo en un momento dado. Las propensiones dependen de la situacién
de hoy, no de otras situaciones, aunque sean similares. Solamente de esta forma obtendremos la especificidad requerida
para resolver el problema del caso singular”

269. Miller, D.W. (1994): “La virtud principal de la interpretacion propensionalista radica en que, no importa cudl

de sus variantes se adopte, a diferencia de la teoria frecuencista, logra transformar en comprensibles tanto a las
probabilidades singulares como a las probabilidades en conjuntos y en las sucesiones de eventos repetibles (...) La
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(debe tenerse en cuenta que la asociacion de las propensiones a la circunstancia irrepetible definida
por la “situacion completa del universo (...) en un momento dado” impide su testeo)?™.

La critica fundamental de Miller estuvo dirigida al principio segun el cual las propensiones
eran propensiones a generar frecuencias. Por el contrario, las consideré como propensiones a la
realizacion de resultados particulares: “En la interpretacién propensionalista la probabilidad de la
ocurrencia de un resultado no es una medicién de una frecuencia, sino una medicion de la
inclinacion del estado de los eventos para producir dicho resultado™".

A diferencia de la propuesta original de Popper y de la modificacién de Miller, Fetzer, J.H.
(1982) abandono la idea de asociar las propensiones a un estado completo del universo y propuso
vincularlas a un conjunto completo de condiciones relevantes, de modo que para testear un valor
“conjeturado” de una propensién se deben plantear “conmjeturas” acerca de un elenco de dichas
condiciones relevantes®””. Ahora bien, dadas las dificultades que se presentan para formular las
conjeturas necesarias y, en consecuencia, para testearlas, se puede concluir que en la teoria de Fetzer
las propensiones también observan un cardcter mas metafisico que cientifico y que, por lo tanto, su
concepto no puede ser extendido en forma general a los casos singulares para los cuales es necesaria
una asignacién subjetiva a su probabilidad de ocurrencia®”. No obstante, si el problema de definir
el conjunto completo de condiciones relevantes ( S, ) correspondiente a un caso singular pudiera ser

resuelto, entonces podria ser extendido a sucesiones (finitas o infinitas) generadas por repeticiones
de las condiciones S, y la propuesta de Fetzer proporcionaria una elegante unificacién de la teoria.

En su “World of propensities” (1990), K. Popper propuso ademds la idea de interpretar a
la propensién como una generalizacion de la nocion de causa: “La causacion no es sino un caso
especial de la propensicn: es el caso de una propension igual a 1". Este planteo esta afectado por
una dificultad irresoluble: la causalidad implica una direccién temporal definida (si E, causaa E,

y si E; ocurre antes que E,, entonces E, no puede ser causa de E,). En este sentido esta

interpretacion propensionalista basada en la causalidad general supone un futuro no-deterministico
definido por un conjunto de resultados posibles (de naturaleza ontolégica, es decir, no relacionado
con la ignorancia del observador) medibles a partir de la informacién empirica, y un pasado formado
por un conjunto de elementos que eran contingentes (en el sentido que cada uno de ellos constituia

interpretacidn propensionalista (...) es una interpretacion objetivista en la que las probabilidades singulares constituyen
el concepto supremo”.

270. Miller, D.W. (1996): “Dado que muchas propensiones son postuladas como no sometibles a una valuacicn

empirica, la interpretacion propensionalista de la probabilidad es inevitablemente metafisica”. Popper, K.R. (1990): “En
muchas clases de eventos (..,) Las propensiones no pueden ser medidas, su situacién relevante varia y no puede ser
repetida. Este es el caso referido a diferentes propensiones de algunos de nuestros predecesores en la evolucion, a
generar chimpancés o generarnos a nosotros mismos, Las propensiones de este tipo son, por supuesto, no-medibles, ya
que la situacion no puede ser repetida. Es unica. Sin embargo, no hay nada que nos impida suponer que dichas
propensiones existen, y que pueden ser estimados especulativamente”.

211 Miller, D.W. (1994).

272. Fetzer, J.H. (1982): “... no debe suponerse que las propensiones a producir resultados (...) dependen, en general,

del estado completo del mundo en un momento dado, sino de un conjunto completo de condiciones relevantes (..) las
cuales ocurren en ese mundo y en ese momento”

23 Ver Fetzer, J.H. (1993).
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un conjunto de posibilidades potenciales), y hoy ya no son eventos probables, sino resultados
observables. Se puede concluir, entonces, que la interpretacién propensionalista causal se ubica en
una posicion intermedia entre la interpretacion deterministica Laplaciana, que considera que, tanto
el pasado como el futuro estin determinados y que es la ignorancia la que no permite al observador
conocerlos en forma completa y la interpretacion subjetivista, que supone que todo conocimiento
histérico es sélo probable, es decir, que el pasado no tiene existencia objetiva, que constituye
simplemente un conjunto de evaluaciones subjetivas y que aftribuirle, por lo tanto, una existencia
objetiva implica una afirmacién de caracter metafisico (de acuerdo con la interpretacién subjetivista,
el pasado y el futuro poseen la misma consistencia: no son nada mas que estados de 4nimo del
observador).

Como se ver4 en la Sec. 3.4.3, las probabilidades poseen una simetria en tanto que, de
acuerdo a lo mencionado precedentemente, la causalidad es asimétricay la no consideracion de esta
circunstancia genera incongruencias del tipo de la conocida como paradoja de Humphreys que,
segin Salmon, W.C. (1979), en términos de esta formulacién propensionalista basada en la
causalidad general, puede ser expresada de la siguiente forma®™: “Como puntualizé Paul W.
Humphreys en una comunicacion privada, existe una limitacion importante en la identificacién de
propensiones con probabilidades, en particular para comparar propensiones con probabilidades

‘inversas’. Dadas las probabilidades ‘directas’ podemos, utilizando por efemplo el teorema de
Bayes, calcular la probabilidad de una causa particular de fallecimiento. Supongase que contamos

con un conjunto de probabilidades a partir de las cuales podemos deducir que la probabilidad de

_ . . 3 . o
que una persona fallezca por haber recibido ur disparo en la cabeza es igual a rk Seria extrario,

bajo estas circunstancias, afirmar que este cadaver tenia una propension (;tendencia?) igual a 2

de que su crdneo hubiera sido perforada por una bala. Yo pienso que la propensién puede ser un
concepto causal util en el contexto de una teoria probabilistica de la causacidn, pero utilizada de
cualquier otra forma, parece heredar la restriccion de la asimetria de la relacion causal”.

La paradoja de Humphreys fue resuelta en €l ambito de la teoria de Fetzer a partir del
principio de que no todas las probabilidades de eventos condicionados son propensiones (en el
sentido de causas generalizadas). “...en virtud de su ‘direccion causal’, las propernsiones pueden ser
formalizadas como probabilidades ‘absolutas’ o ‘condicionadas’ que satisfacen tanto las relaciones
de probabilidad directas como inversas™”.

274. Este problema aparece publicado por primera vez en Salmon, W.C. (1979). La denominacién como “paradgja
de Humphreys™ se debe a Fetzer, J.H. (1981). En Humphreys, P. (1985) figura una exposicién de la paradoja, discutida
criticamente con posterioridad por McCurdy, S.I. (1996).

275. Fetzer, J.H. (1982). Un intento previo de solucién a la asimetria de Ia interpretacion causal se produjo en el &mbito
de las ya mencionadas posibilidades potenciales de Omelyanoskij, M.E.; Fock, V.A. (1972), en el cual es posible asignar
probabilidades a los eventos pasados y a sus distintas posibilidades potenciales. La diferencia entre ambas probabilidades
radica en la diversidad de las evidencias sobre las cuales se basan: no es lo mismo estimar la probabilidad del
comportamiento de un activo mafiana, que estimar la probabilidad del comportamiento de ese mismo activo hace cinco
afios. La evidencia de que se dispone para la evaluacion de esta ultima probabilidad comprende aquello que se sabe que
ha ocurrido hasta hoy, es decir, comprende el conocimiento de eventos que entonces eran futuros. Luego se puede concluir
que ésta probabilidad de eventos pasados, en la medida que esté relacionada con el conocimiento del observador y no con
larealidad, es una probabilidad de naturaleza epistemolégica. Por €l contrario, la probabilidad de una posibilidad potencial,
cuya asignacion no esta vinculada a la ignorancia del observador, es de naturaleza ontolégica.
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Dado que en el marco conceptual causal generalizado las propensiones no satisfacen los
axiomas de Kolmogorov, Fetzer, J.H. (1981) desarrollé una axiomética alternativa (a la que
denomin6 “cdlculo probabilistico causal”’)*"®, que podria ser considerado como una “teoria de la
probabilidad no-estdndar” o no Kolmogoroviana (Fetzer, J.H. (1981): “Quizds esto signifique que
la construccion propensionalista debe ser clasificada como una concepcidn no-estdndar de la
probabilidad, ;lo cual no excluye su importancia como una interpretacion de la probabilidad! La
geometria no-Euclidiana surgié como una concepcion no-estandar de la geometria, pero esta
circunstancia no disminuyé su importancia. Por lo tanto la construccion propensionalista de la
probabilidad podria ser considerada capaz de formular una interpretacion no-estdndar, asi como
las construcciones de la geometria no-Euclidiana formularon interpretaciones no-estdindar de la
geometria, con anterioridad al advenimiento de la relatividad especial y general®)*”

2.7.- El monismo y el pluralismo en la interpretaciéon de la probabilidad

Un hecho sumamente importante que surge del analisis de los textos de los siglos XVII 'y
XVIII mencionados en el Cap. 1, es que para sus autores no existian definiciones rigidas de la
probabilidad (cada uno, en una misma obra, empled indiferentemente las acepciones cléasica,
frecuencista y subjetivista), sino distintos métodos de inferencia cuyas caracteristicas dependian del
contexto en el que debian ser utilizadas.

Este fenémeno se debi6 a que, curiosamente, en los origenes de la teoria de la probabilidad
el contraste entre las interpretaciones objetivista y subjetivista fue menos profundo que en la filosofia
de la época®™®. Fue el advenimiento de la llamada doctrina de la asociacién de ideas -que, a partir
de la vinculacién de la psicologia y la epistemologia, intent6 explicar los procesos psicoldgicos
subyacentes al comportamiento racional- la que proporcioné el fundamento conceptual que posibilitd

las transiciones entre las interpretaciones objetivista y subjetivista®”.

Como ya se menciono en la Sec. 2.5, los fundamentos de este principio de “filosofia cum
psicologia” de la ciencia fueron establecidos por J. Locke (“Essay on human understanding” (1689))
quien asoci6 las interpretaciones cualitativa y cuantitativa de la evidencia objetiva y las vinculé a
la interpretacion logicista de la probabilidad (una interpretacién casi exclusivamente filoséfica, no
necesariamente cuantitativa) basada en grados de creencia, generando, de esta forma, una relacion
del tipo “experiencia=creencia”. A través de este paralelismo entre las interpretaciones objetivista
y subjetivista el asociacionismo logré explicar la relacién entre razonabilidad y teorfa de la

276. Conocido también como ¢dlculo probabilistico de Fetzer-Nute.

277. Este problema ser4 tratado con més detalle en la Sec. 3.4.3.

278. Daston, L. (1988): “Los fil6sqfos aiin se cuestionan cémo la probabilidad puede significar, a la vez, un grado
de creenciay un niimero de observaciones repetidas. Christian Huygens, Gottfried Leibniz y otros probabilistas del siglo
XVII identificaron ambas interpretaciones sin dudar y sin necesidad de ningin otro tipo de justificacion”.

279. Daston L. (1988): “Desde la perspectiva del siglo XX la interpretacion cldsica combina un epistémico ‘Ars

conjectandi’y un frecuencista ‘Doctrine of chances' conuna arrogante -o saludable, segtin sea el punto de vista- omision
de las diferencias filosdficas”.
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probabilidad postulada por los l6gicos de Port Royal y los apologistas ingleses de la Royal
Society®®. La tesis de Locke sostenfa que, a partir de la repetida correlacion de sensaciones que la
mente transformaba en asociacién de ideas, la experiencia generaba creencia y, por lo tanto,
probabilidad”®'. De modo que, cuanto mayor fuera la frecuencia de la correlacién observada, més
fuerte resultaria la asociacién mental y, por lo tanto, mas intenso seria el grado de creencia, la

probabilidad y, en consecuencia, la confiabilidad de las generalizaciones inductivas®®2,

Ademés de las inductivas, Locke, J. (1689) consideré un tipo de generalizaciones
analdgicas (sobre cuestiones que se encontraban mis allé del alcance directo de los sentidos) las
cuales, en base a la “...conexion gradual de toda esa variedad de cosas que vemos en el mundo”,
generaban una probabilidad “mds débil” que la anterior: “La probabilidad es la apariencia de un
acuerdo sobre demostraciones falibles. Es suplir el deseo de conocimiento. Nos hace suponer que
los casos son verdaderos, antes que sepamos si verdaderamente lo son. Los dmbitos de la
probabilidad son dos: la conformidad con nuestra propia experiencia, o el testimonio de la
experiencia de los otros. Luego, la probabilidad suple el defecto de nuestro conocimientoy nos guia
donde éste falta, siempre sabe acerca de las proposiciones respecto de las cuales no tenemos
certeza sino sé6lo alguna induccion para considerarlas verdaderas. En resumen, sus dmbitos son:
i) la conformidad de cualquier cosa con nuestro conocimiento, observacion y experiencia y ii) el
testimonio de otros que atestiguan sobre su observacidny experiencia. En el testimonio de los otros
debe considerarse: i) el nimero; i) la integridad; iii) la habilidad de los testigos; iv) si el
testimonio es extraido de un libro, el designio del autor; v) la consistencia de las partes y
circunstancias de la relacién y vi) los testimonios opuestos (...) la probabilidad es realidad o
especulacion”.

Como se menciond en la Sec. 2.3 y como se vera en el Cap. 11, Bernoulli, J. (1713) no sélo
coincidi6 con Locke y los apologistas ingleses de 1a teologia natural en que se podia aprender a partir
de la experiencia sino que, utilizando el principio de la inversi6n de la probabilidad, planteé la idea
de que ese aprendizaje era cuantificable. Posteriormente de Moivre, A. (1730), continuando los
trabajos de J. Bernoulli, concluyé que el aprendizaje aumentaba en forma proporcional a la raiz
cuadrada del niimero de observaciones independientes realizadas. Este proceso de inversion de la
probabilidad tuvo su culminacién en el teorema de Bayes (“An essay toward solving a problem in
the doctrine of chances" (1764))**,

Como continuador de la obra de Locke, George Butler (“Analogy of religion, natural and

280. Como un corolario del ya mencionado planteo asociacionista de Locke, el principio de la probabilidad directa

(conocido también como principio principal) establece que, si se conociera que 1a probabilidad objetiva -fisica- de un
evento (en el sentido de limite de su frecuenciarelativa)es 7 y no se contara con ninguna otra informacion relevante sobre
el particular, €l grado de creencia subjetivo apropiado sobre la ocurrencia de dicho evento, deberia ser iguala 7 .

281. En otros términos, la psicologia asociacionista hizo de la mente un tipo de maquinaria capaz de medir

autométicamente frecuencias de eventos pasados y de calcular, en consecuencia, grados de creencia sobre su recurrencia
futura,

282. Locke, J. (1689): “El testimonio incuestionable y la experiencia, por lo general, producen confianza. El

testimonio justo y la naturaleza de la cosa indiferente también producen una creencia segura. Cuando la experiencia y
los testimonios se oponen, los grados de probabilidad varian en forma infinita. En lo que se refiere a los testimoinios
tradicionales, cuanto mds lejanos, menor serd su influencia”.

283. Ver Cap. 13.
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revealed, to the constitution of nature” (1736)) también considero, en el marco de la interpretacién
epistémica de la probabilidad, razonamientos inductivos y analégicos expresados en términos
frecuencistas. Coincidié con Locke en que la probabilidad diferia de la demostracién porque admitia
grados “..desde el mds alto de la Certeza moral al mds bajo de la Presuncidn”, equivalentes a los
“grados de conviccion”, que aumentaban o disminuian con la experiencia del observador, de modo
que la agregacién de observaciones sobre la ocurrencia de un fenémeno féctico realizadas”...por
toda la eternidad por toda la humanidad (...) nos da la absoluta seguridad de su ocurrencia™®®*.

Por su parte, Hume, D. (1739), si bien coincidié con el planteo de Locke de igualar
probabilidad, experiencia y creencia®®’, reconocié dos dimensiones netamente diferenciadas en su
concepcidn asociacionista-empirista: una psicolégica-escéptica y otra matematica-cuantitativa y
logré una asimilacién sin precedentes hasta entonces entre probabilidades filoséficas y matematicas.
Siguiendo los postulados de la epistemologia empirista, distingui6é dos fuentes para la asignacién de
probabilidades: una basada en la chance y otra en las causas (donde el concepto de chance implicaba
la “negacion de la causa”, y la existencia de la causa interrumpia el estado de “indiferencia
perfecta” entre los resultados posibles, equivalente a la garantia de equiprobabilidad en la
interpretacién clasica)”® y, a partir de una interpretacién eminentemente descriptiva de la
probabilidad y con un razonamiento tan escéptico como el que empleé en su tratamiento de la
inferencia inductiva, consider6 a ambas probabilidades (objetiva y subjetiva) en términos
cuantitativos. Por otra parte, en contraste con el pensamiento de Locke, Hume consideré que, si bien
la mente procede naturalmente de acuerdo con las probabilidades, no se puede asegurar que esta
forma de proceder searazonable. Rechaz6 laracionalidad de tales inferencias sobre el futuro en base
auna evidencia formada por la suma de repeticiones de eventos idénticos y acepté la psicologia que

284. En “dnalogy of religion, natural and revealed, to the constitution of nature” (en la que la tradicién probabilistico-
filosofica fundada por los apologistas ingleses de la Royal Society alcanzé su punto culminante), Butler aplicé Ia
interpretacién de la probabilidad basada en un gran niimero de observaciones al evento "que mafiana amanezca". Este
argumento fue adoptado posteriormente por R. Price en su Apéndice a “An essay toward solving a problem in the doctrine
of chances” (1764) de Th. Bayes: “Supongamos el caso de una persona recién llegada a este mundo que deseara
comprender, a partir de su observacién, el ordeny el curso de los eventos que en él ocurren, Probablemente el sol seria
el primer objeto que llamaria su atencidn; pero después de haberlo visto desaparecer la primera noche, se encontraria
en una situacion de ignorancia total acerca de la posibilidad de verlo nugvamente. Esta persona se encontraria, por lo
tanto, en la situacion de aquél que estd realizando por primera vez un experimento acerca de un evento del cual nada
se conoce. Cuando se produzca la segunda aparicion, es decir, el primer retorno del sol, surgird en esta persona una
expectativa de un segundo retorno y podria reconocer una probabilidad de 3 a 1 para esta ocurrencia, Como ya se
expuso, esta probabilidad aumentaria con el niimero de retornos que fuera observando. Pero ningtin nimero finito de
retornos seria suficiente para generar una certeza absoluta o fisica. Supdngase que havisto el vetorno del sol a intervalos
regulares un millén de veces. Esta circunstancia garantizaria las siguientes conclusiones: existird una probabilidad de
la millonésima potencia de 2 a I de que retorne nuevamente al cabo del periodo habitual. Existird una probabilidad
expresada por 0,5352 de que la probabilidad de esta ocurrencia no fuera mayor que 1.600.000 a I; y una probabilidad
expresada por 0,5105 de que no fuera menor que 1.400.000 a 1", Este ejemplo del amanecer termin6 transformandose en
un lugar comun de la literatura sobre la inversién de la probabilidad (ver Sec. 3.1.2).

285. Hume, D. (1739):. “Dado que el hdbito que genera la asociacidn surge de la frecuencia en la conjuncion de

objetos, debe arribar a la perfeccidn en forma gradual y debe adquirir mds fuerza con cada caso observado. Con el
primer caso poseerd ninguna fuerza o una fuerza muy pequefia; el segundo caso observado la incrementard algo; el
tercero la hard aiin mds sensible. Es a través de este lento procedimiento que nuestro juicio ha de arribar a una seguridad
total”,

286 . « .. . » « >
. Hume consideraba al “estado de indiferencia perfecta como el “estado mental natural”.
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las hacia inevitables (ver Daston, L.J. (1988))*".

Si bien el tratamiento filos6fico-psicolégico de Hume acerca de la relacién entre la
frecuencia de ocurrencia de un resultado, el grado de creencia y lamedida de la probabilidad (quizas
el aporte mas importante sobre el tema en el siglo XVIII) es, sin duda, més cuantitativo que el de
Locke y el de Butler, no hace ninguna referencia explicita al célculo de probabilidades. Como se
mencioné en la Sec. 1.3, fue D. Hartley (“Observations on man, his frame, his duty and his
expectations” (1749))*® quien, a partir de la asimilacién de las generalizaciones inductiva y
analdgica de Locke y en base a las consideraciones de de Moivre, A. (1738) sobre las implicaciones
del teorema de J. Bernoulli, proporcioné los fundamentos mateméticos al asociacionismo.

Otra etapa importante en este proceso de cuantificacién de la vinculacion entre creencia,
induccién y analogia y probabilidad se debe a George Leclerc Buffon quien, en su “Essais
d'arithmétique morale” (1777)*, introdujo consideraciones sobre la probabilidad a partir de una
jerarquia de certidumbres que denomind “matemdtica”, “fisica” vy “moral”, derivadas
respectivamente de argumentos demostrativos, inductivos y anal6gicos. Buffon, al igual que Butler
y que Price, utiliz6 el ejemplo del amanecer (pero, contrariamente al planteo de Price, no utilizo el
concepto de probabilidad inversa). Partiendo del supuesto de que los dos resultados posibles de este
fenémeno (“que amanezca” y “que no amanezca’) eran equiprobables (obviamente, ambos con

1 .
probabilidades ignales a 5) y teniendo en cuenta que se habia podido observar que, sin excepcion,
el resultado “amanecer” se habia producido todos los dfas de los ultimos 5781 afios, concluyé que

1
la probabilidad del evento “que mafiana amanezca” era iguala 1- o (donde »n denotaba el total

de observaciones diarias realizadas desde la creacién de la Tierra)®®

la certeza fisica.

y asimil6 esta probabilidad a

Para ilustrar la certeza moral Buffon recurrié a un curioso ejemplo de connotaciones
psicologistas, relacionado con la mortalidad: La experiencia cotidiana dice que ningtin individuo,
sano y razonable, de una edad determinada (por ejemplo, 56 afios, para coincidir con el ejemplo de
Buffon) pondria en duda su supervivencia por un corto periodo de tiempo (por ejemplo, 24 horas),
a pesar de que exista una probabilidad muy pequefia (pero no-nula) de fallecer en dicho periodo

287. Fue Etienne Bonnot de Condillac (“Essai sur l'origine des connaissance humaines” (1746), “Traité des

sensations” (1754)) quien planted por primera vez, reparos acerca de la validez de la relacion automética “frecuencia-
creencia’.

288. Esta obra -que combina elementos del asociacionismo de Locke con las especulaciones psicologicas referidas a

las bases vibratorias de la sensaci6n, contenidas en “Opticks” (1730) de 1. Newton y con las teorias del Reverendo John Gay
(“Preliminary dissertation concerning the fundamental principle of virtue and morality” (1731))- revela una influencia
muy fuerte de los apologistas ingleses de la Royal Society y, en particular, de la ya mencionada “Analogy of religion,
natural and revealed, to the constitution of nature” (1736) de J. Butler.

289. Publicado como apéndice de su “Histoire naturelle”.

290. Debe recordarse que en 1777 la edad atribuida a la Tierra segiin la cronologia del Reverendo James Ussher, obispo

de Armagh, era de 5781 ailos.
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(0.0001 de acuerdo con las tablas de la época). A partir de esta experiencia asignoé la categoria de
“moralmente cierta” atoda proposicién cuya probabilidad fuera mayor o igual a 0.9999 y, dado que

14 4 13
(-;—J < (%) < (E) , concluy6 que bastaba que el resultado de un fenémeno eventual ocurriera

sucesivamente 13 6 14 veces para que pudiera ser considerado como moralmente cierto.

Obviamente Buffon no consider6 a este método como universalmente aplicable a todos los
casos de inferencia de probabilidades, sino como vélido solamente en aquellas circunstancias en que
las causas del fenémeno en estudio fueran constantes e inaccesibles a la observacién directa®' (debe
tenerse en cuenta que la hipdtesis fundamental de su razonamiento consistia en suponer que no
existian fenémenos genuinamente aleatorios, que atn los “efectos aleatorios™ se regian por causas
naturales ... heterogéneas, necesariamente variables y tan versdtiles como fuera posible. Luego, de
la nocién de azar se puede concluir que evidentemente no existe ningtin vinculo entre sus efectos,
de modo que el pasado no puede, de ninguna forma, influir sobre el futuro”)*®.

A partir de la versién de Laplace del teorema de Bayes y fundandose en el principio de
uniformidad de la naturaleza, Marie-Jean Nicolas Caritat-Condorcet (introduccion a la memoria “Sur
les probabilités” (1778) de Laplace), en otro intento por cuantificar la influencia de la experiencia
histérica sobre el grado de creencia, desarroll6 una filosofia de la relacion entre el método cientifico
y dicho grado de creencia, basada en Ia probabilidad inversa. Reconoci6 a la experiencia histérica
como “la unica regla de nuestras opiniones y de nuestras acciones” y admitio la posibilidad de
calcular, en ciertos casos, el incremento en la asignacion de la probabilidad asociada a dicha regla
a partir de la acumulacioén de observaciones.

Debe tenerse en cuenta que, mis alld de las consideraciones precedentes, la “Théorie
analytique des probabilités” de Laplace continué dominando el desarrollo de la teoria de la
probabilidad en Europa, hasta alrededor de 1860. Esta prolongacion de la persistencia del paradigma
clasico es atribuible: i) al escaso suceso de “Recherches sur la probabilité des jugements” (1837)
de S.D. Poisson (quien podria ser considerado como el sucesor natural de Laplace), debido
fundamentalmente al categérico rechazo de los filésofos de la primera mitad del siglo XIX a la
aplicacion de la teoria de la probabilidad a las ciencias morales®”; ii) a la ausencia de competidores
serios o sucesores genuinos de Laplace -posteriores a Poisson- hasta bien entrada la segunda mitad
del siglo XIX y iii) al desarrollo de la teoria del error, que habia constituido un tema central de
investigacion durante el siglo XVIII y que resurgi6 y ocup6 un lugar prominente como consecuencia
del éxito obtenido por el método de los cuadrados minimos de C.F. Gauss®*.

291 . . .
. Obviamente en los casos en que las causas del fenémeno fueran evidentes no serd necesario acumular

observaciones repetidas para obtener la certidumbre fisica.

292 Buffon, G.L. (1777).

293. P.P. Royer-Collard (“Discours prononcés dans la séance publique tenue par I'Académie Frangaise pour la
recepction de Monsieur Royer-Collard, le 13 november 1827"). “La descripcion matemdtica del cosmos es diferente de
la descripcion de la ciencia moral, la cual estd relacionada con los seres humanos; ésta estd basada en principios mds
complejos y misteriosos, a los que la ciencia matemdtica no se puede aproximar”.

294. Este tema sera tratado con detalle en ¢l Cap. 14.
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Segin se menciono al comienzo de esta seccidn, asi como el desarrollo de la teoria de la
asociacién de ideas vinculd a las interpretaciones objetivista y subjetivista de la probabilidad, su
declinacién en el siglo XIX profundizé las diferencias entre las mismas hasta tornarlas
incompatibles. Es asi que, a partir del replanteo en términos de una “posibilidad objetiva” que
expresaba “.../a existencia de unarelacién entre las cosas™ y una “probabilidad subjetiva” vinculada
con “...nuestra forma de juzgar o sentir, que varia de un individuo a otro”* realizado por Siméon
Denis Poisson**, Antoine Augustin Cournot*’, Robert Ellis®® y George Boole®”, la comparacién
de estas interpretaciones se convirtié en el tema central de las discusiones sobre la nocién de
probabilidad®®.

No obstante esta aparente polarizacion, debe tenerse en cuenta que, entre las posiciones
subjetivista y objetivista pura, existe un espectro de teorias, como por ejemplo la ya mencionada
definicién de probabilidad intersubjetiva®®. La cual considera que en la mayoria de los casos los
grados de creencia de los individuos evaluadores, en la medida que son asumidos en comin por
todos o casi todos los miembros de un grupo mediante interacciones en el mismo, se puede

considerar que poseen un caricter social’®.

Como se vera en la Sec. 3.3.7, la eleccion por parte de un grupo social de una probabilidad
intersubjetiva o de consenso, lo colocaré en la posicién de poder asegurar que ningtin jugador que
apostara contra dicho grupo se encontraria en condiciones de obtener una ganancia cualquiera fuere

el resultado del juego®®.

295, Cournot, A.A. (1843) denominé “posibilidad’ a la relacion entre la probabilidad cuantitativa y la naturaleza de
las cosas.

296. “Recherches sur la probabilité des jugementes” (1837). Si bien Poisson reconocié profundas diferencias entre

las probabilidades objetiva y subjetiva, desarrollé gran parte de su trabajo en el ambito de la teoria de la probabilidad a
partir de la interpretacion clésica, pero adopto la interpretacién subjetivista en sus desarrollos sobre la inversién de la
probabilidad, en los que tom6 en consideracién muchos de los supuestos episternoldgicos enunciados por Bayes, Laplace
y Condorcet (ver Cap. 13).

297. “Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses” (1838), “Mémoire sur les applications

du calcul des chances a la statistique judiciaire” (1838), “Exposition de la théorie des chances et des probabilités” (1843).
298. “On the foundations of the theory of probabilities” (1849).

29« 4 investigation of the law of thought” (1854).

300. Como s¢ veré en el Cap. 3, Cournot, Ellis y Boole pueden ser considerados los primeros probabilistas que se

apartaron definitivamente de la interpretacién clésica. De acuerdo con su apreciacion, la probabilidad cuantitativa no
constituia una medida del grado de creencia, ni siquiera podia ser considerada como “...Ja razén para creer”, sino “...la
medida de la posibilidad fisica” (Cournot, A.A. (1843)).

301. Ver Sec. 2.5.

302. De acuerdo con Kuhn, T.S. (1962), por ejemplo, los cientificos que trabajan en un 4rea especifica, en general,

adoptan en comun un paradigma que contiene un conjunto de teorias y proposiciones empiricas.

303. Ryder, J.M. (1981): “Los subjetivistas aceptan que individuos diferentes posean diferentes grados de creencia,
pero no analizaron con detalle la aplicacién del argumento ‘Dutch book’ a la situacién que involucra a mds de una
persona. Si se consideran dos (0 mds) personas con grados de creencia diferentes sobre la ocurrencia de un evento simple

E |, puede suceder que se genere un Dutch book en su contra. Lo cual es tan ‘desastroso’y ‘obviamente arbitrario’ como
puede serlo para un individuo. Esto significa que los subjetivistas, en realidad, nuncarealizaron las apuestas concebidas
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No obstante, podria suceder que, en un grupo social, un subconjunto mayoritario de sus
integrantes conviniera en adoptar una probabilidad de consenso y otro subconjunto (minoritario)
asumiera probabilidades subjetivas sobre la ocurrencia de un evento distintas de la probabilidad
intersubjetiva. Esta circunstancia no modifica el razonamiento precedente y permite concluir que las
probabilidades intersubjetivas no deben reemplazar completamente a las probabilidades subjetivas,
que ambas son necesarias para una evaluacion del grado de creencia de los individuos.

La interpretacion intersubjetivista de la probabilidad puede ser considerada como una
posicién intermedia entre la interpretacién logicista de las primeras obras de Keynes y la
interpretacion subjetivista critica de Ramsey. Segilin Keynes existe un grado de creencia racional
individual sobre una conclusién C a partir de una evidencia e . Si esta afirmacion fuera verdadera,
se deberia esperar que casi todos los individuos poseyeran dicho grado de creencia racional dada la
evidencia e, dado que se puede asegurar que la mayoria de los individuos son racionales. Ahora
bien, considerando que inevitablemente en todo grupo social existen individuos cuyos razonamientos
son eminentemente intuitivos o cuyos grados de creencia se basan en patrones l6gicos no-estandar,
se puede concluir que este consenso nunca serd completo. Por otra parte en los casos en que, si bien
la evidencia e justifica la conclusién C, no se vincula légicamente con C, distintos individuos
pueden arribar a conclusiones diferentes sobre la evaluacion del grado de creencia sobre la
conclusion C, ain cuando cuenten con el mismo grado de informacién y de experiencia y
suponiendo que actiian racionalmente. De modo que se puede concluir que ese grado de creencia
singular Keynesiano compartido a nivel universal es de existencia puramente ideal®™.

A fin de completar el espectro de definiciones de probabilidad, debe tenerse en cuenta que
la interpretaciones objetivas pueden se clasificadas en: i) aquéllas que son puramente objetivas,
relacionadas con elementos independientes del individuo evaluadory if) aquéllas que incluyen alglin

elemento subjetivo, denominadas artefactuales®®.

Los principales autores mencionados en las secciones precedentes, especialmente Keynes,
von Mises y de Finetti, adoptaron una posicién monista respecto de la definicion de probabilidad,
es decir consideraron que su interpretacion de la probabilidad era aplicable en todos los casos. En
particular von Mises consideré que su interpretacion frecuencista abarcaba todos los casos en los que
la teorfa matematica de la probabilidad podia ser aplicada, que si bien existia una nocién de
probabilidad basada en el sentido comun no cubierta por su definicién frecuencista, ésta era
puramente cualitativa.

En contraste con este punto de vista monista, existen posiciones pluralistas segiin las cuales
el calculo matematico admite interpretaciones diferentes, cada una de las cuales es valida en un drea
de aplicacion o en un contexto en particular. Entre las posiciones pluralistas cabe mencionar la

de acuerdo con el argumento Dutch book. Si lo hubieran hecho, hubieran podido hallar dos o mds subjetivistas con grado
de creencia diferentes y construir un sistema de apuestas del que hubiera resultado una pérdida cierta para los
subjetivistas considerados como un grupo”.

304. Probablemente la proposicion de Keynes se base en una generalizacion a un nivel universal del consenso

(doméstico) en los grados de creencia racional de los miembros de la Sociedad de los Apostoles (ver Gillies, D.A. (1991)).

305. Cabria agregar aqui la interpretacién formalista segun la cual la probabilidad es asimilable a un simbolo que

juega un papel especifico en un sistema de axiomas matematicos, pero que no posee ningun significado en si mismo (ver
Cap. 3).
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conocida como visién biconceptual de F.P. Ramsey, que considera que el significado de la
probabilidad en logica (tanto inductiva como deductiva) puede ser diferente de su significado en
estadistica (Ramsey, F.P. (1931): “En este ensayo la teoria de la probabilidad es asumida como una
rama de la Iogica, la Iégica de la creencia parcial y del argumento no-concluyente; pero esto no
implica sugerir que éste es el unico ni siquera el mds importante aspecto en esta materia. La
probabilidad es de fundamental importancia no sélo en légica, sino también en estadisticay en
Sisica’y no podemos asegurar de antemano que su interpretacion tan util en logica serd también
apropiada en fisica. Es claro que la diferencia de opinion entre los estadisticos que, en su mayoria,
adoptan la teoria frecuencista de la probabilidad y los l6gicos que, en general, la rechazan, hace
que parezca que las dos escuelas estuvieran discutiendo cosas diferentes y que la palabra
‘probabilidad’ fuera usada en un sentido por los estadisticos y en otro sentido por los ldgicos.
Nuestras conclusiones son que el significado de la probabilidad en I6gica no debe ser tomado como

prejuzgando su significado en fisica”y*,

Ramsey, F.P. (1926) propuso dos interpretaciones de la probabilidad, una frecuencista en
términos de cocientes de clases y otra como grado de creencia parcial’” y plante6 una forma de
relacién entre ambas: “...existen muchas conexiones entre creencias parciales y frecuencias. Por
ejemplo, las frecuencias observadas a menudo conducen a los correspondientes grados de creencia
y las creencias parciales, de acuerdo al teorema de Bernoulli, conducen a la expectativa de las
correspondientes frecuencias. Pero ninguna de éstas es la conexion que deseamos; una creencia
parcial, en general, no puede ser relacionada unicamente con la frecuencia real, la conexién
siempre se construye tomando la proposicion en cuestion como una instancia de una funcion
proposicional. Cudl funcién proposicional elegir constituye un decision en cierta forma arbitraria
que influird considerablemente sobre la frecuencia correspondiente. Las pretensiones de algunos
exponentes de la teoria frecuencista de que en una proposicion frecuencista, la creencia parcial
significa creencia total, no es sostenible. Pero hemos hallado que la idea de creencia parcial
involucra una referencia a una frecuencia hipotética o ideal; suponiendo que los éxitos sean

m
aditivos, el grado de creencia — es el tipo de creencia que conduce a la accion dptima si en n
n

repeticiones se obtiene que en m veces laproposicion es verdadera o, en formaresumida, podemos
decir que es la clase de creencia mds apropiada para un niimero de ocasiones hipotéticas idénticas

m
en una proporcion ~ - en la cual la proposicién es verdadera. Es esta conexion entre la creencia

parcial y la frecuencia la que nos permite utilizar el cdlculo de las frecuencias como un célculo de
la creencia parcial conmsistente. Y, en este sentido, podemos decir que las dos interpretaciones
constituyen los aspectos objetivoy subjetivo del mismo intimo significado, asi como la légica formal

306. Como se menciond en la Sec. 2.4, Carnap, R. (1950) propuso dos conceptos de probabilidad: Pr, , utilizado en

logicay Pr, , utilizado en estadistica y fisica. Camap desarroll6 estas definiciones basandose, respectivamente, en la
interpretacion logicista de J.M. Keynes, L. Wittgenstein y F. Waismann y en la interpretacién frecuencista de R. von Mises
y H. Reichenbach, consider6 a Pr, como secundaria y s¢ dedico casi con exclusividad al anélisis de la nocién
correspondiente a Pr; .

307. Ramsey, F.P. (1931): “...al comienzo de este ensayo hemos visto que el cdlculo de probabilidades puede ser
interpretado en términos de cocientes de clases; ahora hemos hallado que también puede ser interpretado como un
cdlculo de la creencia parcial consistente. Por lo tanto, resulia natural que supongamos la existencia de una intima
conexion entre estas dos interpretaciones que permita una explicacion de la posibilidad de aplicacion del mismo cdlculo
matemdtico a dos conjuntos de fenomenos diferentes”.
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puede ser interpretada objetivamente como un cuerpo de tautologiay subjetivamente como las leyes
del pensamiento consistente”.

Teniendo en cuenta el ya mencionado problema de la seleccion de la clase de referencia®®,
se podria concluir que la afirmacion de Ramsey acerca de que “..las dos interpretaciones
constituyen los aspectos objetivo y subjetivo del mismo intimo significado” parece demasiado
simplista. Esta sospecha se ve confirmada por la afirmacién de Keynes, J.M. (1921) que indica que
basar la asignacion de la probabilidad sobre la ocurrencia de un fenémeno singular en una frecuencia
relativa estadistica exclusivamente, a menudo conduce a resultados poco satisfactorios, dado que la
no consideracién de informacién no-estadistica relevante puede hacer que la evaluacién de la
probabilidad difiera significativamente del resultado proporcionado por el calculo frecuencista®®.

De las consideraciones realizadas en esta seccién y en las secciones anteriores de este
capitulo se puede concluir que: i) la interpretacion clasica, si bien es satisfactoria para resolver
problemas relacionados con juegos de azar, no resulta adecuada en las infinitas aplicaciones restantes
de la probabilidad; ii) la interpretacion logicista, debido a su fundamento en el principio de
indiferencia conduce a paradojas respecto de las cuales no se ha logrado hallar un método general
de resolucién; fii) la interpretacién frecuencista es probablemente consistente respecto de la
matemaética clasica y satisface la axiomatica de Kolmogorov en el ambito de la aditividad finita; iv)
la interpretacién propensionalista, basada en una posicién no-operacionalista de innovacién
conceptual, elimina los problemas relacionados con los colectivos matematicos a partir de la
introduccion de la regla de falsacidn para proposiciones estadisticas, proporciona una versién
mejorada de la relacion entre probabilidad y frecuencia, elimina la separacién de los conceptos de
aleatoriedad e independencia de la teoria de von Mises reduciendo todo a la condicién de
independencia y, dado que asume como punto de partida un concepto indefinido, se ajusta mejor a
la axiomética de Kolmogorov y a la aproximacién matemética a la probabilidad basada en la teoria
de la medida y v) debido a la identificacion del grado de creencia con el cociente de apuestas y con
el argumento del “Dutch book™, la interpretacién subjetivista y su derivacion, la interpretacién
intersubjetivista, pueden ser consideradas como interpretaciones vélidas de la teoria matematica de
la probabilidad.

Esta breve resefia comparativa que recorre el espectro de las interpretaciones desde el
objetivismo puro al subjetivismo mds radical considerando su relacién con las distintas corrientes
de la filosofia del conocimiento demuestra, en cierta forma, la conveniencia de adoptar una posicion
pluralista basada en las interpretaciones subjetivista, intersubjetivista y propensionalista de la
probabilidad®'® entre las cuales “..debemos suponer la existencia de una intima conexion que
permita una posibilidad de explicacion de la posibilidad de aplicacion del mismo cdlculo
matemdtico a fenémenos diferentes™"!,

308. Ver Sec. 2.3.
309. Ver Sec. 2.4,

310. Obsérvese que estas interpretaciones se corresponden con lo que Fleck, L. (1935) denomina “Los tres factores
implicados en el conocimiento: el individual, el colectivo y la realidad objetiva (la cual es conocida)”.

31 Ramsey, F.P. (1926).
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Cabe destacar, no obstante, que la aceptacion de esta posicion pluralista encierra una
incongruencia generada por las diferencias radicales en los fundamentos, operacionalista y no-
operacionalista, de las interpretaciones subjetivista (e intersubjetivista) y propensionalista,
respectivamente®'?, Como una sugerencia a favor de una posicién utilitaria pluralista universal,
Galavotti, M.C. (1995) hace notar que, en forma independiente y mas o menos contemporaneamente,
los desarrollos de la probabilidad subjetiva y de la mecénica cudntica se basaron en principios
operacionalistas. Pero debe tenerse en cuenta que ni Heisenberg ni Born adoptaron el subjetivismo
aultranza de de Finetti. Lo cual parece sugerir que seria posible adoptar una filosofia operacionalista
universal, pero que serfa més adecuado utilizar una interpretacion operacionalista de la probabilidad
en fisica y una interpretacién subjetivista operacionalista en otras areas. Por otra parte, es necesario
destacar que la aceptacion de la interpretacion objetivista operacionalista de la probabilidad implica
la adopcién de la teoria frecuencista respecto de la teorfa propensionalista, cuya superioridad puede

ser deducida del analisis comparativo que figura mas arriba’",

Considerando finalmente, en forma alternativa, una clasificacion de las interpretaciones de
la probabilidad en epistemoldgicas y objetivas, se puede concluir que la nocién epistemolégica
resulta apropiada en las ciencias sociales y la nocién objetiva resulta apropiada en las ciencias
naturales®™*

312. VerLad, F. (1996). Como se vio en la Sec. 2.5, en esta obra Lad apela explicitamente a la filosofia operacionalista
como base del desarrollo de los fundamentos de la probabilidad subjetiva y concluye que la formulacién subjetivista es la
unica que admite una interpretacion significativa en términos de una definicién operacionalista.

313. Si bien las definiciones operacionalistas son asociadas a los argumentos del fisico Bridgman, P. (1927)(1936),
el concepto de operacionalismo se remonta al positivismo francés del siglo XIX y a las ideas de E. Mach en Viena (ver
Rappaport, A. (1954), Gillies, D.A.; Letto-Gillies, G. (1991)).

314. Obsérvese que los logicistas-subjetivistas Keynes, Ramsey y de Finetti se dedicaron a aplicaciones de la

probabilidad en economia, en tanto que los objetivistas von Mises, Neyman y Popper se dedicaron a aplicaciones de la
probabilidad a las ciencias fisicas y a la biologia. En particular Hicks, J. (1979), contrastando las interpretaciones
frecuencistay logicista, sostiene que “Es la teoria frecuencista la que se voivié ortodoxa, muchos trabajos modernos sobre
estadistica matemdtica la asumen como punto de partida. Los lideres de la aproximacicn epistemoldgica alternativa han
sido Keynes, en su ‘Treatise on probability’ (1921) y Harold Jeffreys, en su ‘Theory of probability’ (1939) (...) Resuita
significativo que Keynes, el moderno economista que ha incursionado mds profundamente en esta materia, fuera quien
propuso la teoria alternativa. Yo creo que indudablemente la teoria frecuencista resulta adecuada en las ciencias
naturales, pero que no posee la syficiente amplitud, necesaria en las aplicaciones econdémicas”.






Capitulo 3.- Las axiomaticas y los teoremas
asociados: un analisis comparativo
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“Y enunay otra mano se multiplican las semillas de la incertidumbre
¥ a uno y otro pie se anudan las serpientes de la contradiccion”.

(0. Orozco: “Espejo en lo alto™)

3.1.- La axiomatica de Kolmogorov y los teoremas asociados

3.1.1.- Los antecedentes de los “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”

Los primeros intentos de vinculacién de la teoria de la medida de conjuntos e integracién
de Lebesgue con la cuantificacién de la probabilidad fueron propuestos por Borel, E. (1905),
iniciando un proceso que culminé con el sistema axiomatico contenido en los “Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung” de Andrei Nikolaievitch Kolmogorov.

En 1909a, mediante la formulacién de la conocida como ley fuerte de los grandes
nimeros’", Borel logré formalizar esta relacion entre la teorfa de la medida, una interpretacién
geométrica de la probabilidady el concepto de independencia en las sucesiones de eventos repetibles
que, como se vio en la Sec. 2.2, constituye el niicleo de la teorfa clasica de la probabilidad*'S.

No obstante, si bien en su “Elements de la théorie des probabilités” (1909b) Borel insiste
en la interpretacién geométrica de la probabilidad y afirma que su ley de los grandes numeros puede
ser obtenida utilizando la teoria de la medida, en la demostraci6n deja de lado la medida de
conjuntos y proporciona una demostracién imperfecta basada en generalizaciones a conjuntos
numerables de los teoremas de la probabilidad total y de la probabilidad compuesta. Esta decision

315. Las leyes de los grandes nameros serén tratadas en el Cap. 11.

316. Como se vera en la Sec. 3.1.4, la diferencia fundamental entre la probabilidad y la teoria de la medida esta dada

por el concepto de independencia estocéastica.
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puede ser atribuida a razones filoséficas relacionadas con su rechazo en aceptar la nocién de
probabilidades numerables, lo cual 1o obligé a emplear argumentos que consideraban la derivacion
de las probabilidades como limites de sucesiones de repeticiones independientes. Fueron Faber, G.
(1910) y Hausdorff, F. (1914) quienes enmendaron esta falencia obteniendo demostraciones
rigurosas de la ley fuerte de los grandes mimeros utilizando exclusivamente argumentos de teoria

de la medida®"’.

Las demostraciones de Borel, Faber y Hausdorff fueron generalizadas por Cantelli, F.P.
(19162)(1916b)(1917a)*'®. Posteriomente Kolmogorov, A.N. (1931)(1933) y Prokhorov, Y.V.

(1956) establecieron las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la validez de laley de los

grandes niimeros®"’.,

Elresultado de todos estos avances fue una ley fuerte de los grandes niimeros interpretable
de acuerdo con dos versiones: una relacionada con los niimeros reales y otra con la probabilidad.
Siguiendo los canones de la axiomatizacion de Sierpifisky de la medida de Lebesgue, Steinhaus, H.
(1922)(1923)(1929)(1930a)(1930b)**° propuso, en sus trabajos sobre los teoremas en el limite, una
unificacién a esta dualidad mediante una axiomatizacién de la teoria de Borel de la probabilidad
numerable. Denotando por A al conjunto de todas las sucesiones binarias infinitas, Steinhaus
postul6 los siguientes axiomas para una clase C de subconjuntos de A4 y una funcién real p que

representa a las probabilidades de los elementos E de C:i) p(E)> 0 paratodo E e C;ii)a) para
toda sucesion binaria finita £* , el subconjunto £ de 4 formado por todas las sucesiones binarias
infinitas que comienzan con E *, pertenecena C ; b) si dos de tales sucesiones binarias finitas, E,

y E,, difieren solamente en un elemento, entonces p(El) = p(Ez) (donde E, y E, denotan los

subconjuntosde A que comienzan con las sucesiones E, y EZ' , respectivamente); ¢) p(A) = 1;iif)
la clase C es cerrada bajo uniones finitas numerables de elementos disjuntos y la funcién p
satisface una aditividad finita y una aditividad numerable; iv)si £,> E, y E,,E, € C , entonces

todo subconjunto de E pertenecea C (debe tenerse en cuenta que, en este caso, cuando se verifica
E, ,también se verifica E, ,enotrostérminos, sinose verifica E, , E, nopuede verificarse); v)si E e C

y p(E) = 0, entonces todo subconjunto de E pertenece a C %%,

317 Ver Doob, J.L. (1989)(1994), von Plato, J, (1994).

318, Los resultados obtenide por Cantelli fueron de gran importancia en la medida que impulsaron a otros autores al
desarrollo de diferentes conceptos de convergencia estocistica.

319. El desarrollo de las teorias de la medida y de la integracién a fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX ya ha
sido estudiado exhaustivamente (ver, por gjemplo, Hawckins, T. (1970), Pier, J.P. (1994a en Pier, J.P. (ed.))(1994b). Por
lo tanto, aqui se intentara solamente una breve resefia de aquellos trabajos que influyeron directamente en el contenido de
los “Grundbegriffe”.

320. Las memorias de 1922 y 1923 dieron origen a la conocida como escuela polaca de funciones independientes, la

cual realizo importantes aportes a la teoria de la probabilidad,

321. La axiomética de Sierpinsky, de la cual deriva la axiomatica de Steinhaus, incluye los axiomas i), iii), iv) y v) y

un axioma (que Steinhaus demostré que es equivalente a su axioma ii)) segin el cual el valor p(J) deun intervalo J es
su medida (ver Holgate, P. (1997)).
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Otro antecedente importante en el proceso de construccion de los “Grundbegriffe” y, por
lo tanto de la formulacién de la axiomatica de Kolmogorov, fue el trabajo de Slutsky, E. (1922)*%.
Su propuesta asumié como punto de partida la sustitucion del término “probabilidad” por el de
“valencia” (“nenTHOTH")** (en su concepto, la probabilidad seria solamente una interpretacion del
célculo de valencias) y la eliminacién de la nocién de eventos igualmente probables. Sustituy6 el
concepto de equiprobabilidad por el mero supuesto que, si determinados casos a los cuales se les
asigna un namero « son subdivididos, los nimeros asignados a los sub-casos deberian sumar «
(pudiendo ser los niimeros asignados a los sub-casos iguales o no). De esta forma los teoremas de
la probabilidad total y de la probabilidad compuesta pasaron a pertenecer a un célculo (que no puede
ser considerado estrictamente como un célculo de probabilidades) tan abstracto como la teoria de
grupos’?, Slutsky consider6é ademas que, dado que las sucesiones empiricas de repeticiones
independientes poseen propiedades que trascienden la existencia de un limite, la probabilidad no

podia ser asimilada al limite de una frecuencia relativa®®.

En su memoria de 1929, Kolmogorov adopt6é este planteo de Slutsky consistente en

concebir a la probabilidad como un caso particular de una teoria abstracta’®® y propuso una

interpretacion de la probabilidad relacionada con una funcibn M (a la que denominé
“especificacion de lamedida”, “mepoonpenenenue”) que asigna nimeros no-negativos M(E) (alos

que denominé “medida”, “mepa”) acadaelemento E de una clase de subconjuntos de un conjunto
de atributos 4 y supuso solamente que dados dos elementos E, y E, disjuntos, entonces la funcién
M asignard un nimero a dos cualesquiera de los tres conjuntos E,, E, y E; U E, , de modo que el

numero a asignar al tercer conjunto queda determinado por afiadidura, verificandose que’”’:

M(E, U E,) = M(E,\)+ M(E,)

(donde (El ) E2) denota el conjunto definido por la suma l6gica (E1 v E2) que representa el

evento que se verificard cuando ocurra al menos uno de los eventos sumandos, siendo E y E
eventos incompatibles que se identifican, respectivamente, con las proposiciones S; y S, de su

espacio de atributos).

322. Kolmogorov, A.N. (1948): “Slutsky fue el primero en dar una version correcta del contenido puramente

matemdatico de la teoria de la probabilidad”.

323. Laemmel, R. (1904) ya habia utilizado ¢l término aleméan “valenz”.

324. Slutsky, E. (1922) reconoci6 tres interpretaciones distintas del calculo de valencias: i) en términos de la

probabilidad clésica (con eventos igualmente probables); ii) a partir de las sucesiones empiricas finitas (que generan
frecuencias relativas) y iii) como limite de las frecuencias relativas.

325. Como se vio en la Sec. 2.5, en de Finetti, B. (1967), figura un analisis mas detallado de esta posicion critica

respecto del comportamiento limite de las frecuencias relativas.

326. Debe tenerse en cuenta que, a partir de su trabajo de 1931 sobre procesos de Markov, Kolmogorov modificé su
planteo y adopté como fundamento de su analisis la teoria de Fréchet.

327. Obsérvese que estas condiciones coinciden con los axiomas iii) y iv) de Steinhaus, H. (1923).
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El hecho de que las operaciones entre eventos pudieran ser identificadas con las
operaciones entre conjuntos de tal modo que subsistieran las propiedades formales de estas ultimas,
permitié quitar a los eventos toda base material y considerarlos como entes matematicos suceptibles
de aplicarles procedimientos, razonamientos y deducciones propios de la I6gica matematica. Debe
tenerse en cuenta que la representacion de los eventos mediante conjuntos constituye un arbitrio Gtil
para facilitar su tratamiento matemético, pero no implica ninguna afirmacién acerca de la naturaleza
de los mismos. El concepto de evento posee un contenido intuitivo que no puede ser expresado por
una estructura matemaética.

Con respecto a la probabilidad de ocurrencia de E, condicionada por el supuesto de la
ocurrenciade E,, “..por analogia con el concepto usual**, Kolmogorov propuso la definicién®?:

MENE
M( E,/ El) = M
M(E)
(donde (E1 N Ez) denota el conjunto definido por el producto 16gico (E1 A Ez) que representa el
evento que se verificard cuando ocurran ambos factores, siendo E, y E, eventos que se identifican
con las proposiciones S; y S, de su espacio de atributos).

En 1930, como una extrapolacién logica al caso de sucesiones infinitas de eventos,
Kolmogorov demostré que las tinicas probabilidades que satisfacen los axiomas de Steinhaus son

las que se obtienen de un sistema isomoérfico con la medida de Lebesgue en el intervalo [0;1] . Su
extension del alcance de los axiomas de Steinhaus incluyé a todas las sucesiones de variables
aleatorias, alin las variables complejas, pero no trascendi6 el contexto geométrico y, por lo tanto, no

consider6 1a nocién de probabilidad en espacios abstractos. Esta tarea les correspondié a los
matematicos Stanislaw Ulam y Zbigniew Lomnicki®**.

Por su parte, Cantelli, F.P. (1932)(1933)(1935) introdujo su teorfa abstracta de la
probabilidad, en la cual descarta el empleo de nociones empiricas como las de posibilidad, evento,
probabilidad e independencia y que sélo, en cierta forma, conserva las reglas clésicas de la

probabilidad total y compuesta. Denotando por m(E) el 4rea de un conjunto E establecié: i) que,
dados dos subconjuntos E; y E, disjuntos, se verifica que m(E1 V) E2) = m(E,) + m(Ez) ; ii) que

328. Kolmogorov, A.N. (1929).

329. Esta definicion se basa en los resultados de Steinhaus, H. (1923) quien, como se menciond més arriba ya habia
formulado una axiomatica isomoérfica a la de Sierpinsky, W. (1918) para 1a medida de Lebesgue.

330. Estos autores, integrantes del Centro de Investigaciones en Matematica de Lwow, Polonia, dirigido por Steinhaus,

demostraron en sus memorias de 1932y 1934, que A es una medida de probabilidad sobre una o -algebra completay

que, a partir de una sucesion numerable de espacios, con dichas medidas de probabilidad se puede construir una medida
de probabilidad que satisfaga las mismas condiciones en el espacio producto.
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0< mEE,)

—m(ETS l(i = 1,2)) (en particular, si se verifica que m(ElEz) = m(El)m(Ez) , considerd que

los conjuntos E, y E, son “multiplicables™) y iii) que aun las leyes de los grandes numeros de

Bernoulli y del logaritmo iterado de Khinchin pueden ser tratadas con el mismo nivel de abstraccion.
Desarrollo, ademads, en forma independiente de Kolmogorov, un proyecto de combinacién de la
interpretacion frecuencista de la probabilidad con este sistema axiomaético abstracto. En su opinién
el célculo de probabilidades clasico para esa clase particular de eventos observables repetidamente
en igualdad de condiciones, debia ser desarrollado (en forma circular) en tres etapas: la primera
consistente en estudiar experimentalmente los casos igualmente probables (analizando si ocurren con
la misma frecuencia) y de este modo justificar experimentalmente el empleo de las reglas de la
probabilidad total y compuesta; la segunda etapa estaba dirigida a desarrollar, sin hacer referencia
a su justificacion empirica, una teoria abstracta basada exclusivamente en dichas reglas y la tercera
consistia en deducir las probabilidades de dicha teoria abstracta y utilizarlas para predecir las
frecuencias relativas.

Como una culminacién del desarrollo experimentado por la teoria de la medida entre 1900
y 1930 por los aportes de los autores mencionados y fundamentalmente por la obra de Maurice
Fréchet™, se publicé “Grundbegriffe der Wahrsecheinlichkeitsrechnung” (1933)%2, cuyo objetivo,
de acuerdo a lo mencionado por el autor en el prefacio, era “...satisfacer una falencia en la literatura
sobre la teoria de la probabilidad (incluyendo en dicha literatura el libro de Fréchet, que se
encuentra en preparacion) y brindar una presentacion del sistema en su totalidad, libre de
complicaciones superfluas”. La satisfaccién de esa “falencia” implicaba extender la definicién
rigurosa de probabilidad también a eventos para los cuales el conjunto de resultados posibles fuera
infinito (una generalizacién que implicaba, por afiadidura, una extensioén arbitraria del método de
inferencia inductiva)*®,

Si se tiene en cuenta que en las 62 paginas de esta memoria (con caracteristicas mas
retdricas, conceptuales y filoséficas que matemdticas) Kolmogorov logré introducir toda la
matemdtica, sintetizada fundamentalmente en la obra de P.J. Daniell (en particular en lo relacionado

331. Fue Kolmogorov el primer en advertir que los resultados obtenidos por Fréchet constituian una base fundamental

para la teoria de la probabilidad. En €l prefacio de los “Grundbegriffe” (1933) expresa que “Después de la investigaciones
de Lebesgue, las analogias entre la medida de un conjunto y la probabilidad de un evento y la integral de una funcién
¥ la esperanza matemdtica de una variable aleatoria quedaron claras. Estas analogias podvrian ser extendidas dado que,
por ejemplo, muchas propiedades de las variables aleatorias independientes son andlogas a las correspondientes
propiedades de las funciones ortogonales. No obstante, para basar la teoria de la probabilidad sobre estas analogias era
necesario independizar a la teorfa de la medida y a la integracion de los elementos geométricos que aiin figuraban en
primer plano en la propuesta de Lebesgue. Este logro fue obtenido por Fréchet”.

332. Sergei Bernstein, Emile Borel, Paul Lévy, Antoni Eomniki, Evgeny Slutsky, Hugo Steinhaus, Richard von Mises
y Maurice Fréchet forman el ntcleo de la bibliografia de los “Grundbegriffe”. A esta lista se deberian agregar los aportes
de Henri Lebesgue, Waclaw Sierpinski, Constantin Carathéodory, Johann Radon, Otton Nikodym, Percy Daniell y Norbert
Wiener, cuya obra constituye la herencia filos6fico-matematica que recibio Kolmogorov.

333. Fréchet, M. (1938b): “El momento en el que se resumieron todos los elementos necesarios para formular

explicitamente el cuerpo completo de axiomas de la teoria de la probabilidad (cldsica modernizada) fue, precisamente,
aquél -en 1909- en que el sefior Borel introdujo esta nueva clase de aditividad en el cdlculo de probabilidades. No es
suficiente poseer todas las ideas ‘in mente’, se debe estar seguro que esa totalidad de ideas es suficiente, expresarlas en
Jorma conjunta y asumir la responsabilidad de afirmar que no es necesario nada mds para construir la teoria. Esto fue
lo que hizo el sefior Kolmogorov, Este fue su logro”.
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con su teorema de consistencia es decir, con la construccion de probabilidades en espacios de
infinitas dimensiones) y J. Radon y O, Nikodym (en lo referido a las probabilidades condicionadas
y a los valores esperados), puede considerarse que los “Grundbegriffe” satisficieron plenamente el
objetivo planteado en su prefacio®.

Como nucleo de los “Grundbegriffe”, adoptando una posicién filos6fica muy semejante a
la justificacién utilizada por Borel, E. (1939b) y Lévy, P. (1925) para la interpretacion geométrica
de la probabilidad®’ y en respuesta al sexto de la famosa coleccién de problemas propuestos por
Hilbert, D. (1902), segun el cual “Debemos tratar mediante axiomas aquellas ciencias fisicas en las
cuales las matemadticas juegan un rol importante, en particular, la teoria de la probabilidad y la
mecdnica”, Kolmogorov formuld lo que, arbitrariamente, muchos probabilistas denominan la
axiomdtica clasica.

3.1.2.- Los axiomas

* Axioma 1: Los eventos forman una o -algebra s, es decir, una clase cerrada respecto de las
operaciones de unién, interseccion y negacion de conjuntos infinitos numerables de eventos y del

0
limite de sucesiones de eventos, esdecir:a)si E; € s ( Jj= 1,2,...) , entonces U E; e s (comosevera
Jj=1
en las secciones 3.1.2, 3.2 y 3.3, la condicion de que s sea cerrada con respecto a la unién infinita
de eventos ha sido muy criticada por muchos probabilistas debido a que no surge de la aplicacioén

de un razonamiento intuitivo); b) si E ;€S ( Jj= 1,2,...) , entonces ﬂ E es (en realidad, dado que
j=1

EnE'=(EU E')-[(E- E')u (E'- E)| , esta propiedad es una consecuencia del postulado a));

¢) dada una sucesion de eventos {El ,E, ,} , pertenecientes a s , entonces lim E ; ES.
J>o

*Axioma2: Q es

* Axioma 3: Asociado a cada evento E ¢ s, existe un nimero real no-negativo, p(E), al que se
denominara probabilidad de ocurrencia del evento E .

* Axioma 4: La probabilidad de que ocurra al menos uno de los eventos incluidos en el espacio
muestral es igual a uno, p(Q)=1.

334, Tal es la riqueza conceptual de esta memoria que muchos autores consideran que los dos tomos de Fréchet, M.
(1937-1938) pueden ser considerados como una nota de pie de péagina de los “Grundbegriffe”.

335. Para un anélisis de las ideas mas importantes sobre la justificaciéon de Kolmogorov de la probabilidad geométrica,
ver Knobloch, E. (1987).
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* Axioma 5 (de aditividad): Sean E, y E, doseventos incompatibles, es decir, tales que no pueden
presentarse en forma simultdnea ( E, n E, = & ), entonces se verificard que:

P(El Y Ez) = P(El) * P(Ez)

(la primera formulacion clara de este principio figura en el "Ars conjectandi" (1713) de J.
Bemnoulli).

* Axioma 6 (teorema de continuidad): Dada una sucesion monétona de eventos,
E,c E,,, (i=123...) , se puede escribir:

E =EV(EnE)v..u(E nE) (=23,

De lo que resulta que:

i

AE)= p(E)+ Y P(EanE)  (7=23..)

j=2
Aplicando m. a m. el operador limite, sera:

[

limp(E) = p(B)+ Y, {E, . E))= p[Elu

8

-0 j=2

o IM[EIU[O(EJ._,n E,)H - limE))

J

1l

Z(Ef—l n Ef)] =

i—>00) \ i oo
i—> J=2 i—

Lo que demuestra que la probabilidad es una funcién continua respecto a cualquier sucesién
monoétona de eventos.

Por otra parte, si dicha sucesién es tal que E, 2 E,,, (i = 1,2,...) , entonces, se verificara

que E, c E,, (i = 12,..) y, por lo tanto, dada la existencia del limite de la sucesion de las p(E,) ,
sera: '

lim p(E,) = 1- lim p(E}) = 1- p[Ul E) = p(ﬂ E,) = p(};rg E)

j—>00 )
i— i=1

Dados los cinco primeros axiomas, se demuestra facilmente que este axioma (o teorema)
de continuidad es equivalente a la condicién de aditividad completa o aditividad numerable o
o -aditividad (que, obviamente, contiene a la aditividad simple como caso particular): Sea
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{EI,EZ,...,E,,,...} un conjunto de eventos incompatibles de a pares (es decir, tales que

EnE;= 1] (i # Jii,j= 1,2,...) ). Por induccién, se demuestra que:

n+l n
.- (UE,.)+E
j=1 Jj=1

Dado que cualquiera de los eventos E; ( Jj= ) E,,, son incompatibles, sera:

n+l n+l
AU - [UE J e 5 ole)
j=t
De la misma forma, se puede escribir:

ge-(0e) 5

j=1 f=n+1

y como cada uno de los eventos E y ( j= 1,2,...) es incompatible con cada uno de los eventos

E;(j=n+Ln+2,.) ,severificara que:

j=i Jj=1 J=n+1
= Zp(EJ)+ p[ UE]] =
J=1 J=n+1

o]
Debe tenerse en cuenta que los eventos [ U E j] definen una sucesion decreciente, es decir
j=n+1

que [OE’J :[ UEJ De modo que lim UE =0.

j=n j=n+1 n——)eoj_n+1

3.1.3.- Los corolarios de los axiomas y los teoremas asociados

De los axiomas anteriores se obtienen en forma inmediata los siguientes corolarios:
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' 1) Dado un evento E y su negacién, E , por definiciénsera EnE=@ y EUE = Q . Luego,
aplicando el Axioma 4, se verifica que:

P(EVE)= p(E)+ p(E) = p(@)=1

y, por lo tanto, que p(E) =1~ p(E-) .
2)Dadoque QU @ = Q , por los axiomas 4 y 5 se verifica que:
pQu @)= p(@)= p(Q)+ p(@)

En consecuencia, serd p(@)=0. A partir de este resultado se concluye inmediatamente que
0< p(E)< 1 (en la literatura sobre teorfa de la probabilidad esta condicién suele ser mencionada

como regla de convexidad).

3) Dados dos eventos, E, y E,, tales que E,c E, (ver Fig. 3.1), se puede escribir
E,= Fu (E-‘] N E2) . Luego, de acuerdo con el Axioma 4, serd p(Ez) = p(El) + p()!‘—f1 N Ez) ,de
lo que se deduce, que p(Ez) > p(E,) .

Figura 3.1

AN

4) Sean dos eventos, E, y E,. Segun se observa en la FIGURA 3.2, se puede escribir:
E,VUE,= EIU(E'I(\ Ez)

(esta relacidn, la cual es generalizable a cualquier conjunto finito o infinito numerable de eventos,
E\v E,u Eju..= EjU (E‘l N Ez)u (].771 NnE,n E3)U... , tiene gran importancia en las

- aplicaciones, dado que permite la expresi6n de la unién de eventos cualesquiera como una unién de
eventos incompatibles). Por otra parte, se verifica que:
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Figura 3.2

E, = (E,n B)u (E, N Ez)

(esta relacion también puede ser generalizada a cualquier conjunto infinito numerable de eventos

© 0
E, ( j= 1,2,,,,) , tales que leE ; = £, paralos cualesresultaque E = UI(E NE j) ). Ahorabien,
J= J=
los segundos miembros de estas expresiones estan formados por sumas de eventos incompatibles,

por lo que es posible aplicar el axioma de aditividad:

P(El v Ez) = P(EJ) + P(El N Ez)
PE) = pP(Bin By)+ p(Ei A )

De esta nltima igualdad se obtiene que:
P(El n Ez) = P(Ez) - P(E1 n Ez)
Reemplazando, entonces, en la expresién general, resulta que:
PE v E,) = p(E)+ p(E,)- P(Ein E,)
Relacion conocida como teorema de la suma o de la probabilidad total**C,

A partir de las relaciones anteriores, se obtiene en forma inmediata que, dados tres eventos, E;, E,
y E,, laprobabilidad de su suma puede ser expresada de la siguiente forma:

336. Una expresi6n de este tipo fue usada por Halley, E. (1693) para calcular la probabilidad de supervivencia para

dos o tres vidas independientes, y por De Moivre, A. (1711). Los argumentos clasicos que dicron origen a este teorema y
al teorema de la probabilidad compuesta perduraron en los libros de texto hasta comienzos del siglo XX, incluso en grandes
tratados como los de Poincaré, H. (1896), Markov, A. (1900), Czuber, E. (1903) y Castelnuovo, G. (1919).
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p(E, v By Ey) = p(E)+ )(E,) + p(E5) -
- o(E N E,) - p(E\n E;)- p(E, 0 Ej)+ p(E\n E, 0 E;)

y, en general, dado un conjunto de eventos, E,,E,,....E, paratodo »n entero finito, se obtiene la

conocida como férmula de Poincaré®’:

P(EU EU..WE,) = Z:: AE)- Zp(EmE)+ +(-)""p(E,n E;n..nE,)

i#j

Del enunciado del teorema de la probabilidad total surge el siguiente corolario: Teniendo
en cuenta que:

p(E v E) < p(E)+ pEy)
y tomando en consideracion el corolario 3) del axioma de aditividad, resulta que:
max{ p(E,). p( ;)| < PEy0 Ey) < p(E)+ plE,)

La primera igualdad se verificara en caso de que uno cualquiera de los eventos implique al otro, la
segunda, como se vio, si los eventos son incompatibles.

5) Dada una sucesién finita o infinita numerable de eventos, {E,} (1' = 1,2,...) , Y a partir de la
relacion:

E\V EU.Eu..= E|U (Eln Ez)u (El N E,n E3)u...=

Cs

. (Eln Ey,n.nE_ N E,.)

i

]
—_

(enla cual los sumandos que figuran en el segundo miembro son eventos incompatibles), de acuerdo

con el axioma 6, puede escribir p(UE,.) = Z (I:_?l NEn.nE_ N Ei). Pero, como
i

i

E n E,n.nE_ n E, > E,, de acuerdo con el ya mencionado corolario 3), ser4:
p(l«—I1 N En.nE_ N Ej) < p(E)

En consecuencia, se demuestra que:

337 Ver Poincaré, H. (1912).
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AUz) < 2

Expresién conocida como desigualdad de Boole*®.

3.1.4.- Algunas consideraciones acerca del contenido filoséfico de los
“Grundbegriffe”

1) Si bien, como se mencioné en la Sec. 3.1.1, respecto de sus contenidos matematicos
fundamentales, las axiomaticas de Kolmogorov y Daniell son coincidentes (obsérvese que los seis

axiomas de Kolmogorov pueden resumirse diciendo que p(') es una funcién no-negativa, aditiva

en el sentido de Fréchet, M. (1937-1938), con el agregado de la condicién p(Q)= 1), desde el

punto de vista conceptual presentan profundas diferencias: i) contrariamente a la posicién de
Kolmogorov, Daniell nunca consider6 la aplicacién de su sistema axiomdtico a la teorfa de la
probabilidad (ni Wiener, ni Daniell pensaron, a partir de la formulacién de un método general de
representacion de la teoria de la medida, en una teorfa de la probabilidad como una rama
conceptualmente independiente de la matemética); ii) al menos en términos formales, el resultado
obtenido por Kolmogorov, en la medida que considera una cardinalidad arbitraria de los elementos
del conjunto, es mas general que el de Daniell, que considera una cardinalidad numerable (debe
tenerse en cuenta que esta generalizacion es exclusivamente a nivel conceptual, no implica
modificaciones mateméticas significativas, ni resulta relevante en las aplicaciones)*® y iii)
Kolmogorov incorporo el concepto de independencia estocéstica de los eventos como un factor
fundamental de diferenciacion entre la probabilidad y la teorfa de la medida.

2) Debe tenerse en cuenta que la teoria desarrollada por Kolmogorov, a excepcion de los valores
triviales 0 y 1, no considera la asignacion de valores a las probabilidades. Esto pone en evidencia
una caracteristica fundamental de la teoria axiomética de la probabilidad: su capacidad para
transformar valores de probabilidad de eventos simples en valores de probabilidad de eventos
complejos y su incapacidad para determinar valores de probabilidad no friviales. La asignacion de
valores de probabilidad no triviales requiere una definicion particular de probabilidad. Kolmogorov,
a través de un aparente frecuencismo, adopté una definicién acorde con la interpretacion
propensionalista de K.R. Popper.

Una prueba indiscutible de la adopcion de esta interpretacion propensionalista por parte de
Kolmogorov es su aceptacion del principio de Cournot acerca de la aproximacién de los resultados
de un conjunto de condiciones repetibles al verdadero valor de la probabilidad, como nexo principal
de la axiomatica con el mundo real.

El conocido como principio de Cournot esta relacionado con la existencia de eventos

338 Ver Boole, G. (1952).
339 Ver Shafer, G.; Vovk, V. (2001)(2005)(2006).
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distintos de Q que también tienen probabilidad igual a uno: son los denominados eventos
quasi-ciertos o ciertos-en probabilidad®®, La negacién de un evento quasi-cierto define un evento
que, no coincidiendo con el evento imposible, se comporta como tal en lo que se refiere a su
probabilidad, y se denomina quasi-imposible o imposible-en probabilidad®*'. Estos eventos poseen
las siguientes propiedades: i) la unién de dos eventos imposibles-en probabilidad es un evento
imposible-en probabilidad (propiedad generalizable a cualquier conjunto finito o infinito numerable

de eventos); if) sean E; un evento imposible-en probabilidad y E un evento ni cierto ni
imposible, entonces se verifica que p(E, N E) =0y p(E Y E) = p(E) ; iii) sean £, un evento

cierto-en probabilidad y E un evento ni cierto ni imposible, entonces se verifica que
PEcn E)= p(E) y p(Ec L E) =1 (Borel, E.(19122)(1912b)(1930)(1939b), quien estudi6 estas

probabilidades con especial interés, determind el limite 1071000 para la existencia de la quasi-
imposibilidad).

Estas definiciones derivan de los conceptos de evento moralmente imposible y
moralmente cierto formulados originalmente por Bernoulli, J. (1713)**2 La certeza moral
probabilistica fue ampliamente discutida en el siglo XVIII. D’ Alembert, .B.L.R. (1761) (1767)
planteé la necesidad de distinguir entre eventos “metafisicamente imposibles” y “fisicamente
imposibles™*. Alrespecto, Buffon, G,-L. (1777) considerd que la diferencia entre las certezas moral
y fisica era una cuestion de grado de aproximacién, segiin su apreciacién un evento con probabilidad

9999

10000
considerado como fisicamente cierto®*,

es moralmente cierto, en tanto que un evento con una probabilidad mucho mayor puede ser

Por su parte, Cournot, A.A. (1843), baséndose en el concepto de probabilidad geométrica,
plante6 una formulacién de la ley de los grandes niimeros segun el cual se puede asegurar que un
evento moralmente imposible no ocurriré (es matemdticamente posible pero fisicamente imposible)

340. Markov, A.A. (1912); “Cuanto mds se aproxime a uno la probabilidad de un evento, mayor serd la razén para
esperar su ocurrencia y no esperar lo opuesto a su ocurrencia. En cuestiones prdcticas, estamos obligados a considerar
como ciertos aquellos eventos cuya probabilidad se aproxima a 1 y como imposibles a aguellos cuya probabilidad es
pequefia. Consecuentemente, uno de los logros mds importantes en la teoria de la probabilidad consiste en identificar
aquellos eventos cuyas probabilidades son proximas a uno o a cero”.

341. Es decir, un evento cuya probabilidad, si bien no es efectivamente igual a cero, s6lo posee un interés puramente

metafisico.

342. Ver Sec. 2.6.

33 Ver Daston, L. (1979).

344. Como se menciond en la Sec. 2.6, Buffon, al igual que Butler y Price, utiliz6 el ejemplo del “amanecer”. Partiendo

del supuesto de que los dos resultados posibles, “que mafiana amanezca” y “que mafiana no amanezca”, eran equiprobables
y teniendo en cuenta que el resultado “amanecer” se habia producido, sin excepcion, todos los dias de los ultimos 5781

aftos, concluy6 que la probabilidad del evento “que maftana amanezca” eraiguala 1 — % , donde »n denotaba el total

de observaciones diarias desde la creacion del mundo {debe tenerse en cuenta que, en 1777 y, de acuerdo con la cronologia
del Reverendo James Ussher, obispo de Armagh, la edad atribuida al planeta tierra era de 5781 afios). Ver Loveland, J.
(2001).
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y como corolario, que es fisicamente imposible que, dada una sucesion suficientemente larga de
repeticiones, la frecuencia relativa de un evento difiera sustancialmente de su probabilidad.

Cournot considerd que este principio, que asimilaba una probabilidad infinitesimalmente
pequefia a la imposibilidad de ocurrencia de un evento, proporcionaba un significado empirico a la
probabilidad clasica®. Pero, debe tenerse en cuenta que existe una diferencia conceptual muy
importante entre la afirmacion de que un evento de probabilidad infinitesimal no ocurrird y el
supuesto de que, por si sola, esa decision de no-ocurrencia del evento proporcionaré a la teoria

clasica un significado empirico®®.

Borel, E. (1906)(1909b)(1914)(1930b), utilizando a menudo un estilo més literario que
matematico o filosdfico, adopté el tratamiento de los eventos con probabilidad infinitesimal como
imposibles y establecié una clasificacién de los mismos mas refinada que la de Buffon, segin la cual

una probabilidad de 10™® es despreciable “a escala humana”, una probabilidad de 107" es
despreciable “a escala terrestre” y una probabilidad de 10™° es despreciable “a escala césmica™?.

En desacuerdo con lo que se podria denominar la filosofia ortodoxa de Laplace, von Kries,
J. (1886) sostuvo que los probabilistas Laplacianos y los probabilistas franceses y rusos que
constituyeron su sucesién comenzaron asumiendo una interpretacién subjetivista intentando luego,
a partir de una interpretacién equivocada del teorema de Bernoulli y del principio de Cournot®®
establecer la existencia de probabilidades objetivas mediante la aplicacion de la ley de los grandes
mimeros. Utilizaron, sin una base conceptual vélida, los postulados del teorema de Bayes®* para
razonar acerca de las probabilidades objetivas en casos en los que se cuente con un niimero
suficientemente largo de repeticiones®®.

A fin de resolver estos errores de interpretacién, von Kries, J. (1886) propuso, como
condicion necesaria para razonar acerca de probabilidades objetivas, el principio del “Spielraum”
segin el cual las probabilidades objetivas pueden ser calculadas a partir de casos igualmente

345. Cournot, A.A. (1843): “...el evento fisicamente imposible es, por lo tanto, aquél al que le corresponde un

probabilidad infinitamente pequefia y esta sola observacién es suficiente para proporcionar una sustancia objetiva
fenomenal a la teoria de la probabilidad matemdtica” (la expresién “objetiva fenomenal” se refiere a la distincion

planteada por Kant entre el “noumenon”, o cosa-en-si-misma y el “phenomenon’ u objeto de la experiencia). Ver Daston,
L. (1994).

346. Boltzmann, L. (1866)(1871)(1872)(1877)(1887) utilizé el principio de Cournot para proporcionar una explicacion
estadistica de la segunda ley de la termodinamica (los procesos disipativos son irreversibles porque la probabilidad de un
estado con entropia lejos del méximo es infinitamente pequefia). Por su parte Poincaré, H. (1890) postul6 en su teorema
de recurrencia, que un sistema mecéanico aislado limitado a una region acotada de su espacio de fase retornard
eventualmente a un estado arbitrariamente proximo a su estado inicial, si dicho estado no es excepcional (es decir, postulo
que los estados para los cuales no se verifica la recurrencia son excepeionales, en la medida que estan contenidos en
subregiones cuyo volumen total es arbitrariamente pequefio).

347 Borel, E. (1939).

348. Para un andlisis conceptual de los alcances del teorema de Bernoulli, ver Cap. 11.

349. Este teorema serd tratado en el Cap. 13.

35 Lo o - . . . . .
0. Al principio que indica que un evento con probabilidad de ocurrencia muy préxima a cero es imposible, von Kries,

J. (1886) lo denominé “el error de D’Alembert”.
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probables que cumplan las siguientes condiciones: i) las circunstancias que genera cada caso admiten
el mismo “Spielraum”, es decir, el mismo nimero de arreglos posibles y ii) ademas de éstas no existe
ninguna otra circunstancia que afecte las expectativas relativas a cada caso. Con un razonamiento
muy atinado von Kries concluye que, atin cuando de acuerdo con estas condiciones, se pueda
asegurar que un evento puede poseer una probabilidad objetiva, de ninguna manera se puede asignar
a la ley de los grandes nimeros los alcances que le atribuyeron Hadamard y Lévy. Segin se veré en
el Cap. 11, el teorema de Bernoulli postula solamente que un desvio significativo de la frecuencia
relativa de un evento respecto de su probabilidad (suponiendo que, a partir de una interpretacion
deterministica del comportamiento de los fenémenos fécticos, esta probabilidad exista) es
simplemente tan improbable como cualquier otro evento improbable, dada una sucesi6n
suficientemente larga de repeticiones®'.

Por el contrario, Hadamard, J. (1922), de acuerdo con una posicién netamente
deterministica, sostiene que las nociones de eventos igualmente probables (“perfectamente
equivalentes” segin su nomenclatura) y de eventos muy improbables constituyen el fundamento de
lateoria de la probabilidad y que el hecho que la equivalencia perfecta sea una condicién matematica
no verificable en la prictica, no debe impedir la aplicacién del principio de los eventos muy
improbables.

Con respecto a la nocién de eventos equiprobables, Lévy, P.P. (1925) coincidié en que
puede ser considerada como un fundamento de la matemética de las probabilidades, pero admiti6
que si se la asume como unica base de razonamiento, las probabilidades obtenidas seran meramente
subjetivas. Sostuvo, ademas, que el concepto de evento muy improbable es el tnico que permite
atribuir un significado empirico a los resultados de la teoria matematica®?, que la combinacion de
esta nocién con la ley fuerte de los grandes nimeros®*® permite una interpretacion objetiva de la
probabilidad como una constante fisica representada por la frecuencia relativa del evento. Como se
verd inmediatamente, se puede concluir que una versién propensionalista de este postulado

frecuencista fue adoptada pot Kolmogorov en su “Grundbegriffe’”.

De las consideraciones realizadas precedentemente, se deriva que el principio de Cournot
admite dos modalidades que se corresponden con las versiones fuerte y débil de la ley de los grandes
nimeros: i) una forma fuerte o estricta que considera que un evento con probabilidad pequefia o
nula no ocurrira en la repeticion siguiente y que, combinada con los postulados del teorema de
Bernoulli permite concluir que la probabilidad de un evento siempre puede ser aproximada por su
frecuencia relativa a partir de una serie particular suficientemente larga de de repeticiones
independientes y ii) una forma débil que considera que un evento con probabilidad muy préxima
a cero ocurrird muy raramente en una serie de repeticiones y que, combinada con el teorema de
Bernoulli, permite concluir que la probabilidad de un evento habitualmente puede ser aproximada
por su frecuencia relativa a partir de una serie suficientemente larga de repeticiones independientes.

351. Las criticas de von Kries al principio de Cournot ejercieron una notable influencia sobre los probabilistas
alemanes, en particular sobre Czuber, E. (1903) (ver Menong, A. (1915), Kamlah, A, (1983)).

352. Debe tenerse en cuenta que, a partir de los trabajos de Wiman, A. (1900)(1901) sobre fracciones continuas, los
mateméticos alemanes dirigieron sus esfuerzos a demostrar que existen conjuntos de medida nula y que estos conjuntos
son imposibles, lo cual puso en evidencia el abismo que existe entre la probabilidad nula y la probabilidad infinitesimal
(ver Bernstein, F. (1912)).

353. Este teorema sera tratado en el Cap. 11.
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Borel, Lévy y Kolmogorov adoptaron la forma fuerte, Chuprov y Castelnuovo la forma débil*>.

Es necesario destacar que de Finetti, B. (1937), a partir de la negacién de las
aproximaciones frecuencistas-propensionalistas mencionadas precedentemente, propuso una notable
solucién al problema de la quasi-imposibilidad, basada en la consideracién de una "jerarquia"
distinta entre las probabilidades nulas. Sean, por ejemplo, dos eventos, E, y E,, ambos de

probabilidad nula ( p(El) =0, p(Ez) =0 ), y sea el evento suma ( E, v E, ). De acuerdo con la
interpretacion subjetivista, tendria sentido realizar una evaluacién de las probabilidades
p[El /(E1 v Ez)] y p[E2 /(E1 V) Ez)] las cuales deberan, de acuerdo con la condicién de

coherencia, camplir la condicion:
A E /B B)|+ B /(B v EB)]=1

Lo que permite concluir que una probabilidad nula puede ser "infinitamente" mas grande o més
pequefia que otra probabilidad nula, es decir, que pueden considerarse distintos "grados de
imposibilidad™®. Sup6ngase un nimero X representable como un punto sobre una recta. Si a esta
representacién se le agregara otra dimension, Y, la identificacion del punto X requeriria,
obviamente, la definicién de dos condiciones, y si se agregara una tercera dimension, las condiciones

serfan tres. Se tendrén, asi, tres "ceros" (0,0° y 0*), cuya identidad aritmética no es valida desde

el punto de vista de la probabilidad (en el primer caso la probabilidad seria 0, en el segundo 0° y
en el tercero 0°). La idea intuitiva bésica que se desprende de este razonamiento es que, dados »
eventos independientes con probabilidad nula, la probabilidad de su ocurrencia conjunta seria
0" # 0. De la misma forma, supéngase que el observador incorpore a su conjunto de informacion
el conocimiento de la ocurrencia de un evento H al cual, “a priori”, le asignaba una probabilidad
nula. Dado, entonces, un evento E cualquiera, la probabilidad p(E / H) estar4 dada por la relacién

entre el “cero” correspondiente a la probabilidad p(E N H) y el “cero” correspondiente a la
probabilidad p(H) .

3) Si bien es innnegable que las propuestas de Lévy, P.P. (1925) y von Mises, R. (1931) y la obra
de los probabilistas rusos Chuprov, A.A. (1910), Markov, A.A. (1912) y Slutsky, E. (1925)
ejercieron una influencia significativa sobre el pensamiento de Kolmogorov, a partir de su
interpretacion del principio de Cournot sintetizado en el siguiente parrafo de los “Grundbegriffe”:
“Es posible asumir que a un evento A de ocurrencia eventual bajo ciertas condiciones 6, que no
es nuestra intencion analizar aqui, se le puede asignar un mimero real p(A) que posee las

siguientes propiedades: a) puede ser considerado como prdcticamente cierto que, si el sistema de

354. En particular, Castelnuovo, G. (1919) ejercié una notable influencia sobre las posiciones adoptadas por Fréchet,
M.; Halbwachs, M. (1924), Fréchet, M. (1938a)(1938b) y, por lo tanto, sobre Kolmogorov, A.N. (1933).

355. de Finetti, B. (1937). La nomenclatura utilizada habitualmente no es la m4s adecuada dado que sugiere que los
valores de p(El) y p(Ez) son iguales, en la medida que ambas son iguales a cero, cuando, en realidad, de acuerdo con

la interpretacion subjetivista, puede no tratarse del mismo “cero”.
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condiciones 6 se repite un ntimero suficientemente grande de veces ( n) y se verifica que el evento A
. m .o . ~
ocurre m veces, entonces el cociente — diferird levemente de p(4); b) si p(A4) es muy pequefio,
2

entonces se puede considerar como prdcticamente cierto que el evento A no ocurrird en una
repeticién individual de las condiciones 67, se puede concluir que, a pesar de su afirmacién que “...el
autor” (es decir, Kolmogorov hablando en tercera persona como el Diego) “...se ha basado, en gran
medida, en el trabajo de von Mises”, en realidad, Kolmogorov formulé sus axiomas a partir de una
definicién propensionalista de la probabilidad basada en la propuesta de Popper, K.R.
(1934)(1957b), consistente en asociar las probabilidades a los resultados de un sistema de
condiciones 6 repetibles (no especificadas en el texto) y no a los colectivos de la interpretacion
frecuencista®*®. Como consecuencia de la adopcion de esta interpretacion, la vinculacion de su
axiomatica abstracta con el mundo de la experiencia se materializa de acuerdo con principios no-
operacionalistas segiin los cuales los conceptos tedricos fundamentales son asumidos habitualmente

como indefinidos y se vinculan con la observacién sélo en forma indirecta®”’.

4) Si bien, como se expresé anteriormente, de acuerdo con Borel y Lévy, el principio “..a un
resultado A de ocurrencia eventual bajo ciertas condiciones 6 (...) se le puede asignar un niimero

p(A) “ tal que “a) puede ser comsiderado como practicamente cierto que, si el sistema de

condiciones 6 se repite un niumero suficientemente grande de veces (n) y se verifica que el

(13

evento A ocurre m veces, entonces el cociente — diferird levemente de p(A4)“ puede ser
n

deducido de la consideracion conjunta del principio “b) si p(4) es muy pequefio, entonces se puede

considerar como prdcticamente cierto que el evento A no ocurrird en una repeticion individual de
las condiciones 6™y del teorema de Bernoulli (el cual surge como un corolario de los axiomas), dado
que en los “Grundbegriffe” el principio a) no sélo precede a los axiomas, sino que es utilizado para
st formulacién y que, por lo tanto, precede al teorema de Bernoulli, es obvio que para Kolmogorov
asume un papel independiente. Indudablemente este planteo constituye la esencia del cambio
filoséfico producido por Kolmogorov en la teoria de la probabilidad: la sustitucién de la condicién
de equiprobabilidad por los resultados de sucesiones de condiciones repetibles (resultados que dan
origen al sistema axiomaético) y la interpretacién propensionalista del principio de Cournot como
nexo principal con el mundo real.

5) En el primer capitulo de los “Grundbegriffe” Kolmogorov trata el problema de la aditividad finita
y, si bien en el segundo capitulo adiciona a los cinco primeros axiomas el teorema de continuidad
que, como se vio, introduce la condicién de la aditividad numerable®*®, dado que (a pesar de que el

3% Ver Sheynin, O. (1996).

357. Ver Sec. 2.5.

358. Como se vio en la Sec. 3.1, la aditividad numerable fue introducida en la matemaética pura por Borel, E. (1896)

(1897)(1898), quien la convirti6 ¢n el tema central de la teoria de la probabilidad al demostrar su ley fuerte de los grandes
nGmeros. Deben reconocerse, ademas, los aportes de Lebesgue, H. (1901)(1904), Radon, J. (1913), Fréchet, M.
(1915a)(1915b)(19302)(1930b), Daniell, P.J. (1918)(19192)(1919b)(1920)(1921), Wiener, N. (1920)(1921a)(1921b)(1923)
(1924), Steinhaus, H. (1923)(1930a)(1930b) y, obviamente, del mismo Kolmogorov.
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argumento empleado por Fréchet para demostrar la o -aditividad, puede ser deducido de la
definicién empirica propuesta por Fréchet, M.; Halbwachs, M. (1925)) esta propiedad trasciende lo
que puede ser verificado empiricamente, manifiesta algunas reservas sobre su validez. Pero la
justifica en virtud de su utilidad en ciertos 4mbitos de la investigacién: “Como el nuevo axioma sélo
es esencial en dmbitos infinitos de probabilidad, contrariamente a lo que ocurre con los cinco
primeros axiomas, es casi imposible intuir su significado empirico. En la descripcion de cualquier
proceso estocdstico observable sélo podemos obtener dmbitos finitos de probabilidad. Los campos
infinitos de probabilidad sélo se presentan en modelos ideales de procesos estocdsticos reales. No
obstante, tomaremos en consideracion sélo aquellos modelos que satisfacen el axioma 6, el cual
resulté 1itil en ambitos de investigacion muy variados™>.

6) La perspectiva histérica permite concluir que, a pesar de la riqueza conceptual de los
“Grundbegriffe”, 1a filosofia de Kolmogorov fue menos influyente que sus axiomas, posiblemente
debido al fracaso de su intento de generalizarlaa los procesos estocasticos*®. Debe tenerse en cuenta
que la primera y fundamental condici6n en el esquema de Kolmogorov es la repetibilidad ilimitada
del sistema de condiciones 6 y que, si bien este precepto se satisface cuando se define un proceso
estocastico en términos de sus probabilidades de transicion®®, la cuestion se vuelve més
comprometida cuando se analiza la distribucién de probabilidades para los conjuntos de las
trayectorias posibles, es decir, en los casos en los cuales sélo es posible acceder a una definicién
débil y, por lo tanto, se cuenta con una tinica trayectoria no repetible del proceso. Kolmogorov logré
resolver esta restriccion demostrando que, en particular, un proceso de Markov de pardmetro
discreto®®? puede ser definido a partir de probabilidades simples, pero no logré extender este
resultado a procesos continuos en el dominio del tiempo.

3.1.5.- La probabilidad condicionada

Sea E un evento definido por la proposicién S, sea Q su espacio muestral y sea s su
algebra completa de subconjuntos de Q tales que £ = {w/ S(w) es verdaa’era} .Sea Bes el
evento B= {w/ S’(w) es verdadera} ysea Q' el conjunto de los elementos w para los cuales la

proposicién S’ es verdadera. Se dice que el evento E ¢ s estd estocasticamente condicionado por
el evento Bes, (E/B), cuando la probabilidad de ocurrencia o no de E depende

estocasticamente del resultado supuesto del fenémeno definido por la proposicién S’ .

Al calificar como estocastica a esta dependencia®®, se pretende distinguirla de otras formas

359 Veer Cifarelli, D.M.; Regazzini, E. (1996).
360 Ver Landro, A.H.; Gonzélez, M.L. (2009).
361 Ver Kolmogorov, AN. (1931),

362 ver Landro, A.H.; Gonzilez, MLL. (2009).

363. Fl adjetivo estocastico (del griego “otoxxotik6l”) es utilizado aqui como sinénimo de en el sentido de la

probabilidad.
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de dependencia, fundamentalmente de la dependencia l6gica: se dice que un evento (o proposicion) E,
es logicamente dependiente de un evento (o proposicién) E, cuando la suposicién de que E, ha
sucedido, transforma a E, en un evento cierto o en un evento imposible (es decir, se dice que E,
es logicamente dependiente de E, si, y s6lo si E, puede ser definido a partir de E, mediante
operaciones logicas).

En el caso finito, de acuerdo con la interpretacién de Kolmogorov, €l evento B se
comporta, con relacién a todos los eventos por €l condicionados, como si fuera un evento cierto y,

dado que laocurrenciade E depende estocésticamentede B, elevento (E / B) queda definido sélo

sise supone que B seha verificado®®. En caso contrario, su definicion no es posible. Luego, dados B
ylaclase s de eventos, es posible definir probabilidades relativas a dichos eventos condicionados,

verificandose que si p(B) > 0, para todo evento condicionado por B, resulta que:

EnB
p(E/B)= _____p( ak)
p(B)
donde p(E/ B) debeser interpretada como la probabilidad de que se verifique E , suponiendo que B

se haya verificado o la probabilidad de ocurrencia de £ condicionada por la supuesta ocurtrencia
de B o relativa a la supuesta ocurrencia de B (como se verd en la Sec. 3.2, a partir de la
interpretacion frecuencista permite considerar probabilidades condicionadas por atributos de
probabilidad nula).

A partir de esta igualdad se concluye inmediatamente que’®;

p(En B)= p(B)p(E ! B)= p(E)p(B! E)

ecuacion conocida como férmula de Ia probabilidad compuesta®®.

364. Esta suposicién de ocurrencia de B reemplaza al hecho que B se haya verificado realmente.

365. En realidad, la notacion p(E) utilizada hasta aqui es incompleta en la medida que no toma en consideracion el
conjunto de informacion ( @ ) con que (necesariamente) cuenta el observador para realizar 1a evaluacion de la probabilidad.
Es decir, la notacién correcta, en todo caso, deberia ser p(E / m) . En el caso que se menciona en el texto, 1a notacion

completa seria p[E / (a) N B)] . La notaci6n original introducida por Hausdorf, F. (1901) utilizaba el simbolo pB(E) .

Esta nomenclatura fue adoptada por Czuber, E. (1903) y Kolmogorov, A.N. (1933) y perdurd en la literatura alemana hasta
que Jeffreys, H. (1931) propuso su sustitucién por la més flexible utilizada en la actualidad.

366. La primera formulacion explicita del principio de la probabilidad compuesta para eventos cualesquicra se debe
a Th. Bayes (“An essay toward solving a problem in the doctrine of chances” (1764)). A partir de la publicacion de esta
memoria, los principios de la probabilidad total y de la probabilidad compuesta dejaron de ser objeto de discusion a nivel
tedrico y comenzaron a ser considerados como condiciones necesarias para la definicion de una funcion de probabilidades
(el periodo anterior a esta publicacion est4 caracterizado por el "Ars conjectandi" de J. Bemoulli en el cual se admiten como
probabilidades funciones aditivas y no-aditivas, ver Cap. 11). Cabe destacar que la primera parte del trabajo de Bayes,
dedicada ala derivacién de leyes a partir de una definicién explicita de probabilidad, constituye lo que se podria considerar
el primer ejemplo del ya mencionado dogmatismo Laplaciano (en Ia segunda parte de la memoria de Bayes figura su
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En el caso general, Kolmogorov consideré una funcién 4 sobre Q para toda variable

aleatoria que satisfaga la relacion®®’;

p(ucQ’) (E) = E(*ucQ')pu (E)

(para todo conjunto Q' de valores posibles de u tal que ¢l subconjunto {f/ u(g‘) € Q'} de Q sea
medible y posea probabilidad positiva), donde el primer miembro denota la probabilidad
condicionada de E con respecto a u y E(*uCQ') denota el valor esperado de una variable Y,

condicionado por un valor conocido de u. De acuerdo con el teorema de Radon-Nikodym, esta

variable aleatoria define un conjunto de probabilidad nula®®.

A partir de su analisis de la paradoja de Bertrand*®, Kolmogorov arrib6 a una conclusién
que, si bien no reemplaza la explicacién de Borel, implica un avance en la filosofia de la

probabilidad: “... la idea de una probabilidad condicionada con respecto a una hipdtesis aislada
93370

dada con probabilidad nula, es inadmisible
El tratamiento realizado aqui de la probabilidad p(E/B) como un concepto primitivo,

corolario inmediato del sistema axiomadtico, corresponde a B. de Finetti quien sostiene el criterio de
que es preferible establecer los supuestos importantes como axiomas (o como teoremas derivados
de ellos) y, en la medida de lo posible, reservar las definiciones s6lo como resimenes. Su propuesta
pretendia mejorar el planteo de Kolmogorov, A.N. (1933) quien presenta a p(E / B} como una mera

definici6n (debe reconocerse que, como se vio en las secciones 2.3,2.4 y 2.5, en las interpretaciones
frecuencista, logicista, y propensionalista, la probabilidad condicionada es un concepto primitivo).
Por otra parte, es innegable que el tratamiento de de Finetti genera una cierta simetria elegante entre
las férmulas de la aditividad y del producto, inexistente en la axiomatica de Kolmogorov.

A partir de los resultados anteriores, se obtiene que, dados los eventos E,,E, y E,, su
probabilidad compuesta asumir4 la forma:

PE N En E)= f(En E)n E)=

= (0 B,)p|E; /(B 0 B)|=

= p(E)p(E, 1 E)p| B /(B0 B)]

famoso teorema sobre la inversién de la probabilidad, ver Cap. 13).

367. La nomenclatura utilizada es la correspondiente a Kolmogorov, A.N. (1933).

368. Kolmogorov fue el primero en utilizar este teorema para definir probabilidades condicionadas a partir de
probabilidades simples.
369 Ver Sec. 2.4.

30 Kolmogorov, AN. (1933).
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Elultimo factor del segundo miembro debe ser interpretado como la probabilidad de que ocurra E; ,
suponiendo que E, y E, hayan ocurrido. Luego, se puede escribir:

En Ez»m E3)
P(El N Ez)

p|Es/(Ein B,)|= |

p(E1 NE N E3)
P(Ez)
P(El N Ez)
()

(B B)/ )|
B P(EllEz)

siendo p(E,)2 p(E n Ey)> 0.
En general, seré:
AENnEn.nE,)=
= (i By E) E,|=
= (BN Eyn 0 B, )p[E, /(B0 By By )| =

= (E)PE | EB)p|Es /(B0 B))-1|E, /(B0 By B,

Del enunciado del Axioma 6 y de la definicion de la probabilidad condicionada surgen los
siguientes corolarios:

a) Suponiendo que p(B)> 0, se obtiene la siguiente formula para la inversion de la probabilidad
de un evento condicionado:

e 8)= 22 (3 )

»(B)

expresion que constituye la formulacién mas simple del Teorema de Bayes®”'.

371. A comienzos del siglo XVIII, como consecuencia del proceso que llevo a los filésofos empiristas al tratamiento

de los aspectos cuantitativos de la experiencia, se generd una teoria de la inferencia inductiva aplicable a series de eventos
naturalmente idénticos, para los cuales la experiencia adquirida de su observacion repetida, se transformaba en expectativa
acerca de su comportamiento futuro, Jakob Bernoulli ("4rs conjectandi” (1713)) fue el primero en lograr una formalizacion
de ese proceso de inferencia. Los principales tratados de los autores clasicos se referian exclusivamente a la resolucién de
problemas del tipo: dada una urna que se sabe que contiene g bolillas blancas y ¢ bolillas negras, la probabilidad de
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b) Dado que Q' fue definido como el conjunto de los w para los cuales S’ (proposicién que define
al evento B) es verdadera (de modo que Q' = B ), se verificaque p(Q'/B)=1.

¢) Si se verifica que E c B, entonces:

(En B) _ p(E)
B p(B)

HE/B)=£

Supdngase, ademas, que B ¢ E , entonces, de acuerdo con el corolario 4) del axioma de aditividad,
se obtiene que p(B/ B)< p(E/ E) . Teniendo en cuenta, por otra parte, que:

p(B/B)= pl(@n B)/ B]= p(@/B)=1

serd p(E/ B)2 1. Pero, considerando que se trata de una probabilidad, debe ser p(E/B)=1.De
lo que se puede concluir que, en este caso, (E/ B) define un evento cierto no s6lo en probabilidad:

larelacién p(E/B)=1 se deriva de la implicacion 16gica y no de las propiedades inherentes a las
probabilidades y es véalida cualesquiera sean las probabilidades de los eventos implicados (esta
propiedad es vélida, atin para p(B)=0).

Supoéngase, asimismo, que En B=( , debe ser, entonces, B¢ E vy, por lo tanto

p(f / B) = 1. Luego, serd p(E/B)=0 (ntese que esta propiedad también es vélida aiin cuando
p(B)=0).

d) Sea {EI,EZ,...,E,,,...} un conjunto de eventos incompatibles ((E,.n Ej)= g , para

i# jii,j=12,...),si P(B)> 0, se verificara que:

e) Sea {EI,E2 ,...,E,,,...} un conjunto de eventos incompatibles, tales que UE,. > B. Como
i=1

obtener una bolilla blanca al realizar una extraccién al azares p = . J. Bernoulli fue el primero en tratar ¢l esquema

a+c
inverso: la estimacion de los valores a y ¢ basandose en la evidencia empirica que proporcionan los resultados de las
extracciones sucesivas. En 1764 ("4n essay toward solving a problem in the doctrine of chances") aparecio la solucién
propuesta por Th. Bayes al problema de la inversion de la probabilidad a que se hace mencién en el texto. Este tema serd
tratado con detalle en los capitulos 11y 13.
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consecuencia del principio de aditividad numerable y de la formula de la probabilidad compuesta,
se verifica que:

0

=3 (B0 £)= 2 {E)o(51 )

i=1

AB)=p

5a(U)

(la interpretacién subjetivista de esta expresion implica admitir que el grado de creencia en la
ocurrencia del evento B es igual a la suma ponderada de los grados de creencia asignados a las
distintas formas en que B podria ocurrir).

f) Sea {El By e B, ,} una sucesién monétona de eventos que converge hacia £, limE, = E,
H—=>0

con p(E)> 0. Entonces, sera:

. . PBNnE,
1) i A0

Ahora bien, por el teorema de continuidad, resulta que:

p(BnE,) p[,}ii?o(B” E")} _PBnE)_ p(B/E)

AR fimE) AP

h—o

Por lo que queda demostrado que:

lim p(B/E,) = p(B/ E)

n—w

3.1.6.- La relacion de independencia estocastica

Como consecuencia de la definicién de probabilidad condicionada, se puede concluir que
la condicién necesaria y suficiente para que los eventos E, y E, sean estocasticamente

independientes es que p(E2 / El) = P(Ez) , siendo p(El) >0.

Debe tenerse en cuenta que, como se mencioné en la Sec. 3.1.4, para Kolmogorov, la
diferencia fundamental entre la probabilidad y la teoria de la medida radica en la formalizacion y
aplicacién del concepto de independencia estocastica de los eventos: “Histéricamente la
independencia de eventos y de variables aleatorias es la nocién matemdtica que proporciona a la
teoria de la probabilidad su caracteristica peculiar” (Kolmogorov, A.N. (1933)). En realidad, esta
nocién asume distintas interpretaciones, segin cuél sea el concepto de probabilidad adoptado. Como
se vio en el Cap.2, la concepcidn clésica considera a la independencia como una circunstancia valida
en casi todos los casos y la interpretacién frecuencista Ia introduce como una propiedad natural de
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los eventos repetibles. En términos de la interpretacion subjetivista la independencia estocésticade E,
con respecto a E, implica que la informacién acerca de la presunta ocurrencia de E, no influye
sobre la asignaci6n de la probabilidad correspondiente a la ocurrencia de E, .

A partir de la formula de la probabilidad compuesta, esta propiedad (conocida como de la
independencia de orden-2) puede ser expresada como:

P& N E,) = p(E)p(E,) .

La expresion natural de la definicion de independencia estocdstica de orden-3,
formalmente, seria:

P(El N ENn Es) = P(El)P(Ez)P(E3)

Ahora bien -aunque parezca intuitivamente poco aceptable-, que tres eventos satisfagan la
relacién de independencia no implica necesariamente que dos cualesquiera de ellos sean
independientes entre si (es decir, que la independencia de orden-3 no implica la independencia de
orden-2).

La condicién de independencia estocéstica entre tres eventos implica la verificacion
simultdnea de las relaciones:

Debe tenerse en cuenta, por otra parte, que el camplimiento de las tres ltimas igualdades
tampoco implica necesariamente la verificacién de la primerarelacién (es decir, que la independencia
de orden-2 tampoco implica la independencia de orden-3).

En general, dada una sucesion finita o infinita numerable de eventos, {E1 I S ,} .
se dice que los eventos componentes son independientes de orden-k si, para todo conjunto de

k(> 1) eventos, {Ejl Ej ,...,Ejk} , se verifica que:

p(Ej1 N Epn..n Ejk) = p(Ejl)p(Ej2)"'p(Ejk)

De las relaciones precedentes se puede concluir que la independencia estocastica no es una
propiedad intrinseca de los eventos, sino que depende, también, en forma esencial, de la asignacién
de las probabilidades y, por lo tanto, encierra un carédcter subjetivo.
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Como corolario de las definiciones anteriores se obtiene inmediatamente que, dados dos
eventos, E, y E,, estocasticamente independientes, se verificara que:

Es decir que, si £, y E, son estocasticamente independientes, entonces, E, y E, también lo son.

En general, dada una sucesién {EI,EZ,...,E,,,...} de eventos estocasticamente

independientes, se demuestra que:
p(Ein Bn.nE,)=
= p(E2 N Esn.n E p[E1 E,n.nE )]

= p(E, N E;n..nE,) {1 P[El En.nE )]}

_ AEyn i) { A B “E)}
p(Exn E3n..nE,,)

De lo que se concluye que los eventos E,,E, ..., E, también son independientes. Esta propiedad es,
a su vez, inmediatamente generalizable a cualquier conjunto de eventos del tipo
E ,E,,..E,,E,  ,-E, (s=12,..,n) parael cual se verifica que:

p(!??1 N EN.NE,N E N N E,,) = p(E)p(E"Z)...p(Zfs)p(Em)...p(E,,)

De las demostraciones anteriores se puede concluir en consecuencia que, dado un conjunto
de eventos estocasticamente independientes {El 2Eg s E,,} con probabilidades respectivas

D1 > D2 > Pn » 12 probabilidad de ocurrencia de cualquier arreglo de los mismos puede ser expresada

en funcion de fas probabilidades de los eventos singulares p(E,) (i = 12,...,n) delasiguiente forma:

p(E,.l NEN.NE NE, Nn.N E,.n)=

= (B P E)-(Ba)1- p(Eopr)]-[1- P(ES)]
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Un caso particularmente interesante se presenta cuando los eventos E; (i = I,2,...,n) son
equiprobables. Haciendo p(E,-) =pyl- p(Ei) = g , la probabilidad de cualquier composicién de
los »n eventos dados puede ser definida como p”"g™™" . Luego, la probabilidad de un evento E
definido como la union de todas los arreglos de los 7 eventos, en las cuales los eventos contrarios
(E ) sean (n- k), estar4 dada por la suma de tantos sumandos de la forma p"g"™" como posibles
ordenamientos admitan los » eventos dados:

1

-— n
p(E) = p[U(E,.] NE n.NnE,NE, N.NE, )} = ( h) "

(donde, de acuerdo con la nomenclatura introducida por L. Euler, “Commentarii Academice

_ _’n!__ _ phn-h

= h!(n— h)! = P, denota el
coeficiente binomial). Esta expresién define la probabilidad de que, dados » eventos independientes
y equiprobables con probabilidad p , ocurran % (sin importar en qué orden).

n
Scientiarum Imperialis Petropolitane”, vol. 4 (1741), ( h)

Se agregan a continuaci6n algunos ejemplos tipicos en los libros de texto a fin de aclarar
los alcances de las definiciones anteriores.
Ejemplo n° 3.1:

Supéngase un fendomeno cuyo comportamiento eventual sea el que resulta de arrojar tres
monedas clasicas. Su espacio muestral sera:

a = {(c,c,c)(c.c. x)(C. X.C)i(x,C,Ch(C. X, X):(X,C, X); (X, X,C); (X, X, X)}
Sean los eventos:

E, :obtener al menos dos veces el resultado " cara”
E, :obtener un numero par de resultados "cara"

E;:obtener el resultado "ceca" en la primera moneda

Las probabilidades respectivas, calculadas como la relacion entre el numero de
resultados favorables a cada evento y el niimero total de resultados posibles, serén:

A(E) = (c.c.x)u (c.x.0u (x,c.0)u(ccc)-

Do | -

2B = A(X. X%, %,)0 (C.C.X)u (C.X.C)u (X.C.0)] = %
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AE) = fl(x.c,0)u (X,C,x)u (X, X,C)u (X, X,C)| = %

De la misma forma, se obtiene que:

p(Eln E,n E3) = p(X,C,C) = %

Es decir, se verifica que:
P(E 0 Eyn Es) = p(Ey)p(E,)p(Es)
Pero, también se verifica que:
p(E n Ey) = pl(C.C.X)u(C.X,C)u (X,C,0)] = %;e P(E)p(E,)
pEin By)= (X.C,0)= 3% PE)H(E)
p(B, 0 E) = pl(x.C.0)u (X, X,X)]= %
Es decir que, de las relaciones correspondientes a la condicién de independencia estocastica de

orden-2, se verifica s6lo una. De lo que se puede concluir que los tres eventos, atin satisfaciendo la
relacion de independencia de orden-3:

PBin By Es) = plE,)p(E,) Es)

no son independientes de orden-2.

Ejemplo n° 3.2:

Supéngase un fenémeno cuyo comportamiento eventual sea el que resulta de lanzar dos
dados clasicos. Sean los eventos:

E, :obtener un numero par en el primer dado
E, :obtener un numero par en el segundo dado
E;:obtener en ambos dados resultados tales que la

suma de los puntos sea un numero par

A partir de la relacién entre el nimero de resultados favorables a cada evento y el nimero
total de resultados posibles, se obtienen las siguientes probabilidades:
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P(E) = p(E,) = p(E;) = %

1
P(E " E,) = p(E\n E;) = p(E, N E3) = T

BN By B) = 72 p{B)p(B)p(E:)

Estos resultados demuestran que los eventos son independientes de orden-2, pero no son
independientes de orden-3.

Ejemplo n° 3.3:

Sean dos urnas, una de las cuales contiene 3 bolillas de distintos colores (una blanca, una

rojay una negra), y la otra contiene 4 bolillas, de las cuales 3 son iguales a las de la primera urna y
la cuarta es amarilla. Se extrae una bolilla al azar de cada una de las urnas. Denotando por
B,R,,N,,B,,R,,N,, 4, aloseventos asociados a dicho experimento, y suponiendo una hipétesis

de equiprobabilidad para las extracciones de cada una de las urnas, se obtiene que:

AB)= p(R)= p(W)= 3

AB)= o) = M) = pl4)= 7

Sean, ahora, los eventos E, = BjU R, y H,= B,u N, . De acuerdo con el axioma de

aditividad, serd p(El) = p(Hl) = % y, por lo tanto p(El) p(Hl) = % . Por ofra parte, se obtiene en

forma inmediata que £,n H; = B, , de modo que:

B )= 5+ pl5) p(H)

W[—

De lo que se concluye que E; y H; no son eventos independientes.

Procediendo en forma andloga con la segunda urna y definiendo los eventos E, = B, R,

y H, = B,n N, , se obtiene que p(Ez) = p(Hz) = % y, por lo tanto, que P(Ez) p(Hz) = % . Por

otra parte, se verifica que:
1
P(Ez N Hz) = P(Bz) = 7 = P(Ez)P(Hz)

De lo que se concluye que los eventos E, y H, son independientes (atin teniendo en comun al
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evento B, ).

Todo esto confirma lo expresado en las paginas precedentes, en cuanto que distintas
asignaciones de probabilidades ( p(Bl) , p(Rl) , p(Nl) # p(Bz) p(Rz) , P(Nz) , p(Az) ) hacen que

dos situaciones similares desde el punto de vista fisico den lugar a conclusiones diferentes,
confirmando que la independencia estocéasticano debe ser considerada como una propiedad inherente
solo al concepto de evento.

Sea, ahora, elevento G, = B,n 4, .Dadoque E,n H,N 4, = B, yque p(Gz) = p(Ez) =

= p(HZ) = % , se tiene que:

= p(E,)p(H,) p(Gy)

| -
H
00| —

P(Ez NHN Gz) = P(Bz) =

De lo que se concluye que los eventos E,, H, y G,,aln siendo independientes de orden-2, no son
independientes de orden-3.

Ejemplo n° 3.4:

Seaun dispositivo formado por n partes componentes dispuestas en paralelo, de modo que
el funcionamiento del sistema esta garantizado por el funcionamiento de por lo menos una de ellas,
ysea p laprobabilidad de fallar de cada una de las partes componentes en el término de un afio.

Supéngase que, a fin de estudiar su confiabilidad, se realice un relevamiento sobre un
conjunto de estos dispositivos, tomando en consideracion s6lo aquéllos en los que, en el término de
un afio, ha fallado por lo menos una parte componente. Denotando por H al evento “que falle por

lo menos una parte componente” y por E; al evento “que fallen j (= 1,2,...,n) componentes” , se
obtiene que E ;S H ( j=12,.. ,n) . Luego, la probabilidad de que en un dispositivo en observacion

fallen, en el término de un afio, j (= 1,2,...,n) partes componentes estd dada por:

p(E; 1 H) - ‘; ((H)) - Ei o (j = 12,...,)

Ejemplo n° 3.5:

Sea {EI,E2,...,E

,,} un conjunto de eventos estocasticamente independientes con

probabilidades respectivas p,,p;,...,p, Y sea p(S j) ( j= 1,2,...,n) la probabilidad de que ocurra
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un mimero par de eventos menor o igual que ;. Se puede escribir, entonces:

p(Sl) = p(que no ocurra el evento El) =1-p,
P(Sz) = p[(que no ocurra el evento E, ni el evento E2) U

U (que ocurran ambos evento )] =

11
=(1- p)(1- p,) + PP, = 2 5(1 -2p)(1-2p,) =

= p(8,)(1- p) +[1- 2(8)]p2
p(S3) = p[(que no ocurra el evento E, ni el evento E, ni el evento E3) V)

U (que ocurran dos de los tres eventos)] =

(1 - Pl)(l - Pz)(l - Ps) + P1P2(1 - P3) + Pl(l - pz)Ps + (1 - P1)P2p3 =
%+ %(1— 2p)(1-2p,)(1-2p;) =
= P(Sz)(l‘ P3) + [1“ P(Sz)]Ps

En general, seré:

AS:,) = (1- B)(1- 22)-{1- 2oy )+

+ [plpz(l— ps)-(1- o, Jot (1= 21 o) (1~ Poya )Py j]+

" [plp2p3p4(l- ps)-{1- oy Yot (1= 2)(1= o) (1= Pojo)PayosPrjapos pzj]J,
4ok PPy Dy,

p(S2y1) = (1= B)(1- 22)(1- oy +

¢ [ipa(1= po) {1 Poguart(1= ) (1= Po) (1= Paycr ),y ¢

t [Pi2pspa(1= o) (1= ajur ot (1= P} (1= ayos)ryoPrsaa oy ¢

+...+[p1p2...p2j(1— p2j+1)+m+(1— P1)P2P3---P2j+1]

3.1.7.- Algunos problemas clasicos

A fin de resumir los postulados del sistema axiomético de Kolmogorov, sus corolarios y sus
teoremas asociados, se incluye a continuacién una seleccién de problemas que figuran en los tratados
clasicos de teoria de la probabilidad mencionados en el Cap. 1.



121
3.1.7.1.- El problema de la division de las apuestas o del valor de un juego

Sean 4 y B dos jugadores que convienen en jugar una serie de partidas que finalizara
cuando uno de los dos haya ganado en n oportunidades. Suponiendo que las probabilidades de 4
y B de ganar una partida sean, respectivamente, p y ¢ = 1- p , ;de qué forma deberian dividirse

las apuestas si, por alguna causa accidental, la serie se interrumpieracuandoa A lerestanganar n,
partidasy a B, ny partidas?

Sea p[G '/ (n A,nB)] la parte de la apuesta total que corresponderia a A4 (o, segin la

nomenclatura de Huygens, el “valor del juego™ o la “expectativa” del jugador A) si el juego se
interrumpiera cuandoa A lerestan ganar n, partidasya B le restan ganar np partidas para ganar

el juego. Si la apuesta total fuera igual a uno, entonces el valor del juego para ¢l jugador A4 se
identificaria con la probabilidad de que 4 ganara el juego, calculada al momento de la intertupcion.

Esta probabilidad es una funcién que depende exclusivamente del niimero de partidas que
le restan a A para ganar el juego. Se puede concluir facilmente que 4 ganaré el juego si gana las
siguientes n, partidas, o si gana n, de las siguientes », + 1 partidas, con la condicion de que la

ultima sea ganada por 4, o sigana n, de las siguientes n, + 2 partidas, con la misma condicion,

y asi sucesivamente. El nimero méximo de partidas en el que A puede ganar el juego es
n, + ng - 1. En consecuencia, la probabilidad de que 4 gane el juego en n, + x partidas, estara

dada por la probabilidad de que gane n, - 1 de las primeras n, + x -1 partidas, multiplicada por

1a probabilidad de que gane la (n 4+ x) -ésima partida, es decir, serd igual a:

{[nfi TXx- l)pnA—qu}p= (nA +x- 1)!pnA—qu

x x(n, - 1)t
Luego, la probabilidad de A4 de ganar el juego, sera:

P[GA /(”’A a”B)] =

nA nA‘l'lJ 2 (nA‘l'nB—z) —l
= p'+ Mg+ et TAg" T =
I4 (l)pq(zpq n-1 )P4
”B'n +_]
-5

Como generalizacién de este problema, sea un conjunto de & jugadores, {A,, 4, ,...,A,,} ,

a los cuales les resta ganar, respectivamente, #,,#,,....H; (n1 +mtatn = n) partidas para ganar
el juego. Sup6ngase que las probabilidades de cada uno de los jugadores de ganar una partida sean,
respectivamente, py,p;,....0; ( Dt Dttt D = 1) . El nimero méximo de partidas en el que 4,

puede ganar el juego es:
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m+ (75 - 1)+ (n3 - 1)+...+(nk - 1) =n-k+1

La probabilidad de que 4, gane el juego en m+x=m+ X, + x3+...4%; (x,- =0,12,.n-1;
i=23,...,k) partidas (donde x; representa el nimero de partidas ganadas por 4; en las n, + x
partidas), est4 dada por:

7 -1

(nl +x- 1)!
(m - 1)!x2!x3!...xk!pl

258 2 Al

Luego, la probabilidad de 4, de ganar el juego, calculada al momento de la interrupcidn, sera:

nz—l n3—1 nk—l

(n1 + Jo t Jatet Ji - l)! o .
G, /|n,n,,..., = E J2 pis ik
P[ 1 (n1 ) nk)] P1j2=0j32=0 jk§=:0 ("1—1)!j2 sl D" P3Py

Este problema que, como se mencioné en la Sec. 1.3, aparece por primera vez en la
literatura en “Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalitd” (1494) de Fr. Luca
Paciolo, se conocié también como problema de los puntos dado que, en vez de contar €l nimero
de partidas, puede adjudicarse al ganador de cada partida un cierto niimero de puntos y efectuar el
recuento del nimero de puntos que le restan para ganar. G. Cardano (“Pratica arithmeticee et
mensurandi singularis” (1539)), N. Tartaglia (“General trattato di numeri e misure” (1556)), G.B.
Peverone (“Due brevi e facili trattati, il primo d'arithmetica, l'altro di geometria” (1558)) y L.
Forestani (“Practica d'arithmetica e geometria” (1603)) desarrollaron distintos intentos de solucién,

Pascal y de Fermat hallaron soluciones para el caso particularenque p = g = % . La solucién general

se debe a P.R. de Montmort (“Essai d'analyse sur les jeux de hazard” (1708)), Johann Bernoulli
(correspondencia con P.R. de Montmort, 1710) y A. De Moivre (“De mensura sortis, seu, de
probabilitate eventuum in ludis a casu fortuito pendentibus” (1712))*".

3.1.7.2.- El primer problema de Huygens®”

Sean A4 y B dos jugadores que convienen en jugar una serie de partidas que finalizara
cuando A4 obtenga el resultado £, o B obtenga el resultado Ej. La serie de partidas esta

372. La solucién desarrollada en esta seccién se debe a A. De Moivre (“Miscellanea analytica de seriebus et

quadraturis” (1730)). De las fechas que figuran en los comentarios que figuran en las obras respectivas, se puede concluir
que las soluciones generales alos problemas tratados en esta seccion son posteriores al desarrollo del caiculo combinatorio,
cuyos origenes se remontan a la construccion del triangulo aritmético de coeficientes por los mateméaticos hinduies, arabes,
chinos y persas del siglo XII, cuyo desarrollo se encuentra en las contribuciones de N. Tartaglia, G. Cardano, Michael Stifel,
M. Mersenne y B. Pascal, y su culminacién en los trabajos de John Wallis, I. Newton. G. Leibniz y Jakob Bernoulli.

373. Los siguientes tres problemas que figuran en la Sec. 3.1.7 forman parte de las llamadas catorce proposiciones de

Huygens y estan incluidos en su “De ratiotiniis in ludo aleae” (1657), Este primer problema, en particular, fue formulado
por P. de Fermat (1656).
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organizada de la siguiente forma: A realiza el primer intento, luego B realiza dos intentos, luego 4
realiza dos intentos, y asi sucesivamente. Suponiendo que la probabilidad de A de obtener el
resultado E, enun intento dado sea p, ,y la probabilidad de B de obtener el resultado Ej, sea

Ds » (cudl es la probabilidad de A4 de ganar el juego?

Denotando por p(4) (i = 12,...) laprobabilidad de que 4 gane el juego en su i -ésimo
intento, serd:

p(4) = P(EL) = b4

p(4,) = p[(ﬁ—?,,n EznExn EA)U (EAm EgsnEgnE N EA)]=
= 4u95P4 + 9495P4

p(4)= p[(b—?Ar\ EznE;nE,nE,nEgnEyn EA)U
U(EAnEBm ExnE,NE,nEgnEgn EAnEA)]=

= q4d5Pa+ 9495Px

...........................................................

Luego, la probabilidad de que A gane el juego estara definida por la serie geométrica®™:

p(A)= pa(1+ qua} + 2 + 3ah + dhah+ ) =
= pa|(1+ alah + alaie.)+ (augh+ S + dhai+-)| =
= pa(1+ G203 )(1+ s + dhab+--) =

A1+ 44a})
1- 4345

En particular, para p, = py = p , se obtiene que:

pli+¢
p(4)= —(17—)= 1-q+q*- ¢’ +q"-...

Una generalizacion de este problema consiste en suponer que la serie de partidas esta
organizada de la siguiente forma: A realiza %, intentos, luego B realiza k, intentos, luego 4

realiza k, intentos, y asi sucesivamente. La probabilidad de que A4 gane en su primer intento sera:

374. Solucion debida a Jakob Bemnoulli (“Questiones nonulle de usuris, cum solutione problematis de sorte alearum”
(1690)).
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bl
P(Al) =p+pg+ 17(]3+...+qu"1 = (1_ q)z g’ =1- qlq
j=0

La probabilidad de A4 de ganar en el segundo intento, sera:
p(Az) - qk1+k2 (l— qkz)
En general, la probabilidad de 4 de ganar en el / -ésimo intento seré:
p( A,.) = qk|+k2+4.,+k,_1 (l— qk,«)
Luego, la probabilidad de A de ganar el juego estara dada por’™:
p(A) o 1= ght 4 ghivhe _ ghivkavs | plarkyvkavky

Entre los muchos trabajos que abordaron Ia solucioén de los problemas de Huygens cabe
mencionar, a modo de curiosidad, una publicacién de 1687 (“Reeckening van Kaasen™) atribuida,
segln la opinién -muy controvertida- de algunos autores, al filésofo flamenco Benedictus (o Baruch)
Spinoza.

3.1.7.3.- El segundo problema de Huygens

Sean 4,B y C tres jugadores que extraen sucesivamente, en ese orden y sin reposicion,

una bolilla de una urna que contiene X bolillas blancas e Y bolillas negras ( X + ¥ = N ), ganando
el juego aquel jugador que obtuviere la primera bolilla blanca. ;Cual es la probabilidad de que A4
gane el juego?

Teniendo en cuenta la forma en que estdn ordenadas las extracciones, la probabilidad de que

A gane en su primera intervencion seréa p( Al) = ]ZV{— .La probabilidad de que A gane en la segunda

intervencidn, sera:

!
( )_YY—IY—Z X  (r-3 x
AR NN-1N-2N-3 _N._N-3
(N-3)

La probabilidad de que 4 gane en la tercera intervencion, sera:

375. Resultado debido a P.R. de Montmort ("Essai d'analyse sur les jeux de hazard" (1713)).
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g

YY-1Y-2Y-3Y-4¥-5 X (r-6! X

NN-1N-2N-3N-4N-5N-6 N! N-6
(N-6)

p(A3) =

En general, la probabilidad de que A gane en la j -ésima intervencién, sera:

n
) N (e Y]

[N-3(-1)

(donde [—ﬂ denota el menor entero mayor que g). Luego, la probabilidad de que 4 gane el juego

estard dada por:

[¥/3)

p(4)= Z::l P(Aj)

3.1.7.4.- El quinto problema de Huygens o problema de la duracién de un
juego o de la ruina de los jugadores’”

Sean 4 y B dos jugadores -que cuentan con m y n fichas, respectivamente- quienes
convienen en jugar una serie de partidas de acuerdo con las siguientes reglas: cada vez que se
presente el resultado E (con probabilidad p ), B le debe entregara A una fichay, viceversa, cada

vez que se presente el resultado E (con probabilidad g=1- p ), B debe recibir de A4 una ficha,

resultando ganador aquel jugador que primero logre poseer todas las fichas. ;Cuél es la probabilidad
de que A4 gane el juego?.

Al cabo de cada partida, si ocurre el resultado E , A ganauna ficha (a costa del patrimonio

de B)y, siocurre el resultado E , pierde una ficha (es decir, su ganancia sera igual a-1). La Figura
3.3 muestra la evolucion de la ganancia de 4. En el eje de abcisas esta representado el nimero de
orden de cada partida, y en el eje de ordenadas la ganancia neta de A4 al cabo de cada partida. Las
ordenadas pueden asumir los valores comprendidos entre las ganancias minima (- m ) y méxima (n)
de A (el juego finalizara cuando la ordenada asuma por primera vez alguno de estos dos valores)*”.

376. Este problema fue propuesto por Pascal a de Fermat en 1654 y lleg a conocimiento de Huygens a través det

matematico francés P. de Carcavi, amigo intimo de Pascal.

377. C. Huygens (“De ratiotiniis in ludo alee” (1656)) y J. Hudde (“Epistolee duce, quarum altera de ®quationum,

altera de maximis et minimis agit” (1665)) obtuvieron soluciones particulares para m=n y m=1234,5,6 .En1710,
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Figura 3.3
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Sup6ngase que, al cabo de un cierto numero de partidas, 4 cuente con X fichas ( 4(X))
y, porlotanto,que B cuentecon( n+ m~ X )fichas( B(n+ m- X ) ), al cabo deunanueva partida 4
poseerd, con probabilidad p,(X +1) fichas ( A(X+1)) (v, en consecuencia, B poseerd
(n+m-X-1) fichas, B(n+m-X-1)) o, con probabilidad gq,4 poseerd (X~-1) fichas
(A(X-1))(y B contardcon (n+m=- X+1) fichas, B(n+m- X +1)).

Luego, denotando por p[A(X )] alaprobabilidad de que 4 ganeeljuego, sicuentacon X
fichas, se obtiene facilmente que:

p[4(0)]=0
PAX)]= prla(x -]+ ga(x+1)]  (X=12,..n4m-1)
p[A(m+ n)] =1

De esta expresion resulta que:

P. de Montmort obtuvo una solucién para p=g, luego generalizada por N. Bernoulli (correspondencia con P. de
Montmort).
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A 4(x + 1)]- 4(x)]- {p[A(X)] pl4(x - 1)} [ %j"p[ A(X)]

Luego, la probabilidad de que A gane el juego estar4 dada por:

p(4)= )ng:::{p[A(X+ 1)]— p[A(X)]} P[A(l ] — (ZJ)X _

- |

- p[A(l)]

Pero, teniendo en cuenta que:

p[A(m+ n)] p[A(l)] =1

se obtiene que:

y, por lo tanto que®™®

pl4(m)]=

Otra cuestion interesante con respecto a este problema es la determinacion de la duracién
esperada del juego (expresada en nimero de partidas). Como ya se vio, sial cabode k (> 0) partidas
la ordenada es iguala X , al cabo de k+ 1 partidas esta ordenada tomar los valores X +1 (con

378. Esta solucion se debe a N. Struyck (“Uytreckening der Kansen in het speelen, door de Arithmetica en Algebra,

beneevens eene Verhandeling van Looterijen en Interest” (1716)).
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probabilidad p) 6 X -1 (con probabilidad ¢ ). Supdéngase, en particular, que p=g = -;— . Se

observa, entonces, que al cabo de % partidas, la duracién esperada del juego ( 4 * (X k) Yno depende
de k sino del valor de la ordenada (si se verifica, por ejemplo, que X, = n 6 X, = m, la duracion
esperada del juego sera igual a cero). Paracada X = m+ L,m+ 2,...,n-2,n-1 sera:

A*(X)= 1+%[A*(X+ )+ 4*(x - 1)]
A partir de esta expresion se demuestra que:
A*(X)=(- X+m)(X-n)=-X*+(n-m)X + mn
Obsérvese que, en particular, la duracién esperada inicial del juego esta dada por el producto de las

fortunas iniciales de 4 yde B, A* (0) = mn . En general se demuestra que la duracion esperada

del juego, al cabo de una partida dada, ser4 igual al producto de las fortunas de los jugadores, en ese
momento.

Sean, por otra parte, dos puntos (7 y P, ) con ordenadas positivas en el gréfico
correspondiente ala evolucion de la gananciade A (ver Figura.3.4).Sea Y] laordenada del punto P,
y sea P un punto con la misma abcisa y ordenada - Y| . Se observa que a cada recorrido % del
proceso que une a los puntos P, y B, y que "toca" o corta el eje de abcisas en un punto P*, le

corresponde uno, y solo un recorrido R’ que une a los puntos B’ y P,y que es tal que: i)
coincide con ® en el tramo (P*,Pz) y ii) el tramo (PI’,P*) se obtiene trasladando verticalmente

el tramo (PI,P *) de R . Viceversa, dado que todo recorrido R’ , que une P con £, debe cortar
el eje de abcisas (es decir, dado que existird siempre un paso en el cual R’ asumira una ordenada
igual a cero en un punto de abcisa P * ), si se traslada verticalmente el tramo (P{,P *) ,af le
corresponde uno, y s6lo un recorrido que une a los puntos A y P, y "toca" al eje de abcisas en ¢l

punto P * . Este planteo (conocido como el razonamiento de Desiré André) permite concluir que
existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de recorridos que unen a los puntos Ay P,

y que asumen, por lo menos en un punto la ordenada cero, y el conjunto de todos los recorridos que
unen a los puntos B, y B.

Aplicando este razonamiento al punto de ruina P, (es decir, trasladando el ¢je de abcisas
al punto X = P.)*™, se obtiene un procedimiento que permite resolver, en forma simple, otra

379. El punto de ruina de un jugador esta dado por una cantidad que define una ganancia maxima o una ganancia
minima prefijadas.
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cuestion relacionada con el problema de la ruina: la determinacion de la probabilidad de que el juego
finalice en menos de k partidas. Se obtiene, inmediatamente, que el nimero de recorridos que

terminarian en k partidas y que cortan al eje X = F, (en la hip6tesis que, teéricamente, el juego
contintia después de la ruina) es igual al nimero de recorridos que "tocan" al eje X = Fir al menos

Figura 3.4

- =
- N
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~11 |
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una vez, pero no lo cortan. Luego, la probabilidad de que el juego finalice antes de la k -ésima
partida (es decir, que la "ruina" de uno de los jugadores se produzca antes de la & -ésima partida)

puede ser expresada como:

p(%,)=2p(X, > B,)+ p(X, = B)

380

3.1.7.5.- Ei problema de J. Bernoulli sobre ¢l juego de pelota

Si bien el juego al que hace referencia Bernoulli se rige por reglas mucho mas complicadas,
su mecanismo de asignaci6n de puntaje es asimilable al tenis. A fin de simplificar su tratamiento, se
conviene en que por cada juego ganado se le asignard al vencedor un punto (en vez de utilizar la
puntuacién 0, 15, 30, 40,”gana”). Se considerara que un jugador ha ganado un “game”, cuando haya

380. Este problema constituye el apéndice al “drs conjectandi” (1713), titulado “Lettre a un ami sur les parties du jeu
de paume”.
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obtenido 4 puntos, con 2 puntos de ventaja sobre su adversario. Si en un “game” cada uno de los
contendientes contara con 3 puntos, se considerard ganador a aquel jugador que primero logre 2

puntos de diferencia sobre su adversario.

Sean los jugadores 4 y B . Supéngase que la probabilidad de A

ylaprobabilidad de B de ganarunjuegosea g = 1- p . Denotando por p[A(i, ])] alaprobabilidad
de A4 de ganar el “game”, si cuenta con i puntosy B cuenta con j puntos, se obtiene que:

p[A(i, ])] =p p[A(t' +1, j)]+ q p[A(i, j+ 1)]
De modo que, por ejemplo:

A 4(33)|= pp[4(4.3)]+ 4 [ 4(34)] =

de ganarun juegosea p,

- p{pds3)|+ ¢ A4 + a{p A 44.9)]+ a {453}

Si se tiene en cuenta que p[ A(5,3)] =1, p[ A(3,5)] =0y p[ A(4,4)] = p[ A(3,3)] , resulta que:

P4B33)|= P +2pa [ 4(33)]

es decir, que:

p[43.3)] = .

De la misma forma, se obtienen, por ejemplo:

Pl 42.3)| = p o[ 433+ 4 p[4(2:4)] =

Pl4(32)] = pp[4(4.2)]+ a7 4(3.3)] =

3 2
e
py _ \4 q q

2 27 3 2
+
A
q q q

:p-]-
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A 4(3)]= pr[423)]+ g/ 414)]= 4(23)]=

[A(0,0)]= - . - . - >
! ({2 (2 d ) ) ) s

P. de Montmort (“Essai d'analyse sur les jeux de hazard” (1713)) obtuvo una solucién
general para este problema, considerandolo como una derivacion del problema de la duracion del

juego. Denotando por ﬂ[A(i , j)] alaprobabilidad de que A gane el juego cuando le restan ganar i
puntosy a B le restan ganar j puntos ( p[ A(i, J)] = ﬂ[ A(4-i4- })] ), expreso la soluci6n de la

siguiente forma:

W2 j-2) 2 (i+j-2) ., .
ﬂ'[AlJ]: Z( hql+j h+_p+;q_2_ T pl lq_ll
=1

3.1.7.6.- El vigésimo problema de J. Bernoulli**'

Sean A,B,,B,,... ¥ B,_, k jugadores que convienen en jugar una partida de Bock, de

acuerdo con las siguientes reglas: Se utilizara en el juego una baraja formada por r cartas,
subdivididas en s grupos de A cartas numeradas de 1 a # cada uno. Cada uno de los jugadores

381. Este es uno de los veinticuatro problemas incluidos por J. Bernoulli ¢n la Parte TII de su “Ars conjectandi”.
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B,,B,,...,B,_, realizara una apuesta. El jugador que oficia de “banca” ( 4 ) distribuira una carta a
cada uno de sus k£ -1 adversarios y una a si mismo. Si la carta de 4 fuere mayor o igual que la del

jugador B, (i =12,..,k- 1) , entonces ganard la apuesta de éste, en caso contrario deberd pagara B,
una cantidad similar. El jugador A continuara en su condicién de “banca” en tanto venza a todos

sus adversarios en una jugada. ;Cudl es la probabilidad de que A contintie ejerciendo su funcién de
“banca” al cabo de una jugada?

Para k = 2, la probabilidad de A de seguir siendo “banca” serd igual a la probabilidad
simple de obtener en la distribucion, una carta mayor o igual a la de su adversario. Existen
s

!
(;) = 2—'(]%2—)' formas posibles de extraer dos cartas de la baraja, y existe h( 2) formas

posibles de extraer dos cartas del mismo niimero. Luego, el mimero de formas de extraer dos cartas

Ck=

n

] y elnimero de formas de extraer dos cartas de modo que la carta

2
de distinto numero sera (;] - h( 5

2

favorablesa A -es decir, el nimero de formas de adjudicar las cartas de manera que la del jugador A
sea mayor o igual a la de su adversario- estar4 dada por:

ARG M

De modo que, la probabilidad de que A le gane el juego a B -es decir, la probabilidad de que 4
contintie en su condicién de “banca”- seré:

G- A s

p4)= : (n] "~ 2(sh-1)

2

1((n S
de A seamayor que la de su adversario, serd 5[( 2) - h( J] . Finalmente, el nimero de resultados

J. Bernoulli resolvio, en particular, el caso para k= 3 y s = 4. El ntimero total de formas

n 4h) 4
posibles de extraer 3 cartas de la baraja estd dado por ( 3) = ( 3) = §h(8h2 - 6h+ 1) . Estos
resultados posibles pueden ser clasificados de la siguiente forma: i) el conjunto formado por tres

4
cartas con la misma numeracién, cuya medida estd dada por h( 3) = 44 ; ii) el conjunto formado por

dos cartas iguales y la tercera de numeracién distinta, cuya medida estd dada por
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A\(4h-4
h( 2)( : ] = 24h(h- 1) y iii) el conjunto formado por tres cartas de distinta numeraci6n, cuya

medida puede ser calculada como la diferencia entre el nimero total de resultados posibles y el
ntimero de resultados correspondientes a las clases i) y ii): :

EREREC R

Ahora bien, se puede concluir ficilmente que: a) todos los resultados de la clase i) son
favorables al evento “que A siga ejerciendo la condicion de 'banca”; b) los resultados de la clase
i), pueden ser divididos en dos subgrupos: uno en el que la tercera carta es de nimero mayor que
la carta repetida, y otro en el que aquélla es de niimero menor que la carta repetida; ¢) si se da uno
cualquiera de los resultados pertenecientes al primer subconjunto, A seguira cumpliendo la funcién

. 2 .
de "banca"; d) de los resultados del segundo subconjunto, sélo en 3 de los casos A no serd vencido

. . 1
por sus dos adversarios, es decir, que en un 3 de los casos (aquéllos en los que le corresponda la

carta distinta) perder4 la condicion de “banca”; e) el nimero de resultados de la clase ii) favorables
alevento “que A continiie gjerciendo la condicion de 'banca” seré, entonces 12h(h - 1)+ 8h(h-1) ;

f) el nimero de formas en que se pueden distribuir 3 cartas distintas, estd dadopor P, = 3!= 6 yque,

de esas 6 formas, s6lo 4 son “favorables” a la continuaciéon de 4 como “banca”, de modo que el
ntimero de casos favorables a la continuacion de 4 como “banca” entre los resultados de la clase

an(161* - 31~ 4)

9
funciones de “banca” al cabo de una partida, para el casoenque k= 3 y s= 4, serd®

iii) estard dado por . Luego, la probabilidad de que 4 contintie ejerciendo

16K* - 3h-4

AN S onr)

3.1.7.7.- El décimo-octavo problema de De Moivre o problema de Ia
ocupacion®®

Supéngase que se realiza una serie de » tiradas en igualdad de condiciones de un dado

382. La solucién de Bernoulli fue generalizada por R. Haussner (“Wahrscheinlichkeitsrechnung von Jakob Bernoulli”
(1899)).

383. Tradicionalmente, bajo la denominacién genérica de problemas de ocupacién se reunieron todas aquellas

cuestiones analizables en términos de una distribucién aleatoria de bolillas en un conjunto de casilleros (por ejemplo,
muestras de poblacion clasificadas en distintas categorias, distribucién del nimero de accidentes en los dias de la semana).
Estos problemas fueron tratados por P.R. de Montmort (“Essai d'analyse sur les jeux de hazard” (1708)). En particular,
el problema al cual se hace referencia en el texto fue propuesto por F, Robartes a A. De Moivre, quien lo incorporé a su “De
mensura sortis, seu, de probabilitate eventuum in ludis casu pendentibus” (1711).
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clasico de 4 caras (numeradas de 1 a #) ¢;Cudl es la probabilidad de obtener al menos una vez un
conjunto de & resultados determinados?

En el caso particular en que % = 1, denotando por B, al evento “no obtener ninguna vez
el resultado "1™, se obtiene que:

P(Bl) - p(bln blr\..nbl) = p(bl)p(bl)...p(bl) - (h’—znl)" i} A/;,;],n

N

(donde &, denota el evento “obtener un resultado distinto de '1' en la i -ésima tirada”y 4, ; = i

denota el niimero de arreglos de i elementos conrepeticionde ;). Luego, la probabilidad de obtener
por lo menos una vez el resultado “1", estara dada por:

p(B))=1- p(B)= 1-(1-%)"

Para k = 2, el evento contrario al evento “obtener por lo menos una vez los resultados '1’
vy 2%, en las n tiradas” ( B,, ), puede ser expresado como la unidn de los siguientes eventos:

by N BN..Nby,

1N by, N bpNn.nby,
Inlngpn.nb,
Ininin.nl

2N b, NbpNn.nbpy
202N byn.nby,

---------------------------

2Nn2n2n..n2

donde b,, denota el evento “obtener un resultado distintode'l'y de '2' enuna tirada cualquiera®).
12 y q
De modo que:

P(Blz) = ’i—[-"fh—z,n + (Ah-l,n - Ah—Z,n) + (Ah—l,n - Ah-2,n)] =

B 1
Ah,n

@210~ 42)

Luego, la probabilidad de obtener, al menos una vez, los resultados “1" y “2", seré:
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p(Bn)=1- p(By) = 1-2(1_,}1;)%(1_%)"

resultados '1','2",...,'k" en las n tiradas”,la expresion anterior puede ser generalizada de la siguiente

forma***:

NS W PR

j=0

P(E,z,...,k) =1- P(Bl,z,...,k)

e Gl-2)

J=0

Ah ]

3.1.7.8.- El problema de las rachas’®

Sea una serie de # pruebas, cada una de las cuales admite s6lo dos resultados posibles: E ,
cuya probabilidad de ocurrencia es igual a p,y E, cuya probabilidad de ocurrencia es igual a
q =1~ p (Cuales la probabilidad de obtener por lo menos una racha del resultado E , de longitud

mayor o igual que £ ? (es decir, la probabilidad de obtener por lo menos una sucesion ininterrumpida
de al menos & resultados E ).

Se denotara por b, , (n = k,k+ Lk +2,...) al evento “que la primera racha de longitud k

se verifique en la n-ésima prueba”. De modo que, por ejemplo, para k = 2, se obtienen las
siguientes probabilidades:

.................................................

Operando de la misma forma, para k = 3, se obtiene que:

384. Una solucién similar a ésta fue desarrollada contemporaneamente y en forma independiente a la d¢ de Moivre,
por N, Bernoulli (“De usu artis conjectandi in jure” (1709)).

385. Este problema fue formulado por A. de Moivre (“The doctrine of chances” (1718)).
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bys) = p°
(bs4) = a° = 4 p{ts)
P(bss) q’p’+qp’= qp(bs 4)+ qpp(b3 3)
Plbsg) = 4' 0" +20°0° + *p* = q plb )+ ap plbs4) + a0 (s )
Plbs7)= a*P* + 30°p* = q p(by) + ap plbys)+ ap? plb,)

!

3

.............................................................

En general, se obtiene la siguiente formula de recurrencia:

p(b,,,,,) =gq p(bk,,,_l) +qp p(b,,,,,_2)+...+qp"'1 plk,n- k) (n=kk+Lk+2,.)
Luego, la probabilidad del evento:

By ,:obtener por lo menos una racha de longitud k,

al cabo de n pruebas

quedara definida de la siguiente forma:
P(Bk n) (bk AL WIICRES] n) p(bk,k) + P(bk,k+1)+---+ P(bk,n)

(n=kk+1L,k+2,.).

3.2.- La axiomatica frecuencista

3.2.1.- La aditividad finita

Como se vio en la Sec. 2.3, mediante la abstraccion (o idealizacion) que permite representar
en términos analiticos un colectivo empirico (finito) por un colectivo matematico (infinito) de la

forma C= {wl,wz,...,w,,,...} (donde w, € O (n = 1,2,...) ), es posible establecer los siguientes
axiomas de la teoria de la probabilidad:

1) Axioma de convergencia: Seaun atributo 4 de un colectivo C . Entonces se puede asegurar que
el limite de la frecuencia relativa de la ocurrencia de dicho atributo en una sucesién den
observaciones repetidas en igualdad de condiciones:

im A4 = p(4/C)

n——)co n
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existe.

Debe tenerse en cuenta que: i) estas probabilidades interpretadas como limite de una
frecuencia relativa siempre son condicionadas por un colectivo empirico en particular, del cual el
atributo 4 es uno de sus posibles resultados™ y ii) el hecho que la noci6n de serie empirica no
coincida con la de sucesion matematica (en la que la ley que determina univocamente sus elementos
es conocida), permite concluir que la convergencia de las frecuencias no es asimilable a la operacién
analitica de pase al limite.

En realidad, el limite de la frecuencia relativa no depende de la naturaleza de los eventos
sino del orden en el cual estos ocurren: Supéngase una sucesién formada por “ceros” y “unos”, si en
el segmento final de 1a misma se produjera una frecuencia mayor de “unos”, se obtendria un valor
limite més alto (que podria llegar a ser muy proximo a 1) y, viceversa, si en el segmento final se
concentrara una mayor frecuencia de “ceros”, el limite seria menor (podria llegar a ser muy proximo
a 0). Se podria decir que el limite de la frecuencia relativa es légicamente independiente de las
frecuencias observadas en el segmento inicial (tan largo como se quiera) de la sucesién. Si en el
segmento inicial de la sucesion se sustituyeran los “unos” por ‘“ceros” (o viceversa), el limite no
variaria.

2) Axioma de aleatoriedad o de irregularidad®®’: El tratamiento de von Mises de la aleatoriedad
constituye, indudablemente, la parte mas original y més interesante de su teoria. Como se mencioné
en la Sec. 2.3, el principio fundamental es que los elementos de los colectivos empiricos no deben
guardar ningun orden, es decir, deben satisfacer alguna ley de aleatoriedad (imaginable solamente
a partir del paradéjico supuesto de existencia de un modelo matemético o una idealizacién que
pudiera capturar algunas de las propiedades intuitivas asociadas a la aleatoriedad).

En una propuesta muy ingeniosa von Mises relaciona la aleatoriedad con la ausencia de los
denominados sistemas de juego, consistentes en alguin arbitrio capaz de aportar alguna informaci6n
sobre la ocurrencia de un evento a partir de una evidencia dada (un sistema de juego en la ruleta, por
ejemplo, deberfa ser interpretado como algo que permitiera aportar alguna informacién a la
ocurrencia del resultado “color rojo” después de una racha de longitud % de resultados “color
negro”)*®, Este postulado, conocido también como ley de exclusion de los sistemas de juego,
requiere entonces, no sélo la estabilidad de las frecuencias relativas con respecto a ciertos resultados
particulares, sinola invariancia de dichas frecuencias ante una seleccion, de acuerdo con algunaregla,

386. En las interpretaciones logicista, frecuencista y propensionalista el elemento condicionante de la probabilidad de
una hipo6tesis estd4 definido por algin conjunto dado de evidencias, En la interpretacién subjetivista, el elemento
condicionante esta dado por el grado de creencia que posee el individuo-evaluador acerca de la ocurrencia del evento. La
diferencia entre un cuerpo de evidencia o un colectivo y un grado de creencia es la que permite distinguir entre una
interpretacion objetivista y una interpretacion epistemolégica.

387 «Regellosigheitsaxiom™ (von Mises, R. (1928)).

388. von Mises, R, (1928): “Los autores de tales sistemas, tarde o temprano, han experimentado la triste experiencia

de gue no existe ningiin sistema capaz de mejorar sus chances de ganar en el largo plazo, por ejemplo, cambiar las
Jrecuencias relativas correspondientes a los diferentes colores o niimeros que aparecen en una sucesion seleccionada a
partir de la sucesion general del juego”.
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de una sucesion localizada de la sucesi6n original®®.

A fin de formular una version de esta ley para los colectivos matematicos de la cual se
derive ¢l segundo axioma del sistema de Kolmogorov, supéngase un colectivo matemético C con
espacio de atributos Q , que satisface elaxioma de convergencia. Entonces, paraun atributo 4 c Q ,

se verificara que:

p(4/C)= limM

n»>o R

Sea, ahora, una sucesién C’ obtenida de aplicar unaregla de seleccion localizada o sistema de juego
al colectivo C . Se dice que esta seleccion es exitosa si se verifica que:

n'(4

lim )=p(A/C')¢3;nilo%4—)-=p(A/C)

>0 nl

(si se verifica que p(4/C")> p(4/C) , entonces el individuo-evaluador apostarfa a favor de la

ocurrencia 4 enlasucesion C', viceversa,si p(4/C')< p(4/C) ,elindividuo-evaluador apostaria
en contra de la ocurrencia de A en la sucesiéon C').

A partir de estas definiciones se podria, entonces, formular una primera versién del axioma
de aleatoriedad segun la cual, para cualquier sucesién C’' obtenida de la sucesién original C

389 . . . . . ,
. El primer axioma es anterior a von Mises. Este segundo axioma es de su autoria. Con respecto a la obra de sus

predecesores, von Mises, R. (1928) sostiene que: “...sus intentos (...) no condujeron ni podrian conducir a una teoria
completa de la probabilidad, porque ignoraron la consideracién de una caracteristica fundamental de un colectivo™. La
caracteristica a la que se refiere es la ausencia de orden, a partir del concepto generalizado que asimila aleatoriedad con
desorden, impredecibilidad, irregularidad, ausencia de comportamiento estructural, Esta interpretacion errénea conduce
a la conocida como paradoja de la aleatoriedad, que puede ser resumida en el siguiente ejemplo: Sean tres sucesiones
finitas de la forma 00000000000000000000000; 01101010000010011110011;11011110011101011111011. De acuerdo
con el criterio precedente, sélo las sucesiones segunda y tercera seran consideradas aleatorias, sin embargo, estas tres

sucesiones y las 2% — 3 sucesiones restantes tienen la misma probabilidad, de ocurrir {en realidad solo la tercera

1
sucesion fue construida al azar a partir de los resultados obtenidos de arrojar repetidamente una moneda, la segunda

sucesion representa el desarrollo binario de \/2— —1). Se puede concluir, entonces, que resulta imposible clasificar a una
sucesién finita como aleatoria o no-aleatoria, lo méximo a que se puede aspirar es a desarrollar una nocién de grado de
aleatoriedad (ver Apéndice 2). Por otra parte, dados el conjunto . , formado por todas las sucesiones binarias finitas y

el conjunto X", formado por todas las sucesiones binarias, debe tenerse en cuenta que el concepto de sucesion aleatoria

tiene sentido solo con respecto a una distribucion de probabilidades dada del conjunto X (por ejemplo, una sucesién con

. o 1 .
el doble de “ceros” que de “unos”™ no serfa considerada aleatoria si se supone que p(l) = p(O) = 3 pero podria ser

considerada aleatoria si p(l) = % y p(O) = —g— ). Ver Winefield, A.H. (1966), Gigerenzer, G.; Hell, G.; Blank, H. (1988),

Uspenskii, V.A.; Semenov, A.; Shen, A Kh. (1990), Ayton, P.; Hunt, A.; Wright, G. (1989)(1997), Rapoport, A.; Budescu,
D. (1992), Kareev, Y. (1992), Wright, G.; Ayton, P. (eds.) (1994).
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. s s . . . . . "4
mediante la utilizacién de un criterio de seleccion localizada, la frecuencia relativa ( ) debe
n

convergera p(4/C).

Muchas criticas a la propuesta de von Mises se refieren, no s6lo a sus argumentos basados
en lanocién inexacta o semimatematica de sistema de juego o seleccion localizada, sino a la nocién,
no especificada completamente, de seleccién admisible. Debe tenerse en cuenta que, de acuerdo con
el llamado argumento de Kamke, aceptar reglas arbitrarias de seleccion implica generar una

incompatibilidad entre el axioma de irregularidad y la definicién de colectivo: Dada una sucesién {nk } .

con #y < m, < 1y <..., supOngase un criterio consistente en seleccionar arbitrariamente una secuencia
{x,,1 2%, ,} . Si todas las secuencias son consideradas admisibles, entonces puede suceder que la

secuencia seleccionada sea tal que x,, =1 ox, =0 paratodo k,de modo que, desconociendo los

postulados del principio de Cournot, se podria asegurar que ninguna secuencia x podria ser
considerada un colectivo.

Por otra parte, supdngase un atributo 4 con probabilidad no-nula. De acuerdo con la
condicion de estabilidad de las frecuencias, en un colectivo matemadtico, este atributo debera ocurrir
infinitas veces, de modo que si se selecciona una sucesion localizada, resultara que:

lm-M:l#p(A/C)

n—w R

y, por lo tanto, que el axioma de aleatoriedad no se verificard. Luego, se puede concluir que, excepto
en los casos triviales en los que al atributo A4 le corresponde una probabilidad de ocurrencia nula
o igual a la unidad, esta expresion del axioma de aleatoriedad convierte a la clase de los colectivos
en un conjunto vacio. A fin de evitar esta restriccién von Mises, R. (1928) propuso que el criterio
para decidir si un cierto elemento de la sucesi6n original debe pertenecer o no a la sucesion surgida
de la seleccién localizada, deberia ser considerada independientemente del resultado de la
observacion correspondiente. El inconveniente que acarrea este criterio es que el axioma de
estabilidad de las frecuencias no estareferido a procedimientos practicos relacionados con colectivos
empiricos, sino a definiciones matematicas relacionadas con colectivos matematicos y una definicion
matematica debe elaborarse exclusivamente a partir de conceptos estrictamente mateméticos.

Fry, T.C. (1928) y Cantelli, F.P. (1935) plantearon esta objecion en términos formales
estableciendo que sélo una formulacién matemética precisa del axioma de aleatoriedad y su relacién
con la condicién de independencia estocastica podria garantizar la consistencia de ambos axiomas
y, en consecuencia, la consistencia de la teoria®’, En respuesta a esta critica von Mises demostré que,

para todo colectivo C que satisfaga el axioma de aleatoriedad, la distribucion binomial se verifica.
Es decir que, dado un atributo A tal que p(4/C)= p, la probabilidad de que se presente 7r(A4)

390. Es decir, la demostracion formal que este principio es valido sélo cuando la sucesion esta formada por elementos
independientes (o intercambiables en la interpretacion subjetivista), en otros términos, cuando es invariante con relacién
a las permutaciones de los elementos que componen la poblacién (ver Sec. 3.3.10). :
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n n-n
veces en los n elementos de C serd (n( A)) p"(A)(l— p) ) . Lo que demuestra que aleatoriedad

implica independencia.

Con respecto a esta respuesta de von Mises, dado que, de acuerdo con el axioma de

n(A)

n

, se puede asegurar que, dados un infinitésimo

n(4)

convergenciase verificaque p(4/C)= p= lim
n—o0

£> 0 yunvalorde » (»")suficientemente grande, se verificara que, para n > n"*, <eg.

p_

Ahora bien, considerando cualquier segmento finito de la sucesién inmediatamente siguiente a los
primeros #* elementos(n” +1, n* + 2,...,n" + r ), se puede concluir que existe una probabilidad p” > 0

de que el atributo 4 se presente en las » repeticiones y, por lo tanto, que si la racha de ocurrencias

n(A)

demostrar a T.C. Fry y F.P. Cantelli que existe una probabilidad no-nula de que, para algiin valor de
n> n*, se produzca una divergencia que contradice los postulados de Ia definicién de limite y que
existe una probabilidad no-nula de que la implicacion postulada por von Mises,
aleatoriedad = independencia , no se verifique. Resultado que los condujo a la conclusién que la

condicién de independencia contradice el axioma de convergencia.

de A es suficientemente larga, la diferencia

p- sera mayor que &. Lo cual les permitié

De acuerdo con von Mises, el origen de esta objecidn se encuentra en la errénea
interpretacién del significado de la proposicién “la probabilidad de que el atributo A se presente

enlas repeticiones n*+1,n*+2,...,n*+r de C esiguala p” “. Alrespecto, postula que, dada una

sucesion de infinitos colectivos, C(l),C(z),...,C(K),... , generados utilizando un mecanismo de
seleccién similar al empleado al construir el colectivo C', la frecuencia limite de aquéllos en los
cuales el atributo A se presenta en las ocurrencias n*+1,n*+2,...,n*+r sera p", lo cual no es
incompatible con el colectivo C, que no presenta al atributo 4 en todas esas ocurrencias. En
consecuencia concluye que la contradiccién planteada por Fry-Cantelli sélo se producira si se postula

no sélo que la frecuencia relativa de 4 converge a p en cada colectivo ct) , sino que dicha

convergencia es uniforme sobre los colectivos ct .

Si bien esta respuesta puede considerarse satisfactoria, el problema relacionado con la
posibilidad real de formular matematicamente un axioma de aleatoriedad que sea consistente con ¢l
axioma de convergencia permanecié. Con ¢l fin de acotar el conjunto admisible de selecciones
localizadas, Wald, A. (1937)**! propuso una aproximacién consistente no en tratar de definir una
clase especifica de sistemas de seleccién, sino en analizar de diferentes formas el efecto que produce
el criterio de seleccion de dicha clase. Wald demostré que, si el conjunto de selecciones admisibles

391. Debe tenerse en cuenta que, entre los affos 1919 y 1940, la teoria frecuencista de von Mises gozo6 de gran
popularidad en el Circulo de Viena. Esta circunstancia hizo que muchos tedricos relacionados con el mismo (entre los que
cabe mencionar a A. Church, A H. Copeland, K. Dorge, W. Feller, E. Kamke, K.R. Popper, H. Reichenbach, E. Tornier,
F. Waismann y A, Wald) se dedicaran al andlisis de cuestiones vinculadas ¢on la aleatoriedad.
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es infinito numerable, entonces se puede asegurar que los colectivos existen. Es decir demostré que,
para cualquier conjunto S infinito numerable de selecciones localizadas, el conjunto de los
colectivos:

1 n
- N. : =
C(S,p)={xeZV:vo eS,r}l_r)?oan=l(d)x)j_p

admite la cardinalidad del continuo®”.

Si bien la generalidad del resultado del teorema de Wald implica un alto grado de
arbitrariedad en la eleccion de la clase de selecciones localizadas, debe tenerse en cuenta que (segtin
lo sefial6 el mismo Wald): i) dado un problema en particular, el individuo-evaluador, en general, s6lo
toma en consideracion un conjunto numerable de selecciones localizadas y ii) suponiendo que dicho
individuo formule su teorfa con respecto a un sistema l6gico®?>, en el ambito de dicho sistema s6lo
dispone de un conjunto numerable de formulas y, por lo tanto, sélo puede definir un conjunto
numerable de reglas mateméticas. A partir de esta ultima consideracién Church, A.(1934)
(1936a)(1936b) y Turing, A. (1936) propusieron un método de especificacién mds precisa de las
selecciones localizadas, basado en la definicién de funcién computable como una funcién de
numeros naturales a nimeros naturales cuyo valor para un “input” particular puede ser calculado en
un intervalo de tiempo finito utilizando exclusivamente un método mecénico definido “a priori™*.
A partir de esta propuesta Church concluyé que “...un sistena de juego no deberia ser representado
matemdticamente como una funcion o como la definicion de una funcion, sino como un algoritmo
efectivo para el célculo de los valores de una funcién™.

Debe tenerse en cuenta que un sistema de juego no es sino una regla que indica, en cada
jugada, si es conveniente apostar o no y que, por lo tanto, debe proporcionar instrucciones en un
intervalo de tiempo finito, en estos términos se puede considerar a un sistema de juego como un
cierto tipo de computadora en la que el individuo-evaluador, a partir de la introduccion de los n-1
resultados obtenidos en las #n~ 1 correspondientes repeticiones del juego, recibe la instruccion de
apostar o no sobre un atributo en particular en la jugada siguiente, de modo que la aceptacién de la
tesis de Church implica definir una regla de juego en términos de funciones recursivas. Sea un

392. Los resultados de este teorema fundamental de Wald también figura sin demostracion en un trabajo del mismo

titulo, publicado en 1938 (reeditado en Wald, A. (1955)).

393. En el ejemplo de Wald, A. (1938) este sistema estaba representado por los “Principia Mathematica” de Russell,
B.; Whitchead, A.N. (1931).

394. Esta es la famosa tesis de Church confirmada posteriormente por distintas formas alternativas de explicacion del

concepto de funcion computable basadas en diferentes aproximaciones (como la 4 -definibilidad, las maquinas de Turing
y los algoritmos de Markov). Como se ver4 en el Apéndice 2, ademés de esta interpretacion de la aleatoriedad como
sinénimo de estabilidad de las frecuencias debidaaR. von Mises, A, Wald y A. Church, histéricamente pueden reconocerse
las interpretaciones de la aleatoriedad como sinénimo de “irreducibilidad” o “caoticidad” debidas a R. Solomonoff, AN.
Kolmogorov y G. Chaitin y como sinénimo de “fipicalidad”, debidas a P. Martin-Lof (para un tratamiento integral y
detallado sobre este particular, ver Ambos-Spies, K.; Kugera, A. (en Cholak, P. (ed.}(2000)), Calude, C.S. (1994), Li, M.;
Vitanyi, P. (1997), Muchnik, A.A.; Semenoff, A.L.; Uspenskii, V.A. (1998), Uspenskii, V.A.; Semenoff, A.L.; Shen, A Kh.
(1990), Dellacherie, C. (1978)).

395 Church, A. (1940).
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colectivo {w1 sWa s, Wy, ,} , donde los elementos pueden asumir solamente los valores 0 6 1 y sea

una seleccién localizada definida por una sucesién infinita de ceros y unos, {El yEs s E, ,} ,

donde E; =1 implica seleccionar el elemento w; del colectivo original y E, = 0 implica su
rechazo. Se dice que {El By By } constituye un sistema de juego recursivo o una seleccién

localizada recursiva, si E, = ¢( ) (donde: i) by = 1; i) b, =2b;+w, yiii) ¢() denota una

funcién recursiva de niimeros naturales)* y si los elementos E; = 1 son infinitos.

De acuerdo con esta definicién es posible obtener una nueva formulacién del axioma de
aleatoriedad a partir de la ley de exclusion de sistemas de juegos recursivos: Sean: i) un colectivo C
que satisface el axioma de convergencia; ii) un atributo 4c C para el cual se verifica que

p(A / C) = 11m ( ) = p yiii)una sucesiéon C*, elegida mediante la aplicacion de una seleccion

. ; . nlAd
localizada. Entonces se verifica que, en C*, lim ( )
n—w N

existe y es iguala p.

Luego, retornando a la propuesta de Wald, dado que sélo existe un conjunto numerable de
sistemas de selecciones localizadas recursivas, de los postulados de su teorema se demuestra que
existe un continuo infinito de colectivos, es decir de sucesiones no-computables en el sentido de
Church-Turing. Se puede concluir entonces que los trabajos de Wald, Church y Turing
proporcionaron una explicacién formal a la nocién intuitiva de seleccién localizada de von Mises y
permitieron demostrar la consistencia de sus axiomas. En otros términos, dotaron a la teorfa de von
Mises de un fundamento matemético riguroso.

No obstante, debe tenerse en cuenta que estas conclusiones pueden ser consideradas
completamente validas en el dmbito de la matemética cldsica, pero no en el ambito de la
interpretacién constructivista de la matematica, segin la cual s6lo se puede asegurar que un objeto
matematico existe sies posible establecer algiin procedimiento para su construccién. De acuerdo con
este criterio se puede concluir ficilmente que no es posible justificar la existencia de una sucesién
aleatoria . Esta proposicion se basa en la teorfa de la complejidad algoritmica®’, segun la cual la
complejidad de una sucesion binaria puede ser medida como la longitud de la regla necesaria para
generarla. De acuerdo con esta interpretacion, se dice que una sucesién no es aleatoria si es posible
definirla mediante un nimero finito de signos (es decir que, si la sucesion no cumple con el axioma
de irregularidad, entonces es caracterizable en forma recursiva). Estas consideraciones teoricas
conducen a una forma del teorema de Kurt Godel que demuestra que no existe ningun algoritmo
capaz de decidir si una sucesi6n dada es o no aleatoria, lo cual permite concluir que la propuesta de
Wald-Church-Turing tampoco proporciona una caracterizaciéon estricta de la propiedad de
irregularidad.

396 . . .
. Las funciones recursivas son una clase de funciones de los naturales en los naturales que pueden ser calculadas

utilizando el formalismo de computo conocido como méquina de Turing (ver Apéndice 2).

97. Ver Kolmogorov, AN. (1961), Solomonoff, R. (1964), Chaitin, G. (1966). Ver, también, Landro, A.H.; Gonzilez,
M.L. (1997).
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Reemplazando los eventos E,,E,,... de la axiomética de Kolmogorov por los atributos
4,,4, .y el evento cierto ( E¢) por el espacio de atributos ( 4 ), suponiendo que se cumple el

A Q
axioma de convergencia y teniendo en cuenta que 0 < n_(_) <1yque M = 1, se puede concluir
n

n
que 0< p(4)<1 yque p(Q)=1. Es decir que, en términos clésicos (no-constructivistas), el
segundo axioma de Kolmogorov puede ser derivado del axioma de convergencia de von Mises.

De la misma forma, reemplazando los eventos E, y E, en el axioma de aditividad de

n(Alv Az) n(Al) A n(Az) y

Kolmogorov por los atributos excluyentes 4, y 4,, tales que =
n n n
suponiendo que se cumple el axioma de convergencia, se obtiene que:
nl4v A n A4 nl A
limu= p(Alu AZ) = lim ( 1) + lim ( 2) = p(Al)+p(A2)
n—w 14 n—o n n—>w n

De lo que se puede concluir que el axioma de aditividad finita de Kolmogorov también puede ser
derivado del axioma de convergencia.

Sea un numero » seleccionado al azar y supéngase que en los primeros » elementos de C

el atributo 4, se presente n(Al) veces. Si 4; se presenta sélo un niimero finito de vecesen C,
entonces la sucesién (A1 y C) estara formada por un nimero finito de elementos y, por lo tanto, no
definira un colectivo y, en consecuencia, se verificaré que p( A/ C) =0. Que p( A/ C) # 0 implica

que, cuando n—> », n(Al) - o ., Pero la implicacién inversa no tiene por qué verificarse
necesariamente, podria suceder que 4, se presentara un nimero infinito de vecesy, atin asi, resultara
que p( A /C) = 0, lo cual permite concluir que en el ambito de la interpretacién frecuencista es

posible introducir probabilidades condicionadas por atributos de probabilidad nula.

Supoéngase que en los primeros n(Al) elementos de C, el atributo 4, se presente n( Az)
veces, si el atributo (A1 A A2) se presenta n(A1 A Az) veces en los » primeros elementos de C,

entonces n( A A Az) = n(AZ) y, por lo tanto, se obtiene que:

n{ 4 A 4)
i n(AZ) - lim n(Al A Az) - lim n
n(A1 —>c0 n(Al) n—o0 n(Al) n—yw n(Al)
n

Luego, aplicando el axioma de convergencia al colectivo C, resulta que la probabilidad:
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) n(Az) _
Jm A P4, 1 4)

. . P(AlmAz) - ..
existe y es igual a T . Lo cual demuestra que la definicién de probabilidad condicionada
4

de Kolmogorov se deriva de la definicion de probabilidad condicionada de von Mises. Teniendo en
cuenta que 4, y 4, pertenecena C, la probabilidad condicionada p( Ay / Al) debe ser interpretada
como p(A2 1Ay C) , donde (A1 y C) es un colectivo formado seleccionando aquellos elementos
de C que contienen el atributo 4, .

Sea g un sistema de juego que opera de la siguiente forma: supéngase que A4, haya
aparecido n-1 veces en el colectivo C entonces, a partir del valor de g(n) se seleccionan o
rechazan los elementos sucesivos de C hasta la nueva aparicién de 4, , en ese momento el sistema
de seleccion localizada pasard a g(n+ 1) y asi sucesivamente. Denotando por C* el colectivo
obtenido de la aplicacion del sistema recursivo de seleccion g*, resulta que el colectivo obtenido

de la aplicacidn del sistema g es (A2 ¥y C*) . Luego, aplicando el axioma de aleatoriedad a C se

puede concluir que el limite de las frecuencias de (A2 y C *) existe y es igual al limite de las

frecuencias e:n(A2 y C) y, en consecuencia, que la expresién n(}qug . Z%jj; = p(A2 /Al) es

invariante con respecto a cualquier sistema recursivo de seleccion localizada aplicado al colectivo
(A2 y C) .

Como resumen de los resultados obtenidos en esta seccion se puede concluir entonces que,
considerando la restriccion referida a la aditividad finitay limitando la validez de la defininicién de

probabilidad condicionada de von Mises al caso que p( A/ C) # 0, los axiomas de Kolmogorov se

derivan de los axiomas de von Mises. Por otra parte, se comprueba facilmente que el axioma de
aleatoriedad s6lo fue utilizado para verificar que el colectivo ( Ay C) es realmente un colectivo.

Esto indica que la derivacion de los axiomas de Kolmogorov de los axiomas de von Mises también
se verificara si se elimina el axioma de aleatoriedad y se exige a los colectivos el cumplimiento del
axioma de convergencia exclusivamente, lo cual implica que, irénicamente, el axioma al cual von
Mises dedicé sus mayores esfuerzos no es tomado en cuenta en la axiomatizacion clasica.

3.2.2.- La aditividad numerable

De acuerdo con las consideraciones realizadas acerca de la interpretacion frecuencista de
la probabilidad, se puede concluir que la aditividad numerable no puede ser derivada de los axiomas
de von Mises. A partir del principio segiin el cual un colectivo empirico finito puede ser representado
en términos analiticos por un colectivo matematico infinito, seria necesario hallar un caso en el que
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un numero finito, pero suficientemente grande de repeticiones, pudiera ser aproximado por una
sucesién infinita. Sup6ngase, por ejemplo, el caso relacionado con la probabilidad de elegir al azar
un numero natural, j, tal que 1< j< n . Para valores de » suficientemente grandes se podria

intentar una primera aproximacioén asimilando » a infinito, es decir, considerando un espacio de
atributos infinito numerable, Q = {1,2,... } ,parael cual se verificara que p( ) 0. Sisesupone

elcumplimiento del axioma de aditividad numerable, serd p(Q)= p(1)+ p(2)+...+ p(n)+...= 0 , pero,
de acuerdo con el axioma 2 de Kolmogorov, p(Q)=1. Esta inconsistencia demuestra que la

aditividad numerable no siempre puede derivarse de colectivos que satisfacen los axiomas de
aleatoriedad y de convergencia de von Mises®®.

Si se tiene en cuenta que toda interpretacion filoséfica de la probabilidad debe permitir la
justificacién completa del aparato matemaético utilizado, esta contradiccion respecto de la aditividad
numerable constituye innegablemente una deficiencia de la interpretacién frecuencista. von Mises
intenté resolver esta limitacién postulando la aditividad numerable como un tercer axioma®®. Si bien,
desde un punto de vista matematico, esta solucidon resolvié la inconsistencia, gener6 una
contradiccion conrespecto a la justificacion filoséfica general de la interpretacion frecuencista, segiin
la cual cada axioma debe ser una abstraccion matematica y una idealizacién de una ley empirica
(condici6n que se cumple en los axiomas de aleatoriedad y convergencia)*®.

3.3.- La axiomatica subjetivista

3.3.1.- La l6gica de lo probable y la axiomatica subjetivista

De acuerdo a los expresado en los capitulos anteriores, la explicacién a obtener por un
observador acerca del comportamiento de un fenémeno factico, sera siempre incompleta, por lo que,
inevitablemente, se verd obligado a construir inferencias en condiciones de incertidumbre.
Obviamente, estas inferencias carecen de sentido en el dominio de la I6gica de lo cierto, ya que no
permiten caracterizar como cierto o imposible algo que para el observador aparece como posible
pero eventual y que permanecera en esa categoria sin importar en qué forma ni en qué medida varie
su conjunto de informacién. Las explicaciones de dicho observador se justifican solamente en el
dmbito de la “légica de lo probable™ en la que sus posibilidades se reducen a ponderar el rango
de los resultados posibles, asignando a cada uno de estos una probabilidad, es decir, una evaluacion
cuantitativa de su grado de creencia racional -0 idea similar- acerca de su ocurrencia (suponiendo
que cualquier grado de incertidumbre puede ser representado en forma numérica).

398. Como se vera en la Sec. 3.3, de Finetti, B. (1936) coincide expresamente con von Mises en la imposibilidad

conceptual de aceptar la condicion de aditividad numerable (probablemente éste sea el tinico aspecto en el que
coincidieron): “...y, por iitimo, destaco la coincidencia con respecto a un teorema particular: la extension del teorema
de las probabilidades totales a clases numerables, la cual cuenta con la aceptacion de muchos autores, pero que no
encuentra justificacién ni en la teoria de von Mises ni en la mia”.

99. Ver von Mises, R. (19643a).

400. Como se vio en la Sec. 2.5, este defecto de la interpretacién frecuencista puede ser superado a partir de la

definicién propensionalista de la probabilidad.

O 4 Finetti, B. (1937).
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Esta interpretacion de lateoria de la probabilidad como “Idgica de lo incierto™® constituye
el nicleo de la interpretacion subjetivista de F. Ramsey y B. de Finetti. De acuerdo con estos autores,
la teoria de la probabilidad constituye una generalizacion de la l6gica formal en la medida que las
leyes de la probabilidad -como las de la 16gica- son “leyes de no-contradiccion: (...) no restringen
la libertad de nadie para atribuir un valor cualquiera a la probabilidad de ocurrencia de un evento
cualquiera. S6lo se debe evitar que, al evaluar mds de una probabilidad, dichas asignaciones sean

contradictorias entre sP™®.

El objetivo fundamental de la interpretacion subjetivista consistié en precisar la relacién
entre las condiciones de coherencia analizadas en la Sec. 2.5 y la probabilidad cuantitativa
axiomatizada por Kolmogorov*®. Debe tenerse en cuenta que, si bien Kolmogorov consider$ a sus
axiomas como ¢l fundamento matemético de la interpretacién frecuencista-propensionalista de la
probabilidad, paraddjicamente, su formalizaciéon los hizo susceptibles de una interpretacion

subjetivista®®.

Sibien las diferencias seméanticas entre las axiomaticas de Kolmogorovy de Finetti son muy
profundas, sintdcticamente, la diferencia fundamental radica en que, mientras Kolmogorov identifica
ala probabilidad como una medida en un espacio de conjuntos que proporciona una referencia a una
teoria asociada de las variables aleatorias, de sus distribuciones de probabilidades y de sus valores
esperados, de Finetti construye una teoria unificada de la probabilidad y del valor esperado (a la que
denominé “teoria de la previsién”)™™, la cual estd caracterizada directamente como un operador

lineal sobre funciones de cantidades*”’.

A partir del concepto més general de probabilidad cualitativa comparativa (g ) como

representacion de los grados de creencia que un individuo-evaluador asigna a la ocurrencia de un
evento dado, la axiomatica subjetivista esta referida a las propiedades de una relacién binaria estricta
del tipo “es mas probable que” o a su version débil “es, al menos, tan probable como”, referidas a
conjuntos de proposiciones o eventos.

Se denotara por: i) p (E 1) - (Ez) a larelacion “el individuo evaluador considera que el

evento E, es mds probable que el evento E,“;ii) p ( El) = P (Ez) alarelacién de equiprobabilidad

comparativa, “el individuo-evaluador considera que no existe una diferencia significativa entre las

402_4e Finetti, B. (1937).
403 e Finetti, B. (1970).

404. En de Finetti, B. (1949) figura un brillante anélisis critico acerca de la necesidad, conveniencia o utilidad de
ciertos aspectos de la estructura axiomatica de Kolmogorov. Las consideraciones de de Finetti se refieren no solamente a
la funcion de probabilidades y sus propicdades, sino también al 4lgebra de eventos que constituye su dominio.

405 Ver de Finetti, B. (1949).

406. Ver Sec. 3.3.2.

407. Cabe destacar que la fascinaci6n que provocé la formulacion formalista-objetivista de Fréchet y Kolmogorov

produjo la virtual desaparicion de la interpretacién subjetivista de los textos franceses sobre teorfa de la probabilidad. En
Inglaterra la tradicion subjetivista utilitarista se mantuvo fundamentalmente en las obras de Good, L.J. (1950) y Lindley,
D.V. (1965).
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probabilidades de ocurrencia de los eventos E, y E,*“; iii) go(El) = (Ez) a la relacién “el
individuo evaluador considera que el evento E, es, al menos, tan probable como el evento E,“.
Como consecuencia inmediata de estas definiciones, se puede concluir que: i) si no se verifican las
relaciones g (El) > go(EZ) ni p (Ez) ~-p (E,) , entonces, serd g (Ez) ~ go(El) ; ii) si se verifica la
relacién g (El) - p(Ez) o ga(Ez) R go(El) , entonces sera p(El) b (Ez) ; 1ii) si se verifican las
relaciones p (E,) :go(Ez) y go(E2) b, (EI) , entonces sera p (Ez) ~ g)(El) y iv) si se verifica la
relacion p(El) bt (Ez) y no se verifica que go(Ez) ) (EI) , entonces serd go(El) - p(Ez) .

L]
Una extension inmediata de estas relaciones permite deducir que, cuando no se verifica
ningunade las relaciones l(o(El) >p (Ez) ni p(Ez) tgo(El) ,5¢ puede considerar que los eventos E,

y E, son no-comparables en el sentido de Keynes, J.M. (1921) (obsérvese que la relacion

go(El) z g)(Ez) incluye la condicién de comparabilidad, pero es indistinguible de la
equiprobabilidad).

El conjunto sobre el cual estdn definidas las relaciones binarias > y > define un dlgebra 3
de subconjuntos E,,E, ,... deundominio Q . Segun la notacién utilizada precedentemente E; ¢ 3
defineun eventoy, paratodo E; € Q ,severificaque & c £, c Q (donde @ denota el evento vacio
o imposible)*®,

Como se mencioné en la Sec. 2.5, el término evento, tal como es interpretado en este
contexto subjetivista, se refiere a un caso singular que, para un individuo que en ciertas
circunstancias no puede asegurar su ocurrencia en forma cierta, es aleatorio (de modo que, en el
4mbito de la interpretacién subjetivista, la aleatoriedad no es considerada como una propiedad de
los eventos, sino del conocimiento que el individuo posee de dichos eventos). Esta nocion de evento
no coincide con el concepto abstracto general de proposicion de la interpretacion clésica, la cual -de
acuerdo con el sentido que le adjudican los l6gicos- posee, incondicionalmente, la propiedad de ser
verdadera o falsa. En la interpretacion subjetivista la identificacion entre eventos y proposiciones se
logra a partir de una logica trivalente.

De acuerdo con de Finetii, B. (1937), se dice que p(Q) define una estructura de

probabilidad cualitativa si, para cualquier conjunto de eventos {EI,EZ,E3} , se verifican los
siguientes axiomas:

1) De asimetria: Si se verificaa que o (E,) - (Ez) , entonces no se verifica que g (Ez) -0 (E,) .

2) De no-trivialidad: El evento cierto es estrictamente més probable que el evento imposible,
0(©Q)-p(2).

408. Las definiciones de evento-cierto y evento-imposible fueron tratadas en la Sec. 2.6.
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3) De no-negatividad: Cualquier evento es débilmente més probable que el evento imposible
(E)-p(@) -

4) De monotonicidad: Si se verifica que E, D E, , entonces se verifica que @ (El) >_—go(E2) .

5) De inclusiéon y monotonicidad: Si se verifica que E;, 2 E, y que go(Ez) - p(E3) 0 que
ga(El) - go(Ez) y que E, o E,, entonces sera p(El) - go(E3) .

6) De transitividad: Si se verifica que p(El) :go(Ez) y go(Ez)tp(E3) , entonces, sera
@(El)iS’v’(Es) .

7) De aditividad simple: Si se verifica que go(E1 A E3) =gy qﬁe go(Ez A E3) = @ , entonces, si
% (El)t@ (Ez) , Serd P(El v Ez)t@(Ez v E3) y viceversa.

8) De complementariedad: Si se verifica que go(El)th(Ez) , entonces no se verifica que

[ (El)tp (1732) (donde E, y E, denotan los correspondientes eventos complementarios de E, y E, ).

De los axiomas 1) y 2), se puede concluir que la relacién > determina un cierto
ordenamiento (débil) de los eventos en § . En particular, Savage, L.J. (1954) considera a una
relacién > (o > ) como capaz de generar una estructura de probabilidad cualitativa cuando satisface

los axiomas de ordenamiento débil, no-trivialidad, no-negatividad y aditividad de deFinetti.

Como corolarios de los axiomas precedentes se obtiene facilmente que:

i) Si se verifican las relaciones go(El) -0y p (E1 A E2) = & entonces, serd go(Ez) =< go(E, Y Ez) .

ii) Si se verifican las relaciones go(El)tgo (Ez),go(E3)tga(E4) y ga(El A E3) = (0 , entonces serd
P(El v Es)t@ (Ez v E4) :

iii) Si se verifican las relaciones go(El A E2) tgo(E3 A E4) y p(E3 A E4) = {J , entonces serd
J’J(El)i‘g’(&) 0 @(Ez)t@(ﬂt)-

iv) Si se verifican las relaciones (£, )=p (E) ¥ p(Ey)=p(E,), entonces serd p(E,)>p(E,) -

El espiritu con que fue establecido este sistema de axiomas estd relacionado con Ia
necesidad, ya comentada, de fijar las condiciones necesarias para garantizar la existencia de una
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funcién real ( p ) del grado de incertidumbre sobre Q tal que: i) p(Q) =1 ; ii) dados dos eventos
cualesquiera E, y E, (siendo p(El),go (Ez) € 3 ), se verifique que p(El) > p(Ez) si, y s6lo
s go(El) —f (EZ) y iii) dados des eventos E, y E, € Q tales que p(El) >0y (E1 A Ez) =0 ,se

verifique que p(E1 v Ez) = p(El) + P(Ez) .

Generalizando esta tiltima condicién, se puede concluir que, para garantizar la existencia

de la funcién p es necesario que dados dos conjuntos finitos de eventos E; = {En, E:z,---,Em} y

E, = {EZI,Ezz,...,Ez,,} tales que ga(El) >-go(E2) , se verifique la relacion Z p(E,,-) > Z p(EZ,.) .
iek) iek,

A partir de esta condici6n, conocida como de aditividad finita, se puede concluir que la cuestién

central que dio origen al sistema de axiomas de de Finetti fue la definicién de la forma a asumir por
la relacién “mas probable que™*®.

En el caso en que p(Q) sea un conjunto finito, Kraft, Ch.; Pratt, J.W.; Seidenberg, A.

(1959), Scott, D. (1964) y Krantz, D.H.; Luce, R.D.; Suppes, P.; Tversky, A. (1971) demostraron
que las condiciones precedentes no son suficientes para asegurar el cumplimiento de la propiedad
de aditividad. Dado un conjunto de eventos E,j,Ejp,es EyynEpy, Egpsen, By, € Q tales que

(EI,,EIZ,...,E,,,) ~y (EZI,EZZ,...,Ez,,) (donde la relacién =, indica que, para cada 1<i<n, el
niimero de eventos E,; que contiene / es igual al numero de eventos E,; que contiene i), es decir,
dada una funci6én-indicador de la forma:

si xeE;

p(x) = {:)

en cualquier otro caso

(donde i denota un estado de Q = {1,2,...,n} ), se demuestra que las sumas de probabilidades

m m
cualitativas para ambas sucesiones de eventos son iguales y, por lo tanto, que Z Z D= Z Z D -
j=lieky; Jj=lieks

En consecuencia, si se verifica la condicién de aditividad finita y, ademds, que

409. de Finetti, B. (1949) obtuvo este resultado (conocido como teorema de extensi6n) casi contemporaneamente y

en forma independiente de la demostracién mas restringida de Horn, A.; Tarski, A. (1948). En de Finetti, B. (1955a) figura
un notable analisis de la estructura de la aditividad finita, desarrollado en forma independiente de los trabajos de Bochner,
S. (1939), Sobczyk, A.; Hammer, P.C. (1944a)(1944b) ¢l cual, en base a un coeficiente de divisibilidad apropiado,
proporciona una descomposicion de las probabilidades finitamente aditivas en: i) una parte componente discreta (masas
concentradas en puntos de un conjunto numerable); ii) una parte componente aglutinada (concentrada en ultrafiltros que
forman una clase numerable) y iii) una parte componente continua (indefinidamente divisible) que puede ser descompuesta,
con respecto aunamedida finitamente aditiva dada, en dos subcomponentes: uno condensadoy otro difuso (absolutamente
continuo). Esta memoria de de Finetti contiene, ademés, una demostracion del teorema de Radon-Nikodym para medidas
finitamente aditivas, basada en una extensién de la nocién de funcion de concentracién de Lorenz-Gini. Esta extensién de
de Finetti de la definicion de funcion de concentracion es utilizada como una medida de robustez de métodos estadisticos
Bayesianos y como un argumento para la demostracion de las versiones exactas del teorema de Radon.Nikodym (ver
Cifarelli, D.M.; Regazzini, E. (1987), Berti, P.; Regazzini, E.; Rigo, P. (1992), Fortini, S.; Ruggieri, F. (1994)).



150

(E“,Elz,...,Eln) ®g (E21,E22,...,E2,,) , entonces no se pueden verificar simultdneamente las
condiciones go(El j):p (E2 j) ,paratodo j ni go(E1 j)>go (Ez j) , para al menos un estado j . Ahora
bien, dada una sucesion de eventos E,,E,,,...,E,,, B, E;y,..., By, € Q fuertemente aditivos, es
decir tales que: i) (EII,EIZ,...,EI,,) =9 (E21,E22,...,E2,,) y ii) p(EU):go (Ezj) , para todo

j<n (n > 2) , entonces no se puede verificar que p (Eln)H’J (Ez,,) . Luego, se puede concluir que

la condicién necesaria y suficiente para que se verifique la propiedad de aditividad finita es que las
relaciones > sean fuertemente aditivas*!®

En lateoria subjetiva de la probabilidad, las condiciones p, > 0 y Z p; = 1 sonsuficientes

para poder asegurar que la relacién > es no-trivial, no-negativa y fuertemente aditiva*''.

Asimismo, razonando en términos de apuestas, sea una sucesion de eventos
Ei5EpgseesEipy By Eapyn By € Q. tales que: i) (E“.,Elz,...,El,,) %o (EysEpgsers Eyy) 5 i)
go(E1 j)tgo (E2 j) para todo j<n vy iii) p(Eln)>go(E2,,) (es decir, tales que no cumplan la
condicion de aditividad fuerte). Dado que g ( El,,) —p (Ez,,) , el individuo-evaluador estaria dispuesto

a apostar una cantidad positiva para participar de un juego consistente en cobrar 1 si ocurre un
resultado E,; y pagar 1 si ocurre un resultado E,;. Pero, teniendo en cuenta que

(E1 1Bz El,,) =, (EZI, E,,..., Ez,,) , se produciria entonces la siguiente incongruencia: no importa

cudl fuere el resultado a obtener, la ganancia neta de su apuesta del individuo-evaluador seria nula.
Lo que demuestra que la aditividad fuerte es condicion necesaria para poder asegurar la coherencia.

3.3.2.- La condicion de coherencia

Supdnganse dos eventos incompatibles, E, y E,, que definen una clase completa (uno y
s6lo uno de ellos debe ocurrir, E, = E,).Sean p, y p, las evaluaciones realizadas por un individuo
de las respectivas probabilidades, y S, y S, las cantidades -desconocidas- a recibir,
respectivamente, por el mismo, en caso de ocurrenciade £, o E, (S;,S, # 0).

410 yier Koopman, B.O. (19402)(1940b)(1941), Savage, L.J. (1954), Seidenberg, T. (1959), Luce, R.D.; Suppes, P.
(1965), Krantz, D.H.; Luce, R.C.; Suppes, P.; Tversky, A. (1971), Fine, T. (1973), Roberts, F.S. (1979). El libro de Savage
fue el que ejercié mayor influencia en el desarrollo de estos temas a partir de 1950. Savage generalizo las ideas de de Finetti
hacia los aspectos relacionados con la teoria de la decision (esta generalizacion no serd tratada en este volumen). Como dato
de color, obsérvese que el libro de Kranz, D.H.; Luce, R.D.; Suppes, P.; Tversky, A. (1971) fue publicado exactamente 300
afios después de la correspondencia entre Pascal y Fermat, que dio origen a la teoria de la probabilidad,

M1 | o flexibilizacion de la condicion de aditividad fuerte genera modelos més débiles que go(El) - go(Ez) ~

o Z P> Y. p (verMay, KO. (1954), Tversky, A. (1969), Fishburn, P.C. (1983)).
ieEy i€k,



151

Las ganancias a obtener por el individuo-evaluador en los casos de ocurrenciade £, v E,,

estardn dadas, respectivamente, por las diferencias entre las cantidades a cobrar y las cantidades
apostadas en cada caso:

G = (1‘ Pl)Sl - S,
G, =-pS + (1 - Pz)Sz

Si el determinante correspondiente a este sistema de ecuaciones lineales:

= 1‘(1’1“‘1’2)

Il‘Pl - D
-p l-p

fuera no-nulo, entonces serfa posible hallar valores de S, y S, tales que G, y G, resulten ambas

positivas pero, segin se expres6 més arriba, esto significaria que la evaluacién del valor de p

realizada por el individuo-evaluador (debido a influencias psicolégicas ajenas a lo que constituye
estrictamente su grado de creencia en la ocurrencia del evento) seria tal que lo colocaria en la
posicién de perder con certeza*'% En ese caso se dice que la evaluacién realizada por este individuo
es incoherente. Luego, la condicién de coherencia implica que se verifique larelacién p, + p, = 1.

De estos resultados se puede concluir que la condicion de coherencia constituye una restriccion que,
de alguna forma, permite asegurar que los grados de creencia son racionales (al menos hasta el punto
de satisfacer dicha restriccion)*”.

Supdéngase que E fuera un evento cierto. La unica ganancia posible seria
G, = [1- p(E)]s, . Si 1- p(E)# 0, entonces seria posible hallar un valor de S, tal que G, > 0.

Luego, para asegurar la coherencia, debe ser p(E)= p=1. De la misma forma, si E fuera un
evento imposible, la tnica ganancia posible seria G, = [1— p(E)]82 = p(lT?)SZ. En este caso, si

p(E) # 0, seria posible hallar un valor de S, tal que G, > 0. Por lo tanto, para asegurar el

cumplimiento de la condicién de coherencia, se debe verificar que p(E) = p = 0 . Estos resultados

permiten concluir que, para un evento posible (es decir, ni cierto ni imposible), debe ser
0< p(E)<1.

Por otra parte, dados los eventos E, y E,, si se satisface la condicién de coherencia, se
verificard que p,G; + p,G, = 0 para cualquier valor de las cantidades G, y G, . De modo que G,
y G, no pueden ser ambas positivas. De esto se puede concluir que la condicién p, + p, = 1 noes

4]2. Se dice, entonces, que este individuo evaluador ha sufrido un “dutch book™ por parte de su contrincante.

413. Ver Sec. 2.5.
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s6lo necesaria, sino también suficiente para la existencia de coherencia*'* (v, en consecuencia, que
el cumplimiento de la condicion de coherencia implica que un conjunto de probabilidades definidas
como cocientes de apuestas, satisfaga la axiomatica de Kolmogorov)*?.

Generalizando la condicién de coherencia, sea € = { E,,E,,.., E,,} un conjunto de eventos
incompatibles que definen una clase completa. Sean p,,p, ,..., p, lasevaluaciones realizadas por un
individuo de las respectivas probabilidades de ocurrencia y sean S,,S,,...,S, las cantidades a
recibir por dicho individuo en caso de ocurrenciade E,,E,,...,E, , respectivamente. Las ganancias

a obtener por el individuo evaluador en caso de ocurrencia de E; (i = 1,2,...,n) estan dadas por

n

G =S8,-),p,S; (i=12,.,n) . Si se interpreta a las S, como incognitas, queda definido un
Jj=1 .

sistemna de ecuaciones lineales cuyo determinante es de la forma:

l-pp - - -p,
- 1- e - n
Py D Py _ I—ZP,-S,-
=]

vee

-n -p . 1-p,

Para que este determinante se anule y, en consecuencia, no existan valores de S; que hagan que
todas las cantidades G, sean positivas, debe verificarse necesariamente que p, + p,+..+p, =1.

n
Asimismo, si se cumple esta condicion, se verificard que Z p;G; = 0 .Estodemuestra que, dada una
J=
clase completa de eventos incompatibles, la condicién necesaria y suficiente para la existencia de

n
coherencia es que la suma de sus probabilidades sea igual a la unidad, Z p; =1 (obsérvese que la
=1
aditividad numerable no es condicién necesaria para que una probabilidad sea coherente).

Completando entonces la definicion expresada en la Sec. 2.5, se denominara probabilidad
de ocurrencia de un evento E , para un individuo dado, al numeroreal p(E)= p que representa la

medida de su grado de creencia en E y que, interpretado como una apuesta de valor p sobre la
ocurrencia de E , cumple la condicién de coherencia.

En 1955, Shimony, A. introdujo la condicién conocida como principio de coherencia-

414_ Este concepto de coherencia es equivalente al “principio de la cosa cierta” (“sure-thing principle”) de Savage

(ver Savage, L.J. (1954)) segiin el cual, dadas dos ofertas aleatorias ( 4 y B) que, ante la ocurrencia del evento E,
produzcan la misma ganancia (G ), si las ofertas 4 y B fueran modificadas de tal modo que produjeran la misma
ganancia G * (¢ G) , s¢ puede asegurar que las relaciones de preferenciaentre 4 y B permaneceran inalteradas.

415. Ramsey, F. (1926) denominé a esta condicién como de consistencia. En general, ia literatura adopt6 la

denominacion de coherencia ya que la consistencia posee una connotacion diferente en el &mbito de la l6gica deductiva.
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estricta, segin la cual el apostador no deberia solamente evitar exponerse a perder con seguridad
(de acuerdo a lo establecido por la condicién de coherencia simple) sino, también, evitar aceptar
apuestas que significaran para €l el riesgo de perder en ciertos casos y, para los casos restantes la
certeza de un equilibrio entre pérdidas y ganancias*'®. Obviamente, esta condicién es mas restrictiva
que la de coherencia simple. Obsérvese que, a diferencia de ésta, la aceptacién de la condicién de
coherencia estricta, implica el reconocimiento de la equivalencia entre la probabilidad nula y la
imposibilidad 16gica, es decir, la incorporacion a los postulados clésicos del llamado postulado de
regularidad el cual, en situaciones que involucran un mimero finito de casos elementales, equivale
a considerar a la probabilidad unitaria como la certeza légica y a la probabilidad nula como la
imposibilidad légica. Es decir, este razonamiento implica reconocer la irracionalidad de atribuir a
un evento-posible el mismo grado de certeza subjetiva que a un evento-imposible pero, a su vez,
debe tenerse en cuenta que la justificacién del postulado de irregularidad deriva, precisamente, de
la aceptacion del principio de coherencia estricta, lo que permitiria concluir que la definicién de
Shimony se basa en un argumento aparentemente circular.

Ejemplo n° 3.6:

Sea el fenémeno que resulta de arrojar una moneda. Si se verifica que: i) el observador
posee la informacién de que la moneda tiene dos "caras"; su asignacién a la probabilidad de

ocurrencia del resultado "cara" ser4, entonces, igual a la unidad, p(C) = 1; ii) el observador posee
la informacion de que la moneda es legitima, entonces, su asignacién a la probabilidad de ocurrencia

1
del resultado “cara”, sera p(C) =3 ; iii) la moneda posee dos “caras”, pero que ¢l observador no
cuenta con esta informacion, entonces, su asignacion a la probabilidad de ocurrencia del resultado

1 . .
“cara”, sera p(C) =3 ; iv) el observador posee la informacién de que la moneda posee dos “cecas”,

entonces, su asignacion a la probabilidad de ocurrencia del resuitado "cara", sera p(C) =0;v)el

observador posee la informacién de que la moneda no es legitima, pero no sabe si posee dos “caras”
o dos “cecas”, entonces, su asignacién a la probabilidad de ocurrencia del resultado “cara”, serd

1
p(C —5.

Obsérvese que los casos i), iii), iv) y v) son tales que, si bien corresponden a la misma
situacion objetiva, sus asignaciones de probabilidades no siempre coinciden, mientras que, si bien
los casos i), iii) y v) corresponden a situaciones objetivas diferentes, sus asignaciones de
probabilidades son iguales.

Ejemplo n°® 3.7:

Sea una urna respecto de la cual el observador posee la informacién que contiene dos

416. De acuerdo con este esquema de apuestas, la funcién de ganancias de un apostador podria ser tal que, para ciertos

eventos constituyentes, éste perdiera, mientras que para otros obtuviera una ganancia nula (se pagaria, en caso de pérdida,
una cierta cantidad de dinero para recibir una cantidad igual a cero en caso de ganancia).
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bolillas que pueden ser, en forma equiprobable, ambas blancas, ambas negras o una blanca y una
negra y sea el evento:

E:que las bolillas sean de colores diferentes

A partir de las condiciones precedentes, se pueden considerar tres resultados posibles, de modo que
1 . . . . . .
p(E)= 3 Ahora bien, suponiendo un experimento por el cual se realizan de dicha urna extracciones

al azar con reposicion de a una bolilla a la vez, queda definido un espacio muestral formado por
cuatro resultados posibles: que la primera y la segunda bolillas sean blancas, que la primera y la
segunda bolillas sean negras, que la primera bolilla sea blanca y la segunda sea negra, y que la
primera bolilla sea negra y la segunda sea blanca. De acuerdo con los supuestos iniciales, cada uno

de estos resultados alternativos tiene una probabilidad de ocurrencia igual a rE siendo los dos

ultimos los que satisfacen la condicién E . Luego, serd p(E)= %+ i— = % .
entonces, que no es posible atribuir una probabilidad objetiva al evento E , si no se cuenta con
informaci6n acerca del procedimiento seguido para introducir las bolillas en la urna. Supéngase que
el contenido de la urna se haya integrado de la siguiente forma: Sean dos bolsas cada una de las
cuales contiene » bolillas blancasy » bolillas negras, respectivamente. Se arrojan simultdneamente
dos monedas "clésicas", si se obtienen dos resultados "cara" (C) o dos resultados "ceca" ( X ), se
toman (para introducir en la urna) dos bolillas de la misma bolsa (ambas blancas o ambas negras),
si las monedas presentan resultados distintos, se toma una bolilla de cada bolsa. Entonces, sera:

Se puede concluir,

HE) = AC)o(x:)+ o)olCs) - &

Supdngase, ahora, que las dos bolsas mencionadas més arriba se mezclen en una bolsa que,
obviamente, contendrd 2» bolillas blancas y negras en igual proporcion, y que de esta tltima se
realicen dos extracciones. Serd, entonces:

(E) = p(by)p(ny 18)+ p(m)p(b, 1 m) =

_n_n . n_n__
2n2n-1 2n2n-1
" _ n’ . n
) 2n(n-1) 2nj  2n-1
== (5

En este caso, se obtiene, ademas, que:

p(E,,) = p(que ambas bolillas sean blancas) =
= p(E,,) = p(que ambas bolillas sean negras) =
= plb) (e, 181) =
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= p{m)p(n 1 n) =

Y
n n-1 2 n-1

- 2n2n-1 - (Zn) - 2(2n— 1)
2

Obsérvese que no es posible hallar, en esta expresién, ningtin valor de » para el cual los eventos

. . 1. .
E.E, y E, sean equiprobables (se demuestra ficilmente que p(E) =7 solosi n=-1).

Ejemplo n° 3.8:

Sea una urna que contiene 90 bolillas de colores rojo (7 ), azul (a ) y verde (v ), de las
cuales se sabe que las bolillas rojas son 30, pero de las 60 restantes, no se sabe cuéntas son azules
y cuantas son verdes. Se extrae una bolilla al azar y, sobre esta extraccion, un observador realiza dos

apuestas, una sobre un solo color y otra sobre un par de colores, considerando en la primera apuesta
que, por alguna razoén particular, el evento » es més probable que el evento v, y en la segunda

apuesta, que el evento (aU v) es mas probable que el evento (au r) .

. 1 . - .
Teniendo en cuenta que p(r) = 3 de acuerdo con la consideracién realizada por el

1 . .
observador, sera p(v) < 3 Por otra parte, teniendo en cuenta que p(a U v) = —, su evaluacion de

3
la segunda apuesta serd tal que p(a vr ) < —23: . A partir de estas consideraciones se puede escribir:
A 2 2 1
p(a) = p(aU v)— p(V) = 5_ p(v)> g_ _3_ -
Pero, también se puede escribir:
1
pla)= plaur)-plr)= =< S- ==

De lo que se puede concluir que, dado que la combinacién de apuestas planteadas precedentemente
contradice el postulado de transitividad de la probabilidad, no es coherente.

3.3.3.- El teorema de unicidad de la probabilidad (o teorema fundamental de la
probabilidad de de Finetti)

Sea ¢= {E1 E, ,...,E,,} una clase de eventos cualesquiera y sea un conjunto de &£ (= 2")
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eventos constituyentes (a(‘) ), formados por los productos 16gicos de los » eventos E; y de sus

contrarios ( E, ) de la siguiente forma:

8(1) = El N Ezn.-ﬂ En
&? = En E,n..NE,
3(3) = El N Ez ! E3(\..!\En

--------------------------------

--------------------------------
.................................

...................................

¥ = E,n E,n..nE,

el nimero maximo de eventos constituyentes sera A4, , = 2", puede ser menor en la medida que
2,1 q

existan combinaciones imposibles de estos eventos). Los eventos constituyentes definen una clase
completa de eventos incompatibles:

VU Pu.ueh = (El U E)m (E2 v Ez)n..n(E,, U E,,) = Q

Ahora bien, cada evento E; puede ser definido como la suma légica de un conjunto de eventos
constituyentes:

E =&y £y u gl

donde los £ (j = 1,2,...,v) son todos -y, solamente- los eventos constituyentes en los cuales

aparece E; (es decir, tales que ) c E; ). Debe tenerse en cuenta que los eventos definidos como
sumas de eventos constituyentes son los tinicos l6gicamente dependientes de E,,E,.....E,:enla

medida que se conozca si cada E; es verdadero o falso, serd posible asegurar si los eventos-suma
son verdaderos o falsos:

RSV EnEnNE_NEnEN.NE,
£02) - EnEn.nE_ nENE,N.NE,

...................................................................
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£0m) E‘l A E_'zn‘,nfi_l NEN E,-_,_lf\...En

Luego, la probabilidad de ocurrencia del evento E; puede ser definida como una suma de
probabilidades de eventos constituyentes:

WE)-n-B A8 =10

Queda demostrado entonces que, dado un evento E , la condicion necesaria y suficiente para que
su probabilidad esté determinada univocamente es que el mismo resulte de la unién de un conjunto

finito de eventos constituyentes £¥, de modo que:

pE) = Z () p[g(j)]

j .

(donde la suma abarca a los Y contenidos en E ). Es decir, queda demostrado que la aceptacion
del principio de aditividad finita garantiza la posibilidad de obtener la evaluacién de la probabilidad
de cualquier evento (ver de Finetti, B. (1970))*"".

Supdngase, por el contrario, que £ no resulte de la suma 6gica de eventos constituyentes.
Es posible definir, entonces, dos eventos E” y E' (eventualmente puede considerarse que E” = Q
y E'=J )querepresenten, respectivamente, laméximay laminima unién de eventos constituyentes
para los cuales se verifiquen las inclusiones E” > E y E' c E y se demuestra que, si se suponen
asignadas las probabilidades de los eventos constituyentes, p(E) puede asumir cualquiera de los

valores del intervalo [p(E"), p(E")], es decir p(E')< p(E)< p(E") .

de Finetti, B. (1937) ya habfa demostrado que p(E') es el minimo valor admisible para la
probabilidad de la proposicién mas débil definible en términos de E'c E,y que p(E") es el

méximo valor admisible para la probabilidad de la proposicién més fuerte en términos de £ 5 E
(vertambién de Finetti, B.(1981)). El problema de Ia determinacién de las probabilidades p(£') y p(E")

es asimilable a un problema de programacion lineal (ver de Finetti, B. (1980), Halperin, T.
(1965)(1986)).

Supdngase, ahora, que, en vez de asignar las probabilidades a los eventos constituyentes,
se efectiie directamente la evaluacion de las probabilidades de los » eventos de la clase &,

p( E,-) = p; (i = 12,...,n) . Lacondicién necesaria y suficiente para poder asegurar la admisibilidad

de esta evaluacion es que exista al menos una solucién p(g("l)), p(s(i’z)),..., p( a(i’z )) (tal que

417. Para una extension de 3 a estructuras infinitas y la consecuente extension de la propiedad de unicidad de la

medida de la probabilidad, ver Suppes, P.; Zanotti, M. (1976), Kaplan, M.; Fine, T. (1977), Luce, R.D.; Narens, L. (1978).
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p(e(i 7 )) >0 ( j= 1,2,...,2”) ) para el siguiente sistema de 7+ 1 ecuaciones con 2" incégnitas:
Z (I)p(g(”j)) = pi
J
2"
D p(e(i’j)) =1
=1
(donde la suma Z @) abarca los términos para los cuales e(i’j) c k).

Ejemplo n° 3.9:
Sea una maquina cuyo funcionamiento, en un intervalo de tiempo dado, depende, a su vez,
del funcionamiento de dos de sus componentes ( C; y C, ), los cuales son sustituidos después de cada

desperfecto y sea una clase &= {El ,Ey By ,E,,} , formada por los eventos:

E, = que C, sufra mas desperfectos que C,
E, = que C, no sufra ningun desperfecto
E, = que C, sufra un solo desperfecto

E, = que C, sufra dos desperfectos

Representando, respectivamente, por d; y d, al nimero de desperfectos que pueden sufrir los
componentes C; y C, en el mencionado intervalo de tiempo, se puede escribir entonces:

E, = (dl > dz)
E,=(d, = 0)
By =(d, =)
E,=(d =2)

De los 2* = 16 eventos constituyentes que se pueden formar con estos 4 eventos, todos aquellos en
los que figura el evento (E3 ) E4) resultan imposibles:

ENnE,NnE,NE,
ENE,NnENE,
EnEnEnE,
E,nENnE;nE,
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También son imposibles los eventos constituyentes:

EnE,n E;n E,
ENnEnEnE,
EnEnEnNnE,

Luego, se puede concluir que, a partir de la clase &, es posible formar nueve eventos constituyentes:

V=EnEnEnE,
&= EnEyn En E,
&)= EnEnEnE,
= EnEnEnE,
&= EnEnENE,
&9 = EnEnEnE,
&N =EnEnEnNE,
¥ =EnEnEnE,

) = EnEnEnE,
Sean, ahora, los eventos:

E = que C, sufra menos de 3 desperfectos y menos desperfectos que que C,
E" = que C, sufra dos desperfectos y C, solo uno
E™ = que C, sufra tres desperfectos y C, no sufra ninguno

E*™ = que C, y C, sufran el mismo numero de desperfectos

Se concluye, entonces, en forma inmediata que E es compatible sélo con los siguientes eventos
constituyentes:

&0 = EnNnE,n E,n E,

£ = ENnENENE,

&Y= EnEnENE,

&= EnEnEnE,

&= EnEnEnE,

y se verifican facilmente las siguientes inclusiones:
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W4 6@ 4 04 e Ee sy 404 44 204 6

Si se supone que los eventos constituyentes son equiprobables, se obtiene el siguiente

. . . . 4 5 . .
conjunto de asignaciones admisibles 5 p(E) < X Por otra parte, se verificaque E* = &) y, por

lo tanto, que la uinica asignacion admisible para su probabilidad es p(E*) = % . De la misma forma,

se tiene que E™ ¢ P , €s decir, que el conjunto de asignaciones admisibles para la probabilidad

. L £ 1 : ek :
de este evento debe cumplir la condicién p(E )s rk Finalmente, E™ es compatible con los

siguientes cuatro eventos constituyentes:

8(5)=Elﬂ Esz_3m E4
£9=EnEnEnE,
&0 = EnE,nEnE,

& =EnEnEnE,

ks

Se verifica, entonces, que ek , €n tanto que para los otros tres eventos constituyentes no
existe una inclusion de este tipo. Esto demuestra que el conjunto de asignaciones admisibles estara
definido por el intervalo:

P(€(7)) < p(E *") < p(a(s) + 694 604 5(9))

Es decir, serd -;—s p(E "**)

IA

4
s -

3.3.4.- La cuestion de la aditividad numerable

Sean los eventos E|,E,,E,E,,,...€ Q . Si se verifica que: i) E;;c E, C EsC....;

i) E, = UEI,. y iii) go(Ez)tgo (El,.) para todo i=12,.., entonces se puede asegurar que
p(E:)zp(E).

Este axioma, conocido como de continuidad monétona, es condicién necesaria para poder
garantizar la existencia de una correspondiente medida de probabilidad aditiva numerable. Villegas,
C. (1964) demostré que si p es una medida de probabilidad aditiva finita correspondiente a la

relacién >, entonces la condicion necesaria y suficiente para que sea aditiva numerable es que la
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relacién > sea monotonamente continua®'®,

Teniendo en cuenta que, desde un punto de vista conceptual, la extension de la propiedad
de aditividad a conjuntos infinitos de eventos incompatibles constituye un ejemplo del riesgo que
traen aparejadas las conclusiones que se obtienen de un sistema axiomético en el cual se han incluido
axiomas basindose exclusivamente en conveniencias matematicas, sin una justificacion en términos
del concepto de probabilidad, B. de Finetti, compartiendo los reparos de von Mises y Kolmogorov,
concluye en la conveniencia de restringir el analisis a la aditividad finita®".

Esta cuestién de la aditividad numerable constituye uno de los argumentos fundamentales
que justifican la actitud constructivista-intuicionista de de Finetti opuesta a cualquier planteo de tipo
axioméatico*®. Sus criticas se refieren, precisamente, a aquellos aspectos de la axiomatica que los
matematicos clésicos mds apreciaban: el desarrollo de una disciplina que partiera de una nocién
abstracta de probabilidad*?'. Por definicion, los axiomas son proposiciones arbitrarias seleccionadas
libremente como "verdades de partida"** con la (inica obvia condicién de no ser contradictorias, de
modo que todas las conclusiones que se puedan derivar de ellas son consideradas como validas con
respecto al marco de referencia -abstracto- tomado como punto de partida**’. Como lo ha demostrado
la historia, este planteo y la imposibilidad de la aplicacién estricta de las condiciones inherentes a
la concepcion de la probabilidad en términos de la teoria de la medida, traen aparejados el peligro
de pretender que dichas conclusiones sean consideradas vélidas afin en aplicaciones concretas para
las cuales parezca comodo adoptar un modelo abstracto (Borel, E. (1914): “Como han propuesto
muchos autores, de la misma forma que se define la circunferencia en geometria o la masa en
mecdnica racional, se puede dar una definicién puramente abstracta de probabilidad. A partir de
esta definicion se pueden deducir consecuencias légicas absolutamente rigurosas. Pero, en la
medida que se desee aplicar estas consecuencias a cualquier fendmeno real, se debe sustituir la
probabilidad concreta de dicho fenémeno por la probabilidad abstracta. Entonces la incertidumbre

418. Ver Chateauneuf, A.; Jaffray, J.Y. (1984).

419. de Finetti, B. (1970): “El supuesto de aditividad numerable (...) es, en la actualidad habitualmente aceptado;
si bien no debe su origen a los axiomas de Kolmogorov (1933), tuvo su sistematizacién en dichos axiomas. Su éxito se
debe en gran medida a la conveniencia matemdtica de convertir el cdlculo de probabilidades en un mero traslado de la
moderna teorta de la medida (...) Nadie ha proporcionado una justificacion real de la aditividad numerable (que vaya
mds allé de su consideracion simplemente como una mera ‘extension natural’ de la aditividad finita)”.

420. El intuicionismo constructivista de comienzos del siglo XX postula que la matematica es una representacion de

las actividades humana (alas que denomina “intuiciones™) y que, por lo tanto, no tiene sentido considerar las implicaciones
de axiomas arbitrarios que no representan ninguna actividad especifica y que pueden conducir a resultados inconsistentes.
Luego, como las actividades humanas son de extension necesariamente finita, los axiomas de la interpretacién intuicionista
s6lo expresan requerimientos que involucran un numero finito de operaciones (ver Heyting, A. (1956), Bencerraf, P.;
Putnam, H. (1983), Scozzafava, R. (1984), Hill, B.M. (1994)).

421 . de Finetti, B. (1952): “De acuerdo con el punto de vista axiomdtico, se introducen axiomas para la probabilidad
(por efemplo, mediante ciertas ecuaciones lineales sobre un cierto campo), sin que nadie pueda imaginar, si no lo sabe
por si mismo, qué cosa significa el término ‘probabilidad’. Se podria, por ejemplo, interpretar a la probabilidad como
medida y pensar que las palabras 'medida’ y ‘probabilidad’ son sinénimos”.

422 4 Finetti, B. (1995).

a2 Poincaré, H. (1902): “Para calcular una probabilidad y para dar sentido a este cdlculo debemos admitir, en
principio, una hipdtesis o convencion que siempre introduce cierta dosis de arbitrariedad”.
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inherente a toda medida concreta retorna”)**,

de Finetti, B. (1931a) sostiene que las proposiciones contenidas en los axiomas no sélo
deben ser formalmente consistentes, sino también intrinsecamente necesarias con respecto a una
interpretacién completa del concepto de probabilidad y establecié que la interpretacién subjetivista
no pretende reducir el conjunto de Ias probabilidades admisibles a una familia de probabilidades
aditivamente numerables**

Los argumentos de de Finetti, B.(1931a)(1931b)(1970) a favor de la aditividad finita (y en
contra de la aditividad numerable) se basan en que, en la teoria subjetivista, las probabilidades estan
definidas por cocientes de apuestas individuales y que estas apuestas sélo tienen significado sobre
un conjunto finito de eventos*, que la idea de un conjunto infinito de apuestas resulta bastante
artificiosa y su caracterizacion s6lo podria ser justificable en términos asintéticos considerando el
limite de una sucesion finitade # apuestas. Pero esta aproximacién no podria ser considerada, desde
un punto de vista conceptual, como equivalente a un niimero infinito de apuestas en un punto del
tiempo (este caso infinito podria ser concebible s6lo si se lo considerara como “... un caso limite no-
posible de los casos posibles”)”. Adoptar la aditividad numerable implica reconocer la
imposibilidad de asignar una distribucion uniforme sobre un conjunto numerable, como por ejemplo,
{1.2,...,n,..} , aceptar que lo tnico admisible es, de acuerdo con la nomenclatura de de Finetti, B.

(1970), un conjunto de “particiones extremadamente desbalanceadas”. Supéngase que

p()= p>0(i=12,.,n.) , entonces se verificars que Y. p(i)= @ cuando, de acuerdo con la
i=1

o
axiomdtica, debe ser Z p(i) < 1 . Asimismo, si se supone que pli)=0(i=12,..,n,..) , entonces
i=1

se verificara que Z p(z') = 0 cuando debe ser Z p(i) = p(Q) = 1. de Finetti, B. (1970) indica que
i=1 i=1

“...esto me obliga a seleccionar un subconjunto finito de ellos (por ejemplo, la clase numerable en
cuestion) a la cual atribuyo una probabilidad total de al menos un 99% (dejando un 1% al
subconjunto complementario), porcentaje que podria haber elevado al 99.99%, conun 0.001% para
el subconjunto complementarioy, ain se podria haber llevado a valores mds extremos” (obsérvese
que en este pasaje de Finetti, en cierta forma, transgrede el argumento mencionado previamente de
acuerdo con el cual el anélisis se deberia restringir a sucesiones finitas de eventos y a la no
consideracién de distribuciones de probabilidades sobre dominios numerables).

424. Borel continu6 la discusion sobre la axiomatizacién y la aplicacién de la matemética a 1a teoria de la probabilidad

en los fasciculos primero (“Principes et formules classiques du calcul des probabilités”) y ultimo (“Valeur practique et
Dhilosophie des probabilités™) de su “Traité du calcul des probabilités et de ses applications” (que consta de 4 volimenes

divididos en 18 fasciculos, publicados entre 1925 y 1939).

425. Ya en sus memorias de 1930, en ocasion de la discusién con Fréchet, M., (1930a)(1930b) acerca de la aplicacién

del operador limite en la teoria de la probabilidad, de Finetti desarroll6 observaciones criticas sobre la formalacién usual
del teorema de Cantelli, F.P. (1917a)(1917b) mencionada en la Sec. 3.2 y estableci6 la “no-necesidad” de la aditividad
numerable o completa

26 Ver Gillies, D.A. (1972b).

427 4e Finetti, B. (1995).
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En desacuerdo con la posicion de de Finetti de considerar como inadmisible la posibilidad
de asignar una distribucién uniforme al conjunto numerable de los resultados posibles, Adams, E.
(1964) plante6 una situacion en la cual pareceria razonable apostar sobre una sucesién infinita
numerable de eventos. Supéngase que un individuo-evaluador deba apostar sobre el nimero entero
no-negativo a obtener como resultado de la impresion al azar de una computadora. Obviamente el
conjunto de resultados posibles no posee extremo superior, de modo que serd mas facil para dicho
individuo definir una sucesion infinita de cocientes de apuestas, que determinar un limite superior
fijo. Desde un punto de vista intuitivo, parece 16gico suponer que este individuo asignara una
probabilidad mayor a los mimeros més pequeiios, lo cual permite concluir que, en consecuencia, la
distribucién desbalanceada postulada por de Finetti no sélo no contradice a la intuicién, sino que
constituye el resultado que se deberia esperara partir de la interpretacion subjetivista de la aditividad
numerable (obsérvese que esta justificacion de la introduccién de un elemento subjetivo que conduce
alaadopcion de una distribucion asimétrica, como sustituto de la distribucién uniforme que prescribe
la aplicacién del principio de indiferencia de Ia interpretacién logicista, permite concluir que la
defensa de la distribucién uniforme por parte de de Finetti es més una defensa de la interpretacién
logicista que de la interpretacion subjetivista).

A partir de la justificacién de Adams de la distribucién de probabilidades asimétrica y, en
consecuencia, de la admisibilidad de un esquema de apuestas para una sucesién infinita numerable
de eventos, Williamson, J.0.D. (1999) propuso como condicién adicional que la cantidad de dinero
en juego sea finita, es decir que las ganancias S, (i = 1,2,...,s,..) sean finitas, lo cual implica que la

sucesion  p,S, + p,S,+..+p,S,+... sea convergente y, por lo tanto, permite demostrar que si la

cantidad de dinero en juego es finita, el axioma de aditividad numerable puede ser obtenido
rigurosamente a partir del mismo argumento del “Dutch book™ que utiliza de Finetti para establecer
la aditividad finita. Es decir que, contrariamente a la opinién de de Finetti, a partir de la proposicion
de Adams y de la condicién de Williamson, la aditividad numerable queda naturalmente justificada
en el &mbito de la interpretacion subjetivista®?®,

Como corolario de todas las consideraciones analizadas en esta seccion, se puede concluir
que la interpretacién subjetivista de de Finetti puede ser considerada como una aproximacién
operacionalista-positivista a la ciencia, una aproximacion analitica a la filosofia y una aproximacién
constructivista-finitista-intuicionista a la matematica.

3.3.5.- El teorema de la probabilidad compuesta (o teorema de Ramsey-de
Finetti)

Sean dos eventos, £ y A, tales que E c A. de Finetti, B. (1937a) define el evento “ E
condicionado por la supuesta ocurrenciade A" (E /| A),con 4= @ ,como aquella entidad l6gica
que sera verdadera si las proposiciones E y A son verdaderas, serd falsasi A es verdaderay E

428 Con relacion a esta cuestion de la aditividad finita y su relacién con la aditividad numerable y con la condicién

de coherencia, se ha publicado una gran cantidad de trabajos entre los que merecen ser destacados los de Heath, D.;
Sudderth, W. (1972), Dubins, L.E. (1975), Hill, B.M. (1988), Cohen, L.J. (1982), Seidenfeld, T.; Schervish, M. (1983),
Sudderth, W. (1980), Kadane, J.B.; Schervish, M.J.; Seidenfeld, T. (1983), Hill, B.M.; Lane, D. (1986) y Gillies, D.A.
(2000).
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es falsa, y serd indeterminado si A4 es falsa (esta condicién equivale a suponer que no se puede
asegurar, en este contexto, que la proposicion A sea falsa). Luego, a partir de una interpretacién de
laprobabilidad como precio, p(E/ )= p puedeserconsiderada como laapuesta que el observador

considera equitativo pagar por el derecho a recibir 1, si la proposicién E es verdadera, y 0 en caso
contrario, con la clausula que si 4 no se verifica (independientemente del verificarse ono de £ )

no se pagara ni se recibira nada*?®:
1 i (E N A)
p(E/A)= 0 si (b_','n A)
p si A

Como ya se comento en la Sec. 3.1.3, lanotacién p(E/ 4) es incompleta en la medida que
no toma en consideracién el conjunto de informacién basico @ con que cuenta el observador. Su
expresién completa seria de la forma p[ E/(4n a))] .

Supéngase que las evaluaciones de las probabilidades realizadas por un individuo,
cotrespondientes a las ocurrencias de los eventos 4 y E,sean p(d)=p' y p(En 4)=p" y

supbngase que se realizan tres apuestas: una a favor de 4, con derecho a recibir una suma S’ en
caso de su ocurrencia; una a favor de E, con derecho a recibir una suma S en caso de su

ocurrencia; y unaa favor de (En 4) , con derecho a recibir una suma S en caso de su ocurrencia.

Las ganancias a obtener por dicho individuo, segtin que ocurran los eventos (A N E),(A NE ) 04,

seréan, respectivamente:
G = G(Am E)= S-pS+8S-pS+8"-p"'S”
G, = G(An E) =S-p§-p's
G. = G(Z)-: _pISl _ anH

Suponiendo desconocidos los valores de §,S" y S”, queda determinado un sistema de
ecuaciones lineales cuyo determinante es de Ia forma:

l_pl l_p l_p"
I-p -p -p'"|=p"'-Pp
_pr 0 _pn

Si este determinante fuera no-nulo seria posible hallar valores de S,S’ y S” tales que las ganancias

429. A fin de sugerir la insuficiencia de la l6gica bivalente para caracterizar este caso, de Finetti introdujo el término
“trievento” (el recurso de la “légica trivalente” fue introducido por Lukasiewicz, J. (1987)).
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G(E),G(A NE ) y G(Z) fueran todas positivas, y esto violaria la condicién de coherencia (de

Finetti, B. (1970): “Es necesario confirmar la condicion de coherencia estableciendo que las
evaluaciones condicionadas por H deben ser coherentemente condicionadas por H (por ejemplo,
bajo la hipétesis que H seaverdadera)”)™.

Luego, necesariamente, debe verificarse que p" = p'p , es decir, que:
p

HEN 4)= p(A)p(E/ 4)

(expresion conocida como teorema de la probabilidad compuesta). Por otra parte, si se cumple
esta relacion, se verificard que:

K4 E)G,+ p(4n E)G, + p(4)G, = 0

lo que demuestra que la condicién necesaria, también es suficiente®'.

En particular, para todo 4% @ , se verifica que:
pl4/ A)= pl(@n 4)/ 4])= p(/ 4)=1

Si existe una medida de probabilidad p vinica que se corresponde con las relaciones > o
>, entonces se demuestra, en forma analoga, que p(En 4)= p(E)p(4/E) . Dado que en la

interpretacion subjetivista las probabilidades condicionadas son nociones primitivas*?, Koopman,
B.O. (1940a)(1940b) y de Finetti, B. (1949) propusieron la axiomatizacién de la probabilidad

condicionada a partir de las siguientes probabilidades comparativas: i) p (E1 / A) o (E2 / B) ,que
debe ser interpretada como “Ja ocurrencia de E, condicionada por la supuesta ocurrencia de A es,
al menos, tan probable como la ocurrencia de E, condicionada por la supuesta ocurrencia de B “

yii) p ( E/ A) Y (E2 ! B) , que se verificaré si se verifican las relaciones p (El / A) o8 ( E,/ B)
y P (E2 / B) o go(E1 / A) . Como corolario de estas definiciones, se dice que E es un evento nulo
si se verifica que p(E/Q)~,p(@/Q) . El axioma de Koopman expresa que la relacién

comparativa (EI / A) 2o (E2 / B) implica la relaci6n:

430 ver Berti, P.; Rigo, P. (1989).

431. Esta demostracion estd basada en de Finetti, B. (1937a).

432. Como ya se mencioné en la Sec. 3.1.4, en ¢l contexto subjetivista no tendria sentido hablar de probabilidades “a

priori” bajo la notacién p(E ) , en la medida que es muy dificil imaginar un evento acerca de cuya ocurrencia se pueda

pensar que el individuo-evaluador no conoce absolutamente nada.
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p(E./4)  pE,/B)
p4) — pB)

y viceversa.

La probabilidad condicionada también aparece justificada a partir de las axiomatizaciones
basadas en la relaciéon de preferencia de Ramsey, F.P. (1931), Pfanzagl, J. (1967)(1968), Luce,
R.D.; Krantz, D.H. (1971), Fishburn,P.C. (1973) y Balch, M.; Fishburn, P.C. (1974)**,

A partir de las igualdades obtenidas mds arriba, se puede concluir, entonces, que
p(A)p(E ! 4)= p(E)p(4/ E) . Relacién de la que se deduce que:

(4/E
p(E/ 4)= p(E)pp—(A)-l

Expresion que, como ya se ha visto en la Sec. 3.1.5, constituye la formulacion més simple del
434

teorema de Bayes™*.
Si la evaluacién de la probabilidad p(E / A) realizada por un observador es mayor que su
evaluacién de la probabilidad p(E), significa que, para dicho observador, entre los eventos E y

A, existe una relacién de dependencia estocéstica y que esa relacion es positiva. Viceversa, si sus
evaluaciones son tales que p(E / A) < p(E) , debe entenderse que considera que la relacién de

dependencia estocéstica entre 4 y E es negativa.

Como corolario de estos resultados, se demuestra que la medida de la variacion (aumento
o disminucidn) de la probabilidad de ocurrenciade E cuando ésta estd condicionada por el supuesto
de 1a ocurrencia de 4, es igual a la medida de la variacién de la probabilidad de ocurrencia de 4
cuando ésta estd condicionada por el supuesto de la ocurrencia de E , e igual al cociente entre la
probabilidad del evento compuesto (E N A4) y el producto de las probabilidades de ocurrencia de E

y A:

PE/4)_ p41E)  p(En 4)

p(E) ~ p(4)  p(E)p(4)

(en particular, para 4 = Q , se verificard que p(E)= p(E/Q) ). Asimismo, si las asignaciones de

probabilidades que realiza el observador son tales que p(E/ 4)= p(E) , implicara que para él los

433. Para una revision comparativa de estos desarrollos tedricos, ver Fishburn, P.C. (1981). Para un analisis de las

condiciones necesarias y suficientes para el cumplimiento de la relacién de Koopman, ver Kraft, C H.; Pratt, JW.;
Seidenberg, A. (1959), Aczel, J. (1961)(1966), Luce, R.D. (1968), Domotor, Z. (1969), Krantz, D.H.; Luce, R.D.; Suppes,
P.; Tversky, A. (1971).

434 rer Paris, 1.B. (1994).
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eventos E y A son estocasticamente independientes®,

de Finetti, B. (1972) clasifica la relacién de dependencia en “directa” e “indirecta”: la
primera (basada en la idea de “causa™) abarca aquellos casos en los que la ocurrencia de uno de los
eventos modifica la condiciones de contorno en que se desenvuelve el otro; la segunda (basada en
la idea de “causa comiin™) abarca los casos en los que se supone que existen circunstancias que
afectan la ocurrencia de ambos fenémenos. Las relaciones de dependencia seran analizadas
detenidamente en el Cap. 10.

En el caso de independencia estocdstica entre los eventos £ y A, la condicién necesaria
y suficiente para asegurar el cumplimiento de la condicién de coherencia es que la evaluacién del

observador de la probabilidad de ocurrencia del evento definido por el producto légico (En A)
cumpla la relacién p(En A)= p{4)p(E) .

Generalizando este concepto se puede afirmar que, para un observador, el conjunto
£= {EI,EZ,...,E,,} constituye una clase de eventos estocasticamente independientes, cuando

considera que cada evento E, (i = 1,2,...,n) es independiente de cualquier producto l6gico de los

otros eventos de la clase £ **°. En este caso, su evaluacién de la probabilidad de cualquier producto
légico de eventos debera ser igual al producto de las evaluaciones de las probabilidades de los

factores, p(ﬂ E,.] = H o .

De acuerdo a lo expresado en la Sec. 3.3.3 y como corolario de la condicion precedente,
se puede afirmar que la probabilidad de ocurrencia de un evento E definido como una suma légica

14~n >

de eventos constituyentes, £ = a(E’ ) ¥y, por lo tanto, 16gicamente dependiente de E|,E,,...,E
y 1:£2

estard dada por una funcién algebraica de las evaluaciones de las probabilidades

p(Ei) (i= 1,2,...,n) .

Como se vera en el Cap. 4, todas las consideraciones realizadas sobre eventos son validas
para las variables aleatorias. Es decir, dados una variable aleatoria X y un evento H tal que

p(H) > 0, se verifica que:

_ p[(x1 X< xz)n Hl
p(H)

p[(x1 < X< xz)/H] (xl,x2 € Q(X))

435. Nbétese que, mientras las nociones de independencia l6gica e independencia lineal pertenecen al mbito de lalégica
de lo cierto, la nocién de independencia estocéstica pertenece al dominio de la légica de lo probable y asume distintas
interpretaciones segun cuél sea el concepto de probabilidad adoptado. En este caso posee un significado puramente
subjetivo (ver Sec. 2.5).

436. Obviamente, la independencia de a pares o de segundo orden no es suficiente (ver Sec. 3.1.6).
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Estos resultados, presentados por de Finetti en su memoria “Sul significato soggetivo della
probabilitd” vy enunciados -sin demostracién- por P.R. Ramsey en “Truth and probability” (ver
Baithwaite, R.B. (1931)), demuestran claramente la superioridad de la interpretacion subjetivista
sobre la logicista. Mientras que, en ésta, los axiomas de la probabilidad s6lo pueden ser justificados
intuitivamente de una forma vaga y poco satisfactoria, en la teoria subjetivista, a partir de la
condicién de coherencia, admiten una demostracion rigurosa. Ademds, dado que la teoria subjetiva,
contrariamente a la interpretacion logicista no necesita obtener “a priori” un supuestamente inico
grado de creencia racional, convierte en innecesaria la aplicacién del principio de indiferencia (o,
como méximo, lo considera un elemento heuristico) y, en consecuencia, elimina las paradojas
(mencionadas en la Sec. 2.4) que éste genera®’.

3.3.6.- La condicion de coherencia y la probabilidad intersubjetiva

Seados jugadores, 4 y B que, a fin de asegurar la condicion de coherencia (ver Sec. 2.5),
acuerdan apostar sobre la ocurrencia de un evento E de la siguiente forma: B debe elegir un
nlimero p que represente su cociente de apuestas sobre la ocurrencia de E y, entonces, 4 debe

elegir el valor de la apuesta S. De modo que, si £ ocurre, B le debe pagar a A la cantidad pS

a cambio de la cantidad S . Debe tenerse en cuenta que, si bien la cantidad § puede ser positiva o
negativa, debe ser relativamente pequefia con respecto a la fortuna de B . Bajo estas condiciones p

puede ser interpretada como la medida del grado de creencia de B sobre la ocurrencia del evento
E.

Estas consideraciones pueden ser extendidas a un conjunto de individuos B = { B, Bz} .Sea

un juego en el que el jugador A4 esta dispuesto a apostar contra un grupo de contrincantes
B= {BI,BZ} sobre la ocurrencia de un evento E . Supéngase: i) que los respectivos grados de

creenciade B, y B, sobrelaocurrenciade E ( p, y p,)seantalesque p, > p, yii)que el jugador
A elijauna apuesta iguala S > 0 parajugar con B, y una apuestaiguala - S para jugar con B, .
Entonces, si £ ocurre, la ganancia de A4 estard dada por:

Gi=pS-S-pS+8= (Pl‘Pz)S
y, si E no ocurre, la ganancia de 4 estara dadas por:

Gy =pS-pS=(p-p)S

437. Con respecto a la superioridad de la interpretacion subjetivista sobre la logicista, Ramsey, F.R. (1926) expresa

que “En primer lugar, nos da una justificacion clara de los axiomas del cdlculo, cosa que en el sistema del Sr. Keynes
es enteramente deficiente. Resulta ficil concluir que si las creencias parciales son consistentes, obedecerdn a estos
axiomas, pero resulta absolutamente oscuro por qué las deberian satisfacer las misteriosas relaciones logicas del Sr.
Keynes. Deberiamos ser curiosamente ignorantes de las instancias de estas relaciones y curiosamente conocedores de
sus leyes generales. En segundo lugar, el principio de indiferencia ahora puede ser totalmente ignorado; (...) Poder
eliminar el principio de indiferencia de la légica formal es una gran ventaja, ya que resulta claramente imposible
establecer condiciones puramente légicas para demostrar su validez, como intentd el Sr. Keynes”.
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Luego, se puede concluir que, al menos que p, = p, , se verificardque G, > 0 y G, > 0. Es decir
que, al menos que el conjunto B convenga en una probabilidad intersubjetiva, p, = p,, el
jugador A podria seleccionar apuestas que lo colocaran en la situacién de ganar sobre B = {B,,Bz} ,
cualquiera fuere el resultado del juego.

Supéngase ahora: i) que el jugador A esté dispuesto a apostar contra un grupo de
contrincantes B = {Bl,Bz,...,Bn} sobre la ocurrenciade un evento E ; i) que los grados de creencia

de los jugadores B, (i = 1,2,...,n) , { DisDaseos p,,} , o sean todos iguales, es decir, que sea posible
hallar dos grados de creencia p,; y p; talesque p, > p; (i # foi,j= 1,2,...,n) yiiiyque el jugador 4
elijaunaapuestaiguala S > 0 parajugarcon B;,unaapuestaiguala- S parajugar coneljugador B,

yunaapuesta S = 0 parajugar con un jugador B, (i, j# h) . Entonces, de una forma similar a la del

teorema anterior, se demuestra que, al menos que el conjunto B convenga en una probabilidad
intersubjetiva p, = p, =...= p, , el jugador A4 podria seleccionar apuestas que lo colocaran en la

posicioén de ganar sobre B = {BI,BZ,...,B,,} , cualquiera fuere el resultado del juego.

En general, supéngase que: i) el jugador A4 esté dispuesto a jugar contra un grupo de
confrincantes B = {BI,BZ,...,B,,} sobre la ocurrencia de un conjunto de eventos

E= (El,Ez,...,Ek) (k21) y ii) que el grado de creencia del jugador B, (i = 1,2,...,n) sobre la
ocurrencia del evento E, ( j= 1,2,...,k) sea p; . Si se verifica que pj; = p);=..= p,=p;,

entonces se puede considerar al conjunto B = {BI,BZ,...,B,,} como si fuera un solo individuo con
grado de creencia respecto de la ocurrencia del evento E iguala p; y, en consecuencia, se pueden
aplicar los postulados del primer teorema. Si se verifica ademas que el cociente de apuestas p,

satisface los axiomas de Kolmogorov entonces, de acuerdo con la expresién reciproca del teorema
de Ramsey-de Finetti, se demuestra que el jugador 4 no estd en condiciones de ganar sobre

B= {BI,BZ,...,B,,} cualquiera fuere el resultado del juego.

Las demostraciones precedentes permiten concluir que, para el grupo social
B-= {BI,BZ,...,B,,} en su conjunto, la posiciéon mds favorable en cuanto al cumplimiento de la

condicién de coherencia (es decir a la proteccion respecto de un “Dutch book” generado en su contra
por el jugador A ), seria convenir en una probabilidad intersubjetiva o de consenso.

3.3.7.- Probabilidad inicial y probabilidad final

De acuerdo con de Finetti, B. (1970), el papel que juega la probabilidad en el contexto de
la I6gica inductiva consiste en precisar como “debe variar’ la asignacion de probabilidades referidas
a la ocurrencia de un evento futuro en funcién de la observacién de sus realizaciones. Donde ¢l
término “debe variar” no debe ser interpretado como “debe ser corregida”. La probabilidad de
ocurrencia de un evento condicionado no es sino una extensién coherente de una funcién de
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probabilidades dada y no “una mejor evaluacién de la probabilidad de un evento condicionado”.
En todos los casos esta “variacion” debe ser interpretada como el equivalente matemético del
“aprendizaje a partir de la experiencia™*®, de modo que el contenido de la 16gica inductiva puede
ser resumido en el principio de la probabilidad compuesta o su variante mds sofisticada, conocida
como el teorema de Bayes.

Interpretando a H como el estado de informacién en que s¢ encuentra un individuo en
un momento dado, p(E/ H) representaré la evaluacion de la probabilidad de ocurrencia del evento

E ,realizada por dicho individuo. De acuerdo con lo expresado por el teorema de Bayes*®, se puede
escribir:

p(EH)= O )p(E)p(H / E)= Kp(E)p(H | E)

Lo cuval demuestra que la probabilidad final ( p(E/ H)) es igual al producto del factor de
proporcionalidad X por la probabilidad inicial ( p(E)) y por la verosimilitad ( p(H/ E)).

Una generalizacién de la expresién anterior, permite describir 1a transformacién de las
probabilidades iniciales en finales, a través de un proceso progresivo de asuncién de distintos
estados de informacién por parte del observador: Sean los estados de informacién H, y H,. Se

verifica, entonces, que:

p(EnH N H,)
P(Hl N Hz)

p|E/(H n B)|=

#38_4e Finetti, B. (1970).

439. Este teorema seré tratado en el Cap. 13.
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_ p(E)p(H,/ E)pH, /(En H)|

) P H#)pH, / ) i

= Kp(E)p(H,/ E)el 1 (E 1 F)]

Lo cual demuestra que la probabilidad final (la evaluacién que el observador realice de la
probabilidad de ocurrencia del evento E , después de haber adquirido un estado de informacién

(H1 N Hz) ) es proporcional al producto de la probabilidad inicial, por la verosimilitud de A, dado
E , por la verosimilitud de H, dado E (de Finetti, B. (1937): “No importa cudl sea la influencia
de una observacion en las predicciones del futuro, ésta no implica ni significa de ninguna manera,
la correccion de la evaluacion primitiva de la probabilidad p( E"+1) después de que ésta haya sido
refutada’ por la experiencia, ni su sustitucion por otra p* ( E, +1) conforme a dicha experiencia y,

por lo tanto, 'mds préoxima a la probabilidad real’; por el contrario, lo que dicha influencia
manifiesta es que cuando, por ejemplo, la experiencia nos ensefia el resultado A enlas n primeras

observaciones, nuestro juicio ya no serd expresado por p(E'n +1), sino por la probabilidad
p( E,./ A) (...} Absolutamente nada de nuestra opinién inicial es despreciado o corregido; no es
lafuncion p la que ha sido modificada (y reemplazada por otra, p*), sino el argumento E, ., el
que ha sido reemplazado por ( E,./ A). (...) este razonamiento (tal como se manifesté en la

eleccién de la funcicén p ) nos permite permanecer fieles a nuestra opinion original y coherentes

con nuestro juicio en lavariacion de nuestras predicciones cuando tiene lugar unavariacién en las
circunstancias conocidas™).

En general, dado un estado de informacién H , formado por una sucesién de estados de
informacién {Hl ,H, ,...,H,,} , Sera:

HE T H) = DB I(Fy )] -

= Kp(E)p(H, | E)p|H, /(E B)|..p[H, /(En Hin .0 H,L)]

3.3.8.- Una revision del teorema de Bayes y del Bayesianismo

Con un razonamiento similar, sea una particién finita H = {Hl JH, ,...,H,,} del evento

cierto Q, sea una familia de eventos = {E} y sea p una probabilidad definida sobre Q.

Supdngase que cada evento E € ¢ represente una posible observacion, es decir, el resultado de un
cierto experimento estadistico, y que cadaevento H, € H pueda ser considerado como un factor que

contribuye a la observacion E .

Aplicando los postulados del teorema de Bayes, el problema a resolver ahora puede ser
planteado en los siguientes términos: suponiendo que se dispone de un criterio para la asignacion de
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la probabilidad de ocurrencia de £ en correspondencia con cada uno de los eventos-hipétesis H; ,

determinar la evaluacién de las probabilidades de dichas hipétesis, condicionadas por Ias
observaciones £ “°.

De acuerdo a lo expresado en la Sec. 3.3.5, p(]:fj)p(E / Hj) = p(E)p(HJ / E) . Relacion

pE/H)
P(E)
acuerdo con la condicion de ausencia de conglomerabilidad, segiin la cual*';

de la cual se obtiene que, si p(E > 0), entonces p(I‘I] / E) = p(H j) . Ahora bien, de

]=LNJ(H.-nE)

i=1

N
E=EmQ=En[UHi

i=1

la ecuacion anterior puede ser expresada de la signiente forma*?:

p(E/Hj)
N

Y. p(H)p(E/ H)

i=1

S——

p(H, 1 E)= p(H,

expresion conocida como la version de Laplace del teorema de Bayes*?.

Como se vio en la Sec. 3.3.5, desde un punto de vista estrictamente técnico, esta relacion
no es sino una alternativa de la férmula de la probabilidad compuesta, que permite afrontar el

problema de la inferencia, es decir, el problema de la evaluacién de las probabilidades p(H,. / E)

de cadahipétesis H; € H -cuyaevaluacion, "apriori" de las observaciones, es p(H,-) - sobre labase
de datos empiricos, sintetizados aqui en las observaciones E ¢ ¢ .

440. En su carta de presentacion de “An essay toward solving a problem in the doctrine of chances” (1764) de Th.

Bayes a la Royal Society, R, Price enuncia este problema de la siguiente forma: “...hallar un método por el cual podamos
obtener alguna conclusion con respecto a la probabilidad de que un evento ocurra, en circunstancias dadas, bajo la
suposicion de que no conocemos nada acerca de él, excepto que, en las mismas circunstancias, ha ocurrido un cierto
numero de veces y otro nitmero de veces no ha ocurrido” (ver Cap. 13).

441. La propiedad conglomerativa (de Finetti, B. (1930e)) estd vinculada con la divisibilidad de las medidas de
probabilidad (en la literatura Bayesiana la propiedad de no-conglomerabilidad se menciona como de marginalizacién de
las paradojas). Ver Dubins, L.E. (1975), Schervish, M.J.; Seidenfeld, T.; Kadane, J.B. (1984). Ver, ademas, Sec. 3.3.9,

442. Si se acepta la interpretacion subjetivista, de acuerdo con este simple teorema (tan simple que algunos autores

, por ejemplo, Cornfield, J. (1975), sostienen que resulta excesivamente solemne denominarlo teorema), no es necesario
recurrir a formulas empiricas, para caracterizar el razonamiento inductivo (este rechazo de la idea de una probabilidad que
depende de un estado de informacion, es lo que provoca el rechazo de los estadisticos objetivistas a admitir la utilizacion

de la probabilidad inicial p(E) y al empleo de férmulas empiricas).

443. Laplace, P.S.: “Mémoire sur la probabilité des causes par les événements” (1774) (ver Cap. 14).
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Figura 3.5

A partir de este resultado, se puede concluir que la medida de la variacion de la probabilidad
debida a un incremento en la informacién, en un proceso conocido como condicionamiento

Bayesiano, ¢s proporcional a la llamada verosimilitud, p(E / H,.) , de acuerdo con una constante

K= ! :

> p(H)p(E 1 H)

i=]

o,/ E)= Kol )o(E/ )

En la Figura 3.5 se muestra una ilustracion de la modificacién de la asignacién de
probabilidades efectuada por el individuo-evaluador en un caso especial de razonamiento por
induccion, a partir de las variaciones del conjunto de informacién de acuerdo con esta regla de
condicionamiento Bayesiano**, Supéngase que @ represente todo lo que inicialmente se supone
verdadero (tomando el drea de @ como unitaria). Si a este conjunto de informacién se agrega una

nueva hipétesis H ,laprobabilidad del evento (E/ H) yano sera igual a larelacién entre el area de

444. Esta interpretacion que propone de Finetti, B. (1959) de la inferencia como un caso especial de razonamiento por
induccion es rechazada por las concepciones objetivistas que, como se vio en el Cap. 2, mediante la postulacion de la
existencia de leyes naturales, de caracteristicas més o menos restrictivas, transforman el razonamiento inductivo en
deductivo (de Finetti, B. (1959): “Hablar de razonamiento inductive significa atribuir un cierto valor a esta forma de
aprendizaje a partir de la experiencia, no considerarlo como la consecuencia de una reaccion psicolégica peculiar, sino
como un proceso mental susceptible de andlisis, interpretacion y justificacién. Cuando esto ocurre, la tendencia a
sobreestimar el razonamiento al extremo de excluir cualquier otro factor, puede generar un sesgo perjudicial. La razén
constituye un suplemento invarolable de otrasfacultades intuitivas, pero nunca un sustituo de ellas (...) Una consecuencia
de este sesgo es la elevacion del razonamiento deductivo a un status estdndar, habida cuenta que las verdades no
tautolégicas se basan en algo mds. De esta forma el razonamiento inductivo es considerado generalmente como algo de
menor nivel que genera cautela y sospecha. Y lo que es peor aun, se intenta otorgarle dignidad, procurando modificar
su naturaleza asimildndolo a algo que podria casi ser incluido bajo un razonamiento deductivo. En efecto, a menudo se
encuentrar intentos de explicar la induccidn sin considerar el término ‘probabilidad’ o tratando de apartar este término
de su significado cotidiano como una medida del grado de creencia atribuido a las distintas alternativas posibles™).
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[(En H)/ @] yeldreade (H/w). Siesta desigualdad no se cumpliera, es decir, si se verificara
que:

p[(Eﬁ H)/a)] _ p(E)
KHiw)  plo)

se podria concluir que los eventos son estocasticamente independientes*.

Cuando se incorpora una nueva informacién H , queda excluido del universo todo lo que
resulta I6gicamente incompatible con H . Normalizando, entonces, nuevamente la medida, es decir,

haciendo al drea de (& N H) igual a 1, se obtiene que p[E @~ H)] es igual a la relaci6n entre
el drea de [(Er\ H)/a)] yelareade (H/w).

Si bien a partir de este condicionamiento Bayesiano de Finetti puede ser considerado un
Bayesiano, debe tenerse en cuenta que en “La prévision: Ses lois logigues, ses sources subjectives”
(1937) incluye una critica a la interpretacion usual del paradigma de Bayes-Laplace*® y en “La
probabilita e la statistica nei rapporti con l’induzione” (1959) hace mencién a la “reconstruccion
de la formulacion cldsica del Bayesianismo de acuerdo con el punto de vista subjetivista” a partir
de la introduccién de las condiciones de intercambiabilidad y de intercambiabilidad parcial*’ en la
l6gica inductiva.

Una objecién que se hace a menudo a este condicionante Bayesiano de de Finetti es que,
dado que la experiencia con que cuenta el individuo-evaluador presenta tal grado de complejidad que
no es expresable bajo la forma de una proposicién (es decir, dado que no todo lo que constituye la
experiencia puede ser considerado como un evento perfectamente definido), esta regla no siempre
puede proporcionar una explicacion sobre las variaciones en las evaluaciones de las probabilidades
ante variaciones en el conjunto de informacion (es decir, no siempre el individuo puede explicar la
modificacién de sus evaluaciones de las probabilidades de acuerdo con un condicionamiento
Bayesiano).

Esta objecién se relaciona, fundamentalmente, con dos problemas muy discutidos en la
literatura sobre teoria de la probabilidad: el de la prueba incierta y el de la probabilidad
indeterminada. El primero deriva del hecho que el proceso de condicionamiento de la probabilidad

445. Supéngase que, dado un problema, exista un conjunto de hipétesis posibles a ser consideradas, {Hg} , donde

6 R, , con una distribucion de probabilidades “a priori” p(9) que variara hacia una distribucién “a posteriori”

p(Hg / e) = p(&/ e) (ambas distribuciones existen sobre el conjunto de hipétesis en consideracion). El procedimiento

probabilistico, conocido como verificacion Bayesiana de hip6tesis consiste en la definicion de criterios de seleccion para
determinar cudl es la hip6tesis mas plausible con relacién a las hipétesis alternativas relacionadas con un fendmeno
aleatorio.

46 Vier Cap. 14. Ver ademés Daboni, L.; Wedlin, A. (1982), Campanino, M.; Spizzichino, F. (1981), Cifarelli, D.M.;
Regazzini, E. (1982), Spizzichino, F. (1988).

M7 Ver Sec. 3.3.10.
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no parece ser capaz de tfomar en consideracion la relevancia de ciertos indicios que se agregan al
conjunto de informacién*®, Una solucién a este problema fue desarrollada por Jeffrey, R.C. (1965)
utilizando una versién generalizada del teorema de Bayes, que permite traducir cualquier tipo de
variacion en las evaluaciones de las probabilidad a condicionamientos Bayesianos.

El problema de la probabilidad indeterminada deriva del hecho que, a veces, el individuo
evaluador parece no estar en condiciones de efectuar asignaciones de probabilidad puntuales (debido
a su falta de decision sobre la probabilidad a atribuir a los eventos individuales). A fin de resolver
esta cuestién algunos autores*’ recurrieron al arbitrio de considerar matematicamente este
comportamiento mediante la utilizacién de intervalos (en vez de valores puntuales) para representar
los grados de confiabilidad. de Finetti es contrario a esta interpretacion por considerarla una tentativa

inatil para eliminar las inevitables idealizaciones que acompafian a todo esquema matematico*®.

Ejemplo n° 3.10:

Sea una urna cuya composicion se realiza de acuerdo con el siguiente procedimiento: Se
arroja 6 veces un dado clésico, si se obtiene 6 veces el resultado “cuatro”, se colocan en la urna 6
bolillas todas numeradas con el niimero “cuatro”. Si se obtiene por lo menos una vez un resultado
distinto de “cuatro”, se colocan en la urna 6 bolillas numeradas del 1 al 6.

Sean los eventos:

H,:que la urna contenga bolillas con el numero 4
H,:que la urna contenga seis bolillas con los numeros 1,2,3,4,5y 6

Entonces, sera:

1\° 1
P(H1)=p(6m 6Nn6N6N6N 6):(5) = 5658

46655

P(Hz) =1~ p(6n 6N 6N 6N 6N 6)= T6ese

Supdngase que se realicen 5 extracciones con reposicion de la urna, y sea el evento:

448. Para un analisis detallado acerca de esta aparente falta de habilidad del observador para evaluar el impacto de las

evidencias de acuerdo ala condicionalidad Bayesiana, ver Peterson, C.R.; Schneider, R.J.; Miller, A.J. (1965), Philips, L.D.;
Edwards, A.W F. (1966), Pitz, G.F.; Downing, L.; Reinhold, H. (1967), Edwards, A.W.F. (1967), Kahneman, Du Charme,
W.M.; Peterson, C.R. (1968), Tversky, A.; Kahneman, D. (1972), Kahneman, D.; Tversky, A. (1972), D.; Tversky, A.
(1973), Winkler, R.L.; Murphy, AM. (1973), Yousseff, Z.L; Peterson, C.R. (1973), Gigerenzer, G.; Hell, W.; Blank, H.
(1988).

449. Ver Koopman, B.O. (1940), Smith, C.A.B. (1961), Dempster, A.P. (1967), Levi, 1. (1974), Good, LI. (1983),
Suppes, P.; Zanotti, M. (1989).

450. Ver de Finetti, B.; Savage, L.J. (1993).
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E:que se presente 5 veces el resultado’ cuatro™

1

Se obtiene facilmente que las verosimilitudes toman los valores p( E/ Hl) =1y p(E / Hz) = e

Luego, de acuerdo con el teorema de Bayes, se obtiene que:

A )i sl T

P{Hy)p(E/ H,)
P(H)p(E H)+ p(B)p(E 1 1)

p(H, | E) = = 0,85714

Se concluye, entonces, que, a pesar de que la verosimilitud asume su valor méximo para H,, se
verifica que p(H1 / E) < p(H2 /E) .

Ejemplo n° 3.11:
Sea p la probabilidad del evento:

A:que un estudiante conozca la respuesta correcta a una

pregunta de un cuestionario con n alternativas posibles

(de modo que si no conoce la respuesta seleccionara al azar alguna de las » respuestas posibles).
Sea B el evento “que el estudiante responda correctamente”. Se tiene, entonces, que p(4)=p,

p(B/ Z) -1 y p(B/ 4)=1.Luego, de acuerdo con el teorema de Bayes, resulta que:
n

p(A1B)= Kp(4)p(B/ 4)= Kp

P4/ B)= kp(4)p(B/ 4)= Kl"Tp

. . o . 1
De estos resultados se puede concluir que, si 1- p > np, es decir, si se verifica que p < 1
n+

resulta que p(Z / B) > p(A / B) . Es decir, si se verifica que el estudiante responde correctamente,
es m4s probable que este fenémeno se deba més al azar, que al conocimiento de la respuesta correcta.

Ejemplo n° 3.12:

Sea una urna que contiene N bolillas, de las cuales un niimero N (®) (desconocido para el
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observador) son blancas. Supéngase que serealicen n extracciones conreposicién. Denotando por H,

a la hipétesis “el niimero de bolillas blancas en la urna es N,Eb) “ y por E,-(") al evento “gue se
obtengan i bolillas blancas (éxitos) en una sucesion dada de n extracciones”, se obtiene que:

B 11,) - { ﬂjg)‘]j[l— _@,ﬂ}m ) (9,£b))i (1_ elsb))n-z

N
p( Ei(")) =

M=

p( Hk)( G;Eb) )i (1 B 6]51,))"—1‘

_
Il

0

En particular, si se supone la equiprobabilidad de todas las posibles composiciones de la urna, es

1
decir,si p|H,)= ——(k=0,12,...,N}, de acuerdo con ¢l teorema de Bayes, se obtiene que:
HENTL Y

p( Hk)(glsb))" (l _ 9,9’) )"—i

H, 1 E®)= , - =
P( k ) ZN:OP( H, )(Hj(b))l(l— Hj(b))n-,
=
- (ke n-od)
donde K= — ,,1 o
3 (#)(-2)

Igualando a cero la derivada de la funcion p(H,, / E,.(”)) respecto a 9,5”) resulta que,
suponiendo la equiprobabilidad de las distintas composiciones, la composicion mas probable

. N .
corresponde a un valor G,Sb) == , €s decir, a un nimero N,S”) = 2= de bolillas blancas.
n n

Ejemplo n° 3.13:

Supéngase que el nimero de desperfectos a sufrir por un cierto aparato en un afio obedezca
a una distribucién de probabilidades de Poisson de la forma*':

f(x/6)= —i—'e_e (x=012,.)

451. La distribucion de Poisson seré tratada con detalle en el Cap. 7.
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donde el coeficiente & (que define, en este caso, el mimero promedio de desperfectos en un afio) es
desconocido. Toda la informacion referida a la variable aleatoria & estd resumida en la distribucién
inicial g(@), que en este caso se supone definida por:

2(6) = ko%~1ex? (6> 0)

o0

donde C, es un nimero natural, 4, > 0 y k es una constante tal que '[ g(6)do=1.
0

Elntmero de desperfectos ( x;,i = 0,1,2,... ) sufridos en un afio por cada uno de » aparatos

similares a aquél en estudio, define una muestra aleatoria. Luego, la probabilidad de que el i -ésimo
aparato sufra x; desperfectos en un afio, estard dada por:

Xi

fx/6)= i,! e

De modo que la funcién de verosimilitud queda definida de la siguiente forma:

6x1 +xp +..4X),
f(x/6)= e

xixl.x,!
En consecuencia, la distribucién de probabilidades final de la variable 8 sera de la forma:

f(6/x)= K(x)9C°+lex' _le-(ﬂo+n) = K(x)g e

n
donde C=C, + Z x; Y 4= 4+ n. Por otra parte, haciendo:

i=1

el 0 —L

[7(6/x)a0= 1= K(x)[6° e 4o =K(x) p

T(,w)c“e"’“’ d(46)

se obtiene que:
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Ejemplo n° 3.14:

Sea una urna que contiene 10 monedas de las cuales 9 son normales y una es defectuosa,
con dos “caras”. Supéngase que de dicha urna se realice una extraccién al azar, sin observar la
moneda y, a fin de calcular la probabilidad de que la moneda extraida sea defectuosa, se efectiien 6
lanzamientos, obteniéndose 6 veces el resultado “cara”.

Sean los eventos:

H:que la moneda extraida sea defectuosa

E:obtener 6 veces el resultado "cara" al lanzar 6 veces una moneda

. . . . . 1
Antes de realizar cualquier observacion experimental, se obtiene que p(H) Ty y, dado que

H c E ,resultaque p(En H)= p(H) .Porotraparte, por el teorema de la probabilidad compuesta,
serd:

p(En 17) = p(E/ﬁ)p(ﬁ)

— 1
Luego, dado que p|E/ H)= —, se obtiene que la probabilidad de que la moneda extraida sea
& 26

defectuosa, si de una serie de 6 lanzamientos realizados con la misma se obtuvieron 6 resultados
“cara” es.
, €s:

(HNE) p(HNE)
e/ E)= 2 p(E) f;(Em Q)
_ p(HN E) _ p(Hn E) _
p[Em (HU ﬁ)] p(En H)+ p(En H)
p(H) _64

) p(H)+ p(E/ﬁ)p(H) 73

Noétese como la evaluacion inicial p(H) = % (que no tiene en cuenta la informacién proporcionada

64
por el fenémeno E ), se modifica, transformandose en la evaluacién final p(H / E) = ="

Ejemplo n° 3.15:

Sea una baraja francesa de 52 cartas, de la cual se realizan dos extracciones al azar sin
reposicién y sin observar el resultado obtenido. Denotando, respectivamente, por D, y D, alos

eventos “obtener una carta 'diamante’ en la primera extraccion” y “obtener una carta 'diamante’
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enla segunda extraccion”, la probabilidad de que al menos una de las cartas sea “diamante” ( E )
puede ser definida de la siguiente forma:

p(E)= p[(D1 N E)U (51 N Dz)u (D1 N Dz)] =

=1-p(Din D)=

=1- p(D)p(D, 1 D) =

- 23D o
5251 34

Supdngase que quien realiza las extracciones seleccione al azar una de las dos cartas
extraidas precedentemente ¢ informe al individuo-evaluador que no es “diamante” (evento que se

denotard por D,"). Sea H, el evento que representa a este proceso:

1= (Bin B)n[B /(B B

o([(2n B)o (Bin B)]o (B /[(Bin B (B o))
Luego, seré:

AH)= Bin D)+ (D10 B)o (B b)) -

_3938 13391 _51
T 5251 T52512 68

Por otra parte, se verifica que:

p(En #) = p{[(Bin B)o (Bin D) n B =

= J(Din B)v (B B)|p{Bi /[(Bin B) (Bin By} -

52512 68

En consecuencia, sobre la base de la informacién disponible ( H, ), se puede efectuar la siguiente
nueva evaluacion de la probabilidad de que por lo menos una de las cartas sea “diamante™:

p(E/H)= ;—‘;’= 02549

Supéngase que el experimento anterior se haya repetido dos veces (previa incorporacién
de las dos cartas extraidas inicialmente), y que las dos veces, quien realiza las extracciones haya
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informado al individuo-evaluador que la carta observada no es “diamante”. El evento H, que
representa a este proceso puede ser expresado, entonces, de la siguiente forma:

= ((D}n l_)z)n [5{’ /(51 N 52)]0 {l_)z* /[(5l N Bz)n D'n 52*]}) v
U ([(Dln Bz)u (En Dz)]r\ {Df/[(D,n 1_52)u (B, ) Dz)]}n
N {1—)2* /([(Dl N J—D;)u (51 o) Dz)]n 51*)})

De modo que:

A) = o(Bn DY)+ (D10 Bo)o (Bin D)) =

Por otra parte, se verifica que:
p(E N Hz) =
= p[(Dl N Bz)u (El N Dz)]p{ﬁl'/[(Dl N _D_Z)U (51 N Dz)]}.

.p{l_)z* /([(D1 nB)u(Din D2)]n 51,,)} )

131

682
Luego, en base a la informacién disponible, ahora se obtiene que:

p(E/ Hy) = _—116_ = 01461
1+ -—22
13

Supéngase, en general, que el experimento en cuestién se haya repetido n veces (previa
incorporacion cada vez de las dos cartas extraidas inicialmente), y que las n veces quien realiza las
extracciones haya informado que la carta observada no es “diamante”. El evento H, que representa

a este proceso serd, entonces, de la forma:

H,= HnD'nDin..nD;
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38 26(1)" 26( 1\" :
De modo que p(H,,) = —6-§+ a(-z—) y p(E N H,,) = gg(a) . A partir de estas igualdades se
1
obtiene que p(E / H,,) =—79 - Expresion de la que se concluye facilmente que
1+-—=2"
13

lim p(E / H,,) = 0 . Resultado que parece l6gico si se tiene en cuenta que el hecho que se verifiquen
n—wo

los eventos H,,H,,...,H,,... vaahacer que el grado de confiabilidad del individuo-evaluador en

la ocurrencia del evento “que una de las cartas extraidas inicialmente sea 'diamante” disminuya
inevitablemente.

Ejemplo n° 3.16:

Sean 4,4, y 4, tres condenados a muerte a quienes se les anuncia que sélo dos de ellos
serén ajusticiados ya que uno, seleccionado al azar, ha sido indultado. Sean los eventos:

1;:que el condenado 4; haya sido indultado (i= 1,2,3)

(7 = 1,2,3) las correspondientes probabilidades.

W | —

y sean p(I,.) =

El condenado 4, observa que, por lo menos uno de sus dos compafieros sera ajusticiado

y solicita que se le revele el nombre. Su pedido se basa en el siguiente razonamiento: si se incrementa
su conjunto de informacién con el dato “ 4, serd ajusticiado”, entonces su probabilidad de ser

- 1
indultado aumentara, pll,/ I, )= —> pl1,) . De la misma forma, si la informacién adicional fuera
1 2 2 1

. =y 1 . .
“ Ay sera ajusticiado”, se verificara que p(]i /13) =5 > p(I,) . Esta deducci6n realizada por 4,

-que le permite suponer que el conocimiento del nombre de uno de los ajusticiados aumentara su
probabilidad de ser indultado, y que matematicamente parece correcta- adolece de un defecto: supone

que I, constituye el evento condicionante. En realidad, el evento condicionante seria “se le
comunica a A, que A, serd ajusticiado” (1), y puede ser expresado como I} = ;U (Il nL )

(obsérvese que el evento I se verifica atin cuando el otro condenado a ser ajusticiado, junto con
A, ,sea 4,). A partir de la relacion precedente se puede escribir®*:

452. Obsérvese que de la expresion que figura en el texto se obtiene que p(13) = p(zg ) p[l - p(Il /5 )] =

=p(LnE).
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AB)= A5)+ dn)p(5 /1)

Luego, si el informante, en la hipotesis “ 4, ha sido indultado”, selecciona al azar -con igual
probabilidad- el nombre a comunicar a 4, del compafiero que serd ajusticiado, es decir, si

. 1 .
p(]2 /Il) =3 entonces se obtiene que:

or)=

Porlotanto, en lahipétesis “sele comunicaa A, que A, serdajusticiado”,laprobabilidad de que 4,

= P(I; /11)

1
2

W=
+
W | =

haya sido indultado, sera:

)= EL A -

. . . * 1 . . . .
De lo que se puede concluir que, si se verifica que p(]2 / 11) =3 (es decir, si en la hipotesis” 4, ha

sido indultado”, el informante selecciona al azar, con igual probabilidad, el nombre a comunicar a
4, ), el conocimiento del nombre de un compatfiero que sera ajusticiado no modifica la probabilidad

de 4, de ser indultado.

En general, si se toman en consideracién las definiciones de las probabilidades p(l{ ) y

p(I'z' / Il) mencionadas precedentemente, se puede escribir:

Luego, el razonamiento de 4, -que, como se mencion6 en la pagina precedente, corresponde, en

realidad, a la consideracién de que p(]1 /I ) = % - seré correcto s6lo si p(]z* /Il) =1.

De modo que se puede concluir entonces que, si el informante, junto con el nombre del
compafiero que serd ajusticiado, no comunica a 4, -en la hip6tesis “ 4, ha sido indultado- el

método utilizado para seleccionar dicho nombre, entonces la evaluacién de la probabilidad p(l L )

sera necesaria e incuestionablemente subjetiva.




184

3.3.9.- La independencia estocastica condicionada

Sea H= {Hl ;A ,...,H,,} una particién finita del evento cierto Q , con asignaciones de
probabilidad p(H,) = p, y sean dos eventos, E, y E,, cuyas asignaciones de probabilidad,

condicionadas por el supuesto de la ocurrencia de una hipétesis H, , son:

p(E1 /H,.) = qfi) (1=12....,n)
p(E2 /H,.) = qg) (i=12,..,n)

Entonces, sera:
oEnEy)= Zp,p[ ENE, ,H] qu(,) 0 -
= Z p'[ql ()' 9 ][qz ‘12 —q; ]

= g1, + Z’ plaf - a.)d - a)

Donde, de acuerdo con la propiedad conglomerativa, ¢, y ¢, denotan, respectivamente, las

evaluaciones de las probabilidades p(E,) = Y. pa) y 2(E,) = Z ) .
i

Si se supone que los eventos E, y E, son estocasticamente independientes, para que se
cumpla la condicién de coherencia, la evaluacion de la probabilidad de ocurrencia del evento
compuesto (El N Ez) debera ser tal que:

PE N E,) = p(E)p(E,) =

[ et [ et ) -
- [Z piqli))(z pfqgi)) =

= ZP‘I(I) (')+Z Z P;P,[‘hl) (I)‘th q3 ]

i=1 j=i+1

Luego, sera:



PE n E)- p(E)p(E,) =

=Y pa’a’- Y, Bal’a? - Y. ¥ pplalal) + o'l -
i=1 i=1

i=1 j=i+1
=Y (e - a)o) - 2.)
i=1
Es decir, suponiendo que las probabilidades de las hipétesis ( p; (i = 1,2,...,n) ) sean no-nulas, la

condicién de independencia estocéstica entre los eventos E, y E, ( p(E1 N EZ) = p(El) p(Ez) ) se
dara cuando se verifique que, por lo menos uno de los eventos ( E, o E,) es estocdsticamente
independiente de las hip6tesis ( H, (i =12,..,n) ):

AE)= p(E 1 B)=..= pE, 1 1)) (j=12)

Debe tenerse en cuenta que dos eventos estocasticamente independientes con respecto a
una hipoétesis, pueden ser correlacionados entre si.

3.3.10.- La propiedad de intercambiabilidad

En cierto sentido el concepto de intercambiabilidad es el equivalente, en la interpretacion
subjetivista, a la nocién de independencia en la interpretacién objetivista. Constituye una forma
alternativa de expresién del concepto de independencia con probabilidad constante, pero
desconocida.

Como se vio en la Sec. 3.3.5, una sucesion {E, E, ,...,E,,,..} es de eventos independientes
de orden » si se verifica que:

AE A Bn.nE,) = p(E™) = p(E)p(E,)...o(E,) = p(E,)p(E")

Es decir, si p|E / E) = P\E,) . En el contexto Bayesiano esta igualdad indica que, en las
n n

condiciones de independencia supuestas, no es posible aprender acerca del comportamiento de esta
sucesién de eventos a partir de la experiencia®’. Ahora bien, en general, en el 4mbito de la
interpretacién subjetivista, se supone que habitualmente el individuo-evaluador modifica sus
asignaciones de probabilidad a partir de la informacién que le proporcionan las frecuencias, lo cual
permite concluir que la aplicacion de la condicion de independencia se dard muy raramente en la

453. de Finetti, B. (1931a): “Si el resultado de las pruebas precedentes puede modificar mi opinion, para mi son

dependientes y no independientes (...) Si, como respuesta a la observacién de las frecuencias, admito la posibilidad de
modificar mi juicio sobre la probabilidad, significa que -por definicion- mi juicio sobre la probabilidad de una prueba
no es independiente de los resultados de las otras pruebas...”
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teoria subjetiva.

Se dice que una sucesion de eventos {E1 vEysenE,, } es intercambiable si, para cualquier

sucesion finita {El By sy En} , la distribucién de probabilidades conjunta es la misma**,

Sea E(*n) el promedio de esta sucesién de eventos, {E1 E, ,...,E,,} :

.1
Ey = ;(El + Eyt..+E,)

En su teorema de representacion de Finetti, B. (19372) demuestra que, cuando #» - « , la funcién
de distribucién F,(z) = p(E(*n) < 7r) converge en-distribucion a una funcién limite F(z) (excepto

en puntos de discontinuidad) y, como corolario establece la vinculacién de los conceptos de
intercambiabilidad e independencia: “Sea p,(E) laprobabilidad atribuida a un evento genérico E

cuando los eventos E, ,E, ,...,E, son considerados independientes e igualmente probables con

probabilidad = , si se supone que los eventos E; son intercambiables con distribucién limite F\ (5‘) ,
1

la probabilidad p(E) del mismo evento genérico estd dada por p(E) = J. px(E)dF (x) Esta
0

propiedad puede ser expresada de la siguiente forma: las distribuciones de probabilidad p

correspondiente al caso de eventos intercambiables son combinaciones lineales de las distribuciones

p. correspondientes al caso de eventos independientes equiprobables, las ponderaciones en las

combinaciones lineales estdn expresadas por F(x)“.

Cuando, de acuerdo con una interpretacién objetivista, se supone independencia y se
formulan las ecuaciones correspondientes, la interpretacion subjetivista s6lo puede reinterpretar
dichas ecuaciones a partir de probabilidades subjetivas e intercambiabilidad.

Obsérvese que la interpretacién de la condicién de intercambiabilidad como aquélla que
permite traducir la vaga nocién de “elementos aleatorios andlogos™ a un lenguaje probabilistico se
basa en una concepcién subjetivista y la solucion del problema de la induccion a través del teorema
asintético para distribuciones predictivas es, obviamente, subjetiva “...pero perfectamente légica en
si misma en tanto que, por otra parte, cuando se pretende eliminar los factores subjetivos lo vinico
que se logra es esconderlos (...) con mayor o menor éxito, pero nunca evitar una brecha en la

'454. El concepto de intercambiabilidad es atribuible exclusivamente a de Finetti. En Ramsey, F.P. (1931) solo figura

una derivacién de la regla de sucesion de Laplace, utilizando 1a condicién de permutaciones igualmente probables, que
puede considerarse equivalente a la condicion de intercambiabilidad (ver Galavotti, M.C. (1994)) y que presumiblemente
Ramsey adopt6 a partir del postulado de la permutacién debido a su maestro, W.E. Johnson (para un analisis detallado
de la contribucién de Johnson a la filosofia de la probabilidad, ver Zabell, S.L. (1989)). d¢ Finetti no sélo defini6 la
intercambiabilidad sino que desarroll6 la teorfa matemdtica de las cantidades aleatorias intercambiables en la ya
mencionada serie de trabajos que tuvieron su culminacién en “La prévision: ses lois logigues, ses sources subjetives” de
1937.
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légica. Es verdad que en muchos casos -como por ejemplo en la hipétesis de intercambiabilidad-
estos factores subjetivos, dado que la experiencia es bastante rica, nunca poseen una influencia muy
pronunciada. Si bien esta circunstancia es muy importante para explicar cémo, en ciertas
condiciones, se produce un acuerdo mds o menos estrecho entre las predicciones que producen
diferentes individuos, también demuestra que las opiniones discordantes son siempre legitimas™*.

Dado que, como se expresé en la Sec. 3.3.4 al tratar la cuestion de la aditividad numerable,
si bien es razonable suponer una representabilidad aceptable de un juicio sobre el comportamiento
de un hecho observable, es ilusorio suponer que se pueda expresar un juicio sobre algo que no posee
ningiin significado empirico, como son los eventos de dominio infinito. En el &mbito de la inferencia
el teorema de representacion debe ser asumido de acuerdo con su formulacién més débil, segin la
cual la condicién necesaria y suficiente para que los eventos E, sea intercambiables es que,
condicionados por un elemento aleatorio p, la distribucién de probabilidades conjunta para

cualquier sucesién finita sea la misma.

Sea, en particular, una sucesién de » eventos binomiales en los que la probabilidad de éxito
es igual a p . Estos n eventos generan un conjunto de 2" resultados posibles:

EO0)= E,n E;n..nE,
EY(1) = E,n E;n..nE,
E®O()= E,n Eyn E;n..nE,

...................................

E(l)(X): Elﬂ E2('\...('\EXH Exﬂﬂ..ﬂin
ED(X)= E A EynnEy 0 By 0 Eypon.nE,

......................................

.......................................

E"n) = E,n E,n..NE,

n!

. = X X)!

X' (n- X)
ocurrencia del evento compuesto:

n
(donde [X ] = ). De estos 2" resultados, s6lo ( X) corresponden a la

455 de Finetti, B. (1937a),
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X
E(X):obtener X exitos y (n- X) fracasos = UE(I)(X)

j=l

cuya probabilidad esté definida por:
n n—
p(X.n)= g E(X)]= [ X) p*(t-p)" (X = 0,12,...,n)

Luego, suponiendo que los eventos E; (i = 1,2,...,n) sean intercambiables, la probabilidad del evento

genérico p(E) = p*(X,n) quedar4 expresada de la siguiente forma:

2)- () [0 et

En particular, si F ( p) denota la funcién de distribucion correspondiente a una funcién uniforme*,
se verificard que:

p'(X.n)= [;)B(X+ L,n- X+ 1) = ;T-—l

(donde B(s,e) denotauna funcién Beta)*”. De modo que se puede concluir que, de acuerdo con el

teorema de representacién de de Finetti, dada una sucesion de eventos intercambiables, la funcién
de probabilidades generada a partir de la misma puede ser representada como un promedio
ponderado -con ponderaciones subjetivas- de funciones de Bernoulli (es decir, funciones respecto
de las cuales los eventos son independientes y con probabilidad constante). Viceversa, si la
probabilidad de que se produzcan X éxitosy (n- X) fracasos, enuna sucesion de # eventos, para

. . X, .
cadauno de los ordenamientos posibles de éxitos y fracasos es igual a 14 ( - n) , entonces se dice que
4

dicha sucesién posee la propiedad de intercambiabilidad**®,

Se puede concluir, entonces que, como se adelanté al comienzo de esta seccién, desde un
punto de vista meramente formal, los eventos inrtercambiables son asimilables a los eventos
considerados como independientes con probabilidad constante pero desconocida( p ), donde p se

456. La distribucién uniforme sera tratada en el Cap. 7.
457. La distribucion Beta seré tratada en el Cap. 7.

438 Ver Diaconis, P.; Freedman, D. (1980), Godehart, L. (1980), Suppes, P.; Zanotti, M. (1982), Jaynes, E.T. (1983),
Sahlin, N.E. (1993), Wechsler, S. (1993), .
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distribuye de acuerdo con la distribucién mixta que postula el teorema de representacion de de
Finetti.

No obstante, con respecto a esta asimilacién de la condicién de intercambiabilidad a la de
independencia, debe tenerse en cuenta que: i) en general la existencia de la probabilidad p esuna

condicidon meramente matematica debida a alguna extensién particular de una familia de
distribuciones coherentes de dimensidn finita a una ley para la sucesién {EI,EZ,...,E,,,...} ; i) de

acuerdo con Regazzini, E.; Petris, G. (1992), existen sucesiones de eventos intercambiables cuyas
correspondientes frecuencias relativas de éxitos no convergen estocéasticamente en un sentido

preciso™®.

Como corolario natural de los resultados del teorema de representacion y de las
conclusiones consideradas en la Sec. 3.3.8, de Finetti propone lo que hoy se conoce como su
reduccién a la intercambiabilidad, que consiste en la eliminacién de las nociones de probabilidad
objetiva e independencia (en su interpretacion de caracter metafisico) a favor de las de probabilidad
subjetiva e intercambiabilidad.

Como reparo a este principio reduccionista se puede alegar que, a partir de una
interpretacidn objetivista, el supuesto de intercambiabilidad sélo seria aplicable en situaciones de
comprobada independencia objetiva y, por lo tanto, que el concepto de intercambiabilidad pareceria
ser redundante con respecto al de independencia objetiva: dada una hipotética situacién de
independencia oportuna y rigurosamente testeada, se podrfa aplicar la condicién de
intercambiabilidad, pero resulta que no seria necesario ya que el problema podria ser tratado
utilizando simplemente los conceptos de independencia y de probabilidad objetiva; si por otra parte,
los tests aplicados hubieran sugerido que la situacién es de no-independencia, entonces la utilizacién
de la condicién de intercambiabilidad conduciria a resultados erréneos y, por lo tanto, deberia ser
evitada.

Laréplica de de Finetti a estas objeciones se bas6 en que, a partir de la demostracién de
que los eventos intercambiables constituyen el equivalente de los eventos equiprobables de la
independencia objetiva, se podrian introducir diferentes forma subjetivas equivalentes de eventos no-
independientes (y, en particular, de cadenas de Markov, que dan origen a los eventos que podrian

459, de Finetti, B. (1937): “Se puede tomar en consideracién no sélo la frecuencia observada, sino también las

regularidades o tendencias hacia ciertas regularidades que pueden revelar las observaciones. Supéngase, por ejemplo,
que las primeras n pruebas proporcionen alternativamente un resultado favorable y uno desfavorable. En el caso de
intercambiabilidad, nuestra prediccion sobre la prueba siguiente después de estas n pruebas serd la misma que después

. . 1 . )
de cualquier otra experiencia con la misma frecuencia igual a 5 , Pero con una sucesién completamente irvegular de

resultados diferentes; es la ausencia de cualquier influencia del orden sobre los juicios de un cierto individuo lo que
caracteriza, por definicion, a los eventos que considerard ‘intrercambiables’. Por otra parte, en el caso en que los eventos
no sean concebidos como intercambiables, debemos modificar nuestras predicciones en diferentes formas después de n

pruebas dispuestas en forma irregular, con la misma frecuencia igual a 7 la actitud mds natural consistird en predecir

que la prueba siguiente tendrd una gran probabilidad de presentar un resultado opuesto al de la prueba precedente.
Indudablemente seria posible e interesante estudiar esta influencia del orden en algunas hipétesis simples, mediante
alguna extension del concepto de intercambiabilidad y alguunos desarrolios vinculados con esta generalizacion”.
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ser denominados como intercambiables-Markovianos)*. De modo que, en vez de asumir la hip6tesis
de intercambiabilidad, se puedan considerar distintas formas de intercambiabilidad Markoviana
asignandole a cada una de ¢llas una probabilidad inicial.

Se puede concluir facilmente que (contrariamente a la opinién de de Finetti)*' esta
generalizacion genera complicaciones tan grandes que la hacen inaplicable. Debe tenerse en cuenta
que, de acuerdo con esta extension, es necesario considerar todas las posibles clases de dependencia
que-podrian presentarse en una sucesion de eventos y asignar a cada una de ellas una probabilidad
“a priori” y obviamente es imposible asegurar que un individuo haya tomado en consideracién
“todas” las formas posibles de dependencia y menos atin suponer que se pueda asignar
probabilidades “a priori” individuales a cada una de ellas..

Por otra parte, el andlisis de una sucesién de eventos a partir de una interpretacion
objetivista s6lo requiere la consideracién de una hip6tesis inicial, por ejemplo que los eventos son
independientes con probabilidad constante (que debe ser rigurosamente testeada) y no necesita
considerar “a priori” ninguna hipétesis alternativa de dependencia o de probabilidades variables.
Luego, se puede concluir facilmente que la tinica forma de evitar las complicaciones asociadas a la
generalizacion de la reduccion a la intercambiabilidad de de Finetti es a partir de una aproximacién
objetiva.

En las aplicaciones se presentan eventos cuyas probabilidades a primera vista parecerian
ser completamente objetivas (supdngase, por ejemplo, que el evento sea “obtener el ‘as’ al arrgjar
un dado” respecto del cual se puede asegurar, de acuerdo con el resultado de cuidadosos tests, que
estd mecédnicamente perfectamente balanceado y que, a partir de la observacién de sucesiones
suficientemente grandes de repeticiones en ignaldad de condiciones del experimento ha
proporcionado frecuencias relativas aproximadamente iguales para cada una de sus caras, su

probabilidad p(l) = —;— podria ser, entonces un hecho objetivo sin el mas minimo ingrediente de

subjetividad). Con respecto a estas probabilidades, existen dos tipos aproximaciones: i) la
interpretacién de Ramsey, F.P. (1926) segun la cual se puede admitir la existencia de eventos
subjetivos y objetivos y, en consecuencia, sendos conceptos de probabilidad aplicables,
respectivamente, a cada una de estas circunstancias y ii) la interpretacion de de Finetti segiin la cual
todas las probabilidades son subjetivas y alin las aparentemente objetivas (incluyendo las que
admiten una interpretacién cldsica) pueden ser explicadas en términos de grados de creencia
subjetiva®®,

460. Para un tratamiento detallado de los procesos Markovianos, ver Landro, A.H.; Gonzalez, M.L. (2009).

461. de Finetti, B. (1937): “No se puede excluir ‘a priori’ completamente la influencia de los eventos (...) habria un

mimero de grados de libertad y se generaria una complicacién mucho mayor, pero no se produciria ningiun cambio en
la concepcidn del problema (...) con respecto al caso de los eventos intercambiables”.

462, de Finetti, B. (1937): “No resulta dificil admitir que la explicacion subjetivista es la iinica aplicable en el caso
de predicciones practicas (resultados deportivos, informes meteoroldgicos, eventos politicos, etc.), las cuales no son
consideradas en el contexto de la teoria de la probabilidad, aiin en su interpretacién mds amplia. Por otra parte, es mds
dificil aceptar que esta misma explicacién para el valor mds cientifico y profundo atribuido a la nocion de probabilidad
en ciertos dominios cldsicos, resulte racional (...) Nuestro punto de vista permanece invariable en todos los casos:
demostrar que existen profundas razones psicoldgicas que hacen que la concordancia exacta o aproximada entre las
opiniones de distintos individuos resulte muy natural pero que no existe ninguna razén racional, positiva o metafisica
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De acuerdo con de Finetti, B. (1931), sea E(j)(X) (j = 12,...[X]; X =0,12,..,n) una

sucesion de eventos intercambiables, y sea EC™) el evento “que el resultado de la (n+1) -ésima
prueba sea un éxito". Entonces, sera:

p(E(jl)(X)n E(n+1))___ P(z:,n) _X+1 p(X+1L,n+1)

PR

Es decir, se puede concluir que, en ¢l caso de eventos intercambiables, 1a probabilidad de Et) ,

condicionada a la ocurrencia de £l , queda definida por una funcién de las variables X y »
exclusivamente, de la forma:

AEYXNE™) gt g tne)
p(E(j)(X)) TS - p(X,n) = f(x.n)

p( @)/ gl) ( X)) =

tal que:

lim /(X,7)= lim p(E*) 7 EU)(x)) < —f-

n—>w

Este resultado demuestra que la aparente probabilidad objetiva f(X,n) no es sino una
ilusién metafisica, que observadores diferentes con distintas asignaciones de probabilidades iniciales,
basadas exclusivamente en la condicién de coherencia, en virtud de la combinacién de esta condicion

p(X+1Ln+ 1)

con lapropiedad de intercambiabilidad y suponiendo que lim ( ) = 1, convergeran hacia
pAsn

n—»o0

una evaluacién de la probabilidad final igual a % .

En otros términos, para un observador objetivista (en particular con tendencias Popperianas)
cualquier evaluacién f de una funcién de probabilidades es una conjetura acerca de los verdaderos

valores de las probabilidades objetivas que debe ser cuidadosamente testeada. Si los resultados de
estos tests revelan que esta conjetura es inadecuada, entonces el observador la reemplazarg por una

nueva conjetura, f* (esencialmente subjetiva), que represente mejor el comportamiento del
fendmeno eventual en estudio. De acuerdo con la propuesta de de Finetti, el observador no trata de
aceptar o refutar sus probabilidades iniciales, p(E(j )) , sino que las transforma en probabilidades

finales mediante un condicionamiento Bayesiano. Es decir, si bien distintos observadores pueden
partir de diferentes probabilidades iniciales, a partir de un incremento de la evidencia, sus
probabilidades finales tenderan habitualmente a converger produciendo la ilusién de la existencia

que pueda proporcionar a este hecho algin significado mds alld de una simple concordancia de opiniones subjetivas”.
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de una probabilidad objetiva (que, en términos de la interpretacion subjetivista, constituye s6lo un
concepto metafisico vacio de significado).

Ahora bien, la valuacion de la probabilidad inicial, p(E), se realiza a partir de supuestos

generales acerca de la naturaleza del evento en consideracién. Se puede comprobar que, si estos
supuestos son correctos (en un sentido amplio), entonces el esquema de de Fineiti de modificacion
de la probabilidad p(E) mediante un condicionamiento Bayesiano proporciona resultados

aceptables, pero, si la evaluacién de la probabilidad inicial es errénea, entonces todas las
probabilidades condicionadas por la evidencia serdn inapropiadas. Para que estas probabilidades
finales condicionadas resulten razonables ser4 entonces necesario que las modificaciones en p(E)

sean mas drasticas que las permitidas por el muy conservador esquema de condicionamiento
Bayesiano, circunstancia que estaria en manifiesta contradiccion con el principio de reduccion a la
intercambabilidad de Finettiano.

Como se vera en el Cap. 4, el concepto de intercambiabilidad es aplicable no sélo a eventos
sino, también, a variables aleatorias: Sea {X ¢ 2,...,X,,} una sucesion de variables aleatorias con
distribuciones de probabilidades f,(x)(i=12,..,n) y funciones de distribucién F(x)

(z‘ = 1,2,...,n) . Si las variables X}, X,,...,X,, son independientes e idénticamente distribuidas, es
decir, tales que f(x)= f(x) (i =12,...,n), entonces son intercambiables, pero la implicacién

inversa no se verifica necesariamente. Sea, por ejemplo, una urna de Pélya formada por k bolillas
blancas y # bolillas negras, de la cual se extrae al azar una bolilla, se observa el color y se la
reemplaza en la urna con una bolilla del mismo color, repitiendo el proceso en forma indefinida. Sea

X; (i = 1,2,...,n) lavariable aleatoria que representa el resultado a obtener en la i -ésima extraccitn,

la cual asumiré los valores 0 6 1 segtin que la bolilla extraida sea o no negra. Se verifica que:

h N h+n k h+2n _
h+k h+k+nh+k+2nh+k+3n

p(1,1,0,1) =

_ h k h+n h+2n
T htkhtk+nhtk+2nh+k+3n

= p(1,0,1,1)

es decir, que las variables X|,X,,...,X,,... son intercambiables, pero no son independientes.
Asimismo, sea una sucesién X, X,,...,X, de variables Normales con distribucién conjunta
Nn(O,r) , donde la matriz de varianzas y covarianzas posee unos en la diagonal principal y los

elementos restantes son de la forma y( X, Xj) =y (i # jii,j = 1,2,,,,,;1) .Paraque lamatriz I’ sea

definida positiva debe ser y = - Ll > 0 . Se demuestra, entonces, que las variables X, X,,..., X,
n p—

que, obviamente, no son independientes, son intercambiables.

Supdngase un conjunto de hipétesis sobre la funcién de probabilidades correspondiente a
cada una de estas variables aleatorias. Se dice que las variables son intercambiables cuando se
verifica su independencia condicionada por cada una de dichas hipétesis. En otros términos, que el
concepto de intercambiabilidad de las variables aleatorias es equivalente al concepto de
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independencia condicionada por una particién de hipé6tesis*®,

Ejemplo n° 3.17:

Sea {El,E2 ,...,E,,,...} una sucesién de eventos intercambiables, y sea Ej, el evento

consistente en obtener j éxitos (y (n— j) "fracasos") en correspondencia con j pruebas
determinadas entre las primeras » pruebas sobre los eventos E; :

E}, = E;n Epn.nE;n E,

s NN E,

cuya probabilidad se denotard de la siguiente forma: p(E;,,) = p,, - Dado un valor arbitrario N > »,
sedenotardpor H,, atodaslas posibles hipétesis relacionadas con las frecuencias relativas del éxito
correspondientes a N eventos E; ("apriori" de cualquier eventual observacion):

Hy :que la frecuencia de los "exitos" sobre N pruebas

sea f; = %(j: 0,1,2,...,N)

Los eventos Hy que se generan al variar j definen una clase completa de eventos incompatibles,

es decir, tales que Hyy N Hyy = @ (i # j) Yy Hyy U HiyU..0 Hyy = Q . Por otra parte, se verifica

n
que E;N c Hy yque 7, = p(H j,,) = (]) D, - Teniendo en cuenta que, con respecto a las j

pruebas predeterminadas, se verifica que £}, = it Ej_1y Y que los dos eventos que figuran
en el segundo miembro son incompatibles, se obtiene que:

T _ Tner | T
Py = (n) = Pin1t Pieynar = [n+ l) + (n+ 1)
J J J+1
y, por lo tanto, que:
n-j+1 j+1

in i1 Zjnn t P 1” Ln+

463. de Finetti, B. (1995) reconoce dos tipos de intercambiabilidad: “limitada™ e “ilimitada”. Esta tltima se presenta
cuando ¢l experimento es indefinidamente repetible, en cambio, la intercambiabilidad limitada corresponde a aquellos
procesos que no pueden continuar mas all de un limite dado (el ejemplo tipico seria el de las extracciones sin reposicion).
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Luego, si p( )> 0, por la propiedad de intercambiabilidad, a partir de la informacién que

proporciona E), ,se puede obtener la siguiente evaluacién de la probabilidad de ocurrenciade E,,,

) p(En+lmE) Pisipe1 _

L

n
J+ln+1(J] ) J+1 il (J+ l) J+1n+1
. ( ) n+l m, (n— Jt 1) Zjni "'(J+ l) 7 j+in+l
j+1

( n+1 / E;n

Jj+1

(n-j+ 1)———”“’+1 +j+1

7 F+ln+l

En particular, si se supone la equiprobabilidad de los eventos “obtener j éxitos en n+1
pruebas”y "obtener j+1 éxitos en n+ 1 pruebas” (condicién que parece razonable si se supone
que j y n son suficientemente grandes), 7;,., = 7,1 » S¢ Obtiene que:

p(En+1 / E;n) = ;:;

Expresion en la que el segundo miembro se aproxima a la frecuencia observada, —. Como se vio
n

en el Cap. 2, si bien este criterio de evaluacién de una probabilidad a partir de frecuencias
observadas, basado en la equivalencia entre los eventos pasados -efectivamente observados- y los
eventos futuros constituye la respuesta mas completa sobre el particular, incluye supuestos cuya
racionalidad es, por lo menos opinable. Es, por ejemplo, inevitable un cierto grado de arbitrariedad
en la seleccion de la clase de los eventos pasados a considerar como analogos y, por lo tanto, con la
misma probabilidad de ocurrencia, a los eventos futuros.

Como se mencioné en la Sec. 3.1.4, este criterio de evaluacién conocido como la regla de
sucesion, fue utilizada para tratar de resolver el problema de induccién de D. Hume referido a la
evaluacién de la probabilidad de que el sol aparezca nuevamente mafiana. Considerando los registros
de los ultimos 5000 afios, se comprueba que el sol se alz6 cada mafiana durante 1.826.250 dias. De
acuerdo con laregla de sucesion, siendo x = n = 1.826.250 , laprobabilidad de que mafiana amanezca
sera aproximadamente igual a 0,9999994. Ahora bien, sup6ngase que maiiana el sol no aparezca, de
acuerdo con la regla de sucesion, se verificard que x = #- 1 y que n = 1.826251 y, por lo tanto la
probabilidad de que el sol aparezca a la mafiana siguiente sera aproximadamente igual a 0.9999989.
Es decir, se dara el resultado absurdo de una disminucién del 0.00005% en la evaluacion de la
probabilidad después de anexar una informacion que seguramente generaré tal grado de confusién
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que conduciré a pensar que el sol no aparecera nunca mas*®

Ejemplo n° 3.18:

Sea una urna que contiene dos bolillas: una blanca y unaroja. Se extrae de la misma, al azar,
una bolilla y, después de haber observado su color, se la repone en la urna agregando una bolilla del

color opuesto. Sea E; (i = 12,...) el evento “obtener una bolilla roja en la i -ésima extraccion”.
Entonces, se obtiene que:

P(E;) = p(E\n E;)+ P(E N EZ)
= o(E)PlE:/ B)« (B )o(E, /)=

Ey)p(E
+ pf ) (E E)) [E3 (ElmEz)]+ p(El) (EZ/E1 [E3 En Ez)]=
111 122 122 112 1
=S == —
234 234 234 234 2

Reiterando este razonamiento se demuestra, en general, que los eventos E; son equiprobables,

p(E) = %(z =1,2,...) . Por otra parte, se verifica que:

Aangﬁﬂan@napdamﬁn@y

E)pE,/ E, P[Es En Ez)]"’ AB)pE / El)p(E3 /(Eo E2)) -

464. De acuerdo con Howson, C.; Urbach, P. (1989), en el sentido que la hipotesis rechazada asume una probabilidad

nula, Bayesianismo implica “falsificacionismo”, Ahora bien, considerando una versién subjetiva del Bayesianismo segun
la cual, a partir del aprendizaje sobre el comportamiento de leyes generales (en ¢l sentido de tratar de asignarles
probabilidades de acuerdo con la evidencia observada) un observador hubiera asignado una probabilidad a la ley universal
referida a la aparicion del sol a partir de una sucesién de un millén de apariciones, esa probabilidad hubiera disminuido
a cero despugés de la primera falla. Luego se puede concluir que este ¢jemplo (de Popper) no constituye un buen argumento
contra la teoria subjetiva del aprendizaje, pero proporciona un argumento importante contra la regla de sucesion (ver Sec.
2.6).
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Lo cual demuestra que los eventos E,, a pesar de ser equiprobables, no son intercambiables (la
probabilidad de verificarse j cualesquiera de ellos no depende, para todo j, solamente de j).

Ejemplo n° 3.19:

Sea una urna que contiene N bolillas de las cuales N, son blancas y las restantes,
N, = N- N, , sonrojas. Supéngase que se realicen # extracciones sucesivas al azar, reponiendo
en la urna la bolilla extraida cada vez después de haber observado su color.

Sea E el evento “obtener j bolillas blancas en las n extracciones” (es decir, obtener, al
cabo de »n extracciones j bolillas blancas y, por lo tanto, n-j bolillas rojas) y sea

E; (i =12,..,n) el evento “obtener una bolilla blanca en la i -ésima extraccién”. Suponiendo la
equiprobabilidad de los »n eventos asociados a la extraccién de una bolilla, se obtiene que

p(E,-) = —I]\;—b =p (i = 1,2,...,n) .

Elevento E puede ser expresado como la unién:

E=|J (E,‘1 NE,n.nE, N E}_“m...nfn)

il ,...,ij

. (n ! . . . .
de C/= ( ) = —'(_n—T eventos incompatibles (cada uno formado por la interseccién de j
g A=)
resultados “bolilla blanca” y n- j resultados “bolilla roja™) que se obtienen de la variacién de la
seleccion de los subindices i#),5,,...,, , en el conjunto de los » primeros nimeros naturales, Luego,

como se verd en el Cap. 7, si los eventos E; se suponen independientes, se verificard que:

p(E)= (n] p(1-p)”

J

La hipétesis de independencia de los eventos E; se puede justificar de la siguiente forma:

Como se trata de extracciones con reposicion, se considera que la probabilidad de obtener una bolilla
blanca en una extraccion dada no se ve modificada por el conocimiento del resultado obtenido en
cualquier otra extraccion. Se puede considerar, por otra parte, que todos los resultados posibles de

las »n extracciones ( N” ) son equiprobables. De estos resultados, se consideran favorables aquellos
que se obtienen de asociar a cada j -ordenamiento de un conjunto de tamafio N,, un (n— j)-
ordenamiento de un conjunto de tamafio N, . Es decir, el ntimero de resultados favorables es

N{N"/ | de modo que:
b4'r
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— X N;'—f ) i
p(E,.l NE,N.nE; E,.j+ln..nE,.”)= N/ = p(-p)y”’

Relacién que muestra la independenciade los E; (i = 1,2,...,n) (este esun caso en el que el supuesto

de independencia surge de una hipétesis de equiprobabilidad de los resultados posibles de las »
extracciones)*®,

Supéngase, ahora, que las » extracciones se realicen sin reposicién (serd necesario
suponer, obviamente, que #< N ). Se verificaré, entonces, que*®®:

p(Ei1 NE, n.NnE N E,.Hn..m E,.n)=

NbNb_l Nb—j‘l'l NI‘ Nr_]. N—n+j+1_
N N-1"N-j+1 N-jN-j-1" N-n+l1

P
R o e =

N,
Para i=1 sera p(EI) = 7” = p .Para i = 2, dado que, de acuerdo con su definicién, E, notoma

i

en consideracion el resultado de la primera extraccion, seré:
Luego, se puede escribir:

p(EZ) = P(El N Ez) + p()‘__i'I N Ez) =

= p(&)p(E, 1 B)+ p(E))p(E, / E) =

465. Debe tenerse en cuenta que, de acuerdo a lo expresado en la Sec. 2.6, para la concepcién subjetivista, cada evento
es un hecho singular; que aquéllas que en el lenguaje corriente se denominan repeticiones de un evento, no constituyen
sino sucesiones de eventos distintos entre si; que, si bien se puede reconocer laexistencia de ciertas caracteristicas comunes
aestos eventos que influyen sobre el individuo, haciendo que éste estime evaluaciones de probabilidades iguales para todos
ellos, resulta inadmisible la aceptacién de la existencia de razones “a priori” que justifiquen la asignacion de un conjunto
arbitrario de probabilidades. En este caso se aplicara este criterio a eventos del mismo tipo o de caracteristicas analogas,
sin detallar el significado intrinseco de las mismas.

66 = =\ _(NY(NY
. Cuando N aumenta indefinidamente lim p(E,- N.NE NnE nN.NE ) = (—i-) (—’-) .La
Nox 1 J J+1 n N N

expresion que figura en ¢l texto coincide con la correspondiente al caso de extracciones con reposicion (si # es muy
pequefio con relacion a N, N, y N, , es 16gico suponer que las extracciones sucesivas no alteraran sensiblemente la

4

composicion de la urna y, por lo tanto, los eventos E, podran ser considerados como quasi-independientes).



198

Ny
Nb_1+(1_ ) Nb Nb— N

TPy PIN_1" T N-1

=p

Continuando con este razonamiento se puede demostrar que, atin en este caso de extracciones sin
reposicién todos los eventos E, (i = 12,...,n) son equiprobables.

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

N,
N, -1 N”“7vL
p(Eln E2)= p(El)P(Ez/El)= p N-1 * N-1 P

se puede concluir que los eventos E;, si bien son equiprobables, no son independientes.

La probabilidad del evento E se obtiene, igual que en el caso precedente, sumando las

I3

n
probabilidades correspondientes a los [ ) posibles ordenamientos de los j resultados (z‘l,i2 yeensh j) :
J

hody

P(E) - p[ U (E"l o E"zn“nE'] n Ef1+lm"n E_:"*) -

(nJN,,N,,—l N,-j+1 N, N,-1 N,-n+l+l
jJN N-1"N-j+1 N-jN-J-1" N-n+1

_n N,! N! (N-n) _
C M- (N - (N -ne )t N
A N, 1

(W= ) (n )N, - ) N

w (N - )
o

Luego, se puede escribir:

P(En NE,n.NE N E,.Mm..nE,.n) =
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Obsérvese que en ambos casos (con reposicion o sin reposicion) la probabilidad de los eventos

( E NE,N.NE n E. a® NE. ) depende s6lo de j y de », y no de los eventos particulares
i; 7% iy

( E N E,Nn.N Ei,) . En otros términos, la probabilidad de que ocurran j eventos dados -y de que

no ocurran los (n - j) eventos restantes- depende s6lo de cudntos y no de cudles sean los eventos
considerados. Es decir, que los eventos E; son intercambiables.

Ejemplo n° 3.20:

Sea una urna que contiene N bolillas de las cuales un nimero desconocido
(N,Eb) = 0,1,2,...,N ) son blancas. Supéngase que se realicen » extracciones sucesivas con

reposicion. Denotando por H, a la hipétesis “el niimero de bolillas blancas en la urna es N,(f’) “

s¢ demuestra en forma inmediata que los eventos “obtener una bolilla blanca en la i-ésima
extraccion” ( E; ), condicionados por la hipétesis H, , son equiprobables:

(5) :
p(E,- /Hk) = -]y;\‘/_— (i = 1,2,...,n)

Ahora bien, como las hipétesis H, definen una clase completa de eventos incompatibles,
se puede concluir que los eventos no-condicionados:

N N
E=EnQ= Ein(UHkJ =U(EnH)
k=0 k=0
también son equiprobables:
N N N N
pE)= ZOP(Ei NH,)= kZOP(Hk)P(E: [H) =3, P(Hk)—]f,"
= = k=0

(las probabilidades p(E,.) no dependen de i = 1,2,...,n ). En particular, si se supone que todas las

1
N+1

posibles composiciones de la urna son equiprobables, es decir, si p(Hk) = (k =0.12,..,.N )

paratodo N, se obtiene que:

L Sam.l
AE) = Frg e 72

Supéngase, ahora, que N =2 y n=2. Las composiciones posibles de la urna estin
representadas por los eventos:
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H, :la urna no contiene ninguna bolilla blanca
H,:la urna contiene una sola bolilla blanca

H, :ambas bolillas contenidas en la urna son blancas

de modo que se puede escribir:

H
p(E)=2 (2 ) + p(H) (= 1.2:p(m0) + pla,) < 1)
Y,
2 2 N© 2
PENE)=Y p(Hk)p[(Elm Ez)/Hk]= Yy, p(Hk){ 2* ) =
k=0 k=0
_ p{H+ 4p(m))
- 4
Si se supone la equiprobabilidad de las H, , es decir, si p(Hk) = %(k = 0,1,2) , entonces, se verifica
que:
1 1
—+ 4 —
11 1 3 (3) 5
AE)P(E) = >2°2" PE N By) = 7

De Io que se concluye que los eventos E; y E, no son independientes (con un razonamiento similar

al seguido para obtener la relacion que figura en el texto -y suponiendo la equiprobabilidad de los N”
posibles resultados de las » extracciones-, se demuestra que p(E,.l NE,n.nE, N E  N.NE, ):
j+ "

N B _ N NOY( NN
Eop(Hk)p[(Eﬁn..nE,-jr\E,.j+ln..nEin)/Hk]= 2. ) [ ](‘,J I-—— )

Ahora bien, a partir de las relaciones anteriores se puede escribir la ecuaciéon*’:

2 4

[K(H—‘M P(HZ)T A, )

467. Nétese que esta probabilidad -como en el caso de una urna con composicién conocida- depende sélo de cuantos
y no de cudles eventos se toman en consideracion.
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Es decir:
[p(Hl) +2 p(HZ)]z - p(H,)- 4p(H,) = 0

Haciendo X = p(Hl)+ p(Hz) (0< X <1), la ecuacién precedente puede ser expresada de la
siguiente forma:

X2 -1~ 2p( ;)] + [(p(HZ))Z - 3p(H2)] -0
cuyas raices:

v [1-25(1,)] £ {1+ 8p(1)

2

para 0< p(H,_) < 1, son una negativa y la otra mayor que la unidad, lo que demuestra que, en
general, no es imposible hallar valores de p(Hl) y p(HZ) tales que p(Hl) + p(Hz) <1, para los
cuales se verifique que p(El) p(E2) = p(E1 N Ez) .

De los resultados anteriores se puede concluir que, en el caso de extracciones con

reposicion, los eventos E; s6lo son independientes si la composicién de la urna es conocida, y no

lo son si ésta no se conoce*®. Esto confirma que la naturaleza de la independencia estocastica no se

vincula solamente con los eventos considerados sino, también, con la probabilidad asignada a los
mismos.

Es evidente, por otra parte, que el resultado de cada extraccién influye sobre las
evaluaciones de las probabilidades realizadas por el observador con respecto a las posibles
composiciones (H,) de la urna y, en consecuencia, teniendo en cuenta la ya demostrada

n N(b)
equiprobabilidad de loseventos E;, p(E,;)= » p{H,)—*— ,sepuede concluir que también influye
N
k=0

sobre las evaluaciones de las probabilidades correspondientes a los eventos E, . La observacion, por
ejemplo, de n resultados "bolilla blanca" en »n extracciones hace aumentar la evaluacion de la
probabilidad |

il /(Elr\ En.n E,,)] respecto de la correspondiente probabilidad no-
condicionada p(E,,+1). Esto genera -atin sin que las sucesivas extracciones modifiquen la

composicion de laurna- una dependencia entre los eventos E, , debida a lamodificacién del conjunto
de informacion.

468. La independencia se verificara cuando se conozca cudl de las hipétesis H, es la verdadera (independencia

condicionada por una particion de hipétesis)..
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Supongase, ahora, que las n extracciones sucesivas se realicen sin reposicién. De acuerdo
a lo demostrado en el ejemplo precedente, se obtiene que:
JIN n-J

ol

D
A

De esta expresion se puede concluir que, también en este caso, la probabilidad de ocurrencia de j
eventos y de no-ocurrencia de los n- j eventos restantes, depende s6lo de »n y de j, es decir, de

cudntos y no de cuéles son los eventos en consideracion. En otros términos que, también en este caso,
los eventos E i, son intercambiables.

p{(E,.lr\..n E,NnE  N.N E,-")/ HkJ =

Luego, sera:

D=

p[(E,lﬂ..f\ E,.j N E,.Hr\..n E, )} =

b
[

Ejemplo n° 3.21:

Volviendo al Ejemplo n°® 3.17, sea una sucesién de eventos intercambiables
{El,Ez,...,En,...} y sea Hj, el evento “obtener exactamente j éxitos en n pruebas sobre los

eventos E;“. Paratodo N > n, es posible definir las frecuencias futuras, es decir, los eventos:

H,y:la frecuencia de los exitos sobre N pruebas
A ;
es f; = F(z = 7=12,..,N- (n—j))

Haciendo E = H,, y dada la propiedad de intercambiabilidad de los eventos E, , la probabilidad

del evento:

(E / fLN):sup oniendo que entre los N eventos, i sean verdaderos,
que ocurran j exitos en las n pruebas seleccionadas del

conjunto de tamario N

sera:
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JIA\n-j
Wi
7
Sise suponeque N >> n (esdecir, si se supone un ntimero de observaciones futuras mucho

mayor que el nimero de pruebas efectuadas y que dieron origen a la verificacion del evento
E = H, ), laprobabilidad hipergeométrica anterior puede ser aproximada mediante una distribucion

P(E/ Hy) =

de probabilidades binomial*®y, en consecuencia, la verosimilitud puede ser expresada de la siguiente

n) . nej
forma p(E / H,.N) = [Jj f (l - f,) 7. Luego, de acuerdo con el teorema de Bayes, sera:

P Ha 1 E) = Kol H,.N)(';) e

Si, por otra parte, se supone la equiprobabilidad delas N + 1 posibles frecuencias, sobre N

. 1 . .
pruebas, es decir, si se supone que p(H,.N) = Vi1 entonces la expresion anterior toma la forma

p(H,.N / E) = K, f/ (1— f,.)”_j (donde K, denota una constante independiente de i). Luego, se
concluye en forma inmediata que la funcién de i que compone el segundo miembro de esta

expresion, asume su valor maximo para f; = A , lo cual demuestra que la frecuencia futura mas
n

probable es, de acuerdo con las hip6tesis realizadas, la frecuencia observada en el pasado. Debe
tenerse en cuenta que esta frecuencia més probable fue obtenida basdndose en la condicién de
equiprobabilidad de las frecuencias posibles. Es decir que, de hecho, 1o que se ha maximizado es la

verosimilitud p(E / H,-N) , y no la probabilidad p(I-LN / E) .

Ejemplo n° 3.22:
Seauna urna que contiene N bolillas, de las cuales un mimero N ®) {desconocido para el

observador) son blancas. Supéngase que serealicen # extracciones conreposicién. Denotando por H,

a la hipotesis “el mimero de bolillas blancas en la wrna es N,gb) “ ¥y por E,.(”) al evento “que se
obtengan i bolillas blancas (éxitos) en una sucesion dada de n extracciones”, se obtiene que:

P(El_(n) /Hk) = [—]Y-Jg—)]i(]_ %} " _ (glgb))i(l ~ 0I£b))"—i

469. Las distribuciones binomial ¢ hipergeométrica sern tratadas en el Cap. 7.
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p( Ei(")) - ZN: p( Hk)( H,Eb))i (1 _ Héb))n—,

En particular, si se supone la equiprobabilidad de todas las posibles composiciones de la urna, es

Ed
I
o

.. 1 .
decir, si p(H,,) = N_+I (k =012,...,.N ) , de acuerdo con el teorema de Bayes, se obtiene que:

p(Hk)(e"’))"(lm @
oY=

K(gp)"(l - glgb)) " (i<k<N-(n-1i)

(B, 1 EY)=

donde K = ! -,

To- o)

Igualando a cero la derivada de la funcién p| H, /E.(") respecto a 6’(1’) resulta que,
k q

Mz

0

J

suponiendo la equlprobablhdad de las distintas composmlones la composicién mas probable

corresponde a un valor 6'( VoL , €8 decir, a un niimero N, () - 2 de bolillas blancas.
n n

Como se vio en los ejemplos anteriores, en los casos de extracciones de una urna de

composicion desconocida que contiene una fraccién 6 de bolillas blancas, a la incertidumbre
sobre el resultado de cada extraccién (incertidumbre que est4 presente ain en el caso en que la
composicién de la urna sea conocida), es decir, sobre la ocurrencia del evento:

E,-(b) :obtener una bolilla blanca en la i - esima extraccion

se agrega la incertidumbre sobre la fraccién 6®) lacual puede ser considerada como un posible valor
de lavariable aleatoria © (Q (@ ) = [0,1]) que, porrazones de simplicidad, conviene suponer continua

y con una distribuci6n de probabilidades dada ( g(©) ). La probabilidad de extraccién de una bolilla
blanca, condicionada por la hipétesis 6%), sera p(E,-(”) /49(”)) =60,

Laurna puede ser considerada como la representacion de una poblacion estadistica formada
por individuos que pueden poseer o no un determinado atributo o caracteristica y respecto del cual
se intenta, mediante un experimento consistente en observaciones al azar sucesivas, obtener
informacion sobre la fraccion @ de individuos que poseen dicha caracteristica. Cada observacion
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sobre un individuo de esta poblacién puede ser asociada a una variable aleatoria X, , que puede
asumir solamente los valores 0 6 1 y que indica la ocurrencia del evento E, . Como la distribucion
de probabilidades correspondiente a esta variable X; depende del parimetro &, no esti
determinada. De la variable X; se conoce solamente su distribucion de probabilidades condicionada
por cada valor & de la variable © :

6 para X, =1

1

f()gla):{l—ﬁ para X, =0

(dada la propiedad de intercambiabilidad de los eventos E, , se ha utilizado la misma notacién para
representar a todas las distribuciones condicionadas de X;). Como se vio al comienzo de esta
seccion, se dice que una familia & es de variables aleatorias intercambiables cuando, para cualquier

conjunto de » elementos {X Lo Xgseees X, ,,} de &, se verifica que la distribuci6n de probabilidades
conjunta  fy(x)= f Xy XX, (xl,xz,...,x,,) es simétrica, es decir, depende sélo de n y, en
consecuencia, es invariante con respecto a las permutaciones de las variables {X 1 Xp sees X, n} . Por
otra parte, si X = (X 1,XZ,...,X,,) es la componente de un vector (X,0), se dice que las variables

X, X3,..., X, son intercambiables sise verifica que, para cada valor 6 de © ,las X; (i = 1,2,...,n)
tienen todas la misma distribucion de probabilidades condicionada:

A 2mman) 16]= £(x16) £(x,16)... £ (, 16)

y la distribucién de probabilidades conjunta es, en consecuencia, de la forma:

—_

= [2(0)f (/)1 (x216)...f (x,16)d6

0

A toda variable aleatoria # -dimensional X = (X}, X;,..., X,) -componente del vector (X,0)-, en
la cual cada variable marginal X, representa el resultado posible de la i-ésima observacién sobre

un individuo de la poblacién y las variables marginales son intercambiables, se la denomina muestra
aleatoria de tamafio ».

La distribucion de probabilidades marginal de X , condicionada por @ , sera de la forma:
F(x16)= F(x,16)f(xs16)...f(x,16) = 6% (1- )"

La distribucién de probabilidades conjunta de la variable multidimensional (X,0) puede ser
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expresadacomo k(x,8) = g(6)f(x/6) y,enconsecuencia, la distribucién marginal de la variable X

queda definida por:

f(x)= ljh(x,a)are: 1jg(é') 1 /6)f(x, 7 6)...1(x, 1 6)de

0 0

Luego, de acuerdo con el teorema de Bayes, la distribucion final de ® condicionada por el vector
X , en funcién de la distribucién de probabilidades inicial g(6), ser4 de la forma:

1(0/x)= K(x)g(6)™ (1- 6"

1

donde K(x)= < .
[<(6)1(</6)as

0

Por otra parte, si bien en los ejemplos anteriores no se ha realizado ninguna mencion
explicita sobre el problema de la definicién de las probabilidades “a priori”, se puede concluir
inmediatamente que esta cuestién parece, inevitablemente, involucrar un cierto grado de
arbitrariedad. El nicleo central de este problemaha sido la imposibilidad de lograr una interpretacion
correcta del principio de la razén insuficiente o principio de indiferencia segin el cual, si no se
conoce nada acerca de una variable X, excepto que puede asumir n valores, entonces la
probabilidad “a priori” de que asuma cada uno de dichos valores debe ser constante (y, de acuerdo

a la propiedad de aditividad simple, igual a »™').

A este respecto, cabe recordar que, segiin se demostr6 en la Sec. 3.1.2, los axiomas de la
probabilidad conforman un conjunto completo de condiciones consistentes que limitan el dominio
del razonamiento objetivamente vélido sobre la incertidumbre. Esto implica que, atin cuando se
pudiera hallar una formulacién consistente del principio de indiferencia -0 de cualquier otro
procedimiento para la determinacién de las probabilidades “a priori”- su legitimizacién seria
imposible en la medida que ninguno de estos procedimientos constituye una consecuencia de dicho
conjunto de axiomas. Més aun, la aceptacion del principio de que los axiomas de la probabilidad
definen una teoria completa de inferencia inductiva implica la aceptacion de que las probabilidades
“apriori”, en el calculo de las probabilidades finales de acuerdo con el condicionamiento Bayesiano,
estan esencialmente indeterminadas con respecto a dicha teoria.

Obsérvese que en todos los ejemplos anteriores se ha supuesto la intercambiabilidad de las
sucesiones de eventos y la modificacién de las probabilidades “a priori” de acuerdo con el
condicionamiento Bayesiano. Debe tenerse en cuenta que, si la condicién de intercambiabilidad no
se verifica se generaran sucesiones de probabilidades totalmente ajenas a larealidad. Estarestriccion
podria solucionarse considerando un conjunto de hip6tesis mas amplio que podria incluir, por
ejemplo, conjeturas de comportamientos cadticos, pero esta alternativa vaciaria de sentido a la
aproximacién Bayesiana.

Este resuftado demostraria nuevamente la insuficiencia de la reduccién a la
intercambiabilidad de de Finetti y la posible necesidad de reconocer la existencia de una
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probabilidad objetiva*™.

Ejemplo n°® 3.23:

A fin de efectuar un control de calidad se extrajo una muestra ( x ) de 10 piezas de un lote
de 100, en la cual la primera, la cuarta y la séptima piezas resultaron defectuosas,

X = (1,0,0,1,0,0,1,0,0,0). Supdngase una distribucién de probabilidades inicial de la variable

aleatoria ® -que representa la fraccién de piezas defectuosas en el lote- de la forma:

#6)- {(110)(1— 6)6° para 0<O<1

0 para cualquier otro valor de 6

Una aproximacién binomial permite escribir la funcién de verosimilitud de la siguiente
forma f(x/6)= 6°*(1-6) (expresion de la que se deduce la condicién de intercambiabilidad).
Luego, se obtiene que:

7(812)= K(x)(110)1- 0)0°[67(1- 6) | = K(x)(110)6(1- 6)°

donde,

1 I 21

! " 110 1218!
[(110)62(1- 6)° do

0

De modo que:

21!
£0/2)= 5 =6(1- oy

A partir de esta expresion se obtiene que, dada la muestra x , la proporcién esperada de piezas
defectuosas serd, en este caso:

1
E(0/x)= [0£(0/x)d6= = —""—= =059
0

470. Considérense, por ejemplo, las sucesiones que se originan en el llamado juego de rojo o azul (jque colores

gloriosos!) propuesto por Feller, W. (1950) o a partir del reloj caético de Albert, M., (1992)(1999). Popper, K.R. (1957a)
utilizé el juego de rojo o azul para criticar lo que denoming la regla inductiva simple y, en consecuencia, la reduccion a
la intercambiabilidad de de Finetti y, en la reedicién de 1983 de la misma obra, para probar (se podria decir, en vano) la
imposibilidad de la existencia de una logica inductiva (ver Gillies, D.A. (1996)).
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3.3.11.- La inferencia clasica

Masansdo - , Por Liniers

{0 TRATC OF MIRAR TARAT
ADELANTE Y VER UN
LIENZY EM BLANCSO HONDE
VALE TODD. oo

Eleje de la polémica objetivismo-subjetivismo se desarrolld, fundamentalmente, alrededor
de la interpretacién Bayesiana de la inferencia inductiva, a la cual se consideré -en forma
equivocada- ligada indisolublemente al subjetivismo. Para los subjetivistas cualquier método de
inferencia, ademas de tomar en consideracion la informaci6n disponible, debe reflejar la capacidad
del observador para atribuir distintas ponderaciones a los distintos componentes de dicho conjunto
de informacion®”, en tanto que los objetivistas consideran que los métodos de inferencia deben
adecuarse, exclusivamente, a los criterios de la investigacion cientifica, sin tomar en consideracion
la naturaleza probabilistica del problema.

Fue la aparente imposibilidad de definir las probabilidades "a priori" de una manera
objetiva, la que hizo que muchos autores -por ejemplo Fisher, R.A. (1956)- rechazaran la idea
Bayesiana, consideraran la imposibilidad de la formulacién de una teoria probabilistica de la
inferencia inductiva y, consecuentemente, se inclinaran por una teoria de la inferencia -llamada
cl4sica- basada en la refutacién 16gica*.

La inferencia estadistica clasica se ocupa, fundamentalmente, de dos tipos de problemas:
la prueba de hipétesis mediante el disefio de los llamados tests de significatividad, y la estimaci6n
de pardmetros*”, Si bien ambos temas han alcanzado un alto grado de refinamiento técnico, sus
principios esenciales pueden ser ficilmente explicados a partir de ejemplos simples: Supéngase que
la hipétesis a ser testeada (la Hlamada hipétesis nula) afirme que una moneda dada es legitima. Se

471. Ver Furst, D. (1978).

2. Lakatos, I. (1978) expresé ese sentimiento de 1a siguiente forma: “El valor cognitivo de una teoria no tiene nada

que ver con su influencia psicolégica sobre las mentes de las personas sino que (...) depende exclusivamente del
Jundamento objetivo que posea en los hechos” (en realidad, Lakatos no aclaré nunca el significado de la expresion “valor
cognitivo objetivo™).

473. El objetivo de la teorfa estadistica objetivista consiste en caracterizar buenos métodos de estimacién de la

probabilidad sobre la ocurrencia de un evento a partir de 1a historia observada de ocurrencias y no ocurrencias {repetidas)
del mismo,
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realiza un experimento consistente en arrojar 20 veces dicha moneda y se toma en consideracion el
nimero de veces que se obtuvo el resultado “cara”. El espacio muestral de dicho experimento
comprende 21 posibilidades (que abarcan desde el resultado “ninguna vez 'cara’, 20 veces 'ceca™
hasta el resultado “20 veces 'cara’, ninguna vez 'ceca™) y el test de significatividad requiere la
evaluacion de la probabilidad estadistica de cada uno de esos resultados posibles, suponiendo la
validez de la hipétesis nula. Se selecciona, entonces, una regién -a la que se denomina critica- del
espacio de resultados (usualmente en una o ambas “colas” de la distribucién de probabilidades) tal
que la probabilidad de que el resultado de un experimento esté incluido en ella, si la hipétesis nula
fuera verdadera, sea muy pequefia (habitualmente 0,05). Finalmente, si el resultado obtenido en el
experimento estuviera ubicado en la region critica, se dird que es significativo, a un nivel de
significacion del 5%, es decir, que existen razones suficientes para rechazar la hipétesis nula a un
nivel del 5%. Ahora bien este planteo permite concluir en forma inmediata que los resultados
obtenidos de la aplicacién de los tests de significatividad encierran contradicciones: Ante la
imposibilidad de arribar, en este esquema, a un sistema de conclusiones probables, se establece un
mecanismo de aceptacién-rechazo de una hipétesis, el cual se funda en significatividades y niveles
de significacién que no logran proporcionar una conclusion cierta -en el sentido de la légica
ordinaria- acerca de la veracidad o del valor cognitivo de la hipétesis en cuestién*”, Con respecto
a esta cuestion, Fisher, R.A. (1950)(1956) elabord una justificacién de los tests de significatividad
basada en el siguiente razonamiento: obtenido un resultado significativo en el experimento, puede
considerarse que ha ocurrido un resultado altamente improbable o que existen razones suficientes
para considerar que la hipotesis nula es falsa*”.

Otra forma de interpretar el rechazo de una hipétesis se debe a Neyman, J.; Pearson, E.
(1933), quienes desarrollaron una forma de test de significatividad que toma en consideracion las
hipétesis alternativas a la hipé6tesis nula. Este método sugiere que, aunque no se pueda concluir siuna
hip6tesis nula es “realmente” falsa cuando se la “rechaza a un nivel de significatividad dado”, en
la practica, se puede actuar como si lo fuera. La justificacién de esta interpretacion se basa en el
siguiente razonamiento: Si se efectlian, repetidamente, tests de significatividad sobre la misma o
sobre diferentes hipétesis y si, cada vez que el resultado fuera significativo a un nivel del 5%, se
decidiese actuar como si la hipdtesis nula fuera falsa, s6lo el 5%, aproximadamente, de las decisiones
resultarian equivocadas. De acuerdo con este esquema, un test construido utilizando un nivel de
significatividad del 5% conduciria a un rechazo de una hipétesis nula verdadera con una probabilidad
igual a 0,05, razonamiento que encierra una contradiccion en la medida que de la probabilidad de
un evento no se puede deducir su frecuencia. Esto permite concluir que la expresién “significativo

a un nivel de significatividad dado” tampoco dice nada acerca de la veracidad de una hipé6tesis®™,
g p

Con respecto al segundo gran tema que ocupa a la inferencia cldsica -el problema de la
estimacién de pardmetros-, se considerara aqui, a titulo introductorio, sélo la parte que hace a la
estimacion de intervalos de confiabilidad. Sea el caso mas simple de la estimacion del valor medio
(m ) de una poblacién con desvio estandar conocido ( o ). Supéngase que laevidencia empfrica( X )
se obtiene a partir de una muestra de tamafio » >> 0 . De acuerdo con los postulados del teorema

474 Ver Sec. 2.6.

475. Fisher, R.A. (1956) considerd que la “fuerza de un test de significatividad” radicaba, precisamente, en dicha
dicotomfa.

476. Ver Sec. 2.6.
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central del limite, su distribucién de probabilidades sobre el espacio de resultados es Normal, con

— o . . .
desvio estandar o-(X ) = T— . De estas consideraciones, se obtiene que:
n

p[~ 1,96 < % < 1,96] - 0,95
(02

(donde 0,95 determina el coeficiente de confiabilidad) o, lo que es lo mismo, que:
X - (196)0(X) s m< X+ (196)o(X)] = 0,95

Luego, si a partir de una muestra dada, se obtiene el valor medio X", queda definido un
intervalo de confiabilidad, para m, del 95%:

[% - (96)0(%"): % + 096)o(¥)]

En términos de la estadistica clasica este resultado debe ser interpretado de la siguiente forma: el
95% de los intervalos definidos de acuerdo con este método contendran al parémetro en cuestion.
En general los libros de texto clasicos indican que este grado de confiabilidad no debe ser
interpretado como una probabilidad (ni objetiva, ni subjetiva), pero no definen qué cosa es.

A esterespecto y de acuerdo con el principio de la probabilidad directa, si €] observador
conociera que la probabilidad objetiva de ocurrencia de un evento £ es x ,y no poseyera ninguna
otra informaci6n relevante sobre el particular, entonces podria considerar (con las reservas ya
comentadas en el Cap. 2 acerca de la equiprobabilidad y de la posibilidad de su repeticién en
igualdad de condiciones) que 7 constituye un grado de confiabilidad adecuado sobre la ocurrencia

de dicho evento en un ensayo dado, es decir, podria evaluar que p*|E./ p(E)= z|= n (donde E;
J J

denota la ocurrencia del evento E en la observacién j-ésima y p*(e) define una funcién de
probabilidades subjetiva). Ahora bien, sea, por ejemplo, el evento:

E:obtener mas de 5 veces el resultado "cara" al arrojar

20 veces una moneda clasica
ysea z = 0,86 su probabilidad objetiva. Entonces, de acuerdo con el principio de la probabilidad

directa, el grado de confiabilidad que el observador asignara a la obtencién de mas de 5 veces el
resultado “cara” en cualquier sucesion de 20 tiradas de una moneda clésica sera:

p{(x> 5), /[p(x> 5)= 0386]} = 086

Pero, supdngase que, efectuadas 20 observaciones repetidas sobre el fenémeno, se haya obtenido dos
veces el resultado “cara”. Aplicar estrictamente el principio de la probabilidad directa implicaria que
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el observador deberia asignar un 86% de confiabilidad a la ocurrencia del evento “que 2 sea mayor
que 5", lo cual, obviamente, seria absurdo. Este razonamiento permite concluir que el principio de
la probabilidad directa no constituye una regla general para cada valor de 0< x < 20, que el
término x no esunnimero, sino una funcidn cuyos valores dependen del resultado del experimento,
en resumen, que la sustitucién de x por nmimeros, requerida en la interpretacion clasica de los
intervalos de confiabilidad, resulta conceptualmente inaceptable.

3.4.- La axiomatica propensionalista

3.4.1.- La regla de falsacion, la axiomatica frecuencista y el concepto de
independencia

Sea el caso, ya mencionado en la Sec. 2.6, de una moneda sobre cuyas caracteristicas no se
posee informacién y tal que se supone que la probabilidad de obtener el resultado “cara” en una
tirada dada es igual a p . Entonces, la variable aleatoria que representa el niimero de resultados
“cara” a obtener al cabo de una sucesion de » tiradas independientes de dicha moneda se distribuye
de acuerdo con una funcién binomial de la forma*'":

020 (012

La cual, cuando » aumenta indefinidamente, de acuerdo con los postulados del teorema central del

probabilidad del 95% (es decir, con un nivel de significacién del 5%), se puede inferir que*’®:

n n n

Es decir que, a partir de la regla de falsacion, se puede concluir que la ley de estabilidad de las
frecuencias estadisticas se puede considerar como practicamente cierta. Lo cual demuestra que, ain
en el caso en que la probabilidad no est¢ definida en términos de frecuencias relativas, mediante la
aplicacion de la regla de falsacién para proposiciones probabilisticas, es posible establecer un
vinculo entre probabilidades y frecuencias observadas.

limite, converge a una distribuciéon Normal del tipo N( D, de modo que, con una

Se puede concluir, ademas, que esta interpretacion propensionalista al fijar una tasa de

convergencia igual a % , satisface la condicion de Miller, D.W. (1994) en la medida que mejota
n

477. La distribucion binominal sera tratada en el Cap. 7.

478. Los teoremas en el limite ser4n tratados en los capitulos 11y 12.
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los postulados de la ley empirica propuesta por von Mises*”. Debe tenerse en cuenta que, habiendo
partido de una posicién operacionalista, la precision de la ley de estabilidad de las frecuencias
obtenida a partir de investigaciones empiricas exclusivamente, sin considerar el concepto tedrico de
probabilidad, no podia ser aumentada. De acuerdo con esta posicién la probabilidad debia ser
definida utilizando una axioma obtenido por abstraccién a partir de la ley empirica y es imposible
imaginar que la precisién de la ley pudiera aumentar mediante el agregado de condiciones restrictivas
sobre la tirada de la moneda si estas no se basan en conceptos tedricos. Como se vio en la Sec. 2.6,
la interpretacion propensionalista propone una interaccion continua entre teoria y observacién como
una solucién més simple y mas practica que la de la estrategia operacionalista que propone en primer
lugar observar y solamente después introducir conceptos tedricos.

Esta interpretacién propensionalista permite, ademas, evitar las dificultades con que tropezé
von Mises al aproximar los colectivos empiricos finitos mediante los colectivos matematicos
infinitos. Debe tenerse en cuenta que el reemplazo de la distribucién binomial por la funcién Normal
cuando » aumenta indefinidamente, en el ejemplo mencionado més arriba, no debe interpretarse en
este contexto como un intento de relacionar una realidad empirica con un limite matematico
hipotético, sino como la utilizacion de un limite como una aproximacién matematica con fines de
célculo.

Dado que, asociado a la aplicacion de la regla de falsacion existe un nivel de significacion
de & % (es decir que se debe esperar que la regla de falsacion conduzca al error de considerar como
falsa una hipétesis estadistica verdadera enun « % de los casos en que sea aplicada dicha hipétesis),
se puede concluir que, si bien la regla de falsacién podria considerarse como practica y
empiricamente exitosa, no es consistente.

Conrespecto a la ley de irregularidad o de exclusidn de los sistemas de juego, debe tenerse
en cuenta que en la teoria propensionalista la nocién de aleatoriedad se reduce a 1a de independencia,
simplificando su desatrollo matemético. Considera que una sucesion es aleatoria si esta formada por

las repeticiones binarias independientes de un conjunto de condiciones S con p(1) = p constante.

Seglin se vio en la Sec. 3.2, si bien von Mises definié como aleatorias a aquellas sucesiones que
satisfacian la condicién de invariancia de las frecuencias limite con respecto a un conjunto de
sistemas de seleccién localizada, definié y utilizé6 una nocién de colectivos independientes
introduciendo, de esta forma, los conceptos de aleatoriedad e independencia como nociones
marcadamente diferentes. La interpretacion propensionalista se basa en el principio axiomatico de
que ambos conceptos son el mismo concepto.

3.4.2.- La axiomatica de Kolmogorov y el axioma de las repeticiones
independientes

En las secciones 3.2 y 3.3 se consideré la axiomética de Kolmogorov en el contexto de las
representaciones frecuencista y subjetivista respectivamente, que se caracterizan por proporcionar

479. Miller, D.W. (1994): “Una de las cualidades de la interpretacion propensionalista de la probabilidad consiste
en ofrecer una explicacion mds profunda de la estabilidad estadistica’”.
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definiciones explicitas de la probabilidad a partir de las cuales se derivan dichos axiomas*®.

En lo que hace a la interpretacién propensionalista, debe tenerse en cuenta que, de acuerdo
a lo expresado en la Sec. 2.6, no proporciona una definicidn explicita de probabilidad a partir de la
cual puedan derivarse los axiomas de Kolmogorov, en realidad, como se vio en la seccién
precedente, considera a la probabilidad como explicitamente caracterizada por un conjunto de
axiomas disefiados para proporcionar una teoria matemdtica de los fenémenos aleatorios observados
y cuya justificacion se obtiene a partir de la demostracion que permite la derivacién de resultados
que concuerdan con la observacion. En este contexto propensionalista, 1a justificacién de los axiomas
de Kolmogorov se obtiene a partir de la demostracion que permite la derivacién de las leyes de
estabilidad de las frecuencias estadisticas y de aleatoriedad.

Los axiomas de Kolmogorov analizados en la Sec. 3.1.2 pueden ser resumidos en un axioma
propensionalista de la forma: la probabilidad de que ocurra un evento del espacio muestral Q define
una funcién no-negativa aditiva numerable en dicho espacio muestral y tal que p(Q) =1 (deacuerdo

alo expresado en la Sec. 3.1.5, a fin de completar el sistema es necesario adicionar a este axioma la
definicién de probabilidad condicionada, considerada como una nocién primitivay caracterizada por
otro axioma). La vinculacidn de estos axiomas con el ambito de las observaciones se obtiene
mediante la definicidén de una regla de falsacién para proposiciones probabilisticas y de un axioma
adicional, conocido como de las repeticiones independientes, que no es otra cosa que la
formalizacién explicita de algunas sugestiones realizadas por Kolmogorov, A.N. (1933) al considerar
la relacién entre su teoria y los datos experimentales.

Luego, a pesar de su afirmacion que los “Grundbegriffe” estaban basados fundamentalmente
en el trabajo de von Mises, se puede concluir que Kolmogorov, A.N. (1933) formulé sus axiomas
a partir de una definicién propensionalista fundada en la propuesta de Popper, consistente en asociar
las probabilidades a los resultados de un sistema de condiciones repetibles § (no especificadas en
el texto) y no a los colectivos de la interpretacién fecuencista®'. Kolmogorov propuso una
formulacién que representa el principio basico de la teoria propensionalista segin el cual un conjunto
de condiciones repetibles posee una propensién a producir, en una sucesién suficientemente larga
de repeticiones, frecuencias relativas que son aproximadamente iguales a las probabilidades:
“Prdcticamente se puede asegurar que si el complejo de condiciones S es repetido un niimero
suficientemente grande de veces, n y si m es el niimero de ocurrencias del evento E , entonces el

cociente — s6lo presentard una leve diferencia con p(E) “. Ahora bien, la formulacién de este
n

principio sélo puede obtenerse a partir de la definicién de un sistema de probabilidades formado por
un espacio de probabilidades en el sentido ordinario del término dado enla Sec. 3.1.2 y considerando
a  como el conjunto de los resultados posibles de las condiciones repetibles S . Luego, dados un
sistema de probabilidades y un evento E ¢ Q , si las condiciones S son repetidas un namero
suficientemente grande (n) de veces y el evento E ocurre n(E) veces, entonces se puede asumir

nf) ~ p(E)

como una premisa béasica de lateoria propensionalista que es practicamente cierto que

480. Con la excepcién ya comentada del axioma de aditividad numerable en el 4mbito de la definicién frecuencista,

81 Ver Sheynin, O. (1996).
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(los alcances de la expresion “précticamente cierto” estdn relacionados con la utilizacién de laregla
de falsacion).

Antes de continuar con los alcances de esta formalizacién del principio propensionalista es
necesario analizar con detalle el concepto de repetibilidad. Obviamente, de acuerdo con la opinién
de de Finetti**?, no importa cuan cuidadosamente se hayan realizado, las repeticiones diferiran en
muchos aspectos. Afin en el caso en que dos repeticiones coincidan en todas sus propiedades
“macroscépicas”™®, inevitablemente diferiran en el momento en que fueron realizadas. Luego, se
puede concluir que una sucesion de observaciones constituye una sucesién de repeticiones relativas
aun conjunto § de condiciones o propiedades, si cada elemento de la sucesion satisface todas las
condiciones de .S, sin tomar en consideracion otros aspectos no comprendidos en dicho conjunto
de condiciones. Ahora bien, dado que existen ejemplos de conjuntos de condiciones repetibles (como
las cadenas de Markov) que no son independientes, se puede concluir que repetibilidad no implica
independencia. De modo que, en lo que hace a la asignacién de probabilidades, se puede optar por
asumir los resultados de los conjuntos de condiciones repetibles sin considerar si estas repeticiones
son o no independientes o, alternativamente, tomar en cuenta sélo los resultados de los conjuntos de
condiciones repetibles cuyas repeticiones sean independientes. La segunda opcién conduce al ya
mencionado axioma de las repeticiones independientes, que puede ser formulado de la siguiente
forma: Sea una sucesién de repeticiones de las condiciones S y supdngase que de dicha sucesion se

seleccione un conjunto de » repeticiones, {el,ez,...,e,,} , reiterandose este procedimiento una y otra
vez y seleccionando el mismo conjunto de medida » de estas repeticiones. Si, a partir de un sistema
de probabilidades, se verifica que, para todo r, la medida p(") sobre el minimo campo de Borel

(3")que contienea I es igual al producto de orden » de lamedida p sobre I, entonces se puede
asegurar que las repeticiones son independientes.

Una critica que suele hacerse a este axioma es que limita la teoria de la probabilidad al caso
particular de la independencia de los eventos. Pero, a partir del caso de una cadena de Markov,
considerando una sucesién completa de sus realizaciones como un punto en el espacio de atributos
Q , de modo que las condiciones repetibles son aquéllas que definen a la cadena en su totalidad y
las repeticiones independientes son realizaciones independientes de la cadena total, como respuesta
a esta critica, se demuestra que éste y otros casos de eventos no-independientes puede ser tratados,
precisamente, a partir de la interpretacion propensionalista, de acuerdo con los postulados del axioma
de repeticiones independientes.

Debe tenerse en cuenta que, como se mencioné en la seccién precedente, en la teoria
propensionalista, el concepto de aleatoriedad de von Mises se reduce al concepto de independencia,
Por otra parte, de acuerdo a lo expresado en la Sec. 3.3.10 al analizar la axiomatica subjetivista, el
concepto de intercambiabilidad puede ser considerado, en cierto sentido, como equivalente a la
nocién objetivista de independencia, es decir, al supuesto de imposibilidad de aprender de la
experiencia. Luego, si se acepta que la independencia no puede ser considerada como una
caracteristica de la teorfa de la probabilidad en general, sino como inherente a la interpretacion
objetivista, se puede concluir que el axioma de repeticiones independientes puede ser considerado

482. Ver Sec. 2.5.

83 _Gillies, D.A. (2000).
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como un elemento diferenciador de las interpretaciones objetivista y subjetivista de la
probabilidad*®*.

Obsérvese, por otra parte, que dado que los axiomas fueron establecidos para explicar las
observaciones de un fenémeno aleatorio de la forma mas simple que fuera posible, contrariamente
alo que ocurre en la teoria de von Mises, en la axiomatica propensionalista la aditividad numerable
estd completamente justificada.

Luego, se puede concluir que, tal como se adelanté en paginas anteriores, los dos axiomas
mencionados mas laregla de falsacién para proposiciones probabilisticas permiten derivar las leyes
empiricas de von Mises. Es decir, por caracter transitivo, permiten la justificacién de la axiomatica
de Kolmogorov en el ambito de la interpretacion propensionalista.

3.4.3.- Propensionalismo, causalidad y probabilidades condicionadas

Como se menciono en la Sec. 2.6, Popper, K.R. (1990) propuso una interpretacion de la
propension como una generalizacion de la nocion de causa*™, pero su planteo est4 afectado por una
dificultad insalvable generada por la direccién temporal definida de la causalidad. Las probabilidades
poseen una simetria en el dominio del tiempo que la causalidad no posee: si E; causaa E, ysila

ocurrencia de E, es anterior alade E,, entonces E, no puede ser causa de E,.

La no consideracion de este orden temporal genera incongruencias del tipo de la ya
mencionada paradoja de Humphreys segin la cual, dado un conjunto de probabilidades que permita
deducir que la probabilidad de que una persona fallezca por haber recibido un disparo en la cabeza

esiguala 2 resulta incongruente, bajo estas circunstancias, afirmar que dicho caddver posefa una

propensién igual a :?1:- de que su craneo fuera perforado por una bala (ver Fetzer, J.H. (1981),

Humphreys, P. (1985)).

Milne, P. (1986) planted una ilustracion mas simple de esta paradoja en la que considera
los eventos:

484. Kolmogorov, AN. (1933): “..desde un punto de vista matemdtico, la teoria de la probabilidad puede ser

considerada como una aplicacicn especial de la teoria general de las funciones aditivas (...) El hecho que la funcion
aditiva p(A) sea no-negativa y satisfaga la condicién p(Q) =1 no agrega dificultades. Las variables aleatorias {(...)

desde un punto de vista matemdtico representan simplemente funciones medibles con respecto a p(A) , En tanto que sus

esperanzas matemdticas son integrales de Lebesgue abstractas (esta analogia aparece completamente explicada por
primera vez en el trabajo de Fréchet). En consecuencia, la mera introduccién de los conceptos anteriores no constituye
una razén suficiente para producir una base de desarrollo de una nueva teoria. Histéricamente la independencia de los
experimentosy las variables aleatorias representa el concepto matemdtico que imprimié el sello caracteristico a la teoria
de la probabilidad. De modo que en el concepto de independencia se puede reconocer al menos el germen de un tipo
particular de problemas en la teoria de la probabilidad’.

485. Popper, K.R. (1990): “La causacidn no es sino un caso especial de la propensién: el caso de una propension
iguala 1".
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E,:obtener el resultado "6"

E, :obtener un resultado par

al arrojar un dado simétrico. Entonces, de acuerdo con la teorfa cldsica de la probabilidad, sera
1 . . .

p(E2 / El) =1y p(El/ Ez) =3 Luego, si el resultado de una tirada en particular es “6", el

resultado E, queda completamente determinado por E,, lo cual corresponde satisfactoriamente a

una propension igual a 1. Pero la probabilidad p(E, / E,) no puede ser interpretada considerando
P P&/ Ly

. . T 1
que la ocurrenciadelresultado E, causaparcialmente, conunaponderacion iguala 3 ,alresultado E,
ain no ocurrido.

Por su parte, Earman, J.; Salmon, W.C. (1992) propusieron un ejemplo alternativo al de
Milne (que se diferencia de éste porque los eventos observan un ordenamiento temporal): Sean dos

méquinas ( MY y 1Y que producen un articulo dado, tales que M® produce 800 unidades

diarias con un 1% de piezas defectuosas y M@ (mas antigua y menos eficiente) produce 200
unidades diarias con un 2% de defecto. Supéngase que, al cabo de un dia, se selecciona una unidad
al azar entre las 1000 piezas producidas por ambas méaquinas. Denotando por D al evento “que la

unidad seleccionada sea defectuosa” y por y(i) (i = 1,2) al evento “que dicha pieza haya sido
producida por la maquina MY (i = 1,2) , se obtiene que p(D/ p(’)) = 0,01 y, de acuerdo con los

postulados del teorema de Bayes*®, que:

oD u® )p(u(‘))
p( D/ ,U(l)) p( ﬂ(l)) + p( D/ ﬂ(2)) p( ﬂ(Z))

Au /D)= = %

Ahora bien, a partir de la definicién propensionalista, p(,u(l) /D) debe ser interpretada

como la propensién que posee una unidad defectuosa seleccionada al cabo de un dia de produccién

a haber sido producida por la maquina M @ . Considerando la propuesta Popperiana de interpretar
a las propensiones como causas parciales, este razonamiento quedaria expresado de la siguiente
forma: la seleccion de una unidad defectuosa al fin del dia constituye una causa parcial con

2
ponderacién igual a 3 de haber sido producida por M M, Expresién que carece de sentido, dado el

orden temporal que afecta a los eventos (al momento en que la unidad es seleccionada,
definitivamente, ya ha sido producida por M M o por M ).

486. Este teorema serd estudiado en el Cap. 13.
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A partir de una teoria en la que las propensiones estan asociadas a conjuntos de condiciones
repetibles (S ), cuyos resultados, E,E,,E;,..., forman una clase Q , se justifica la asignacién de las

propensiones a los eventos E,,E,,E;,... (que son subconjuntos de Q ), de modo que cada
probabilidad condicionada fundamental (o probabilidad condicionada en el sentido
fundamental) p(E,- / S) =pli= 1,2,...) implica que larepeticién del conjunto de condiciones S

un niimero suficientemente grande de veces, genera una propension a que la frecuencia relativa del
resultado E, sea aproximadamente iguala p (obsérvese que en esta interpretacion la propensiones

no poseen ninguna vinculacién con las repeticiones individuales de S, son calculadas utilizando
asignaciones subjetivas a las probabilidades). Pero las probabilidades p(S / E,.) no tienen sentido en
el ambito de esta teoria.

En el marco conceptual de la teoria propensionalista resulta necesario distinguir entre las
probabilidades condicionadas fundamentales ( p(E,. /S) ) (donde S denota el conjunto de

condiciones repetibles al que estan asociadas las propensiones)*’ y las probabilidades condicionadas
por un evento, p(Ei 1 E; yS) (1‘ # j) (donde: i) E; denotaun evento, no un conjunto de condiciones

repetibles y ii) sélo se toman en cuenta los resultados de S que pertenecen al conjunto E; ). Decir
que p(E,- / E; yS) = ¢ significa que existe una propensién a que, si el conjunto de condiciones

(E S ) esrepetido un nimero suficientemente grande de veces, la frecuenciarelativa del resultado E;

sea aproximadamente igual a ¢q .

A partir de esta interpretacién asociada a conjuntos de condiciones repetibles, la
probabilidad p(El I E, yS) del ejemplo de Milne puede ser interpretada de la siguiente forma:

Supdéngase que se tire un dado un nimero suficientemente grande de veces sin tomar en
consideracion los resultados “nimero par”, entonces, bajo estas condiciones, existe una propensién

. . . 1 .
en el resultado “6" a ocurrir con una frecuencia relativa igual a 3 De la misma forma, la

probabilidad p( ,u(l) /Dy S) en el ejemplo de Earman-Salmon puede ser interpretada de la siguiente

forma: Supdngase que la condicién S sea repetida diariamente tomando en consideracién sélo
aquellos dias en que se haya seleccionado una unidad defectuosa, entonces bajo estas condiciones,
a partir de una sucesién suficientemente larga de observaciones, existe una propensién a que el

evento y(l) (“que la pieza defectuosa haya sido producida por M W “Y ocurra con una frecuencia

aproximadamente igual a 3 Obsérvese que si las propensiones son propensiones a producir

frecuencias relativas en sucesiones suficientemente largas de observaciones entonces, atin teniendo
en cuenta que en cada caso individual, al momento en que la unidad seleccionada es examinada y

487. En la interpretacién subjetivista el condicionante S es sustituido por el conjunto de informacion con que cuenta
el observador. »
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. o2 . .
hallada defectuosa, los resultados y(l) 0 ,u(z) estan determinados, la propension 3 tiene sentido.
Luego, se puede concluir que las probabilidades condicionadas por un evento son reversibles.

En el ambito de la teoria Popperiana-Milneriana para casos singulares, en la que la
probabilidad de ocurrencia de un evento E, se supone condicionada por un estado previo del

universo, U, (7 < ¢) ,laevaluacién p(E, / UT) = p implicareconocer que el estado deluniverso U,

posee una propension (interpretada como una causa generalizada) de grado p a generar la
ocurrencia de E,.

Retornando al ejemplo de Earman-Salmon, sean: i) U, el estado del universo en un
momento # al inicio de un dia particular; ii) D, (t3 > tl) el evento “que la unidad seleccionada en
un momento t,, al final de dicho dia, sea defectuosa”y iii) p,;) (i =12;1<t, < t3) el evento “que
esta unidad defectuoso haya sido producida en el momento t, por la maquina M ¢ (i =1,2) enel

curso del dia en cuestién”. En base a la interpretacion propensionalista Popperiana-Milneriana de

casos singulares, dado que el conjunto de condiciones ( H,yU, ) no definen un estado del universo

enunmomento dado, laprobabilidad p(D, N ,u,(zl) yU, ) no admitiria una interpretacion (para definir
un estado del universo al momento ¢, seria necesario especificar el estado de “todos” los eventos,

ademds de y, almomento #, ). Lo mismo ocurriria con la probabilidad p(,u,(:) ID,yU, ,l) ,yaque

el evento ,u(l)

,, deberia ocurrir en un momento anterior a f;, razén por la cual la probabilidad

p(,u,(;) / U,l) careceria de un significado causal. Se puede concluir, entonces que, dado que la tinica

forma de resolver la paradoja de Humphreys es despojando a las probabilidades condicionadas por
un evento de cualquier tipo de relacién causal, la teoria Popperiana-Milleriana para casos singulares
tampoco proporciona una solucién aceptable.

Finalmente, en el 4mbito de la teoria Fetzeriana para casos singulares en la que la
probabilidad de ocurrencia de un evento E se supone condicionada por el conjunto completo de sus

condiciones relevantes al momento ¢, R, , la evaluacién p(E / R,) = p implica reconocer una
propensién (interpretada como una causa generalizada) de grado p para las condiciones R, a
producir la ocurrencia de E en algén momento posterior a ¢. En este contexto la probabilidad

p(D,3 / #’(21) y U,l) del ejemplo de Earman-Salmon queda expresada como p(D,3 / #1(21) y R,l) (donde

la ocurrencia del evento ,u(l)

., forma parte del conjunto de condiciones relevantes para D, al

momento ¢, ) y puede ser interpretada como una probabilidad condicionada fundamental para un
valor de ¢ diferente p(D,3 / ,u,(zl) y R,l) = p(E/ R,Z) , con la relacion causal inherente a toda

probabilidad condicionada fundamental. Por otra parte, si se tratara de extender el conjunto de
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condiciones (D,3 ¥y R,l) a R, , entonces la probabilidad p(,u,(zl) / R,a) perderia sentido como una

causa generalizada, ya que el momento #, es posteriora £, y, enconsecuencia, en estas condiciones,

la probabilidad p(,u,(z1 )/ R,s) no admitird una interpretacion.

De las consideraciones anteriores se puede concluir, entonces, que la paradoja de
Humphreys puede ser resuelta parcialmente en el &mbito de la axiomatica de Fetzer en la que algunas
probabilidades condicionadas por un evento son asimilables a propensiones (en el sentido de causas
generalizadas)*®. Dado que en su teoria las propensiones no satisfacen la axiomatica de
Kolmogorov*®, Fetzer, J.H. (1981) desarroll6 este sistema axiomatico propensionalista alternativo
(al que denominbd “cdlculo probabilistico causal’)*°, de caracteristicas definitivamente
probabilisticas, que podria ser considerado como una teoria de la probabilidad no-estdndar o no-

Kolmogoroviana®’

488. Fetzer, J.H. (1982): “...en virtud de su ‘direccionamiento causal’, las propensiones no pueden ser formalizadas

apropiadamente como probabilidades ‘absolutas’ ni como probabilidades condicionadas que satisfacen tanto las
relaciones de probabilidades inversas como las directas”.

489. Fetzer, 1.H. (1991): “..el hecho que las propensiones, en virtud de su condicionamiento parcial, no pueden ser

consideradas como probabilidades (en el sentido que no satisfacen los axiomas estdndar ni el teorema de Bayes), sélo
fue reconocido después de la publicacion de Humphreys (1985)”

490. Conocido también como cdlcuto probabilistico de Fetzer-Nute.

91 Fetzer, L H. (1981): “Quizds esto signifique que la construccién propensionalista debe ser clasificada como una
concepcidn no-esténdar de la probabilidad, ilo cual no excluye su importancia como una interpretacion de la
probabilidad! La geometria no-Euclidiana surgié como una concepcion no-estdndar de la geometria, pero esta
circunstancia no disminuyd su importancia. Por lo tanto la construccion propensionalista de la probabilidad podria ser
considerada capaz de formular una interpretacion estandar, asi como las construcciones de la geometria no-Euclidiana
Jformularon interpretaciones estandar de la geometria, con anterioridad al advenimiento de la relatividad especial y
general”,
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APENDICE 1

La paradoja de San Petersburgo

El problema que dio origen a la hoy conocida como paradoja de San Petersburgo puede ser
enunciado de la siguiente forma**: Sea un juego en el que un jugador A arroja sucesivamente una
moneda clasica hasta obtener el resultado “cara”. Si esta circunstancia se produce en la primera
tirada, entonces A le debe entregar a su contrincante, el jugador B, una moneda; si el resultado
“cara” se presenta por primera vez en la segunda tirada, A le debe entregar a B dos monedas; si

este resultado se presenta en la tercera tirada, 4 le debe entregar a B 2> monedas. En general, si
el resultado “cara” se presenta en la n -ésima tirada, 4 le debe entregara B 2" monedas.

Denotando por X a la variable aleatoria que representa las cantidades a recibir por el
. - 1 . s -
jugador B, sera p(X =2 1) = (x = 1,2,...) y la funcion de distribucién de probabilidades sera,
entonces, de la forma*®*:

Fe(27)= p(x <277) = y L1

J=1

El valor esperado del juego para el jugador B est4 dado por la suma de los productos de
cada ganancia esperada por su respectiva probabilidad:

= 1 1 1
E(X)=) 2"'—=—4—4.=+n
( ) xz=:1 2 2 2

Es decir, estd dado por la suma de una serie geométrica infinita cuyo primer término es igual a —

y su razén es igual a 1a unidad y que, por lo tanto, es divergente. Esta serie no es sumable, luego no
existe valor esperado del juego.

Llegar a esta conclusién -aparentemente trivial- implic6 224 afios de esfuerzos tedricos y
la respuesta a la cuestion -indudablemente no-trivial- de si un juego sin valor esperado admite una

494. El primer enunciado de este problema figura en la correspondencia cursada entre Nikolaus Bernoulli y P.R. de

Montmort (m4s exactamente, en una carta de Bernoulli a de Montmort fechada el 9 de setiembre de 1713), y fue publicado
por primera vez en ¢l “Essai d'analyse sur les jeux de hazard” de este ultimo, en 1713.

495. En realidad, este problema -que figura como el diltimo de una serie de cinco problemas propuestos por N. Bernoulli
a de Montmort- es una variante del cuarto problema, cuyo enunciado es el siguiente: Si el jugador A obtiene el resultado
“seis" al arrojar un dado, le debe entregar al jugador B una moneda; si este resultado ocurre en la segunda tirada, le debe
entregar dos monedas; si ocurre en la tercera tirada, tres monedas, y asi sucesivamente. N. Bernoulli demostré que el valor
esperado de este juego, para B, era finito ¢ igual a 6 monedas.
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apuesta equitativa*®

infinito.

. Durante todo ese periodo se consideré que el valor esperado del juego era

Debe tenerse en cuenta que existe una probabilidad pequefia pero no-nula de que, aiin
suponiendo una moneda “clasica”, se verifique una sucesion ininterrumpida de resultados “ceca”,
y como los pagos a realizar por el jugador A crecen proporcionalmente al decrecimiento de las
probabilidades de ocurrencia de dicho evento, el valor esperado del juego resulta infinito y que no
existe, en la definicion de valor esperado, ninguna condicién que excluya un resultado infinito),
conclusion que dio origen a la hoy famosa paradoja*’: el precio a pagar por participar en un juego

en el cual la ganancia es finita, puede ser infinito™®.

Para resolver esta paradoja se intentaron tres tipos de soluciones (todas concebidas durante

I |
el siglo X VIII) segtin las cuales la convergencia de la serie Z 2" o que define el valor esperado
x=1
del juego, puede ser obtenida mediante: i) la modificacién de la funcién de pago; ii) la modificacion
de la distribucion de probabilidades o, iii) la limitacién del nimero de tiradas de la moneda. Como
se verd, ninguno de estos planteos constituyd una solucién completa del problema.

Estos intentos de solucion se deben, fundamentalmente, a N. Bernoulli, a J. Bernoulli (“A4rs
conjectandi” (1713)), a G. Cramer (correspondencia con N. Bernoulli (1728)), a G.L. Buffon (“Essai
d'arithmétique morale” (1777)), aD. Bernoulli (“Specimen theorice novee de mensura sortis” (1738))
y aJ-B.L.R. D'Alembert (“Opuscules mathématiques” (1768)).

G. Cramer procuré explicar la diferencia entre la estimacion matematica y la estimacion que
indica el sentido comtin y que da origen a esta paradoja, a partir de la consideracidn de la diferencia
entre el “valor matemdtico” y el “valor moral” del dinero*”, mediante la sustitucién de la funcién

de pago. Consider6 que, a partir de un cierto monto (2** ), el dinero posee, para la gente “de sentido
comun”, un valor constante, de lo que se concluye que la serie que define el valor esperado del juego
para B posee un limite superior. De modo que, de acuerdo con esta hip6tesis, seria:

24 1 «© 1
E(X)=) 2""'—+2"3Y —<13

X x =
x=1 2 x=25 2

496. Cuestion para la cual Feller, W. (1971) demostrd que existe una respuesta afirmativa (en el caso de apuestas
variables).

497. La denominacién de paradoja de San Petersburgo -debida a J-B.LR.. D'Alembert- tiene su origen en la publicacion

de la solucién propuesta por D. Bernoulli (“Specimen theorie novee de mensura sortis” (1738)) por parte de la Academiz
Scientiarum Imperialis Petropolitana de San Petersburgo.

498. Para que ¢l juego fuera equitativo B deberia apostar una suma infinita, que deberia estar seguro de perder “...ya

que es moralmente imposible que no ocurra el resultado 'seis’ al cabo de un mimero infinito de 'tiradas’ del dado" (N.
Bernoulli, correspondencia con de Montmort). J. Bernoulli considerd que “...Ja ‘certeza moral' es a la "imposibilidad’ como
la 'muy alta’ probabilidad (999/1000) es a la ‘muy baja’ probabilidad (1/1000)”).

499. Cramer, G. (correspondencia con N. Bemoulli (1728)): “Los matemdticos evalian el dinero en forma

proporcional a su cantidad, la gente de sentido comiin en forma proporcional a su utilizacion”.
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Posteriormente, Cramer generaliz6 su demostracién suponiendo que el “valor moral” del
dinero est4 dado por la raiz cuadrada de su “valor matematico”*®:

i 1 1& 1 1 42
B(x)=Y V2l —== =
*) xz=l 27 2;:2;'1\/2"“l 242-1

De acuerdo con la regla del fair play, la “esperanza moral” de ganar debe ser igual a la
esperanza moral de perder, de modo que ¢l valor de la apuesta estara dado por:

2

2 | 2
2(6-1) T 12-82

=29<3

Contrariamente a la solucién de Cramer -relacionada con el concepto de esperanza moral-,
la propuesta de N. Bernoulli estuvo dirigida al estudio de la “certeza moral”. De esta forma,

determiné6 que una probabilidad de 3—12— puede ser considerada como una “imposibilidad” (y a la

- 31 .
probabilidad ET) como una “certeza’”) con lo que el valor esperado del juego queda expresado como:

4
E(X)=Y 2""—217= 2

x=1

Este tipo de solucién -estudiada también por G.L. Buffon y E. Borel quienes, como se

1 1
10000 ° 1000000’
respectivamente- constituye lo que podria llamarse la interpretacion subjetivista de la probabilidad
de N. Bernoulli*”,

mencion6 en la Sec. 3.1.4, fijaron los limites de la imposibilidad en

Por su parte, D. Bernoulli -contrariamente a las propuestas enunciadas precedentemente,
que consideraban a la fortuna de los jugadores como finita- sustituyd, en la definicion de valor
esperado del juego, el valor absoluto de la ganancia por su valor relativo o utilidad. Basandose en
la hipétesis de que “toda ganancia, por pequeiia que sea (‘lucrulum’), proporciona una utilidad
(‘emolumentum') inversamente proporcional a la fortuna ('summa bonorum’)”, estimé la utilidad

500. Este razonamiento fue continuado por A. Fontaine (“Solution d'un probléme sur les jeux de hasard” (1764)) y

por S.D. Poisson (“Recherches sur laprobabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile” (1837)), quienes
redefinieron la funcion de pago tomando en cuenta la fortuna del jugador A4 . En particular, Poisson consideré que la
duracion del juego estaba inevitablemente limitada por la fortuna de los jugadores.

501. Obsérvese que la definicion de esperanza matemdtica -que se identifica con el contexto legal de los contratos

aleatorios (ver Sec. 2.2)- perdid relevancia cuando el concepto de expectativa se trasladé al ambito estrictamente
econdmico.
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como proporcional al logaritmo del valor de la fortuna, dy = & & (donde y denota la utilidad, x
x

denota la fortuna del jugadory £ es una constante).

Integrando esta ecuacion, se obtiene lautilidad de 1a fortunatotal y = kIn(x)- In(a) (donde
la constante de integracién ( a ) representa la fortuna minima de utilidad nula).

LaFigura Al.1 muestra la curva logaritmica de la utilidad. Suponiendo que a las ganancias
sucesivas g,8,.83,... lescorrespondan, respectivamente, las probabilidades p,, p,, ps,... , lautilidad

media puede ser definida como:

y = kp, ln(q + gl) + kp, ln(a + gz) + kp, ln(a + g3)+...- In(a)

Figura Al1.1

Urilidad

-
»

1Y) x Cantidad de dinero

[Sp— V1

DA TR

De las expresiones precedentes se obtiene la esperanza moral o0 ganancia esperada (que
produce la utilidad media):

z=x-a= (a+ gl)y‘(a+ gz)yz(a+ g)*.-a

(obsérvese en la figura precedente que, teniendo en cuenta que la utilidad negativa producida por una
pérdida debe ser igual a la utilidad positiva producida por una ganancia, la apuestade B (x')es
menor que la ganancia esperada). De acuerdo con estos resultados, la “esperanza moral” del jugador
B, en el problema de San Petersburgo, quedaria definida de la siguiente forma:

E(B)=(a+1)"*(a+2)"*(a+22)"..ma

Para este caso en particular, el problema de la determinacion de la apuesta de acuerdo con
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laregla del "fair game" fue estudiado por S. Laplace (“Théorie analytique des probabilités” (1795)).

Denotando por z al valor de la apuesta, considerando una funcién de pago de la forma “2* si se
obtiene ‘cara’ en la x -ésima 'tirada'y 0 si este resultado no ocurre al cabo de las n ‘'tiradas™ y no
tomando en cuenta la constante de integracién indeterminada, Laplace obtuvo que la utilidad media
de B estéd dada por:

1 1 2 1 "
Ekln(a— Z4+ 2)+ 2—2kln(a— z+2 )+...+ —27kln(a— z+2 )+
+ z—lnkln(a— z)+ In(h)

De acuerdo con la regla del "fair game", la utilidad de la fortuna de B debe ser la misma
antes o después del juego, es decir, la expresién precedente debe ser igual a kln(a)+ In(#) . De
modo que debe verificarse que:

12 , \ 1122 w \ 12"
2 2 2
1+ -2 =[1+ ) (1+ ] ...(1+ )
a-2z a-2z a-Zz a-—-2z

Esta serie es decreciente, es decir, se verifica que:

N\ 1727 1y 1204
2] 2j+l
(1+ ) > (1+ ]
a-z a-z

0O, lo que es lo mismo, que:

Por otra parte, dado que:

2 | m2) 1.( 1 1
limln(1+ ] - 1im&+—1n(—+——) =0
a

n—>c0 a-z now 27 on -z 2"

a \ V2
es decir, que lim[l + ] = 1, se puede concluir que el valor limite de la serie es igual a la
n—o a-z

z

puede ser expresada de la siguiente forma:

ln(1+ z ):
a-z

unidad. Asimismo, la serie 1+
a—z
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="f%1n1+ 2 +z°°:_217m( 1) ann(Z) 221 ( jz)=

a-z) a-z

Jj=1 Jj=n f=n
n-1 F ) o o J-1 n-1 J-1
1 2/ ( 1 ) 1 1 (1) 1 1
=Y —In[ 1+ +In —+@2) =Y =] =D = |+
p=d a-z a-z jz=:n2f 2;1 2 ZJZ=1 2
= 0,4342945 a-z
+ ?:“n > 1n(1+ 57 ) =
n-1 J
_E1 ln( b2 J+ L ln( 1 )+ (n+ 1’1)_1111(2) 04342045 a- z
=V a-z) 2 a-z 2 3 2

A partir de esta demostracién Laplace obtuvo que, para n=11y a-z =100, B deberia
poseer a = 107,89 yapostar z = 7,89 ;para a- z =200, B deberia poseer 208,78 y apostar 8,78.

La demostracion de Laplace permite concluir que, si la fortuna de B es infinita, entonces
su apuesta deber4 ser infinita. Ahorabien, esta afirmacién no es general. De acuerdo con un teorema
debido a Menger, K. (1934), para toda evaluacion de incrementos de la fortuna del jugador mediante
una funcién f (X ) no-acotada, existe un juego de San Petersburgo para el cual la utilidad media del

tomador de riesgo es infinita. La condicién necesaria y suficiente para que se verifique esta
proposicién es que la funcién de utilidad f(X ) seatal que el » -ésimo incremento de la fortuna sea

ignala 2", Como corolario de este teorema se demuestra que en un juego de San Petersburgo de
este tipo, la esperanza moral es infinita también para el caso de una fortuna finita (es mayor o igual
a ee.e.. ) R

D'Alembert (“Réflexions sur le calcul des probabilités” (1780)), a partir de su posicion de
obstinado criticismo al concepto de probabilidad basado en la hipétesis de que la fisica no es
reducible a lamatematica, y en oposicion a la propuesta de D. Bernoulli, rechazo todas las soluciones
que tomaban en consideracion las fortunas de los jugadores, sosteniendo que la componente mds

502. Menger, K. (1934) propone ¢l siguiente ¢jemplo: Supdngase que el jugador B posea una fortuna a, al cabo de
la n -¢simatirada su gananciapodriaser de (aez" - a) . Suesperanzamatematica sera E(B) = z%(aezj - ) =
J=l

Y _
De acuerdo con la hipétesis de D. Bernoulli, la utilidad de cada ganancia serd & ln{g—tu] =k ln(ezl) =k27.
a

w0
De donde se obtiene que la utilidad mediaserd y = Z =k +k + k+...= 0 ., Estaserie es infinita aiin cuando a

J=

L,
77"

sea finita.
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importante del concepto de ganancia esperada no es la ganancia, sino la probabilidad.

En su “Essai d'arithmétique morale” (1777), G.L. Buffon traté de demostrar que las
aproximaciones opuestas de D'Alembert y D. Bernoulli conducian al mismo resultado. Pero,
indudablemente, la importancia de este autor en esta cronica de la solucion del problema de San
Petersburgo radica en que fue el inico que efectivamente jugé la partida propuesta por N. Bernoulli
(repiti6 la experiencia 2048 veces y comparo los resultados con la distribucién binomial)*®, A partir
de estas observaciones determind que, para un niimero dado de tiradas de la moneda, el valor medio
del juego podia ser expresado como una funcién del niimero de jugadas. Intent6, ademas, obtener
una solucién completa para la funcién de utilidad y la definicién del menor valor significactivo de
probabilidad. Contrariamente al proceso utilizado por Cramer y D. Bernoulli, Buffon no supuso una
ley particular para definir el decrecimiento de la utilidad en el célculo de la esperanza moral, sino
que calculd la utilidad de una ganancia igual a 5 monedas, obteniendo, para una funcién de pago

10
2771 apartir de la hip6tesis de que el limite inferior para una probabilidad significativa era (5) R

n-1
una funcién de la forma (g) (de acuerdo con este supuesto, un incremento del 100% en la

fortuna del jugador incrementarfa su utilidad en s6lo un 80%)°*.

Buffon aplicé esta ley para demostrar los beneficios que acarrea la atomizacion del riesgo.
Una demostraciém general de estas proposicion fue desarrollada posteriormente por P.S. Laplace
(“Théorie analytique des probabilités” (1812)) en su tratamiento de los tres teoremas de D.
Bernoulli. De acuerdo con ¢l ¢jemplo propuesto por Laplace, sea un comerciante que posee una
fortuna igual a 1 y que desea despachar una suma de dinero ¢ en un barco cuya probabilidad de
arribar a destino esiguala p . Su esperanza matematicay su esperanza moral seréan, respectivamente,

(1 + pg) y (1 + ¢)’ . Supdngase que el comerciante divida la suma & en n partes iguales para ser

despachadas en n barcos. Aplicando el esquema de pruebas de Bernoulli, su utilidad promedio
puede ser expresada como:

503. En el “Essai d'artihmetique morale” figura el hoy conocido como problema de la aguja de Buffon, que puede
ser enunciado de la siguiente forma: Sea un plano dividido por una serie de rectas paralelas, separadas entre si por una
distancia a, sobre el que se arroja una aguja de medida £ ;Cudl es la probabilidad de que la aguja intersecte a alguna de

2¢ o -

las rectas? Buffon concluy6 que, para £ < a , se verificabaque p=— (muchos autores, incluido Buffon, utilizaron este
ma

resultado como una determinacion experimental del valor de # ). La distribucion binnomial sera tratada en ¢l Cap. 7.

504. El principio de la certeza moral que, de acuerdo con los datos de la época, permitia afirmar que una probabilidad

inferiora T (1)00 podia ser considerada nula (ver Sec. 3.1.2), condujo a Buffon a evaluar como nulas a las probabilidades

13
inferiores a (—2—) y, por lo tanto a concluir que el valor esperado del juego era igual a 6,5. Luego, mediante argumentos

10
"ad-hoc” y & fin de obtener su valor de 5 monedas, fijo ¢l limite inferior de las probabilidades significativas en (E) .
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E(U,) = k|:p" In(l+ &) + np" (1~ p)ln(l+ %le) +

RG] p(1-pf ln(1+ n-2

2 n

g)} +In(h) =

| 2 0 p) (oo e 2 2 s
ka l+e -1 1) (2)( ) de + In(h)

En particular, para » =1, sera:

E(U,)-= kpjT‘ig—g+ In(k) =
= kpjlifg[m (1- p)]"'1 + In(h) =

- ka‘ !:1+:' = l)f:-—e( ) " 1)(( )(2))(}10+_‘c:§1 2 +"'}d“"+ In(7)

Restando este valor de la utilidad promedio definida mas arriba, se obtiene que la diferencia:

vt o | 5t e ea), |,
]W(l—p) n -[1+g\‘1+n—1 1+n ? +...|de=10
n

&

Lo cual demuestra que la particién del riesgo implica una ventaja moral para el inversor. Por otra
parte, se puede escribir:

E(UA) = kpjdgTe'[1+(£/n)]x[pe—(e/n)xx + (l _ p)]n—ldx N ln(h) )
0

1
p(l— p)82(1 - —)
=k P 1+ L

1+ pk+(l-p)§ n(1+ p8+(l—p)-§)

+...|de+ In(h)

Para valores de n suficientemente grandes, se verifica que:

E(U,)= k[P

+ pe

de+1n(k) = kIn(1+ pe)+ In(h)
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Resultado que demuestra que la mencionada ventaja moral crece cuando » crece, llegando a ser
aproximadamente igual a la “ventaja matemdtica” cuando n aumenta indefinidamente. Si se supone,

ademads, que el comerciante asegura la suma & mediante el pago de (1 - p)g , Su esperanza moral

aumentara de (1+¢)’ a (1 + pg) , de lo que se puede concluir que el seguro implica una ventaja

moral. Esta teoria de la aseguracién de Laplace fue continuada por J. Fourier (“Extrait d'una
memoire sur la théorie analytique des assurances” (1819)) y, fundamentalmente por T. Barrois
(“Essai sur l'application du calcul des probabilités aux assurances contre l'incendie”, (1835)) quien,
dado que cuando los riesgos estan infinitamente particionados las esperanzas matemadtica y moral se
igualan, calcul6 la esperanza del asegurador como matemadtica y la esperanza del asegurado como
moral.

Otra importante contribucién de Buffon a la teoria del valor relativo del dinero radica en
sus férmulas para el calculo del valor relativo de las ganancias y las pérdidas en forma proporcional

a la fortuna incrementada ( ) vy a la fortuna que el jugador poseia previamente (i ),
a

x+a
respectivamente. Estas deducciones lo condujeron a la afirmacién de que un "fair game" es un
"losing game". Esta afirmacién fue tratada luego por P.S. Laplace (“Théorie analytique des
probabilités” (1812)) en su demostracion de los tres teoremas de D. Bernoulli: Sea o la fortuna de

un jugador 4, p suprobabilidad de ganar, 4 suapuestay A laapuesta de su contrincante

1-p
P
1-p

(el jugador B). Al cabo de una jugada la fortuna de A asumira los valores (a + + ,uj , con

probabilidad p, 6 (a— ,U) ,conprobabilidad 1~ p.Laesperanzamoralde A estard dada, entonces,

por:

E’(4)= (a+ =2 #]p(a- o

y su esperanza matematica sera;

2 pt(a- - p)=

E(A) = [a+ 1-

Dividiendo m. am. por ay aplicando el operador logaritmo en la definicién de la esperanza
moral, se obtiene que:

—j;ln[E*(A)] - pln(1+ 1-p %} +(1- p)ln( - ﬁ) ¥

P a
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Resultado que confirma la proposicién de Buffon®” Posteriormente, S.F. Lacroix (“Traité
Elémentaire du calcul des probabilités”, (1816)), L. Ottinger (“Untrersuchungen iiber die
Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1848)) y 1.B.J. Liagre (“Calcul des probabilités et théorie des
erreurs” (1852)) demostraron que las férmulas de D. Bernoulli y Buffon eran equivalentes.

Todas las consideraciones realizadas con respecto a la paradoja de San Petersburgo
impulsaron a Condorcet®® a fundamentar el concepto de valor esperado en el teorema de Bernoulli
y a considerar, en consecuencia, que laregla del producto del valor de un evento por su probabilidad
proporciona s6lo un valor promedio, no un valor real®. Este valor medio (definido como el
promedio de todos los valores reales) puede ser obtenido solo a partir de un niimero suficientemente
grande de repeticiones del evento, pero podria no ser obtenido nunca de un ensayo singular. De esta
forma Condorcet concibié al juego como una relacion entre certeza e incertidumbre y demostré, a
partir de los postulados del teorema de Bernoulli, que la equivalencia entre el precio equitativo y la
esperanza matematica sélo se da en el largo plazo. Dentro de este esquema la paradoja queda
resuelta: el valor esperado del juego, para B, serd infinito sélo en el caso irreal de un mimero
infinito de partidas, cada una con un niimero infinito de tiradas. El caso real se concibe, solamente,
a partir de un niimero finito de tiradas, con lo cual el problema se traslada a la determinacién del
niimero de jugadas necesario para lograr la equivalencia entre los jugadores. Condorcet supuso que
el numero de tiradas estaba dadoy que B recibia 2 monedas si el resultado "cara” no se presentaba
en n tiradas. El valor esperado del juego, para B, quedaba definido, entonces, por:

_ - x-—li __’_1_
E(X)=)2 SRAREAR

x=1

505. Posteriormente, S.F. Lacroix (“Traité Elémentaire du calcul des probabilités”, (1816)), L. Ottinger

(“Untrersuchungen diber die Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1848)) y J.B.J. Liagre (“Calcul des probabilités et théorie
des erreurs” (1852)) demostraron que las formulas de D. Bernoulli y Buffon eran equivalentes.

506. “Mémoire sur le calcul des probabilités” (1784), “Essai sur l'application de I'analyse & la probabilité des

décisions rendues a la pluralité des voix” (1785), “Probabilité” (1785), “Eléments du calcul des probabilités” (1805).

. - 1 - 2
507. Supongase un juego en ¢l que el jugador 4 puede ganar 2, con probabilidad 3 6 1, con probabilidad ? .El

. . 4 4 .
valor esperado del juego, para este jugador, sera 5 , sin embargo podré ganar sélo 2 6 1, pero nunca 3 . De la misma
forma, supongase que el jugador A tenga una probabilidad igual a -:1,; de ganar 2 y su oponente, B, tenga una

. 2
probabilidad igual a % de ganar 1. Dado que la ganancia esperada para ambos jugadores ¢€s igual a 3 se puede afirmar

que se trata de un juego equitativo. Pero, de hecho, 4 puedeganar260y B 160.
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De acuerdo con la propuesta de Condorcet, el jugador B comienza ganando cuando el

. . R . .
resultado "cara" ocurre en una tirada »" tal que 2" ' > 5+ 1y n<2" -2 8ielresultado "cara"

ocurre en la jugada »*, tal que n= 2" -2, la probabilidad de que B pierda estd dada por

= 1
p(B) =1- =" De todo esto se puede concluir que, segtin la solucién de Condorcet, €l valor de
o'

la apuesta de B es una funci6n del niimero de jugadas y es infinita sélo si este niimero es infinito.

Contrariamente a los probabilistas del siglo XIX -quienes, siguiendo los trabajos de
Condorcet, basaron el concepto de esperanza matemética en la ley de los grandes nimeros y
consideraron a la paradoja de San Petersburgo como un ejemplo de que la probabilidad es valida s6lo
para eventos repetibles®®-, Laplace, retomando -y generalizando- la propuesta de D. Bernoulli
demostrd que la esperanza matemética puede ser considerada como el limite de la esperanza moral,
no sélo cuando se particiona infinitamente la fortuna, sino también cuando la divisién del riesgo
resulta infinita, dando origen, de esta forma, a una teoria completa de la aversién al riesgo.

De toda la historia anterior se puede concluir que, si bien ninguna de las soluciones
propuestas -ni la sustitucion de la funcién de pago (acotada o no), ni la sustitucién de la funcién de
probabilidades (acotada o no), ni la limitacién en el namero de monedas- es totalmente satisfactoria,
el problema de San Petersburgo dio lugar a propuestas epistemoldgicamente importantes que
condujeron, por ejemplo, a la sustituci6n de la ley de los grandes niimeros por el principio de larazén
insuficiente como fundamento del concepto de valor esperado. Por otra parte, el hecho de que los
probabilistas cldsicos estuvieran dispuestos arever definiciones y postulados tan fundamentales como
los correspondientes al valor esperado a fin de adaptar sus célculos al sentido comiin, parece
confirmar lo expuesto en el Cap. 1 respecto a que la teoria de la probabilidad se desarrollé como un
producto mixto, matemético-filoséfico, cuya finalidad consistia en cuantificar lo razonable.

508. S.F. Lacroix (“Traité Elémentaire du calcul des probabilités” (1816)) y L F. Friess (“Versuch einer Kritik der
Principien der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, (1842)) continuaron el planteo de Condorcet acerca del valor esperado a
partir de un niimero suficientemente grande de repeticiones. E. Czuber (“Das Petersburger Problem™ (1882)) considerd
que el concepto de esperanza matematica rige en el marco de la ley de los grandes niimeros, pero que pierde sentido al ser
aplicado a un evento singular, y H. Laurent (“Traité du calcul des probabilités™ (1873), “Théorie des jeux de hazard”
(1893)) y I. Von Kries (“Die Principien der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1886)) definieron a la esperanza matematica
como la relacion equitativa entre la certeza y la incertidumbre, suponiendo que el evento de resultado incierto haya sido
repetido la mayor cantidad posible de veces.
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APENDICE 2

El “Entscheidungsproblem”

1.- G.W. Leibniz y el sexto problema de Hilbert

Las primeras ideas sobre complejidad (y, en consecuencia, sobre aleatoriedad como
complejidad méxima) fueron propuestas originalmente por G.W. Leibniz en su “Discours de
métaphysique” (1686). En esta obra, en lo que podria considerarse un cuestionamiento al principio
deterministico de la razén insuficiente’®, Leibniz plantea la distincién entre fenémenos
formalizables, es decir, que pueden ser explicados por una ley que permite descubrir sistemas de
relacién y construir modelos sobre su comportamiento y fendmenos irregulares. Establece, ademés,

el principio que una teoria debe ser mas simple que los datos que intenta explicar®'®.

Como una aproximacién formal a la propuesta de Leibniz, en 1928 David Hilberty Wilhelm
Ackermann, a partir de una posicion formalista, plantearon el “Entscheidungsproblem’” (o problema
decisorio) que consistia en decidir si era posible definir un sistema matematico formal, completo y
consistente que permitiera determinar la veracidad o falsedad de cualquier proposicion. Es decir, un
sistema tal que, dado un problema perfectamente definido, siempre fuera posible hallar un algoritmo

capaz de resolverlo®'.

Hilbert estaba convencido que la matematica tradicional era 16gicamente consistente, que
incluia dos clases de “verdad”: una, sintactica, inherente exclusivamente a la formay otra, seméntica,
inherente a los referentes externos y que la solucién a todas sus paradojas € inconsistencias radicaba
en “capturar” las verdades semanticas mediante reglas sintacticas a partir de la creacién de una
estructura puramente formal en cuyo dmbito se pudiera establecer la verdad de sus afirmaciones

matematicas®'2.

Las afirmaciones de un sistema formal son sucesiones finitas de simbolos abstractos. El
sistema est4 compuesto por una axiomadtica definida por un conjunto finito de dichas sucesiones y
un conjunto finito de reglas de transformacién que permiten convertir una sucesion de simbolos en
otra distinta: dado un axioma, el proceso general consiste en aplicar una sucesién finita de
transformaciones que lo conviertan en una secuencia finita de nuevas sucesiones en la cual cada
sucesiéon es un axioma o es un derivado de los axiomas anteriores. La sucesion final de dicha
secuencia constituye un teorema del sistema. La totalidad de los teoremas definen un conjunto de
sucesiones demostrables del sistema.

Larelacion entre este ambito puramente sintactico del sistema formaly el &mbito semantico

509. Segiin el cual, si algo es verdadero, debe serlo por alguna razon.

510 ver Rosen, R. (1985), Bar-Hillel, D.; Wagenaar, W.A. (1991).

31 1. El concepto matematico riguroso de algoritmo como conjunto finito de reglas ordenadas que se puede ejecutar

en un nimero determinado de pasos, fue obtenido recién en la década de 1930 como culminacion de la investigaciones
sobre los fundamentos de la l6gica matematica (ver Knuth, D.E. (1985), Davies, M. (2000)).

3 12. Este criterio constituye la esencia de la filosofia formalista.
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de los objetos matemadticos y sus propiedades, se obtiene a partir de la interpretacion de los
elementos del sistema formal en términos de los objetos y operaciones de una estructura matematica
asociada, es decir, a partir de la anexién de un significado semantico a la estructura abstracta,
puramente sintactica, de los simbolos y sucesiones del sistema formal. De modo que los teoremas
del sistema formal pueden ser interpretados como afirmaciones verdaderas acerca de los objetos
matemaéticos asociados.

Se dice que un sistema es completo si cada verdad matematica puede ser traducida en un
teoremay viceversa. Por otra parte, si el sistema no presenta afirmaciones contradictorias que puedan
ser demostradas (por ejemplo, que una afirmacién y su negacién puedan ambas ser traducidas en
teoremas), se dice que es consistente.

El planteo de Hilbert-Ackermann consideraba que el problema de la consistencia de la
matematica en su totalidad era reducible a la determinacion de la consistencia de la aritmética. De
modo que su propuesta se limit6 a desarrollar una teorfa de la aritmética basada en un sistema formal
completo, consistente, suficientemente potente como para representar todas las afirmaciones que se
pudieran hacer sobre los nimeros naturales y tal que las afirmaciones demostrables pudieran ser
demostrables en un nimero finito de pasos. En este contexto, el “Entscheidungsproblem” puede ser
interpretado como el problema de decidir si existe algin procedimiento finito capaz de determinar
la verdad o falsedad de cualquier afirmacién aritmética. En otros términos, decidir si la aritmética
puede ser considerada un sistema que contiene un modelo de si mismo, es decir si, de acuerdo con
la nomenclatura de Rosen, R. (1985), puede ser considerada un “sistema anticipatorio”.

2.- El teorema de incompletitud

En 1931 Kurt Godel publicé su teorema de incompletitud en el que, refutando la
pretension de Hilbert y Ackermann de hallar una teoria del todo en la matematica y lesionando
seriamente los postulados formalistas, demostr6 que “todo sistema de primer orden consistente, que
contenga los teoremas de la aritmética'y cuyo conjunto de axiomas sea recursivo, es incompleto”
(como se verd mds adelante, la restriccién a un conjunto recursivo de axiomas se justifica en la
medida que suponer un conjunto no-recursivo genera el problema de la imposibilidad de verificar
si una féormula es o no un axioma y, por lo tanto, si una demostracién es o no valida). En una
generalizacion posterior Gddel considerd la utilizacién de sistemas inductivos mas potentes que la
légica de primer orden y concluyé que “no existe ningin sistema deductivo cuyo conjunto de
axiomas sea recursivo que contenga los teoremas de la aritmética 'y que ademds sea consistente y
completo™®.

El punto de partida del desarrollo que condujo a Godel a esta versién 14gica formal de su
teorema fue la paradoja de Epiménides que, en este contexto puede ser expresada como “esta
afirmacion es falsa”. La intencién de Godel era hallar una forma de expresar afirmaciones de este
tipo (paraddjicas auto-referenciales) en el dmbito de la aritmética. Ahora bien, dado que la

513. En otros términos, ¢l teorema de Gddel postula que la aritmética no es completamente formalizable, que el total

de teoremas en la teoria de niimeros es de cardinalidad mayor que el conjunto de teoremas de una formalizacién; es decir
que la aritmética no es s6lo sintaxis sino que posee propiedades matemdticas (ver Nagel E., Newman, J.R. (1958),
Hofstadter, D. (1979}, Shanker, S. (ed.)(1988), Rosen, R. (en Casti, J.L.; Karlqvist, A. (1990)).
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afirmacion de Epiménides involucra la nocién de verdad (que, de acuerdo con la demostraci6n de
Tarski, A. {( ), no puede ser “capturada” en el ambito de un sistema formal), la tnica solucién
posible para Godel consisti¢ en reemplazar la nocién (no formalizable) de verdad por la nocion
(formalizable) de “demostrabilidad” y transformar la paradoja en la proposicion “esta afirmacién
no es demostrable”. Obsérvese que, si la afirmacién es demostrable, entonces ¢s verdadera es decir
que debe ser verdadera y es no-demostrable, de modo que la afirmacion y su negacién son ambas
demostrables, lo cual implica inconsistencia. Por otra parte, si la afirmacién no es demostrable,
entonces la afirmacién es verdadera, es decir que es verdadera pero no-demostrable, lo cual implica
que ¢l sistema formal es incompleto. Generalizando este razonamiento Godel concluy6 que en todo
sistema formal suficientemente potente como para contener todas las afirmaciones acerca de los
numeros naturales, existe una afirmacién que es no-demostrable a partir de las reglas del sistema.
Disefi6, ademas, las reglas necesarias para construir una afirmacion aritmética traducible en la
afirmacién metamatematica “la aritmética es consistente” y demostré (en forma independiente de
Tarski) que esta afirmacion no es demostrable y, por lo tanto, que la consistencia de la aritmética no
puede ser establecida exclusivamente mediante argumentos inherentes al sistema formal de la

aritmética misma’®'*.

3.- La tesis de Church-Turing

Los resultados de Godel y la asimilacién formalista de la matematica a un tipo de
morofogénesis y su consecuente identificacién con un mecanismo de generaciéon de nuevos
comportamientos (teoremas) a partir de comportamientos dados (axiomas) de acuerdo con reglas
definidas, dieron origen a la teoria de la computabilidad fundamentalmente a partir de los trabajos
de Kleene, Church, Turing y Post.

El analisis de Church, A. (1934)(1936a)(1936b) se basd en la definicion de funcién
efectivamente computable (es decir, computable mediante un algoritmo) como sinénimo de funcién
definible y en el empleo del cdlculo lambda (que consiste en una gramética de términos vinculados
por un conjunto de reglas de transformacién, disefiado para formalizar la definicién de funcidn, la
nocién de aplicacion de funciones y la propiedad de recursividad). A partir de estas definiciones
Church propuso su tesis expresando que la clase de las funciones efectivamente computables
coincide con Ia clase de las funciones recursivas. En base a este postulado, a la extrapolacién de
la teoria de nimeros y sus formalizaciones y a la relacién entre un sistema material y sus modelos,
concluy6 que larespuesta al “Enischeidungsproblem” era negativa (;0 no positiva?)*">, es decir que
la matemética no era un sistema anticipatorio *'°.

El enfoque de Turing, A. (1936) al tratamiento del problema de Hilbert consisti6 en la
utilizacién del concepto abstracto de maquina tedrica (puramente sintictica) que permitia

514 Vier Feferman, S. (¢d.)(1986).

515.Ver Cobos, J.C.C. (Actas del Honorable Senado de la Nacién, 2008).

516. Stephen Kleene arribé a la misma conclusion a partir del concepto de funcién recursiva (ver Soare, R. (1996),

Bennett, D.J. (1998)).
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caracterizar, de un modo matemético, el niimero de funciones efectivamente computables 5'’. Una
méquina de Turing ( MT ) consta de dos componentes: 1) una cinta de dimensién infinita dividida
en celdas cada una de las cuales contiene uno de un conjunto finito de simbolos y ii) un dispositivo

lector que puede variar en un conjunto finito de estados internos, E = {eo »€0s ...,e,,} , con un conjunto

de simbolos-“input”, I = { 0,1} . Este dispositivo puede leer las celdas de la cinta y escribir uno de
los simbolos en cada una de ellas. El comportamiento de la maquina est4 controlado por un algoritmo
(programa) compuesto por un nimero finito de instrucciones, de modo que el comportamiento del
dispositivo lector queda determinado por su estado actual y por el resultado de la lectura de la celda.
Turing construy6, ademds, un programa que podia simular la accién de otro programa que formaba
parte su “input”, generando la denominada m4quina universal ( MTU )**%,

Como el niimero de instrucciones que controla el comportamiento de la maquina es finito,
es posible definir una sucesi6n de todas las maquinas de Turing, { MTU,, MTU,, } ,de acuerdo con

la medida creciente de su conjunto de instrucciones (es decir, con el nimero de simbolos
involucrados en su codificacién).

Seaunamaquinade Turing en su estado inicial. De acuerdo con el correspondiente conjunto
de instrucciones, puede suceder que arribe a su estado final e, y se detenga produciendo un “output”

MTU(x) ,en I = {0,1} (en este caso se dice que la computacién es convergente) o que no se

detenga nunca (se dice, entonces, que la computacién es divergente). Luego, se puede concluir que
una maquina de Turing define una funcién parcial del conjunto de sucesiones finitas ¥ = {0,1} .

Se dice que una funcién f(s):N - N es computable en el sentido de Turing si existe
una maquina de Turing tal que, paratodo n = g{w) en el dominio de f (donde » define un“input”
en I ={0,1}) se detendrd produciendo un “output” MTU(w) tal que f(n)= g{MTU(a))) .

Asimismo, se dice que unsubconjunto 4 € N esrecursivo si su funcion caracteristica es computable
en el sentido de Turing. Estos resultados se resumen en la expresion “la clase de las funciones
intuitivamente computables coincide con la clase de las funciones computables en el sentido de
Turing”, conocida como la tesis de Turing.

A partir de este concepto y teniendo en cuenta que el conjunto de las funciones computables
en ¢l sentido de Turing es un subconjunto finito numerable del conjunto no-numerable de todas las
funciones parciales N - N, que existen funciones que no observan regularidades computables y
que el nimero de funciones computables es comparativamente muy pequefio, Turing concluyé que
la respuesta al “Entscheidungsproblem” era negativa. Demostr6, ademas, que los conceptos de
funcion definible y de funcién computable en el sentido de Turing eran equivalentes y, en
consecuencia, que su tesis y la de Church eran equivalentes.

S17_ Asi como Godel reemplazé la nocién intuitiva de verdad por el concepto formalizable de “demostrabilidad”,
Turing reemplazé la nocién intuitiva de computabilidad efectiva por el concepto de algoritmo.

518 . . . . . -
. De acuerdo con estas consideraciones, se puede concluir que una maquina de Turing no es una maquina en el

sentido estricto del término, sino que debe interpretarse como sinonimo de programa o algoritmo (ver Herken, R.
(ed.)(1988).
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Kleene, S. (1938), por su parte, demostré: i) que existen funciones parcialmente
computables generadas por algoritmos de duracién infinita y ii) que en los sistemas deductivos cuyo
sistema de axiomas es recursivo, la condicion necesaria y suficiente para que una funcién aritmética
(parcial) sea computable es que sea recursiva.

Como corolario de estos tecremas demostré que toda funcién computable (recursiva) es
computable por una maquina de Turing. Este resultado permite concluir que, de acuerdo con la tesis
de Church-Turing, todo problema irresoluble para una maquina de Turing ser4 irresoluble para
cualquier maquina algoritmica, lo cual implica reconocer que las maquinas de Turing y los sistemas
algoritmicos poseen la misma capacidad computacional®"®,

En términos de la teorfa de la computabilidad un algoritmo puede ser definido como un
programa computable en una maquina de Turing y el “Entscheidungsproblem” como la posibilidad
de hallar un proceso general que permita decidir, en un nimero finito de pasos, si una férmula de la
l6gica de primer orden es 0 no un teorema.

Ahora bien, esta afirmacion de que los sistemas formales no contienen modelos de si
mismos expresada en la tesis de Church-Turing, no ha podido ser demostrada, de modo que, en
realidad, Ia tesis deberia ser considerada como una definicién y no como un teorema (ver Delahaye,
J.P. (1999)).

La demostracién de la falsedad de la tesis de Church-Turing (es decir, la demostracién de
la existencia de un sistema anticipatorio) implicaria la aceptacion de la interpretacion reduccionista,
el reconocimiento de que todo sistema material es un mecanismo y que la explicaciéon de los
fenémenos consiste exclusivamente en la bisqueda de una sintaxis. Viceversa, la demostracién de
su veracidad implicarfa el rechazo de la interpretacién reduccionista, el reconocimiento de la
existencia de sistemas materiales complejos y la aceptacién de que la explicacion de los fendmenos
asume un aspecto semantico.

Debe tenerse en cuenta que, dada la naturaleza flexible de la sintaxis, no hay forma de
demostrar la verdad o falsedad de la tesis de Church-Turing basandose en la evidencia (supongase,
por ejemplo, que se propusiera un programa como capaz de generar todos los teoremas conocidos
y de construir la sintaxis necesaria en la teoria de nlimeros, la refutacién de esta proposicién no
podria ser obtenida hallando simplemente un teorema que este programa no pudiera formalizar, dado
que el programa siempre podria ser extendido y, en consecuencia, la proposicién de su capacidad
para generar todos los teoremas podria ser renovada). Dado que la categorizacién de un sistema
como no-anticipatorio o complejo implica afirmar que en el mismo existen més relaciones que en
cualquiera de sus modelos sintdcticos, la demostracion en base a la evidencia seria similar a una
demostracion sobre la existencia de un conjunto infinito en base a la informacién que proporcionan

los conjuntos finitos.

Obsérvese, por otra parte que, si bien la demostracién del teorema de Godel no se basa en
la evidencia, dado que considera proposiciones sobre niimeros a partir de numeros (es decir, que
establece referentes numeéricos para dichas proposiciones y, viceversa), y que, para algunos niimeros

19 . . i . .
3 . Debe tenerse en cuenta que los algoritmos son universales, es decir, invariantes con respecto al lenguaje de

programacion.
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(los denominados niimeros de Gédel), crea un referente proposicional que incorpora un ingrediente
semantico, tampoco contribuye a la demostracion de la tesis de Church-Turing,.

4.- La complejidad algoritmica

A partir de esta conclusién y, de acuerdo con los conceptos de teoria de Ia informacién
ordinaria como cuantificadora de las nociones de simplicidad y complejidad en funcién del nimero
de “bits” necesario para codificar la informacion y de la teoria de la informacién algoritmica como
medida del grado de complejidad algoritmica del conjunto de datos en funcién de la medida del

menor programa necesario para generar el “output” @ e {O,l} 51 1a tesis de Church-Turing puede

ser interpretada como un intento de demostrar si, dada una méquina de Turing, existe un algoritmo

que permita decidir si un programa se detendrd o no (es decir, si la computacién es o no
convergente)*'®,

De modo que, dada una maquina de Turing, MTU ,la complejidad algoritmica, K, (w) ,
sera tal que:

© sino existe ningun programa
Kyy(@) = P tal que MTU(P)= o
min{]P|:MTU (P) = a)} en cualguier otro caso

donde P denota la medida del menor programa necesario en una A7/ para producir el “output”
€ {0,1} (y detenerse). En el primer caso se dice que el “output” @ es de alta complejidad (o

)519

cadtico o, en el limite, aleatorio)’ ", en el segundo se dice que es de baja complejidad.

Se demuestra que esta definicién es invariante respecto de la seleccion de la maquina de
Turing: dadas dos maquinas de Turing universales ( MTU y MTU"), para todo @ € {O,l} , Se

verifica que Ky (0) < K TU (@)+c rpt »donde ¢, . esuna constante independiente de @ .

Martin-Lof, P. (1969) demostré que si f{s):N - N es una funcién computable tal que

L
Z 2771 = entonces, para toda sucesion binaria x = (xl,xz,x3,...) , se verifica que K(x(n)) <
n=1

< n- f(n) paratodo » .En particular, este teorema se cumple para f(n) = In(n) , lo que demuestra

517. Esta medida de complejidad, debida a Solomonoff, A. (1964), anticipé las propuestas de Chaitin, G.
(1975)(1987)(1990) y de Thom, R. (1975)(en Giittinger, W.; Eikemeier, H. (eds.)(1979))(1983).

518. Problema conocido como de la detencién de Turing

519. Kolmogorov, A.N. (1956) propuso considerar como aleatoria (o caética) o irreducible a toda sucesion de alta

complejidad (ver Copeland, B.J. (1997)).
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que para valores muy por debajo de su propia medida, »n- ln(n) , una sucesion binaria se detendra

infinitamente a menudo y, en consecuencia, que existen relativamente muy pocos “outputs” @ que
sean de baja complejidad con respecto a los de alta complejidad (aparentemente aleatorios).

Ahora bien, dada una méquina a la cual se le proporciona un “input” p , podria suceder que
en primer término registrara este “input” en su totalidad para determinar su medida, |p|= 7 y, en
segundo término comenzara lacomputaciénsobre p “bit” a“bit”. En este caso lacomplejidad de @
podria ser igual a n+ In(#) , en vez de ». A fin de evitar esta paradoja Chaitin, G. (1975) propuso

reemplazar en la definicion de Martin-L6f la condicién de maquina universal por la de maquina
universal de prefijo libre la cual, por construccién, es autolimitada. Esta maquina leer4 la cinta del
programa s6lo hacia la derecha, deteniéndose en el 1iltimo “bit” de p .

En virtud de esta sustitucién postulé que la medida de Ia complejidad de una sucesion finita
o , respecto de la maquina de Turing universal de prefijo libre M7U" puede ser definida como

Co v (@)= min{lP] :MTU*(P,A) = w} ¥ que, en consecuencia, se puede concluir que una sucesion

x= {xl,xz,...} e L” es irreducible (o cadtica) cuando satisface la desigualdad de Kraft-Chaitin,
es decir, cuando existe una constante ¢ tal que C(x(n)) 2 np-c para todo n, donde

x(n) = {%,%,,...,x,,} (ver Rozenberg, G.; Salomaa, A. (1994), Calude, C.S. (1994), Calude, C.S.;
Grozea, C. (1996))°%.

A partir de la desigualdad de Kraft-Chaitin y considerando a la condicién de von Mises-
Wald-Church (segtn la cual se podria considerar como aleatoria a toda sucesion que cumpliera
simplemente con una ley de aleatoriedad, por ejemplo, la ley débil de los grandes niimeros) como
insuficiente, Ville, J. (1939) propuso una definicién de sucesion aleatoria “tipica” como aquélla que
satisface todas las leyes de este tipo, més precisamente, como aquélla que satisface con probabilidad

igual a uno todas las propiedades que ocurran en el conjunto de todas las sucesiones binarias T* (ver
Sec. 3). Pero, teniendo en cuenta que no todas las sucesiones que no observan regularidades
computables cumplen con la ley de los grandes nimeros (la cual, como se vio en la Sec. 3.1.1, se
considera solamente como condicién necesaria de comportamiento aleatorio), se puede concluir que
este criterio tampoco es adecuado para caracterizar la aleatoriedad (ver Lambalgen, M. (1987),
Chaitin, G. (1987)(1988)).

Por su parte, basandose en su desigualdad, Martin-Lof, P. (1969) definié una medida de
probabilidad z, sobre T*, tal que se puede asegurar que la condicién necesaria y suficiente para

20 B estos términos, ¢l criterio de Leibniz podria ser expresado de la siguiente forma: si una teoria es de la misma

medidaen “bits” que los datos que intenta explicar, entonces no sirve. Por otra parte, debe tenerse en cuenta que, de acuerdo
con el teorema de Waerden, J. (en Calude, S. (2000)) segin ¢l cual, dada una sucesion binaria, siempre es posible hallar
una medida para la cual uno de los dos simbolos ocurrird de acuerdo con una progresioén geométrica, asimilar el concepto
de aleatoriedad al criterio Leibniziano de ausencia de una ley que permita explicar su comportamiento (es decir, a la
ausencia absoluta de regularidades no-triviales en su trayectoria) implicaria la imposibilidad de considerar a una sucesion
como aleatoria.
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queun subconjunto N c X* sea u -nulo es que, para todo £> 0 racional, exista una sucesién de

“outputs” {wo,a)l,wz,...} en {O,l} , tales que: i) N c Ur”-’k y i) Z ,u(l‘wk) < ¢ (donde los
k21 k21

I, ={xel*x=0 denotan los conjuntos que forman la cobertura de un conjunfo nulo en
ay ky q .]

). Estableci6, ademés, que un conjunto N es efectivamente x4 -nulosi, paratodo £ > 0 racional
y paratodo % 2 0, existe un algoritmo que produce un “output” ®, que satisface las condiciones
anteriores (la definicién de la medida efectiva 4 -unitaria se obtiene como complemento de la
anterior). Se dice que unamedida i es computable si, paratodo £> 0 racional y todo “output” @
en {0}, existe una funcién computable de una maquina de Turing, F(e,0), tal que

IF(a,a))— ,u(I‘w)I <eg.

A partir de estas definiciones y considerando como “¢ipicas” a aquellas sucesiones binarias
que no presentan caracteristicas distintivas, Martin-L&f, P. (1969) demostr6 que, dada una medida
de probabilidad, x -computable, la interseccion de los conjuntos de medida efectiva 1 no es vacio
y es de medida efectiva 4 -unitaria. De modo que se puede concluir que la identificacién de los
conjuntos de las sucesiones aleatorias y de las sucesiones g -tipicas es consistente, es decir, se puede
asegurar que una sucesion que pertenece a todos los conjuntos de medida efectiva 4 -unitaria (para
una medida computable) es aleatoria en el sentido de Martin-L6f.

Como corolario de este teorema se puede concluir que la condicién necesaria y suficiente
para que una sucesion x sea J/ -tipicay, por lotanto, irreducible o aleatoria en el sentido de Martin-

Lof, es que ,u({x}) > 0. Un resultado fundamental completamente valido en el dmbito de la

matematica cldsica pero inaceptable desde un punto de vista constructivista, segin el cual sélo se
puede asegurar que un objeto matematico existe si es posible establecer algin procedimiento para
su construccion.

En este sentido, la propuesta de Martin-L6f puede ser implementada en términos de un test
secuencial de aleatoriedad, consistente en una sucesiéon recursivamente numerable de

intervalos {I,’,’,}n21 tales que, para cada m, se verifica que ﬂ( 1,"’,) < 27" = ¢ . La aplicacién de este

test a una sucesién x implica seleccionar un nivel de confiabilidad m (6 &)y verificarsi x € I,

paraun m> 1. Si se verifica esta condicién se considera que, a un nivel de confiabilildad m, x

puede ser considerada no-aleatoria. Viceversa si, a partir de cierto nivel de confiabilidad, dicha
condici6én no se verifica, se considera que x satisface la condicién de aleatoriedad. En resumen, se
dice que una sucesion puede ser considerada tipica, irreducible o aleatoria es el sentido de Martin-
L&f si satisface todos los tests de aleatoriedad secuenciales con un nivel de confiabilidad m (ver
Dellacherie, C. (1978)).

Dado que no se han hallado contraejemplos ésta, aunque inevitablemente insuficiente puede
ser considerada como la definicién instrumental de aleatoriedad mas apropiada en términos de
inferencia inductiva.
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5.- El nimero Q

Un ejemplo de sucesion aleatoria en el sentido de Martin-Lofes la que integra el niimero Q
de Chaitin con respecto a una maquina de Turing (ver Chaitin, G. (1966)), definido como la suma

. 1 . .
infinita Q = Z = sobre todos los “inputs” 2 € I , sobre los cuales lamaquina MTU
{peZ:MT(p,A)<oo}

converge (cada “input” P para el cual la computacién MTU es convergente agrega un 1 al 2 -
ésimo “bit” del desarrollo binario de Q ). Obviamente, dado que la detencién de MTU(p) se

verificara para un “input” dado, serd Q > 0 . Por otra parte, de acuerdo con la desigualdad de Kraft-
Chaitin, ser4 Q < 1 y, como ladetenciénde MTU( p) no se verificara para todos los “inputs”, serd Q < 1
(ver Rozenberg, G.; Salomaa, A. (1994)).

Este nimero Q define la probabilidad de que una maquina de Turing, a la cual se le ha
proporcionado un “input” seleccionado al azar (es decir, formado por una serie de “bits” tal que el
valor de cada “bit” estd determinado por el resultado a obtener al arrojar una moneda simétrica) se

detenga’®. De modo que el calculo de los primeros N digitos de Q(N ) no pueden ser calculados

utilizando un programa de medida 7 < N ; en otros términos, Q es un objeto “algoritmicamente
aleatorio” formado por un ntimero infinito de “bits” irreducibles: dado un programa de medida
n <« , existe un nimero infinito de bits que el programa no puede computar. Si se tiene en cuenta
que los infinitos bits de Q representan las proposiciones matematicas 16gicamente irreducibles ,
queda demostrado que, contrariamente a la proposiciéon de Hilbert, dado un sistema finito de
axiomas, existe un nimero infinito de proposiciones verdaderas que son indemostrables®®.

Obviamente, si los » primeros digitos (es decir, el prefijo) de Q(r) son conocidos, todos
los problemas de detencion para programas codificables en menos de n “bits” quedan resueltos.
Luego, dados un prefijo de Q(n) suficientemente grande, una férmula f perteneciente a un sistema
axiomético 4 y las méquinas de Turing MTU (A, f ) y MTU(A,—| f ) las cuales, mediante la
verificacion de todas las demostraciones posibles en el sistema A , decidiran, respectivamente, si f
0 —f es o no un teorema, es decir, si f es demostrable, no-demostrable o independiente de A4 .

Ahora bien, dado que 1a medida del prefijo es una funci6n de la medida de la expresién reducida de
la correspondiente funcién computable de MTU(F) y de f vy, teniendo en cuenta que, dado que el

tiempo de computacion, t(n) , que requiere hallar todos los programas de medida menor que » que
convergen, crece a mayor velocidad que cualquier funcién computable, el hecho de conocer Q(n)
no resulta de utilidad préctica en la resolucién del problema de la demostrabilidad.

524. Debe tenerse en cuenta que, si bien el valor numérico de €2 depende de la seleccion del lenguaje de computacion,

sus propiedades permanecen invariantes con respecto a distintos lenguajes.

25. Chaitin, G. (1936): “Elnitmero Q es irreducible. Para obtener sus primeros n ‘bits’ se necesita unateoriade n
‘bits’, es decir una teoria de complejidad igual al fendmeno que se quiere estudiar. Lo cual implica que el razonamiento
no contribuye en nada a la explicacion del mismo”.
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6.- “Demostrabilidad”, aleatoriedad y caos

De los resultados obtenidos por G&del, Church, Turing, Kolmogorov, Ville, Chaitin y
Martin-L6f se puede concluir que existe un abismo insuperable entre la verdad y la
“demostrabilidad” de una proposicién y, por lo tanto, que la aleatoriedad de una sucesién es
indemostrable. Sin embargo, a partir de la consideraci6én de procesos dindmicos cadticos es posible
generat un vinculo entre la nocién de complejidad de Chaitin y la tesis de Church-Turing,

La caracteristica mas importante de un sistema dindmico es su conjunto atractor, es decir,
el subconjunto de puntos de su espacio de estados en el cual Ia trayectoria evoluciona cuando
t = o, La dindmica del sistema estd condicionada por la naturaleza del conjunto atractor.
Obviamente, es posible que a partir de diferentes estados iniciales el sistema transcurra a distintos
atractores, pero a cada punto del espacio de estados le corresponde un anico atractor que
condicionard la dindmica del sistema. Los sistemas dindmicos cldsicos obedecen a dos tipos
alternativos de atractores: puntuales o ciclos limite (el primero esta definido por un punto fijo del
espacio de estados, el segundo estd definido por una curva cerrada de modo que, cuando la
trayectoria del sistema ingresa en el atractor, permanecerd orbitando de acuerdo con dicha curva).
Estos dos atractores clasicos pueden ser, a su vez, estables o inestables segun que, cuando un punto
del atractor experimente una perturbacién infinitesimal hacia un punto externo al atractor, la
trayectoria a partir del punto perturbado retorne hacia el atractor o sea repelida por éste.

Existen otros dos tipos de atractores: el atractor extrafio o cadtico, formado por la
combinacién de érbitas periédicas inestables y érbitas no-periddicas y el atractor quasi- periédico,
que constituye el vinculo entre el ciclo limite y las trayectorias caéticas y que estd formado por la
combinacion de ciclos limite que se intersectan frecuentemente.

Segiin se concluyé de las consideraciones sobre la complejidad, existen sucesiones
computables de complejidad arbitrariamente grande. En términos de la teoria de atractores, el
teorema de Chaitin demuestra que, en un conjunto infinito de sucesiones binarias computables
siempre es posible hallar una sucesion cuyo atractor es caético. Por su parte, el teorema de Levin-
Schnorr-Chaitin demuestra que, en particular, la condicién necesaria y suficiente para que una
sucesion binaria puede ser considerada aleatoria (tipica en el sentido de Martin-L6f) con respecto

1 . . N
a la distribucion b(n,;) es que sea cadtica con respecto a dicha distribucion.

Luego, se puede concluir que la aceptacién de la existencia de atractores cadticos y la
interpretacién de la aleatoriedad como limite del grado de complejidad de un atractor, pueden ser
considerados como los inicos argumentos capaces de reducir (pero no de eliminar) la distancia entre
la afirmacién sobre la aleatoriedad de una sucesién y su “demostrabilidad” y, en consecuencia, de
aproximar a una justificacién de la teoria de los colectivos de von Mises.
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Apéndice 3

NOTAS BIOGRAFICAS
(o la probabilidad y el barro de la historia)

“...con esa gozosa complacencia con que los pequerios se
sienten agrandados al descubrir las pequerieces de los
gigantes”.

(E. Sébato, “Querido y remoto muchacho™)

Adrain, Robert (1775-1843) nacié en Carrickfergus (Irlanda) y fallecié en New Brunswick (Inglaterra). En
1798 emigré a los Estados Unidos. Cursé estudios secundarios en New Jersey, Pennsylvania y Nueva York.
Fue alumno del Queen's College (Rutgers), y de las universidades de Columbia y de Pennsylvania. En 1808
fundé la publicacion cientifica “The Analyst”, cuya circulacion cesé poco tiempo después. Sus trabajos estén
relacionados, fundamentalmente, con [a matemética aplicada y abarcan un amplio espectro que va de la
geofisica y la geometria descriptiva a la historia de la matematica. Merecen ser mencionadas sus soluciones
al ilamado "problema de Patterson”, en el que hace una ingeniosa aplicacion del céalculo de variaciones, y al
problema de Laplace sobre agujeros negros. Su contribucién mas importante es, indudablemente, “Research
concerning the probabilities of the errors which happen in making observations” (1808), en la que introduce
a la distribucién Normal como fundamento probabilistico del método de los cuadrados minimos.

Agnesi, Maria Gaetana (1718-1799) nacién en Milan en el seno de una familia distinguida. Su inica obra,
“Instituzioni analitiche ad uso della gioventi italiana” (1748), publicada por obra e insistencia de los
matemdticos Jacopo Riccati y Ramiro Rampinelli, resumio los avances obtenidos en ¢l calculo infinitesimal,
en Italia y Francia, durante la primera mitad del siglo XVIII y constituy6 el libro de texto obligado en esa
materia hasta comienzos del siglo XIX. En 1750, como consecuencia del reconocimiento obtenido por esta
obra, fue propuesta por el Papa Benedetto XIV y aceptada como profesora de la Universidad de Bolonia y
miembro de la Academia delle Scienze de dicha ciudad. En realidad nunca ejercié esta catedra dado que,
inmediatamente después de la edicién de las "Instituzioni", y cediendo a una vocacion que habia manifestado
desde su juventud, abandoné totalmente sus estudios y se dedicé durante el resto de su vida a las obras de
caridad. Sus trabajos inéditos (entre los que se destaca un extenso comentario a las “Section Conigues” de
G.F.A de I'Hopital) fueron recogidas en 25 voliimenes que se¢ encuentran en la Biblioteca Ambrosiana de
Milan.

Arbuthnot, John (1667-1735) naci6 en (Kincardineshire, Ecocia) y fallecié en Londres. En 1696 obtuvo su
grado en medicina (fue médico del Rey de Inglaterra), pero durante toda su vida ejercié como profesor de
matematicas en dicha ciudad. En 1704 fue designado Miembro del College of Physicians de Londres y de la
Royal Society. Su traduccidn del latin del “De ratiotiniis in ludo alee” de Ch. Huygens incluye, ademas, la
solucidn de los problemas planteados por el autor y secciones adicionales de su autoria referidas a juegos de
dados y cartas. En 1710 presentd en la Royal Society su famoso ensayo “An argument for Divine Providence
taken from the constant regularity observed in the birth of both sexes" (publicado en 1712) en el que expuso
una argumento probabilistico sobre la existencia de Dios, a partir de la distribucién de la proporcién de
nacimientos masculinosy femeninos, utilizando un razonamiento asimilable a lo que actualmente se denomina
un test de signo. Los resultados obtenidos le permitieron arribar a curiosas conclusiones, como por ejemplo,
que la poligamia parecia ser una practica poco recomendable en una sociedad civilizada. El novedoso
contenido de esta obra desaté un profundo debate que involucrd a personajes como William ‘sGravesande,
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Bernard Nieuwentijtm Nicholas Bernoulli y Abraham de Moivre. Més all4 de sus indudables habilidades como
matemético, su fama se debio a sus dotes literarias (fue el creador de John Bull, un personaje que con el tiempo
se transformé en un simbolo del caracter inglés y colaborador de Jonathan Swift, de Alexander Pope y de John
Gay) y a sus condiciones de agudo satiririzador de la politica de su época.

Arnauld, Antoine (1612-1694) naci6 en Paris. En 1641 obtuvo el grado doctoral en la Sorbonne. En 1648 se
retird a la abadia de Port-Royal (a la que, en 1654, ingresé Blaise Pascal). Su correspondencia con Gottfried
Leibniz y el hecho que Christiaan Huygens le haya dedicado una copia de su “Horologium oscillatorium’
constituyen una muestra de la consideracion que gozé entre sus contemporaneos (fue concido como "Arnauld
el grande™). En 1662, junto con su colega Pierre Nicole, publicé “La logique ou l'art de penser” (s¢ los
conocié a ambos como los "légicos de Port Royal"), la cual ejercié una profunda influencia sobre los
cientificos de la segunda mitad del siglo XVII y del siglo XVIII Sus obras més importantes en €l &mbito de
la matemética son “Nouveaux élements de géometrie contenant un ordre tout nouveau et des nouvelles
démonstrations des propositions les plus comunes, des nouveaux moyens de faire voir quelles lignes sont
incommensurables, des nouvelles mesures des angles, dont on ne s'était pas avisé, et des nouvelles maniéres
de trouver et de démontrer la proportion des lignes” (1667) y “Solution d'un des plus celébres et des plus
difficiles problémes d'arithmétique appellé communement les quarrez magiques™ (1667). En 1o que hace a la
teoria de la probabilidad, sus contribuciones estin contenidas en su correspondencia con Ch, Huygens.

Bayes, Thomas (c.1702-1761) naci6 en Hertfordshire(?) (o Londres (?)) y falleci6 en Tunbridge Wells. Fue
el mayor de los siete hijos del matrimonio formado por Joshua Bayes y Ann Carpenter. Su padre, uno de los
siete primeros ministros ordenados, en 1694, en la primera academia no-conformista fundada por Richard
Frankland (los no-conformistas, que se caracterizaron por su rechazo al misterio de la Trinidad y su
escepticismo respecto de la divinidad de Cristo, desempefiaron un papel muy importante en el desarrollo de
las ideas cientificas durante el siglo XVIII, su crecimiento en el 4mbito de la comunidad cientifica se vio
favorecido por el surgimiento de la filosofia natural), fue miembro de la Royal Society la cual, en su propuesta
como candidato certifica que es “hdbil en geometria y en todos los temas del conocimiento matemdtico y
Sfilosdfico”. Segiin algunos autores habria recibido su primera educacién en forma privada (como era costumbre
entre los no-conformistas), de acuerdo con otros -opinién que no es incompatible con la anterior- habria
recibido una “educacién liberal para el ministerio" primero en la Coward's Academy (a esta institucion,
conocida mas tarde como Hoxton Academy, asistid, en el periodo 1740-44, el reverendo Richard Price),
fundada por un sefior Coward de Walthamstow y, posteriormente, en la Fund Academy, fundada por el
Ministro John Ward en Tenter Alley. Por otra parte, no seria extrafio que hubiera estudiado probabilidades con
A. De Moivre en el famoso Slaughter's Coffee, en St. Martin's Lane. En 1719 ingresé a la Universidad de
Edimburgo, en la cual siguié estudios de logica y teologia, egresando al afio siguiente sin obtener su
ordenaci6n. Alrededor de 1727 fue ordenado Ministro Presbiteriano (en realidad, igual que su amigo R. Price,
milité an el Arianismo que fue, junto con el Deismo, uno de los movimientos precursores del moderno
Unitarismo), ejerciendo su ministerio como asistente de su padre en Leather Lane y, luego, en el templo Little
Mount Sion, en Tunbridge Wells, en una congregacion presbiteriana disidente, hasta su retiro en 1752. Su obra
se compone de: i) “Divine benevolence, or an attempt to prove that the principle end of the Divine Providence
and government is the happiness of his creatures”, un tratado de metafisica publicado en 1731, en forma
andnima, como respuesta a la memoria “Divine rectitude, or a brief inquiry concerning the moral perfections
of the Deity; particularly in respect of Creation and Providence” (1730) del Ministro Anglicano Dr. John
Balguy, en el marco de una polémica sobre la cuestion: “Dios no estaba obligado a crear el universo, entonces
;por qué lo hizo?” (1a adjudicacion de la autorfa de este trabajo se debe fundamentalmente a R. Price, quien
en su “A review of the principal questions in moral. Particularly those respecting the origin of our ideas of
virtue, its nature, relation to the Deity, obligation, subjet-matter, and sanctions™ (1787) testimonia que “El
autor de Divine benevolence fue el Sefior Bayes, una de las personas mds ingeniosas que he conocido y, por
muchos afios ministro de una congregacion disidente en Tunbridge Wells™). ii) “An introduction to the
doctrine of fluxions, and a defence of the mathematicians against the objections of the author of 'The analyst’,
so far as they are designed to affect their general methods to reasoning” (1736), una memoria en defensa de
los aspectos metafisicos de la teorfa de fluxiones de I. Newton ante el ataque por parte de George Berkeley,
obispo de Cleyne (luego obispo de Oxford) en su obra “The analyst; or a discourse adressed to an infidel
mathematician™ (1730). Este “muy agudo" trabajo, que”...es andnimo por razones que son fdcilmente
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entendibles, pero que siempre fue atribuido a Bayes por sus contempordneos” (A. De Morgan: “Rev. Thomas
Bayes, notes and queries” (1860)) le valio su eleccion, en 1742, como Miembro de la Royal Society); iii) Una
breve carta dirigida a John Canton (publicada en las Philosophical Transactions de la Royal society, en 1763)
acerca de series asint6ticas semiconvergentes, en particular, sobre el teorema de De Moivre-Stirling, iv) El
famoso “Arn essay towards solving a problem in the doctrine of chances” -comunicado en forma pdstuma a la
Royal Society en una carta fechada el 10 de noviembre de 1763 y expuesto el 23 de diciembre del mismo afio
por su amigo Richard Price-, en ¢l que figura su famoso teorema sobre la inversién de la probabilidad. Existe,
ademas, una libreta (preservada en la Equitable Life Assurance Society, por obra de R. Price y de¢ su sobrino
W. Morgan) con anotaciones sobre temas tan curiosos como detalles sobre maquinas eléctricas, sistemas de
pesos y medidas ingleses, notas sobre matematica, filosofia natural y mecéanica celeste, y un sistema completo
de taquigrafia, derivado de uno debido a Thomas Shelton (“Zeiglographia” (1654)) y modificado por Elisha
Coles, en uso en el siglo XVIIL.

Bernoulli, Daniel (1700-1782) nacié en Groningen y fallecié en Basilea. Pertenecié a una familia de
refugiados flamencos que, huyendo de las masacres perpetradas en Flandes por las tropas catdlicas espafiolas,
abandond Amberes para radicarse en Basilea (la familia Bernoulli predominé en la politica, el arte, las leyes
y la ciencia en los siglos XVII y XVIII, doce de sus miembros realizaron aportes relevantes a la matemética
y a la fisica, de los cuales cuatro, Jakob I, Johann I, Nikolaus II y Daniel, fueron autores de contribuciones
fundamentales al desarrollo de la teoria de la probabilidad). Segtin se puede observar en ¢l cuadro que figura
en ¢l Apéndice III, fue el segundo hijo de Johann I 'y, por lo tanto, sobrino de Jakob 1 y primo de Nikolaus I
(hijo de Nikolaus, quien se destacd como artista plastico). Sus hermanos fueron Nikolaus Il y Johann II. Nacié
en Groningen. En 1721, se gradu6 en medicina en la Universidad de Basilea. Estudié matematica con su padre
y su hermano mayor Nikolaus II. En 1725 ambos hermanos obtuvieron puestos académicos en San
Petersburgo. Nikolaus falleci6 al afio siguiente y €] permaneci6 en esta ciudad durante ocho afios. A su retorno
a Basilea ejerci6 las catedras de boténica, fisiologia y fisica. Es considerado el fundador de la hidrodindmica
tedrica. Fue miembro de las academias de Bolonia, Berlin y Paris. Sus contribuciones a la teoria de la
probabilidad estin contenidas fundamentalmente en “Specimen theorice novee de mensura sortis” (1738), en
el que desarroll6 la idea de curva de utilidad y de esperanza moral en ¢l juego co