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Resumen

Basandose en la propiedad de intercambiabilidad, en los postulados del teorema de
representacion y en su interpretacion en el ambito de la teoria ergdédica, algunos autores
creyeron hallar un contraejemplo al modelo subjetivista, segin el cual “la probabilidad no
existe”, mediante la justificaciéon tedrica de la existencia de una probabilidad objetiva.
Como una prueba de la inconsistencia de este planteo, la asimilacion de la teoria
ergddica al modelo propensionalista permite demostrar su caracter metafisico y la
consiguiente subjetividad en la asignacion de las probabilidades.
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Abstract

Basing their ideas on the exchangeability property, on the postulates of the
representation theorem and on its interpretation in the ambit of ergodic theory, some
authors believed to find a counter example to the subjetivist model, according to “the
probability does not exist’, through the theoretical justification of the existence of an
objective probability. As a proof of the inconsistency of this reasoning, the assimilation of
the ergodic theory to the propensionalist model allows the domonstration of its
metaphysical character and the resulting subjectivity in the assignment of probabilities.
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1. UNA INTRODUCCION AL TEOREMA DE REPRESENTACION

Desde un punto de vista exclusivamente formal y de acuerdo con una
aproximaciéon objetivista, la condicién de intercambiabilidad es
asimilada a la de independencia estocastica condicionada por una
probabilidad constante pero desconocida (es decir, condicionada por
una probabilidad definida por una variable aleatoria)?.

Sean M urnas que contienen bolillas rojas y azules en una proporciéon
N N.@)

desconocida p =N (=12,..M) y 1-p = l\ll , Trespectivamente.

Luego, dada una urna, Mj, si se realizan extracciones al azar con
reposicion, la probabilidad de obtener j bolillas rojas y (n— j)bolillas

azules condicionada por la hipotesis de una particion definida por la
composicion de las urnas (es decir, la probabilidad de que la variable

frecuencia relativa del resultado “bolilla roja”, E(r), condicionada por

dicha particion asuma el valor l) esta dada por:
n

p(E(ivn)/ Mi): ;{5&) :NNI_(:)] :(ﬂ oi(1-p)”

La probabilidad de obtener j bolillas rojas y (n—j) bolillas azules al

realizar n extracciones con reposicion de una urna seleccionada al azar
estara definida, entonces, por una mezcla de distribuciones binomiales
en la que las ponderaciones estan dadas por las probabilidades de las
distintas urnas, de la forma:

p(E(j'n)) = éﬁp( S Mi) = [?)izi}”pij (t-p)”

(donde 74 (i=1..M) denota la probabilidad inicial de que la hipotesis

! Debe tenerse en cuenta que de Finetti, B. (1934) consideré que esta interpretacion de la
intercambiabilidad es incorrecta en la medida que, en términos de una aproximacion
subjetivista, la idea de probabilidad desconocida carece de sentido, que la probabilidad
varia de una prueba a otra de acuerdo con la experiencia adquirida por el observador y
que la que es desconocida y con una distribucion que varia en base a los resultados de
las realizaciones del evento es la frecuencia limite, a menudo asimilada impropiamente a
una probabilidad objetiva.
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N.(r)
H;j =N'—(i =:LZ,..M) sea verdadera y pi (i=1,2,...M) denota la
i
probabilidad de extraer una bolilla roja, condicionada por la hipétesis
Hj , con funcién de distribucion Fy (X); (XD[O,I]). Como se vera

inmediatamente, de acuerdo con los postulados del teorema de
representacion se puede asegurar que, dada una sucesion
{El, Es,..En } de eventos intercambiables, esta mezcla de

probabilidades binomiales que define la funcién de probabilidades
p(E(j’n)) generada por dicha sucesion, es Unica.

Supodngase, ahora, un esquema consistente en seleccionar al azar un
namero X 0[01], que representa la proporcién de bolillas rojas en las

M - o urnas acuerdo con una funcion de distribucion
Fx (x) = lim Fm (x) (Os xsl) Unica, entonces la probabilidad:

M oo
. M .
p(E(J,n)) = ;np( E(J,n) / Mi)
se transforma en:

o(07) =) - )= o001, ()= € o011 )

(donde p(E(j'n)/x) representa la “credibilidad™ que el observador
atribuye a la hipoétesis condicionante y FX(X) es una funcién
derivable)s. Esta expresion, del teorema de representacién (debida a de

Finetti (1937)) demuestra que, si las probabilidades “a priori” se
distribuyen de acuerdo con una unica funcién de distribucion Fy(x)

entonces. los eventos E(l:N) son intercambiables y que la implicacién

inversa también es verdadera: dada una distribucion de probabilidades
p(E(j’n)) intercambiable para todo n entero positivo, existe una Unica
funcion de distribucion Fx(x) tal que satisface la formula de
representaciéon, es decir existe una Unica mezcla de probabilidades

2 De acuerdo con la nomenclatura de Link, G. (1980).
3 Obsérvese que la relacién anterior se verifica para todo x con la misma funcién Fy(x).
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binomiales que la define*.

Si en el teorema de representacion se supone, en particular, que la
variable se distribuye uniformemente en el intervalo [0,1], se verificara
que:

(x.n)) — n _ —L =
p(E )_(XJB(X+1,n X+1)_n+1 (x=012,...,n)

(donde B(',’) denota una funcion Beta). Este corolario demuestra la

vinculacion formal de los conceptos de intercambiabilidad e
independencia. Que, como ya se menciono, la relacién sea en términos
exclusivamente formales implica que las ecuaciones formuladas desde
un punto de vista objetivista a partir de la condicion de independencia
estocastica, pueden ser interpretadas desde un punto de vista
subjetivista a partir de probabilidades subjetivas e intercambiabilidad.
Esta reinterpretacion condujo a de Finetti (1931)(1934)(1937a) a
formular el principio de “reduccién a la intercambiabilidad”, la cual le
permitié obtener una justificacién analitica del proceso que conduce a
asociar intersubjetivamente la probabilidad de ciertos eventos a la
frecuencia observada en eventos analogos, sustituyendo las
probabilidades [O,l] binomiales objetivas desconocidas y el concepto de

independencia por probabilidades subjetivas e intercambiabilidad.

La cuestion a analizar en este trabajo es si dicho principio de reduccién
a la intercambiabilidad rige para clases mas generales de eventos en
las que no se admita como supuesto el principio de la razom
insuficiente.

2. EL TEOREMA DE DESCOMPOSICION ERGODICA

Teniendo en cuenta que a partir de una interpretacion objetivista, el

4 Curiosamente este teorema no fue apreciado en toda su magnitud hasta fines de la
década de 1940. Fréchet, M. (1943) lo menciona al pasar como “una férmula obtenida por
Khinchin y de Finett?’. A este respecto cabe mencionar a Kyburg, H.E.; Smokler, H.E.
(eds.) (1964): “En un cierto sentido el concepto mas importante en la teoria subjetiva de la
probabilidad es el de ‘eventos intercambiables’. Hasta la introduccién de este concepto (por
de Finetti (1931)) la teoria subjetiva de la probabilidad no fue sino una curiosidad
filoséfica. Ninguno de aquellos para quienes la teoria de la probabilidad constituia un
sujeto de conocimiento o aplicacién presté demasiada atenciéon sobre el mismo. Debe
tenerse en cuenta que la introduccién del concepto de ‘equivalencia’ o ‘simetria’ o
‘intercambiabilidad’, como se denomina en la actualidad, proporcioné la vinculacion entre
la nocion de probabilidad subjetiva y el problema cldasico de la inferencia inductiva’.
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concepto de probabilidad ergédica constituye la mayor generalizacion
de la propiedad de independencia estocastica, se puede considerar a la
representacion de probabilidades estacionarias mediante mezclas
Unicas de probabilidades ergodicas como la expresion mas general del
principio de reducciéon a la intercambiabilidad. Ahora bien, esta
condicién de unicidad de las mezclas genera situaciones en las que la
funcion de distribucién F, (x)de las probabilidades ergédicas posee un

significado fisico al que muchos autores han asignado un caracter
objetivo, lo cual podria interpretarse como una excepciéon a dicho
principio.

La teoria ergodica comienza con el intento de Boltzmann, L. (1868) de
representar la distribucion de probabilidades de un proceso estocastico
en términos de promedios en el dominio del tiempo5. Dados un proceso

estocastico {X(t)}, continuo en el dominio de los estados y continuo en

el dominio del tiempo y una funcién g(X)en el dominio Q(X)de los
estados, el valor esperado de g en el dominio Q esta definido por

I g(x) f, (x)dx, donde fx (x) denota una funcion de densidad. Asimismo,
Q
sea una region A 0Q(X) sustituyendo la funcién g por una funcién

indicador de A, | A, se verificara entonces que: _[lA(X)fX (x)dx=p(A) .
Q
Sea, por otra parte, T (t, X)

la ley que determina la trayectoria del proceso {X(t)}, de modo que, si

X(O): xentonces X(t) =T(t,X). Supéngase que esta transformaciéon sea
“measure-preserving” (o natural), es decir tal que M[T(t, A)] =M (A)
donde (+) denota la clase de todas las medidas de probabilidad). El

promedio en el dominio del tiempo de la funciéon g esta dado por
t

r‘r‘{g(x)]= lim % | g[T(y, X)]dy. Sustituyendo la funcién g por una funcion
t-o0 0

indicador |p, este promedio (asimilable a una ley de los grandes

numeros) puede ser interpretado como el tiempo promedio a
permanecer en la region A por el proceso que se encontraba en el

5 Este desarrollo conocido como “teoria abstracta de los fenémenos dindmicos” deriva de
la interpretacion del comportamiento de los procesos en términos de mecanica clasica.
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estado X en el momento 0. El problema fundamental de la teoria

ergodica consiste, entonces, en demostrar que el promedio del proceso
en el dominio del tiempo existe (condicion de estacionariedad), que es
Unico (es decir, independiente del estado inicial del proceso) y que el
promedio en el dominio de los estados puede ser calculado como un

t
promedio en el dominio del tiempo, jQ a(x) fx(x)dx= lim % | g[T(y, x)]dy (es
| Y] 0

decir, demostrar que la probabilidad p(A) puede ser expresada

objetivamente de forma univoca como el promedio del tiempo a
permanecer por el proceso en la regién A)-

Sea, en particular, un espacio formado por infinitas sucesiones
binomiales E ={E1,E2,---,En,--}, sea Xn(E)el n-ésimo elemento de una
sucesion de E y sea una transformaciéon T similar a la mencionada
precedentemente, tal que X, (TE) = x,.a(E)(n=1.2,..) de modo que

xn+1(E)= xl(Tn E). Esta transformacion representa la repeticion de la
prueba de la sucesiéon binomial E :{El, E,,....E, } y su aplicacion
proporciona el resultado a obtener en la repeticién siguiente, es decir,
la sucesién E,TE,T?E,..define una realizacién o trayectoria del proceso.
Se dice que una probabilidad p(s)sobre Q es una medida estacionaria

si, para todo conjunto A 1 Q se verifica que p( _"A)= (A (h=12,.) es

decir, si las funciones de probabilidades sobre sucesiones finitas de
eventos permanecen invariantes en el tiempo.

Supéngase que, en particular, E; =1y E; = o = 1.2,..) representen los
resultados posibles de dicho fenémeno binomial, la propiedad de

estacionariedad es condicion necesaria y suficiente para poder
asegurar que el limite de la frecuencia relativa del resultado E,

n
lim lZ‘EP existe y que, dada una funciéon g integrable, el limite del

n—eN i3

1l i
promedio en el dominio del tiempo, rle o E g(T' E): E( g) :m(g), también
existe y es independiente de E. Lo cual demuestra que todas las

realizaciones del proceso poseeran las mismas propiedades asintoticas
con probabilidad igual a 1. La propiedad de ergodicidad implica,
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entonces, que un proceso ergodico es invariante, es decir posee en su
totalidad las mismas propiedades asintéticas y, por lo tanto, no puede
ser separado en partes y garantiza, ademas, la unicidad de los limites
de las frecuencias relativas del resultado E ©.

Dado un proceso que contenga conjuntos invariantes no-triviales, el
teorema de descomposicion ergodica? considera la relacion entre los
conceptos generales de ergodicidad y estacionariedad y demuestra que
toda sucesién estacionaria admite una representaciéon integral en
funcion de probabilidades estacionarias o, lo que es lo mismo, una
Unica descomposicion ponderada en partes ergodicas (es decir, con
idénticas propiedades asintéticas para cada una de las partes, pero
diferentes para las distintas partes), cada una de las cuales puede ser
definida como un subconjunto del conjunto de infinitas sucesioness.
Supongase una transformaciéon p(-)no—ergédica, entonces, dado un

conjunto invariante A, se verificara que p(A> O). Supongase, ademas,

dos conjuntos A y Ay =Q-Aque no contengan subconjuntos
invariantes no-triviales, entonces las probabilidades condicionadas
p(- / Al) y p(- / A2) seran ergbdicas y su representacion integral sera de

la forma p(B)= p(A1)P(B/A1)+ D(AZ)D(B/ A2). Dado que p(Al)"‘ D(A2)=1 y

0< p(Al), p(A2)<1 se puede asegurar que p(B) esta definida por una

mezcla tUnica de probabilidades ergodicas donde p(A;) y  p(As)

representan las ponderaciones. En general, se puede asegurar que,
dada una descomposicion O, la integral sobre O de las probabilidades

ergodicas Po (E)correspondientes a las particiones D ponderadas por

una funcién 4(D), define wuna probabilidad estacionaria

6 Como corolario de esta afirmacién se puede concluir, entonces, que las leyes de los
grandes numeros son casos especiales del teorema ergoédico y que, en consecuencia, el
fundamento de la interpretacion frecuencista de la probabilidad no es (como afirma
Landro, A.H. (2010)) la condicién particular de independencia, sino la propiedad mas
general de ergodicidad de la sucesion de repeticiones generadas por el fenomeno
aleatorio.

7 Debido a Koopman, B. (1930), von Neumann, J. (1932a)(1932b)(1932c) y Birkhoff, G.D.
(1931). Khinchin, A. (1932a)(1932b) (1933) y Hopf, E. (1932)(1936)(1937) propusieron
una formulacibn puramente probabilistica de este teorema, en términos de
transformaciones del tipo “measure-preserving”.

8 Debe tenerse en cuenta que, en el caso de eventos simples, las propiedades asintéticas
estan caracterizadas por los limites de las frecuencias relativas que convergen a las
respectivas probabilidades dentro de cada parte, pero son distintas para las diferentes
partes y la probabilidad total esta dada por la mezcla ponderada de dichos limites.
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p(E) =] po(E)d(D).
0O

Como corolario de los resultados anteriores, se obtiene que las
sucesiones de eventos intercambiables son estacionarias, pero con
propiedades asintéticas variables debido al condicionamiento de las
probabilidades y que las sucesiones de eventos independientes estan
asociadas a una medida ergédica. Luego, dado que las medidas
Bernoullianas satisfacen la primera ley de los grandes numeros y que
la propiedad de ergodicidad implica un comportamiento limite idéntico
para todas las sucesiones, se puede concluir que las probabilidades
Bernoullianas son ergodicas y por lo tanto que el teorema de
representacién clasico es un caso particular del teorema de
descomposicion ergoédica, en el que la probabilidad p define una

componente ergédica formada por el conjunto de sucesiones cuya
frecuencia relativa converge a p 9.

En el ambito de la teoria ergodica el teorema de representacion podria
ser interpretado de la siguiente forma: la condicion de
intercambiabilidad (es decir, de estacionariedad) garantiza la existencia
del limite (desconocido) de la frecuencia relativa. En términos de una
aproximacién subjetivista esta “ignorancia” podria ser caracterizada,
entonces, por una mezcla sobre sus posibles valores en la que las
ponderaciones de las distintas hipétesis surgen como asignaciones
personales de los supuestos verdaderos valores de las probabilidades
mediante el proceso de condicionamiento Bayesiano y permitirian
obtener una evaluacion intersubjetiva de la probabilidad.

Ahora bien, si el proceso es tal que admite una descomposiciéon por la
existencia de una particion ergoédica que depende exclusivamente de
las propiedades de la ley que determina su trayectoria, las
ponderaciones de la descomposicion asumen un significado fisico, lo
cual indujo a algunos autores a postular que su distribucién no
dependia de las caracteristicas subjetivas del condicionamiento
Bayesiano. Pero, la naturaleza axiomatica de las premisas en las que se
basa el teorema de descomposicién, permite concluir que su aceptacion
reviste un caracter exclusivamente subjetivo.

Por otra parte, el hecho que la propensiéon sea una propiedad fisica del
disefio del experimento basada en el supuesto de un comportamiento
estructural dado del fenémeno y que su interpretaciéon del concepto de

9

La demostracion rigurosa de la interpretacionteletema de representacion como un caso particalar d
teorema ergddico se debe a Ryll-Nardzewski, C.{L98er, ademés, Freedman, D. (1962) y Dynkin, E.B.
(1978).
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probabilidad esté referida a eventos individuales y la consideracion de
una definicibn de las propensiones basada en las propiedades
dinamicas de un fenémeno que posee una “verdadera” trayectoria y
que, por lo tanto, admite una explicacion en términos de mecanica
clasica, implica una justificacién analitica de que la teoria ergédica
admite una interpretacién propensionalista. Lo cual permite concluir
que la teoria ergodica esta afectada por las mismas caracteristicas
metafisicas del modelo propensionalista en el cual la asignacion de
probabilidades es inevitablemente subjetiva.

3. EL METODO DE LAS FUNCIONES ARBITRARIAS

Como una alternativa a la teoria ergédica para justificar la existencia
de una definicion objetiva de probabilidad tnica en el ambito de los
fenomenos dinamicos que admiten leyes deterministicas que
determinan su trayectoria, Poincaré, H. (1896) y von Smoluchowski, M.
(1918) introdujeron el método de las funciones arbitrarias, el cual fue
generalizado en sus aspectos matematicos por Fréchet, M. (1952),
quien demostré que la condicién suficiente para su aplicacién es contar
con un continuo de trayectorias del proceso y una funcién de densidad
sobre este conjunto la cual, bajo ciertas condiciones inherentes al
mismo, se transformara asintéticamente en una uUnica distribucion
final.

Hopf, E. (1934)(1936), de acuerdo con el principio segin el cual los
esquemas que se basan en la realizaciébn de una distribucién de
probabilidades “...no pueden determinar el verdadero origen de las leyes
de probabilidades, ya que se fundan en ellas”, propuso una nueva
interpretacion de las definiciones de Poincaré y von Smoluchowski
fundada en la conjetura que sostiene que la justificacion analitica del
método de las funciones arbitrarias se encuentra exclusivamente en la
teoria ergodica (en la cual, como se vio en la seccién precedente, el
supuesto de existencia de una distribucién inicial es reemplazado por
el de continuidad absoluta y la condicion de independencia es
considerada como un resultado derivado de dicha propiedad de
continuidad), que en ciertos casos la naturaleza ergédica de un
fenémeno dinamico puede ser determinada deductivamente y que, en
consecuencia, el método de las funciones arbitrarias permite, en dichos
casos, definir probabilidades objetivasi0.

10 Posteriormente se demostré que la interpretaciéon subjetivista de la condicion de
continuidad absoluta conduce a la conjetura de Savage, L.J. (1973) segin la cual las
funciones de probabilidades so6lo pueden ser derivadas de otras funciones de
probabilidades.
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El fundamento teérico de la conjetura de Hopf fue proporcionado por
Sinai, Y. (1976), quien demostro que, si el dominio de los estados es
sometido a una particion finita en macro-estados, la sucesién de
macro-estados compone un proceso Bernoulliano, es decir, una
sucesion en la que los macro-estados son estocasticamente
independientes 'y sus  probabilidades estan = determinadas
exclusivamente por la ley que rige la trayectoria del proceso.

Ahora bien, debe tenerse en cuenta que la conjetura de Hopf y los
resultados obtenidos por Sinai se refieren exclusivamente a fenomenos
cuyos comportamientos admiten una explicacibn en términos de
mecanica clasica.

Por otra parte si, como ocurre en los fenémenos facticos, la condicion
de continuidad absoluta no se verifica entonces, dada la inevitable
presencia de factores aleatorios, la (nica) realizacion del proceso no
puede ser considerada como una consecuencia necesaria de su
representacion deterministica.

Asimismo, dado que, de acuerdo con Khinchin, A. (1954), una
condicién necesaria para la convergencia de las frecuencias relativas es
que los valores esperados de las funciones en el dominio de los estados
sean independientes de la distribucion inicial y que esta condicién no
se cumple para distribuciones singulares, se puede concluir que, para
el caso de trayectorias Unicas, los postulados de los teoremas ergodicos
y, en consecuencia, de las leyes de los grandes numeros que vinculan
frecuencias relativas con probabilidades, no se verifican.

4. CONCLUSIONES

Como un contraejemplo al “motto” deFinettiano que postula que “la
probabilidad no existe”, algunos autores propusieron una forma de
identificacion estricta del verdadero valor de wuna probabilidad
basandose en la propiedad de intercambiabilidad, en los postulados del
teorema de representacion y en su interpretacion en el ambito de la
teoria ergodica.

Como prueba de la inconsistencia de esta propuesta, respecto de los
resultados de Koopman, von Neumann, Birkhoff, Khinchin y Sinai
referidos a los postulados del teorema de particién ergodica y al método
de las funciones arbitrarias, se concluyé, en primer lugar, que su
fundamento en premisas de caracter axiomatico (que los fenémenos
admiten una explicacion deterministica en términos de mecanica
clasica y satisfacen la condiciéon de continuidad absoluta) implica que
su aceptacién es de caracter exclusivamente subjetivo.
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Ademas, como una consecuencia inmediata de la justificacion analitica
de la interpretacion propensionalista de la teoria ergédica, se concluyo
que ésta esta afectada por las mismas caracteristicas metafisicas del
modelo propensionalista en el cual la asignacion de probabilidades
también es inevitablemente subjetiva.
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