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Resumen

A menudo sé6lo se conocen estimaciones de las variables financieras. Es usual que
con objeto de utilizar modelos clasicos, apreciaciones como “una tasa de entre el 5% y el
7%”, se conviertan en cantidades exactas, como puede ser el promedio entre los valores
extremos.

En este trabajo se propone un enfoque mas flexible que permite captar la
incertidumbre mediante la utilizacién de algunos elementos de la teoria de los conjuntos
borrosos. La imprecision presente en el capital, interés y/o cantidad de periodos se
modela mediante nuimeros borrosos triangulares. Al apelar a los enfoques clasicos para
evaluar expresiones algebraicas con coeficientes borrosos que hacen uso del principio de
extension y aritmética de a-cortes, se definen las extensiones fuzzy de las relaciones
financieras elementales.

Se obtienen las versiones fuzzy del valor actual y del valor final de un capital borroso
y el VAN mediante la resolucion de ecuaciones con coeficientes borrosos por el método de
a - cortes. Estos desarrollos se aplican a distintos casos de estudio.

Por ultimo, se muestra que no siempre es posible hallar un analogo borroso de la TIR
utilizando los métodos clasicos de resolucién de ecuaciones con coeficientes borrosos. Se
calcula valiéndose de un nuevo concepto de solucion.

Palabras clave: variables financieras, incertidumbre, ecuaciones con coeficientes
borrosos.
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Abstract

Quite often only estimations of financial variables are known. Usually expressions like
“a rate between 5% and 7%” are translated into exact amounts, such as the average
between the extreme values, in order to use classical techniques.

In this paper we propose a more flexible approach which uses some elements of the
theory of fuzzy sets to capture vagueness in the environment. The uncertainty in cash
flows, interest or number of periods is modeled by triangular fuzzy numbers.

The fuzzy extensions of elementary financial relations are developed by using the
classical procedures to evaluate fuzzy algebraic expressions based on the extension
principle and arithmetic of 0 — cuts.

The fuzzy extensions of present and futures value of a fuzzy amount are obtained by
solving fuzzy equations using a - cuts. These developments are applied to cases of study.

Finally, it is shown that it is not always possible to find a fuzzy analogous to the
internal rate of return using classical methods to solve fuzzy equations. It is calculated
using a new solution concept.

The results of this paper suggest that the application of fuzzy methodology to finance
is a good alternative when dealing with uncertainty.

Keywords: Financial variables, Uncertainty, Fuzzy equations
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1. INTRODUCCION

Dentro de las ciencias econémicas el area de las finanzas ha tenido
un tratamiento intenso, riguroso y estimulante durante los ultimos
cuarenta afios. Uno de sus objetos de estudio es cémo hacer una
asignacion eficiente de los recursos que una empresa tiene a su
disposicién y desplazarlos en el tiempo en un contexto en general
incierto.

Los agentes y las organizaciones claves son las familias o los
individuos, las empresas, los intermediarios financieros y los mercados
financieros, todos con su carga de subjetividad e incertidumbre.

A menudo soélo se conocen estimaciones de las variables financieras,
dado que estan inmersas en un ambiente incierto. Es usual que
apreciaciones del estilo: “una tasa de entre el 5% y el 7%” o “un flujo
futuro de fondos que no supere las 800000 u.m. y no sea menor de
500000 u.m.”, se conviertan en valores exactos, como puede ser el
promedio entre los extremos, con el fin de utilizar métodos clasicos.

Cuando se usan modelos financieros, como el valor final y el valor
actual de un capital, las rentas financieras, el valor actual neto (VAN) y
la tasa interna de retorno (TIR), no siempre se conocen todas las
variables, por lo que es necesario hallarlas con algin método de
resolucion de ecuaciones.

En este trabajo se proponen modelos mas flexibles que permiten
captar la incertidumbre mediante la utilizacion de algunos elementos
de la teoria de los conjuntos borrosos. De esta manera, se brinda al
inversor una visiéon mas amplia del entorno en el que se plantea su
problema para la toma de decisién.

La incertidumbre presente en el capital, interés y/o cantidad de
periodos se modela mediante nimeros borrosos triangulares. Al apelar
a los enfoques clasicos para evaluar expresiones algebraicas con
coeficientes borrosos que hacen uso del principio de extension y
aritmética de a-cortes, se definen las extensiones fuzzy de las
relaciones financieras elementales.

A fin de despejar distintas variables financieras, se resuelven
ecuaciones con coeficientes borrosos mediante el uso del método de o -
cortes. De esta forma, se obtienen las versiones fuzzy del valor actual y
el valor final de un capital borroso y el VAN. Estos desarrollos se
aplican a distintos casos de estudio.

Por ultimo, se muestra que no siempre es posible hallar un analogo
borroso de TIR utilizando los métodos clasicos de resolucion de
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ecuaciones con coeficientes borrosos. Para ello se propone otra manera
de calcularla, valiéndose de un nuevo concepto de solucién.

Los resultados de este trabajo sugieren que la aplicacién de
metodologias borrosas al area financiera es una buena alternativa
cuando se pretende captar la incertidumbre del medio.

2. ALGUNAS CONSIDERACIONES TEORICAS?

Se recordaran algunos conceptos basicos de calculo financiero como
el valor final y el valor actual de un capital, las rentas financieras, el
valor actual neto (VAN) y la tasa interna de retorno (TIR).

Si un capital A se invierte hoy a una tasa efectiva peridédica i, el
capital acumulado al cabo de un periodo es S| =A(1+i). Se puede
demostrar que si dicho capital se invierte por n periodos su valor final

es S, = A(l+i)".
Si el valor final de un capital expuesto a una tasa efectiva i durante

un periodo es S|, su valor actual es 4 =5 (1 + i)fl. El valor actual de un

capital expuesto a interés i durante n periodoses 4=3S5, (1 + i)_”.

Las rentas financieras mas sencillas se caracterizan por tener pagos
sucesivos de cuotas en cada periodo de manera vencida. Dichas cuotas
estan expuestas a la tasa de interés i y pueden valuarse tanto como

valor actual V - o como valor final 4 v-.
Primero se analizan las rentas con valor actual. Si se tienen n

cuotas de valor C expuestas a la tasa efectiva i, la renta es la suma de

términos de una progresion geomeétrica representada por la expresion:

Vg =C(4) +C-(+i)" + .+ C-(142)” 1

(1) puede reducirse mediante la féormula que se utiliza para sumar los
términos de una progresion geomeétrica, de la que resulta:

1-(1+4)"

Vi =C——

oV, =C- y(n;i) 2)

Ahora se analizan las rentas de valor final suponiendo la misma
estructura de pago de cuotas del caso anterior.

2 El lector familiarizado con las definiciones de las variables financieras puede obviar este
apartado.
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Se obtiene:
Anﬁ:C+C'(l+i)1+c'(l+i)2+...+C'(1+i)n_1 (3)

Al aplicar en (3) el mismo recurso que en (1) queda:

A5 =c-% 0 4,55 =C- plmi) (4)

Otra posibilidad consiste en valuar una inversion determinada que
requiere de una inversion inicial 4, y a lo largo de los sucesivos
periodos se obtienen flujos de fondos (ingresos menos egresos). Esta
situacion es similar a la de las rentas financieras valuadas a hoy,
debido a que el concepto de valor actual neto (VAN) consiste en valuar

los flujos de fondos de cada inversion para luego determinar cual de
ellas es la mas rentable. Para esto se utiliza la expresion:

VAN =— 4, + /_ (5)
" iy

A T flujo de fondos para el periodo j.

Una vez calculado el VAN de cada una de las inversiones
consideradas, el criterio de decisidon que se utiliza es elegir aquella
inversién cuyo VAN sea mayor. Todas las inversiones que den un VAN
negativo se descartan.

Al hallar la tasa interna de retorno (TIR) se busca la tasa de interés
que hace que el valor actual neto sea nulo. En este caso, la tasa es la
incognita.

0=—dy+3 —"— (6)
= (l +i )J

3. METODOLOGIA A APLICAR

De lo expuesto hasta el momento se deduce que la resolucién de
ecuaciones es una de las técnicas utilizadas para hallar el valor de
determinadas variables financieras.

La utilizacion de conjuntos borrosos permitira captar la
incertidumbre con el objeto de generar modelos con mayor flexibilidad
que brinden al inversor un panorama mas completo del entorno. Se
emplearan ecuaciones con coeficientes borrosos.
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3.1. Evaluacion de expresiones algebraicas con coeficientes
borrosos

Con el objetivo de obtener distintas variables financieras en un
ambiente incierto, se resolveran ecuaciones con coeficientes borrosos.
Antes de abordar los diferentes métodos de resolucién, se revisaran los
procedimientos clasicos para evaluar expresiones algebraicas con
coeficientes borrosos.

Sea f:R" >R, y=f(x,..x,). Si se sustituyen x; 1<i<n por los

respectivos NBT X ; 1<i<n, se obtiene el conjunto borroso
¥=s(%...%,) )
Se proponen dos métodos para evaluar (7).
i. Usando el Principio de Extension
La funcién de pertenencia de Y es

wy (v)=sup{r(x; ... x, )/ f(x; e x, )= ¥} con nlx;,..x, )= min{uy, (x; )}

Iisn”™ 7t
Si X, =X, x.xX, , sea Q,={v/y=s(x)xeX,}. Se define el

numero borroso W por su funcion de pertenencia

()= supla /ye 2, }
Hir Y 0 otro caso '

Buckley y Qu (1990) prueban que W =Y . Ademas si f es continua,
w, =Qa =Y,,0<a<l.
ii. Usando a - cortes y aritmética de intervalos

Se supone que f es continua para poder utilizar el resultado
anterior.

Se calcula Y, sustituyendo por los intervalos X; en la ecuacion
y= (X, ).

Sea V,=f (X yeen X ), determinado mediante el empleo de aritmética
o lo, ney

de intervalos.
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Buckley y Qu (1990) prueban que si f es mondtona, entonces
Y, cV,.0<a<l.

Cabe observar que en general no se obtendra Y, =V, .

Por lo tanto Y, el a - corte de la expresion algebraica definido usando

el principio de extensién, es un subconjunto propio de V, que es el

resultado de evaluar la expresion usando o - cortes y aritmética de
intervalos.

Ejemplo. Sea la funcién f (x;a,b)z ax? + bx y los numeros borrosos
triangulares 4 = (0,1,2), B=1 , X = (— 1,0,1).

Los respectivos o - cortes son 4, = [OL;—OL + 2] y X, = [oc —1-o + 1].

Si se toman los o - cortes de nivel 0.5, 4p5 = [0.5;1.5] y Xos5 = [— 0.5;0.5]
resulta Q)5 = {ax2 +bx/05<a<15b=1,-05<x< 0.5}: [— 0.375;0.875],

porque 0.5° —0.5<ax? +bx<1.5(0.5)* +0.5

Zy5 =[0.5;1.5][- 0.5;0.5][- 0.5;0.5]+ 1[- 0.5;0.5]=[- 0.875;0.875], porque
[0.5:1.5][- 0.5;0.5][- 0.5;0.5] + [- 0.5;0.5]=[- 0.75;0.75][- 0.5;0.5]+ [ 0.5;0.5] =
[ 0.375;0.375]+[- 0.5;0.5]=[- 0.875;0.875]

3.2. Resolucion de ecuaciones con coeficientes borrosos
3.2.1. Métodos clasicos

La resolucion de ecuaciones con coeficientes borrosos es uno de los
problemas de la teoria de conjuntos borrosos que mas dificultades
presenta. Los métodos clasicos, que se derivan de la utilizacion del
Principio de Extension y de los « - cortes, tienen muchas restricciones.
Esto obstaculiza la aplicacién de esta teoria a problemas relacionados
con economia, finanzas, teoria de decision, etc.

Si f:R >R, se considera la ecuacion

74, %)=8 (8)

donde 4;,1<i<n son los coeficientes de f y la incégnita X es un
numero borroso real.

i. Usando el Principio de Extension
Sean S. = {f(a,-,x)/xeXa,ai ed, }, X, =[x1(0c),x2(0c)] 0<ac<l.
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S(; es un o -corte de f(Zl-,X) definido por el Principio de Extension y,
por lo tanto, S, =[0,(a);0,(ct)]
Resolver (8) significa hallar funciones x; (a), Xy (a) tales que SéL =B,
0<ac<l.

Es decir, se buscan x;(a), x,(a) tales que 0;(a)=c;(a),i=12.
Sin embargo esta condicién no es suficiente para resolver el problema.
Para que X sea un ntmero borroso real debe verificarse ademas:

a. x; (0) <X (l) <X, (l) <X (O)

b. x (OL) es continua y creciente en [xl (O), X (1)]

C. X (OL) es continua y decreciente en [x2 (1), Xy (O)]
Si valen todas estas condiciones, los o -cortes X =[x1 (OL), X, (OL)] dan

como resultado un niimero borroso real X = X . » solucion de (8) que se
obtiene empleando el Principio de Extension.

Este concepto de solucion presenta dos dificultades: en general es
dificil determinar S é( y a menudo, ain en casos simples, la solucion no
existe.

ii. Usando o - cortes
Sea S2=f(4,.%,) 0<as<i. S2=[p(a}d,(e)] es un intervalo
cerrado y acotado.

Resolver (8) significa hallar funciones x; (oc), X ((x) tales que Sé =B,
0<ac<l.
Ademas x; (a), X (OL) deben verificar las condiciones a., b., c. para que

X sea un numero borroso real. Si existe, se obtiene la solucién

X=X

c

A veces X, no existe.

Ejemplo. Sea la ecuaciéon AZ=B con A= (1,2,3), B = (2,6,12) .
Los respectivos o - cortes son A4, = [oc +L-a + 3], B, = [40L +2;-6a + 12].

do+2 —6a+12
a+l’ —a+3 |

Al usar el principio de extension, se obtiene W =[

4a+2 —6o+12
a+l  —a+3 |

Al usar el método de los « - cortes, se obtiene Z ={
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3.2.2. Nuevo concepto de solucion

Se considera una ecuacién con coeficientes borrosos que contiene
una Unica variable.
La ecuacion nitida H (x;al,....,an)zb define implicitamente a x

como K funciones de los parametros a; y b. Sea
x=r (a,b), 1<k<Kcon a= (al,....,an) y X un numero real o complejo.
El procedimiento para hallar solucién es el mismo para las K funciones
F; , por lo que se considerara una de ellas:

x=Fk(a,b),paraalgf1n1SkSK 9)
Si se sustituyen a; y b por los nimeros borrosos triangulares Zi y

B respectivamente, se resuelve la ecuacion
H(X.4)=8,
con X : numero borroso complejo o real y A= (Z] yorennn Zn )

La primera nueva solucion se basa en la ecuacién (9).

n
Se define Aa=HAia, 0<a<l . Se supone H continua y F}
i=1

continua en A4y x By .
Si Q;(a)={F,(a,b)/ac 4,,beB,},0<a<l, X, esun conjunto borroso
real o complejo definido por su funcion de pertenencia:
supfo/x € Q, (o)} six e, (0)
k (x) =

0 en otro caso

X, es una solucion de la ecuacién con coeficientes borrosos
H(X.4)=5.
Buckley (1992) prueba que si Qk(O) contiene s6lo numeros reales,

entonces X; es un numero borroso real.

Al suponer que la nueva solucion y las obtenidas por los métodos
clasicos existen, de la comparacién entre ellas surge que X 0 S X PIRS

H es monétona, entonces X, < X, .
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4. CONCEPTOS FINANCIEROS EN UN AMBIENTE INCIERTO
4.1. Valor final de un capital

El capital que se invierte durante n periodos y la tasa estan dados

por los nimeros borrosos positivos 4 e [/ respectivamente.

Al utilizar propiedades del producto y la suma de nuimeros borrosos

positivos, Buckley (1987) prueba que § es el capital acumulado luego

de n periodos, resulta S (1+I) . En términos de los a -cortes

queda S, =4, (1+1,) 0<a<l.

Si la cantidad de periodos es un numero borroso 7 y S esel capital
final, aplicando el Principio de Extensién unificado a la expresion

S, = A(l + l')” , se obtiene su funcién de pertenencia definida por:

pg (x)=sup(6),

r(x)

con 0= mln{u (a) g (i), (n )} I(x)= {(a,z,n /a(l+i)' }

~

Buckey (1987) demuestra que si n =n, entonces Mg( )=u§n (x) Esto

implica que ,u§( ) max [mm{,us (x,a j )}j Quiere decir que se halla
1<j<K

§nj y se trunca a la altura o; para luego tomar el maximo de todos

estos conjuntos borrosos. Puede resultar que S no sea un numero
borroso.

4.1.1. Caso de estudio. La tasa de interés.

Un ahorrista sabe que dispondra entre u$s 14800 y u$s 15500, pero
lo mas posible es que sean u$s 15000. Se propone invertirlos a una
tasa I Luego de un afo, necesita extraer entre u$s 3400 y u$s 3800,
pero lo mas posible es que retire u$s 3500. Después de dos anos de su
deposito inicial desea tener entre u$s 14000 y u$s 14800, pero de
acuerdo con las tasas vigentes sabe que lo mas posible es que disponga
de u$s 14500. Hallar los valores extremos y el mas posible que puede
tomar la tasa de interés.

Se consideran los NBT:
A= (14_8 15.0 15_5) capital inicial

S, = (3 4,3.53. 8) extraccion que debe realizar al cabo de un ano
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§2 = (14.(),14,5,14,8) capital que pretende disponer luego de 2
anos

Queda planteada una ecuacién con incognita |

[(Z-3))+ar]+[(4-5,)+ AT]T =5, (10)
Como el producto de nimeros borrosos es distributivo con respecto a la
suma resulta: (Z—§1)+ 27+(Z—§1)7+272 =§2

a2 +a-§+(A-5)=5  ay
Si se considera: B=24-8,, D=4-38, la ecuacién (11) se reduce a
AT+ BT+D=5,

Al implementar o -cortes, la solucion 7 con [, = [xl (oc),xz (oc)] se
obtiene resolviendo para cada o el sistema:

{al (o)0xy (@) + by (e, () + (o) =5, () (12)

a; (a)x, (a))z + by (e (o) + dy (o) =5, ()

a;(0)=0.20+14.8 ay(0) = —0.50.+15.5 (13)

by(a)=0.70 +25.8 by(a)=—-1.1a.+27.6 (14)
si(a)=0.70+12.8 s,(a)=—-0.700 +14.2 (15)
dy(o)=0.50+11 d,(0)=—0.60+12.1 (16)
sp(a)—dy(a)=0.200+1.8 s5(a)—d,y(a)=-0.1a + 2.1 (17)

Al reemplazar en (12) por (13), (14), (15), (16) y (17),

()= —(O.7oc+25.8)+\/(0.7oc+25.8)2 +4(0.2a.+1.8)(0.20 +14.8)
= 2(0.20.+14.8)

—(-L1lo+27.6)+ J(— 110 +27.6)% +4(=0.50.+15.5)(= 0.10. + 2.1)
2(-0.50.+15.5)

X3 (a):
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Cuando se toma o =0 se obtiene que el valor minimo de la tasa de
interés es 6.72% y su valor maximo es 7.32%.
Al considerar o =1, el valor de maxima presuncién es 7.25%

4.2. Valor actual de un capital

Se define el valor actual A(§ ,n) de una cantidad borrosa S , N
periodos en el futuro si la tasa de interés efectiva borrosa periédica es

I . En este caso, S es positivo o negativo e [/ es positivo. Se

necesitaran dos definiciones para A(S ,n), segiin sea S positivo o
negativo.

4, (§,n)= A siysolosi A4 esun namero borroso y Z.(l + T)" =S
A4, (§,n)= A si y solo si A es un ntimero borroso y A= 5(1 + 7)_n

Cabe observar que si 4, (§ ,n) se invierte hoy a tasa 7 , acumulara S
en n periodos debido a que 4 (§,n)(1+7)n =S , pero 4, (g,n)(l+7)n
sera soélo aproximadamente igual a S.

Buckley (1998) obtiene los siguientes resultados:

a. Si Ses negativo, entonces existe Al(§ ,n). En otro caso 4, (§ ,n)
puede no existir.

b. Si Ses positivo, entonces existe Az(g,n). En otro caso A2(§,n)
puede no existir.

Ejemplo. Se mostrara un ejemplo sencillo en el que S es positivo y
4 (§,n) no esta definido.
Sean S =(290,300310) 7 =(0.08,0.10,0.11) n=10
=~ ~( ~\o
Debe ser S = A.(1+I)

Al utilizar a - cortes, la solucién 4 con A4, = [al((x),az ((x)] se obtiene
resolviendo para cada o el sistema:

{al(a)(l +iy(@))” =5 (@)

a(a)(1+5, (@) =s,(a)
s; (o )= 100+ 290 s, (o) =—=10a + 300 (19)

(18)
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iy (a)=0.0200 +0.08 ir(0)=-0.01c +0.10 (20)
Se reemplaza (19) y (20) en (18), queda:
{al ()(0.02¢ +1.08)"° =100 + 290

ay(@)(=0.01a +1.10)"° =—10a + 310

Si a=0, resultan a; =134.33 y a, =119.18, lo que no define un
conjunto borroso.

(21)

En el resto de este trabajo se utilizara 4, (§ ,n) si Ses negativo y

A, (S ,n) si S es positivo. Sélo se utilizara el valor actual de numeros
borrosos negativos cuando se consideran flujos de fondos borrosos.
Si el nimero de periodos 7 es borroso, 4, (S ,n) es el valor actual de

S con funcién de pertenencia uz(x). Resulta:
H,s (x)=sup(6),
F(x)
con 6=min{ug(s)uz (), (n)} y T(x)= {(s, i,n)/s(L+i)" = x}.
Ademas se verifica que W,z (x)z M5 ) Este resultado implica que

Xx)= max | min X, 0 ; . Al razonar como en 4.1. se deduce
i r)= iy, (s, )}

que A4, (S, n) podria no ser un nimero borroso.

4.2.1. Caso de estudio. El pequeiio empresario

Un empresario desea saber de cuanto dinero dispondria hoy si al
cabo de diez afios tendra en su cuenta entre $80000 y $150000,
aunque lo mas posible es que tenga $100000. Se supone que en
promedio la tasa de interés sera como minimo del 3%, como maximo
del 7% y lo mas posible es que sea del 4,5% para los diez periodos.

Se consideran los NBT:

S =(80000,100000,150000)  capital final

I = (0.03,0.045,0.07) tasa de interés

n=10 cantidad de periodos durante los
cuales se hace el depésito.
En este caso se desea hallar el valor actual A4 .

Como S es positivo se utiliza A=S .(1 +1 )_" para resolver la

ecuacion.
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Si se emplean o - cortes, la solucion 4 con Ay =[a1(oc),a2 (oc)] se
obtiene resolviendo para cada o el sistema:

{01(0[)251(“)(1”2(‘1))_10 =S1(05) (22)
a;(a)=s,(a)(1+i, (@)™ =s,(a)

51 ()= 200000 + 80000 55 (o) ==500000. + 150000 (23)
i;(0)=0.0150 + 0.03 ir(0t)=-0.0250. + 0.07 (24)
Si se reemplaza (23) y (24) en (22), resulta
{al ()= (20000 +80000)(- 0.025¢ +1.07) "

a,(a)=(~50000c +150000)(0.015¢ +1.03) ™"

Al tomar o =0, se obtiene que el valor minimo de dicho valor actual
es $40667,943 y €l valor maximo es $111614,09. Al considerar a=1, el
valor de maxima presuncion es $64.392,993.

(25)

4.3. Rentas financieras
4.3.1. Valor final

Un capital borroso C se deposita al término de cada periodo de
interés durante n periodos y el interés borroso efectivo periodico es T.

El capital acumulado Znﬁ luego de n periodos es:
~ ~ o~ ~ ~ ~\n-1
A5 —C+Cli+T )+ Cl+T),

con C e [ numeros borrosos positivos
En términos de los o - cortes queda:

A7 = C B(nur (i) 0<a<l.

o
Si el numero de periodos % es borroso, sea Aﬁﬁ el valor futuro de
la renta cuya funcién de pertenencia es:

M7 (x)= ??5(9) :

con 9=min{u5(c),u7(i),uﬂ(n)} y T(x)={(c.i,n)/c-Bli,n)=x}.
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Ademas, si n=n se obtiene lﬁ (x)z Wy 7 (x) Este resultado
n n

permite encontrar Znﬁ facilmente debido a que

w01 minfy ol ) |

4.3.1.1. Caso de estudio. El rendimiento

Una persona desea reunir al cabo de tres afios una suma que varia
entre los $15000 y $17000, aunque cree que necesitara $16500,
suponiendo que abonara $4000 en concepto de cuota. Calcular los
posibles valores que puede tomar la tasa de interés.

Se consideran los siguientes datos:
Z3ﬁ =(15000,16500,17000) capital acumulado al cabo de tres anos

C =4000 cuota nitida y por lo tanto caso particular de NBT
n=3 cantidad de periodos

Con el objeto de hallar la tasa de interés I se plantea la ecuacién:
va=C+C-(1+T)+C-(1+T)2 (26)
(26) puede expresarse de la siguiente forma:
a 7 =C+C+C-T+C+2-C-T+C-T?
n

a7 =3.C+3-C-T+C-T?

Al emplear o- cortes , la solucién ] con Iaz[xl(oc),xz(oc)] se
obtiene resolviendo para cada a el sistema :

a ()77 =3-C+3-Coxy (o) + € (xy (@))?

a3 ()77 =3-C+3-C - (0)+ € (x ()’
a (a)nﬁ =1500- o + 15000 az((x)nﬁ =-500- o + 17000 (28)

C=4000
Si se reemplaza (28) en (27):

15000 + 15000 = 12000 + 12000, (o) + 4000(x, (ct))*
— 5000 +17000 = 12000 + 120001, (o) + 4000(x, (ct))*

(27)
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_ —12000 + \/(12000)2 —4-4000 - (= 15000 — 3000)
- 2-4000
—12000 + J (12000)* — 4 -4000 - (5000 — 5000)

2-4000

Al tomar a=0 se obtiene que el valor minimo de la tasa de interés
es 23.20% y su valor maximo es 37.08%. Al considerar a =1, el valor
de maxima presunciéon es 33.71%

X1 (0‘)

X2 (a):

4.3.2. Valor actual

Se hacen pagos borrosos C al finalizar cada periodo de interés

durante n periodos con una tasa de interés borrosa [ .
El valor actual de dichas cuotas es el niumero borroso:

~ nN e\— 7
Av =J§1Cj(l+1) J

Cabe observar que con objeto de alivianar la notacién se considera
cada éj =A2(€,j).

Si el namero de periodos 7 es borroso, sea VNV el valor actual de la
n

renta cuya funcién de pertenencia es:

“ri (x)= ?1(15(6)’

con 0= min{,u5 (c), Uy (i), 15 (n)} y I(x)= {(c, i,n) c-y(i,n)=x}.

En este caso si 7 =n entonces Wi
n

V (x): MVnﬁ (x .

4.4. Valor actual neto (VAN)

Se considera un flujo de fondos neto borroso A =(Zj) 0<j<n,

con I tasa de interés borrosa que representa el costo de capital de la

firma. 4, es un numero borroso negativo y los restantes Aj son
positivos o negativos. La tasa / es un nimero borroso positivo.

El valor actual neto borroso de A es:
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0 1 sid, <0
VAN(A,n)= A4, +> A, |4, j) con k()= Nj
(.n)=1, jzzl l4;.J) 0 2 sid; >0

En términos de los o -cortes:
n .
- —J
A, =34, [1+1,)
J=0
En caso de considerarse varios flujos de fondos, se calculan sus

respectivos VAN. Sélo se tienen en cuenta aquellas propuestas cuyos

VAN sean mayores a 0 y luego se determina la mejor opcién de
inversion eligiendo la de mayor valor.

4.4.1. El pequeiio inversor

Un inversor desea saber cudal de tres inversiones es la mas rentable.
Cuenta con informacion incierta sobre la tasa de interés y los flujos de
fondos futuros, por lo que se construyeron los siguientes NBT para no
descartar informacién:

Flujos de fondos para cada proyecto:

Proyecto 1 Proyecto 2 Proyecto 3

Ay =-50000 A4, =-80000 4y =-30000

A4, =(~1000,-500,-300) 4, =(1000,2500,3000) A4, =(10000,12500,13000)

4, =(50000,60500,70000) 4, =(30000,40500,50000) 4, =(20000,32500,35000)

4, =(11000,12500,15000) 4, =(21000,22500,23000) A, =(17000,20500,23000)
Las tasas de interés para cada periodo son las siguientes:

Proyecto 1 Proyecto 2 Proyecto 3

T =(0.03,0.04,0.05) T =(0.02,0.035,0.07) T =(0.04,0.055,0.07)

Al aplicar la metodologia explicada se obtienen como soluciones
numeros borrosos que representan los valores actuales netos para cada
proyecto de inversién. Como los numeros obtenidos no son NBT, se
utiliza el orden natural para manejar la informaciéon que proporcionan.

Proyecto 1 Proyecto 2 Proyecto 3
VAN =(3901,16567,28647) VAN = (-35720,-19484,~7328) VAN = (10690,28505,35305)

En este caso, utilizando el criterio de seleccién del VAN, se elegiria el
Proyecto 3 por tener mayor valor.



54 Morifnigo, Eriz / Cuadernos del CIMBAGE N° 9 (2007) 37-57

El método del VAN se generaliza a proyectos con fecha de
finalizacion incierta. Sea #n la finalizacion del proyecto

a=(4,) o<j<n.
Si VAN(Z) es el valor actual neto del proyecto, su funcion de
pertenencia es:

() = sup(0),
F(x)

n .
con 0= miniuzj (aj ), wr (i) (n)} y I(x)= {(aj ., n)/ Ya; (1+i)7 = x} _
j=0
Si Zj >0 1<j<n entonces uz(x)z “(Z,n)(x)-
El caso mas comun de flujo de fondos es tener una inversién inicial

ZO <0 y una sucesion de retornos Zi >0 1<j<n.En este caso, se
puede hallar VAN (A) porque [ Z(x)z Ejz;)}( kmm(u(g,nj)(x),a J))

Si se consideran flujos de fondos con duraciones inciertas, se
ordenan los conjuntos VAN (A) de mayor a menor. Los conjuntos
borrosos VAN (Z) no son necesariamente nimeros borrosos cuando #

es borroso. Nuevamente, las propuestas se descartan si VAN (Z)< 0.

4.5. Tasa interna de retorno (TIR)

Sea el flujo de fondos borrosos Z:(Z]) 0<j<n. ZO <0 y

A;1<j<n son positivos o negativos. La TIR(Z,n) es una tasa de

interés borrosa I que hace que el valor actual de todas las cantidades
futuras iguale a la inversion inicial. Por lo tanto / satisface:

zAk([)(Aj’j):_AO , con k(l): ) - .
=1 2 s5id;>0
T es un numero borroso con ip>-1.
La situacion mas comun y mas importante ocurre

cuando4; >0 1< j<n y en este caso se garantiza la existencia de una

Unica TIR. Se puede ver que estos flujos de fondos borrosos tan simples
pueden no tener solucién.
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En general la TIR no se puede calcular utilizando los métodos
clasicos de resolucion de ecuaciones con coeficientes borrosos.

Ejemplo. Se mostrara un ejemplo sencillo en el que no es posible
definir la TIR.

Sean -4, =(100,110,110) 4, =(190,200,300) 4, =(190,200,300)
Queda planteada la ecuacién:

Si se considera I = (il .iz,i3), mediante el método de los o -cortes se
obtiene el sistema:

—2

190.(1+4, )% +190.(1+4, )" =100 (29)
300(1+i,) > +300(1+i,)" =110 (30)
200.(1+i3) 2 +200(1+i5 )" =110 (31)

Al resolver (30) y (31) se obtiene i, =1.535 e i3 =2.505, lo que no da
como resultado un niimero borroso.

4.5.1. Nueva propuesta para la TIR

Como se ha visto, los métodos clasicos de resolucion de ecuaciones
con coeficientes borrosos no siempre permiten definir la TIR en un
contexto incierto. Por ese motivo, se propondra otra manera de
calcularla utilizando el nuevo concepto de solucion para la resolucion
de ecuaciones con coeficientes borrosos.

Se pretende hallar el valor de [ que satisface la ecuacion
n .

~ ~\-j ~
S A7) =-4,.
j=1

Sid; =[aj1(oc),aj2(oc)J, 0<j<n, 0<a<l, se define :

Q(a):{i/zn:aj.(l+i)j =—ay,a; eAja,OSan} para 0<a <I1.
J=1

El conjunto borroso I dado por la funcion de pertenencia
uT(x)=sup{0L/ er((x)}es un numero borroso que ademas verifica

I, =Q(a) para 0<a<l.
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I es la TIR borrosa para el flujo de fondos Zz(Zj ), debido a que

siempre es posible calcularla. Ademas, si existiera solucién I, o hallada

por los métodos clasicos, resultaria /j <1 .

5. COMENTARIOS FINALES

En este trabajo se han presentado alternativas a la utilizacion de
cantidades exactas cuando se trabaja con variables financieras en un
escenario incierto. Este enfoque brinda al inversor una visidbn mas
amplia de sus posibilidades dado que las metodologias borrosas
aplicadas captan de manera adecuada la incertidumbre existente.

Los autores siguen trabajando en el tema con el proposito de
desarrollar nuevas técnicas que permitan expresar la imprecision, pero
que no tengan las limitaciones que a menudo presentan las ecuaciones
con coeficientes borrosos.

Algunos autores como Sanchez y Tercefio (2003) utilizan un método
de ajuste de la estructura temporal de la TIR que les permite
cuantificarla. Hacen uso de técnicas de regresion borrosa.
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