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LOS PUNTOS SOBRE LAS IES

E's posible que alguien encuentre este libro demasiado elemental.
Quiero dejar constancia expresa de que, delzberadamente, le doy
ese cardcter. No faltan en castellano —y- 7o digamos en otros
idiomas — obras magistrales que tratan con la debida extension
los temas aqui abordados. Entrar en competencia con sus autores
seria une tarea superior a mis fuerzas. Pero, aunque estuviera a
mi alcance, no la intentaria. i Para qué rehacer lo que ha sido ya
bien hecho? Mis propésitos son mucho mds modestos, pero — a mi
ver — mo menos ttiles. Intento dar a los principiantes una vision
inicial del cdleulo de las probabilidades y del de las diferencias
Sfinitas, éste dltimo lamentablemente descuidado entre mosotros.

Paso a_paso, con la mayor simplicidad posible, se van exponien-
do ante el lector los conceptos bdsicos y los mds sencillos procedi-
mientos operatorios de modo que — al terminar el volumen — la
lectura de los tratados magistrales sea fdcil, atrayente, cautivado-
ra, sin que dificultades de orden mecdnico — puramente mecdni-
co— se intemongan entre los doctos expositores y el curioso lector.
La empresa es menos fdcil de lo que a primera vista parece. Al
poner mano en ella he tratado de suplir con amor lo qué de cien-
cia me pudiera faltar. ;Lo habré conseguido? No soy yo, cierta-
. mente, el llamado a pronunciar U’ardua sentenza.

J. G. G.
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PROBABILIDADES Y DIFERENCIAS FINITAS

PRIMERA PARTE

PROBABILIDADES

CAPITULO PRIMERO

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

DEFINICIONES

1. Una urna contiene 15 bolillas, de las que 5 son azules, 7
blancas y 3 rojas. Se extrae una bolilla al azar, gde qué color serd la
bolilla extraida ?

Para poder dar una respuesta exacta, seria necesario que conocié-
ramos a ciencia cierta Ja colocacién de las bolillas en la urna y las
variaciones que se producen en ella al removerlas:

No poseyendo esos datos, nada podemos afirmar, y sélo decnnos
que la salida de una bolilla determinada depende del azar.

Como se ve, el azar no es, en este caso, sino una palabr'a elegida
para encubrir nuestra ignorancia. Y lo mismo acontece siempre, cual-
quiera que sea el fenémeno de que se trate (1). En la paturaleza no
existe el azar, y, si para nosotrcs existe, es inicamente porque. ; lo 11-
mitado de nuestra inteligencia nos lmplde, en uva infinidad de ocasio-
nes, penetrar las causas y las leyes que rigen la produccién de los
acontecimientos. .

Desconociendo las causas que han de influir en la produccwn de un
acontecimiento més bien que en la de otro cualquiera, nos vemos obli-
gados a evaluar qué circunstancias, por nosotros conocidas, pueden
influir favorable o desfavorablemente en su prqducci()n.

(}) Como es logico, nos referimos exclusivamente a los fen()menos fisicos, sm
entrar a considerar los de orden moral,
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En 6l ejemplo dado, nuestra ignorancia acerca de la colocacién de
las bolillas en la urna y de las variaciones que, al removerlas, se pro-
duciran, nos impulsa a considerar como igualmente posible la salida de
una cunalquiera de las quince bolillas que hay dentro. Por consiguien-
te decimos que hay quince casos posibles. De las quince bolillas, cinco
son azules; luego, si sale una azul tiene que ser una de esas cinco, es
decir, que hay cinco casos favorables a la salida de una bolilla azul.
Los casos fuvorables estan, pues, en la relacién de 5 a 15 con respec-
to a los posibles. Esta relacién recibe el nombre de probabilidad.

Probabilidad de un suceso es la relacion del nimero de casos favora-
bles al miimero total de casos posibles, cuando todos los casos son igual-
mente posibles.

En el ejemplo considerado, la plObabllldad de que sea azul la boli-
lla extraida es 5/,5; la de que sea blanca 7/,;, y la de que sea roja 3/,;.

2. La definicién que se acaba de dar contiene una condicién que
no ha de perderse nunca de vista. Se dice cuando todos los casos son
igualmente posibles. En el ejemplo propuesto, admitimos que el color
de las bolillas contenidas en la urna no ¢nfluye en su probabilidad de
salida. La definicién se presta, asi, a la critica, al valerse implicita-
mente del concepto mismo que pretende definir, pero es indispensable
tijar desde luego tal limitacién; su olvido puede conducir a errores
groseros, segiin se vera méas adelante, al examinar algunos problemas,

3. ‘Ocurre a veces gue no se ¢conoce ton exactitnd el nimero to-

tal de casos posxbles pi el de casos favorables. S6lo se sabe gue, des-
pués de hacer » pruebas,-en- igualdad de cond1c1ones el acontecmuen-
to A; obJeto de la prueba, se-ha presentado m veces.

No se puede afirmar que la fraccion m/n gea realmente la probabi-
lidad de A. Pero si el nimero de praebas, », ‘68 suficientemente grande,
la experiencia permité asegurar que la fraccion m[n ha de diferir
may poco de Ia probabilidad de A. La fraccion m/n obtenida de un mo-
do expenmental es-lo que 'se llama ‘frecuenciir.”

‘4. Supongamos que se tiene un dado comin, de seis caras, ¢ cudl
es la probabilidad de que al arrojarlo se presente el punto 6? Evi-
dentemente 1/0, puesto que son 6 las caras — casos pombles -y solo
una de ellas €s ¢l seis — caso favorable.

Pero, despues de lanzarlo un gran nimero de veces — digamos
6000 — - encontlamos que el 6 sélo se ha presentado 400 veces. La
frecuencia es 40010000— 1/... ¢ Qué consecuencia se saca del hecho? Que
el dado ofrece,. evxdentemente un defecto de fabricacién gue dificulta
'la. pleseuma 'del 6; en otros términos, que los. seis caSos no son tgual-



mente posibles.

Se ve por ésto, que la observacion de la frecuencia permite inves-
tigar si log instrumentos materiales —dados, bolilleros, naipes, etc.—
son normales o defectuosos. ' .

A este respecto cabe recordar la anécdota que cita BERTRAND en el

prologo de su bello libro sobre probabilidades.

Un dia, en Napoles, un hombre de-la Basilicata, en presencia del
abate GaLiaNI, agité tres dados en un cubilete y aposté a que sacaba
3 seis. 'Y lo hizo. Bl caso es posible, se dijo. Repitié la experiencia;
con el mismo resultado, y nadie observo nada. Pero cuando una ter-
cera, una cuarta y una quinta vez se produjo el hecho, el abate no
pudo méas y exclamé: « Sangue di Bacco. Esos dados estdn cargados.»
Y lo estaban. ¢ No era posible aquello ? Si, teéricamente lo era, pero
_su probabilidad era tan pequefia, ‘que prdcticamente era imposible.

5. Lo dicho permite formular la que CasteLNUOVO llama ley em-
ririca del azar, y cuyo enunciado es el que sigue:

« En una serie de pruebas, repetidas un gran nimero de veces en
igualdad de condiciones, cada uno de los ‘acontecimientos posibles ‘se
manifiesta con una frecuencia relativa, que es, sobre poco mds o menos,

igual o su grobabilidad. La aproximacion .crece, ordmanamente a me- !

1

dida que crece el numero de pruebas. » .

Se advierte, sin esfuerzo, que esta ley empirica del asar, por su ca-
racter especial, no puede ser equiparada a un postulado geométrico.
La certidumbre que sentimos ante uno de ellos es absoluta, dentro de
la relatividad de los conoc¢imientos humanos. Dos -lineas paralelas,
dentro de la geometria euclidea, deben forzosamente no encontrarse
jamas,

&i lanzamos on dado al aire 60000; 600000; 600000000 de veces,
cada punto se presentara un pumero de veces que diferird relativa-
mente muy poco de 10000; 100000 o 100000000. La plobablhdad de
que, en este tltimo caso, un punto dado --el cinco, por ejemplo —
salga s6lo un'millén de veces en Jugar de cien millones es de una
pequeiiez tal que hace que se pueda considerar el caso como material-
mente imposible, Sin embargo, no hay ninguna. imposibilidad material
para que ello ccurra. Y conste que éste no es un mero . ]uego de pa-
labras. o 1 : ) :

Mas adelante, al estudiar el teorema de SANTIAGO BERNOULL] ‘ha-
bra ocasiéon de volver sobre este punto. Ahora, sélo se trata de fijar
conceptos, desvanecer pre3u1c1os y evitar errores de ‘interpretacion
muy comunes. : Ty B : '
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LA CERTEZA

6. La probabilidad estd sizmpre expresada por una fraccién pro-
piu y positira. No se concibe que pueda haber mas casos favorables
que posibles, v si el nimero de unos y otros es igual, la relacion que
expresa la probabilidad es igual a uno; pero entonces no hay ya pro-
babililad, sino certeza. De una urna que no contiene sino bolillas
blancas, s6lo una bolilla blanca puede salir.

Uno es, pues, el simbolo de la certezu. Por otra parte, si no hay
ningin caso favorable a la produccién del acontecimiento, éste no
puede producirse, De una urna donde hay 20 bolillas de distintos co-
lores, pero ninguna blanca, Ja probabilidad de sacar una bolilla blan-
ca no puede ser sino 9/,, = 0.

Cero es, pues, el sinbolo de la smposibilidad que, en cierto modo, es
también una certeza. :

7. Probabilidad epnfreria es la de que no se produzca un aconte-
cimiento dado.

Como el acontecimiento se yroduce o o, la suma de ambas proba-
bilidades ha de ser ignal.a uno, Llamando p a la probabilidad de que
el acontecimiento se produzca. y ¢ a la contraria, se tiene

p+aqg=1 =1—q oo g=1—p

Luego, restando de uno la probabilidad de que el acontecimiento. se
produszca, se tiene la contraria.

III

PROBABILIDAD TOTAL Y PROBABILIDAD COMPUESTA

8. La probabilidad que se acaba de ver es la probabilidad simple, -

llamada asi porque depende de una sola erentualidud.

Pero, puede ocurrir que Ja produccién de un suceso dependa de va-

rias eventualidades. Dos casos se pueden, entonces, presentar: que di-
chas eventnalidades se excluyan o que se complementen.

En el primer caso la probabilidad se llama foful; en el segundo,
compuesta. .

9. La probabilidad total es igual a lu suma de las prohabilidades:

simples que lu componen, Una urna contiene a bolillas azales, b blancas

¢
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y r rojas. ¢ Cual es la probabilidad de que salga una bolilla azul o
blanca ? '

Llamemos Py, 7oy Po) & 138 probabilidades respectivas correspon-
dientes a a salida de una bolilla azul, una blanca o una roja. Como
si sale una azul no puede salir una blanca, es decir, como ambas even-
tnalidades se excluyen, 1a probabilidad es total. Y decimos que es lgual
a la suma de las probabilidades simples de dichas eventualidades

P =pu + 2o

En efecto, el nimero total de casos posibles es igual al nimero de
bolillas que contiene la urna: a -+ b+ r; y el nimero de casos favo-
rables al de las bolillas azules y blancas. a+b.

Luego, la probabilidad es:

__aot+bdb _ a b _
P—¢L+b+9’—tb‘+b+r+a +b‘+¢—?"a>+7’<b>-

10. La grobabilidad compuesta es igual al producto de las probabi-
lidades simples que la forman. . :

Dos urnas contienen: la primera « bolillas azuales y b blancas, la
segunda o bolillas azules y V' blancas. ¢Cual es la probabilidad de

- sacar dos bolillas azules, sacando una de cada urna?

Como se quiere que sulgan las dos bolillas azules, o8 decir, como
ambas eventualidades se complementan, la probabllldad es compuesta
Y decimos que es igual al producto de las probabilidades simples de
dichas eventualidades.

Sean p y p/, respectivamente, esas probabilidades.

Cada una de las a + 0 bolillas de la primera urna puede combm‘u-
se, al salir, con cada una de las o’ 4 ¥’ de la otra. El namero de com-
binaciones que pueden formarse entre las bolillas ‘de ambas urnas to-
mando una de cada urna, es (« + b) (¢’ + 7). -

Este es el namero total de casos posibles. De igual modo, cada
una de las « bolillas azules de la primera urna. puede combinarse, al
salir con cada una de las o’ de la segunda. El ndmero total de casos
favorables es, asi, aa’. La probabilidad es, entonces:

aa ) a a ,

= GFDW@ ) axbaxoy PP

11. Osmservacioxes. 1. Puede ocurrir que la produccién del pri-
mer acontecimiento infinya en la del segundo..Si por ejemplo, una ur-
‘na contiene a bolillas azales y b blancas, y se quiere determinar
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‘a-probabilidad- de extraer dos bolillas blancas seguidas sin reponer la
bolille extraida, la probabilidad buscada es:

b b—1-
«+.b.a4+6—1

puesto que, una vez que salié' la primera bolilla blanca, sélo quedan
en la urna '+ b'— 1-bolillas y, entre ellas. b — 1 blancas. Luego, la
probabilidad de sacar una bolilla blanca — habiendo salido la prime-
ra—es (b—1)f(a+b—1). Ylade qne concurran ambas eventuali-

dades

b ' b—1
Cudb et b =1

Otro ejemplo: Una urna contiene noventa bolillas numeradas del 1
al 90;°¢ cual es la probabilidad de que la. pnmera bolilla extraida sea,
a la vez, un miitiplo de 15 y de 187

Cada 15 nimeros consecutives hay uno miultiplo de 15, y cada. 18
uno miltiplo de 18. Luego, en una serie de nimeros consecutivos, la
plobabxhdad de que salga un nimero miltiplo de 15 es 1/,0, y }a de
‘que salga un multiplo de 18 es !/q.

¢ Serd 1/,,><1/;s Fa probabilidad de que el nimero extraido sea, a

“Ia vez, multiplo de 15 y de 18?7 No, porque el primer acontecimiento
wnfluye sobre ¢l segundo. Ser multiplo de 15 es serlo de 3, y 3-es di-
visor‘de 18. Basta, entonees, que el cocieute de dividir el namero por
15 sea divisible por 6 para que el nimero lo sea por 18, i

Luego, la pI‘Obablllddd buscada es:

l/1;» l/6 = o
Efectivamente, cada noventa nimeros consecutives hay uno divisi-

ble a la vez por 15 y 18, es decir, por 90.
“II. Demostrada esta proposicién para un acontecimiento que de-
pende de otros dos, facil es extenderlo a tres, cuatro, etc. Luego es

general,

v

PROBABILIDA D’ RELATIVA

" 12.  La jrobabilidad «relative»> de gte un suceso se verifique mds
bien que ofro, es-tgucl (I resullcdo de dividir la prcbabilidad del dcon-
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tecimienlo que se espera mds bien que otro por la sumaz de las proba-
bilidades de los acontecimientos que se toman en cuenld.

Si de-un bolillero que contiene bolillas de colores distintos: blan-
cas, rojas, negras, amarillas, azulés, se extrae una al azar, ¢cudl esla
probabilidad de que sea blanca mds bien que roja o negra?

Llamando P a la probabilidad buscada se ha de tener:

» p(b)v -

P = .
Py + P + 20

En efecto se puede prescindir de las bolillas azules y amarillas, cu-
ya salida no influye en la produccion del hecho que interesa. Dejan-
dolas de lado, el nimero de casos posxbles es n+ b+ r; el de-ca-
sos favorables b, y la probablhdad de que salga una bohlla blanca
- mds bzen qué una negra o roja es:

-

b bs T Py
w4 b + ronfs + bls + /s P + Py + o

.donde s es el niimero total de bohllas que hay en la urna.



CAPITULO II

ALGUNOS PROBLEMAS

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS GENERALES

13, 1. dCual es la probabilidad de que extxayendo dos cartas de
una baraja que ‘consta de (uarenta Ja primera sea un as y la segunda
an dos? - : -

Es una plobab_ilidad ccmpuesta, €n la cval el primer acontecimien-
to influye sobre el segundo. Siendo cuarenta las cartas y cuatro los
ases, la prObdbllldad de sacar uno de ellos, a la pnme)a extraccién, es

4/sto = 1/xo

Entre las 39 cartas restantes hay cuatro doses. La probabilidad de
sacar un dos en la segunda extraccién es:

so

y la probabilidad ccmguesta que se busca es:

Yo >< Y39 = 2105-

II. Consideremos, ahora, el problema anterior con una variante:
no interesa el orden de extraccién: la probabilidad, por lo tanto, de-
be aumentar. En la primera extraccién, puede salir un uno o un dos;
hay ocho casos favorables sobre cuarenta posibles, Inego, la probabili-
dad simple es:

8/40 = 1/5.

Quedan 39 cartas: son los casos posibles. Y los favorables son 4,
pues si sali6 un as en la primera extraccién debemos sacar un dos en
la'segunda, y si salié un dos en la primera, hemos de sacar un as en
la segunda. Luego esta segunda probabilidad simple es igual a 4/, Y
la compuesta que se pide

I/5 > 4/39 = 4/195~
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- Probabilidad doble de la antes calculada. Y es légico. La indiferen-
¢ia, en cuanto al orden de extraccién duplica, necesariamente, la pro-
babilidad. .

"III.  Se tiran dos dados dos veces consecutivas, ¢cndl es la pro-
babilidad de gme los puntos sacados sumen 6 la prlmera vezy b5 la
segunda ? - 2

Cada cara del primer dado puede combinarse, al salir, con cualqnle-

ra de las del otro. Lu¢go los casos pOSIbles son 6 >< 6 = 36. Veamos

. ‘cuantos son los favorables, En el primer tiro los dados deben sumar
sets, 1o que se obtiene en las siguientes condiciones:

Primer dado 1

213|415
,Seggndo dado 5| 4 211

Puntos 6[616}6]6

Es decir, en cinco casos. La primera probabilidad simple es, pues,

s ‘
En el segundo tiro deben los dados sumar 5, e]lo se cons1gue de

cuatro maneras diferentes:

Primer dado

11213
,,Ségundo dado 4 {3 |2
) Puntos 5]5]5[5

Cuatro casos; probabilidad 4,36
Luego, la probabllldad buscada es: .

5/36 4/36 = 20 /1296 = /324

puesto que la probabllldad es compuesta, y €l primer acontecimiento,
no influye sobre el segundo. _

IV, - Sino mieresa el orden en que se obtienen los 6 y los 5 pun-
tos, la plObab]l]ddd "se duy hca, de acueldo con lo dicho al anahzax el
problema II. » : - v

V. ¢Cudlesla probabllldad de sacar tres bolillas azules segmdas,,
de- una urna que contiene 5 azules 9 rojas y 2 blancas, sin leponel la
bolilla extraida? :

Es una probabilidad ccmzuésia en'la que cada acontecimiento influ-
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ye en el siguiente. Hay en total 16 bolillas y de ellas 5 son azules,
la probabilidad de sacar una primera bolilla azul es, pues, 516

Salida la primera, de las 15 restantes s0lo 4 son azules. .Lia proba-
bilidad de que la segunda bolilla sea azul es, 4/, Anilogamente, la
probabilidad de obtener una tercera bolilla azul es %/,,. Y la proba-
bilidad de que sean azules las tres:

o , 516 >< 15 < 1 = Yse- .

VI. Se tienen dos urnas: la primera contiene 5-bolillas blancasy
3 rojas; la segunda 7 blancas.y 4 rojas. ¢ Cuél es la probabilidad de
sacar, de primera intencién, una bolilla roja de cada urna?

Ko la primera urna sobre 8 bolillas bay 3 rojas: luego, la probabi-
lidad correspondiente es 3[g. . o

En Ja segunda, hay 11 bolillas en total y 4 rojas; la probabilidad
es . :

Y como ambos hechos se complementan, la probabilidad buscada es:

3/8- > 4'/11 = 3[ay.

. VII. Si dadas las dos urnas del ejemplo anterior se vierte el con-
tenido de una en la otra, ¢cual es la probabilidad de sacar dos boli-
llas Tojas consecutivas? sin reposicion de bolifla. -7

Sobre 19 bolillas hay 7 rojas: probabilidad de sacar la primera bo-
lilla roja, /. o

Sacada ésta, quedan 18 bolillas y entre ellas 6 rojas, luego, la pro-
babilidad de sacar la segunda, habiendo salido la primera, es /5 =
1/, y la probabilidad pedida )

g >< My = "Ig-

VIII. Hay cinco urnas idénticas; dos de ellas —de igual con-
tenido —, con 3 bolillas rojas y 5 blancas,y las otras tres teniendo,
cada una, 4 rojas y 3 blancas. ¢ Cuél es la’ probabilidad de que elegida
una urna al azar salga una bolilla roja? »

Separemos las urnas en dos grupos de acuerdo con su composicién.
La probabilidad de que la urna elegida pertenezca al primer grupo
es 2/, y la de que pertenezca al segundo, 8/;- La probabilidad de ex-
traer una bolilla roja de cada urna del primer grupo es 3/,, v de ca-
da urna del segundo grupo, ¢/,. Y las probabilidades respectivas ‘de
extraer una bolilla roja del primero y del segundo grupo de wurnas
80n:

2y >< 35 = 3gg y 85 < 4y = 1¥[y5.
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Pero como.lo mismo da que pertenezca a uno o a otro grupo, y co-
:mo 8i sale del primero no puede salir del segundo, la probabllldad
buscada.es:

8/2 + 12/35 = 69/14%)'

IX. Cuatro urnas contienen, respectivamente: la primera 7 bo-
lillas rojas, la cegunda 5 rojas, la tercera 6 blancas y la cuarta 3 ne-
gras. dCual es la probabilidad de que salga una bolilla roja o negra?
* Como las bolillas contenidas en cada urna son todas del mismo co-
“Jor Ta salida de una bolilla de un color dado depende sélo de la elec-
ciéon de la urna. De las cuatro urnas, tres dan lugar a la salida de
una bolilla roja o negra. Luego la probabilidad buscada es igual a 8/,.

LI

I

ANALISIS DE €ASOS PARTICULARES

- 14. X. sCudl es la probabilidad de que sobre 17 personas que van a
sentarse al rededer de una mesa; dos dadas resulten colocadas una al
‘lado de otra? : : :

"~ Supongamos que una de esas dos personas ocupe ya su aswnto es
“claro que a su derecha’ puede sentaise cualquiéia de las otras 16; lue-
‘go entre 16 casos posibles h'ly uno en que la persona que se swnta a
su derecha es la requerida; la plobabll]ddd es, asi, 1/15. Es también
1/,, la probabilidad de gué se siente a Ja izquierda; y como no nos in-
teresa a que lado se ha de sentar y si Jo hace a Ia derecha no puede
hacerlo a la izquierda, la probabilidad pedida es: -

Y+ l/16 = 1/s-

XI. Se apilan al azar ocho volamenes. Entre ellos hay una obra
en 4 tomos, otra en 3 y la dltima en 1. 4 Cudl es la p1obab111da,d de
que los tomos de cada obra estén juntos? .

Los ocho voltiuenes se pueden colocar de tantas maneras como
permutaciones cabe hiacer con 8 objetos, es decir: Pg = 8! Ks e] ni-

mero de casos posibles.
Calculemos el niimero de casos favorables. Supongamos las 3 obras

separadas, es decir, los 4 tcmos de la primera atados entre si y lo.

mismo los 3 de la segunda. Tenemos, pues, tres grupos de libros que
pueden permutarse de 3! maneras diferentes.

Ademés, los 4 tomos de la primera obra pueden permutarse, en el
paqaete, de 4! maneras distintas, y los 3 tomos de la segunda obra
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pueden permutarse, a su vez, de 3! maneras diferentes, Y como cada
uno de esos cambios aumenta el nimero de formas en que se pueden
apilar los tomos, el nimero final de casos favorables es: 3! 413!y
la probabilidad requerida:

314131 313! 3 38
81  5><b>T7>x8 4>5>7 140’

XII.© Tres muebles idénticos, A, B, C, tienen cada uno dos cajones
que llamaremos ¢ y «, B y B, v y v, respectivamente. En el mueble
A -cada cajon tiene una moneda de oro. Los del mueble B tienen, cada
uno, una moneda de plata. Y en el C el cajon y contiene una moneda
de oro y el y’ una de plata. ;Cual es la probabilidad de que, abriendo
un cajéon al azar, encontremos una moneda de oro?

Los cajones son 6 y, de ellos, 3 contienen una moneda de oro. La
probabilidad pedida es. pues, *[;. i

Con cierta laboriosidad — instructiva — se llega al mismo resul-
tado. . : : -

La probabilidad de elegir un mueble dado es !/, y la de elegir, en-
tonces, un cajon ,. Pero en los muebles A y B la eleccion del cajén
no interesa, puesto que las monedas contenidas en ambos son iguales:
elegido el mueble A se tiene automiticamente moa moneda de .oro;
optando por el B s6lo una moneda de plata se puede hallar. La duda
s6lo subsiste para el mueble C. La probabilidad de ballar en éste
una moneda de oro o de plata es /;><1[, = [s. Luego, tomando en
cuenta todas las circunstancias se tiene:

Probabilidad de hallar una moneda de oro (muebles A o C)

Ys + s = %ls = s
Probabilidad de hallar una moneda de plata (muebles B o C)
Ys + e = s
también, ~ '

XIII. Dados los muebles del problema anterior admitamos gue,
abierto un cajon, se hallé una moneda de oro. ¢Cuél es la probabili-
dad de que en el cajén contigno haya, también, una moneda de oro?

El cajon abierto no pertenece-al mueble B, pues sos dos cajones

_tienen s6lo monedas de plata. Se trata, pues, de los muebles A o C.
El cajén abierto es, entonces, el «, el o' o el y. En los dos primeros
casos el otro cajon del mismo mueble tiene una mouneda de oro; en
el tercero una de plata. Tiego, la probabilidad de hallar una moneda
de oro es 2, y la de hallar una de plata /5. :
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XIV. TUna urna contiene 3 bolillas blancas, 4 negrasy 5 rojas.
¢ Cual es.la probabilidad de sacar tres bolillag del mismo color sin
reponer las extraidas?

Empecemos por las blancas. Hay 12 boh]las y de ellas 3 blancas,
luego, la probabilidad de sacar la primera blarca es 3,45 la de sacar
la segunda ?/,1s ¥ la de sacar la tercera l/10 Y la de que salgan tres
bolillas blancas seguidas, es

_ 819 < 2/11‘>< 1o = Y20+ .
Del mismo modo se tiene para Jas bolillas negras: probabilidad de

sacar la primera, 4/,,, la segunda 3/,;, y la tercera 2/, Y la de que
salgan tres negras seguidas: o ' :

. B 410 >< 31y >< 210 = *[as0-

En cuanto a las bolillas rojas, la probabilidad de extraer la prime-
ra es 5/,,; la segunda ¢/, ; la tercera %/,,, y las tres seguidas:

CB8f1e >< 1y >< 319 = aa0+

Pero como lo que importa no es un determinado color, sino que las
tres sean del mismo color, y como si salen de uno no pueden salir de
otro, las probabilidades se excluyen, y la probabilidad buscada es

1/220 + 4/220 + 10/:20 = 3/44-

‘XV. Sobre una mesa hay 13 monedas con 5 caras y 8 escudos a
la vista. ¢ Qué probabilidad hay de que separando 6 monedas al azar

resulten 3 caras y 3 escudos? :
Veamos los casos posibles. Son tantos como combmacmnes B8€ pue-

den hacer con 13 objetos tomados de 6 en 6.

013 = 1716.

Determinemos los casos favorables.
Con cinco caras tomadas de tres en tres, se forman:

=10
I,J N

grupos diferentes.
Y con ocho escudos, tomados de tre% en tres se forman

0} = 56

grupos distintos. .-
Como cada uno de los 10 grupos de 3 caras puede combinarse con

| .
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cada’uio de los 56 grupos de 3 escudos, se pueden formar 10 >< 56=

560 grupos diferentes de tres caras y tres escudos cada uno. Son los

casos favorables. :
La p10b¢b111dad buscada eg, por lo tanto

60/1 716 — 14()/4'29-

XVI. Se tiene un juego de 48 cartas. Si se sacan tres, ; cudl es la
probabilidad de que sean del mismo palo?

La primera carta que salga no interesa. Lo que importa es que la
segunda y tercera sean del mismo palo que la priméra.

La probabilidad de que la segunda carta sea del mismo palo que
la primera es !!/,; puesto que del palo que ya salié sélo quedan 11, de
las 47 que hay ahora en la baraja. Del mismo modo, la probabilidad
de la tercera, es °/,,. Y la probabilidad buscada — compuesta, por
complementarse las eventualidades —

o >0 = 51051

XVII. Hay tres urnas: la primera contiene 5 bolillas blancas y
3 rojas; la segunda, 2 blancas y 10 rojas; la tercera, 11 blancas y 13
rojas. De una urna, elegida al azar, se saca una bolilla blanca. g Cual
es la probabilidad de que la bolilla extraida provenga de la primera
urna mds bien que de la segunda o tercera?

La probabilidad de e]eglr la primera urna es !/,; la de sacar de
ella dna bolilla blanca 5/;, y la de que la bolllla blanca provenga de
la primera urna es:

g >< r/s = /24

Del mismo modo la plobablhdad de elegu la segunda uma y sacar

" de ella la bolilla blanca, es:

g >< Mg == Y.

Y, andlogamente, se tiene para la tercera:
T T

La probabilidad que se pide es relativa e igaal, por lo tanto, a la
probabilidad del acontecimiento esperado dividida por la suma de las
plobablhdades de los acontecmnentos que se toman en cuenta O sea:

5 I3
24 |
5 1 11 9°

sy oo T e T Y 18" vy Tn
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XVIII. - Se tiran dos dados simultdneamente y se repite tres ve-
ces la experiencia. ¢ Cual es la probabilidad de que salgan por lo me-
nos una vez el punto 5 y el punto 77 .

La probabilidad. de que la suma de los puntos que marquen ambos
dados sea 5 es 4[;; = ,. La de que sea 7 es 8y, = '/, Y la de que
sea otro numero es, evidentemente:

1,1\ 13 o

Sean p, p’, p" estas probabilidades.

La de que los tres acontecimientos ocurran, y se “sucedan en tn or-
den dado es, pp'p”.

Si no interesa el orden de presentacion, los acontecimientos pueden
agruparse de tantos modos como permutaciones se pueden hacer con
3 objetos, es decir 3! = 6. Luego, la probabilidad sube a 6pp'p".-

Del mismo modo, Ja probabilidad de que ocurra dos veces el primer
acontecimiento y una el segundo, si se establece un orden dado, es
ppp’ = pp’.

Que, sin aterder a ese orden, se eleva-a Cip2p'=3p2p’, puesto que los
dos acontecimientos se pueden presentar de tantas maneras como com-
binaciones cabe hacer con tres objetos tomados dos a dos (o uno a uno).

Se advierte, en el acto, que la probabilidad de que ocurra una vez el
primer acontecimiento y dos el segundo es, también, 3pp'2..

La probabilidad. buscada es la suma de las tres acabadas de enume-
rar y que encierran todas las eventuahdades posibles. Luego

1 113 11 11 381
S, Y o2 — B, 3 — = .
6pp's" + 3p%' + 3pp 65 58T 81 67° 9 36 324

XIX. Se tiene a la vista la mitad de un naipe, tal como lo indi-
ca la figura. ¢ Cuil es la probabilidad de que sea un siete y cual la

de que sea un ocho? (1).
Yy 3
%6

(1) Este problema, dibido al actuario francés QUIQUET, es un ejemploltipico
de lo facil gue es errar al enumerar los casos posibles y favorables. Ld prlmero
que se le oturie a uno es decir qué ambas probabilidades son 1guales Un andli-
gis mas detenido de la cuestién lleva a la solucién verdadera.
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La carta puede ser tanto un siete como un ocho. Pero en el ocho
las dos mitades son jguales, en tanto que en el siete s6lo ofrece ese
aspecto la mitad superior. Luego, el nimero de casos posibles es 3.
Y el de favorables es uno para el siete y dos para el ocho.

Las probabilidades respectivas son, pues, !/; para el siete y 2/,
para el ocho.

"XX. Una urna contiene m bolillas numeradas de 1 a m. Se ex-
traen de ella » bolillas. ¢Cnal es la probabilidad de que entre estos
#n nameros haya % previamente elegidos?

Desde luego, del enunnciado se desprende que debemos tener: -

m="n
n=k
Entre los » nimeros puede estar cualquiera: de los m que contie-

ne la urna. Luego el nimero de casos posibles es el de las combi-
naciones de m objetos tomados de » en n:

w mMm—1m—2)...[m—(n—1)] m!
m = n! _-&n!(m-—n)!'

Los casos favorables son aquellos en que los % némeros elegidos
figuran entre los » que salieron.

Ahora bien, el nimero de combinaciones de m objetos tomados. de
n en n, que contienen % ob]etos determinados, es igual al nimero de
combinaciones ‘que se pueden formar con los m —k objetos restantes
tomados de »—% en n—#k. Luego, el nimero de casos favorables
es:

ot (=D
m=k = (g — k)1 (m—n)!"

Y la probabilidad:

(m — k)!
(n — &)V (m—mn)!  (m—Ek)!n!
! T =k lmt
nl(m = n)l

XXI. En las condiciones del problema anterior, ¢ qué probabili-
dad tiene una persona que ha elegido » n@meros de aceltal k de
elios ? Por supuesto » = 1.

Antes se debia acertar -los % nimeros que se elegmn Ahora bas-
ta acertar k entre » elegidos.
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Como cualguiera de los » nameros puede formar parte de los Z,

el acontecimiento se produce de tantos.modos como combinaciones
se forman con » elementos ‘tomados de % -en %, es decir, Cﬁ;

En el caso anterior, la probabilidad de acertar % ndmeros eligien-
do % era: : = ‘

- (m—T)in!
- (n—Fk)Im!’

Los casos en que se puede acertar son, ahora, CX veces mis. La
probabilidad -buscada es, pues:

. (m —E)nl_ ‘k_(m—k)!'nlx n! .
T (n—k)! m! T =k ml Tkl (0 —Fk)! T

o (m—=B)! (nl)?
kK [(n=Fk) 1 ]Pmy "

Apliguemos la férmula hallada a la vieja loteria de cartones.
En un bholillero hay 90 néimeros y se extraen 5. ¢Qué probabili-
dad hay de acertar 2, previamente elegidos?

_ (m—Ek)! n!
T (n—k)! m!

P_(90—2)!><5!_5!><881 - 4><5 2

T (5—2)I>901 31><90! 89>90 80l

Es la probabilidad de acertar un ambo.
La de acertar un nimero es:

_ Blxc8ol 1

T 41><90! 7 18° -
La de acertar un terno: k
O BIx87l 1

T 21><90!  11748°
La de acertar un cuaterno:

P_5!><86!__ 1
90! ~ 511038°
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Y la de acertar una quina (o loteria) (*):

__Bl!8sl 1
T 01901 T 439492687

P

Si se busca la probabilidad de acertar un wimero tomando 5, se
tiene: '

1 1 _ 5
Os < 1= 18
0 sea: ' .
(m—E)!(n!)? __89!><(5!)2'__ 5

I [(h—k)IPm! (4DF><90! 18

Para un ambo resulta:
2 20 -

2 _— —
05 >< 501 = Bo1

o, también,
881> (5 20
21>< (31)2>< 90!~ 801

Para un terno: .
8 1 5
5 >< 19748 = 5874

Para un cunaterno:

04 o 1 T 5
5 7~ 511038 ~ 511038

Y para una quina (o loteria):

1 1

D
Cs >< = .
- 5 7S 43949268 43949268
(') Recordemos que, por conveneién, es 0! = 1.
0! en si no representaria nada, pero como )

Pn = m!
y-
m = mPm -1 y
haciendo m = 1, queda
P = 1P, = P,

Pero 1 = 1, luego,
1 == 0%,
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XXII. Una persona introduce una mano en un saco que contiene
cierto nimero de semillas, granos, etc., de redacido tamafio, y ex-
trae un puiiado. ¢ Cual es la pxobablhdad de que el ntimero extrai-

do sea par?
Si en la férmula del binomio (a-4-d)™, se hace a=b=1, queda

'2'm-= 1 + (J‘}n—"—cgn-’r e +;;:
am — 1 = Cm + Cm +.. + Cm

Son los casos posibles: total de combinaciones que, de todas las

maneras posibles, se forman con m elementos.
Y si en la formula (¢ — b)™, se hace, también, a=b==1, se tiene:

(1 - 1)771 =0=1-— C}n + C?n - C?n -+ -’- . iCZ:

Cm+Cm+C?n,+---~ =1+C371+C?,;+C?n+
I=1+4+P

Es decir, que las combinaciones con elementos en nimero impar,
I, exceden en umo a las que tienen un nimero par de elementos.
Luego, hay un caso favorable mis a la salida de un nfimero impar
de elementos, y la probabilidad correspondiente es levemente supe-
rior a la contraria, bien que esa diferencia decrezca rdpidamente a.
medida que crece m. Y, entonces, tienden las dos probablhdades a
hacerse iguales a un medio, conforme a la primera impresiéon que

uno tiene.
XXIII. A y B juegan un match. Sus probabilidades respectivas

de ganar una partida son entre si como a:b. ¢ Qué probabilidad
tiene cada uno de ellos de ganar el match, si para ganarlo hay que

ganar dos partidas seguidas?
Para A, la probabilidad de ganar una partida es a/(a + ).

Y la de ganar dos consecutivas

(12

(a + )%
Para B, las probabilidades de ganar una partida o dos consecu-
tivas son, respectivamente: '

b VR
a+t 0 y (a + b)*
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Y la de que, de dos partidas consecutivas gane una cada uno, es:

ab
(¢ + b)%

Ocupémonos de A y admitamos Que gand la primera partida. -
. Puede lograr el triunfo, gavando Ja 1* y la 2* o, si pierde la
‘)"' ganando la 3* y la 4% o si pierde la 2* y la 4% ganando la 5* -

y la 62 Y asi sucesivamente.’
A tales eventualidades coxresponden, 1espect1vamente las proba-

bilidades: . »
af u2) ab ‘ o . ab 2 )
@+ 5 @+ b (a+ 0 (a+ 02 [(a +o)2} ’

La probabilidad de A de vencer en cualquiera de esas formas es-
ta dada por la suma de la progresién geométrica decreciente que
forman esas fracciones, y cuyo primer término es a?/(a - b)?, siendo

abl(e + b)? la razén

. a? . i
S — “ - (¢ + b)? — ? _ a?
1—¢q ub (o 402 —ab  al4ab4 b
T (e + b ' ,

Pero A también puede ganar perdiendo la primera partida. En
cuyo caso debe gapar la 2%y Jla 3%, o la 4* y la 5% o la 6%y
la 72,

Las plobabxhdades reSpectlvas en cada caso son:

b a? b a“_ adb .

i3 GO adb @ b)‘~"(u+b)‘~’v;

. b a? ab 2
a+b (¢4 b)2 [(co + b)?] a
Probabilidades que forman, como se ve, una progresién geométri-

ca decreciente de primer término y razén, respectivamente iguales
a a%f(a +b)® y ab/(a+ b)?. Su suma es:

a%
(¢ + 0P _ah

. b (@A ab F ) (w b))
RCESDE -
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Luego, la probabilidad de A de vencer, sea como sea, es en de-
finitiva:
a? + a%b C a3 4 2a%
ot + ab + b* ' (a® 4+ ab+ %) (e + b)  (a? + ab +0)(a+D)’

La de B se obtiene del mismo modo. Pero no es preciso repetir
el calculo. Basta poner a en lugar de b y reciprocamente en la ex-
plesu’)n hdllada. Se-tiene asi: '

b3 + 2ab2
(«® 4+ ab + %) (a+ D)’

Y

La suma da wno, como es légico y como es ficil comprobar.
IIT
VARIACIONES SOBRE UN PROBLEMA ,CLASICO

15. XXIV. Tres-jugadores, A, B y C sacan cada uno una bolilla
de entre doce, de las cuales ocho son negras y cuatro blancas, hasta
que uno de ellos — que serd el vencedor — saque la primera boli-
11a blanca. Hallar las probabilidades de A, B y C sabiendo que
empieza A y que los otros siguen en el orden indicado. ’

Se pueden hacer dos hipétesis: a) que la bohlla extraida no se
reponga; b) que se reponga. i

12 hipétesis. No se repone la bolilla extraida.:

A puede ganar en la primera, en la cuarta 0 en la septzma ex-
traccién porque antes de que é1 gane no pueden haber salido m4s
que 8 holillas negras: todas las que hay.

Y sus probabilidades en cada caso son:

4 8 7 - 6 4 8 7 6 5 4 3 4
—_ 4 >< _é_

3 18110 9 ><11>< ><9><8 <7

En total: I
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Anélogamente, la probabilidad de que gane B es la suma de las
probabilidades que corresponden a la salida de la primera bolilla
blanca, en la segunda, quinta u octava extraccion. O sea:

8§ 4 8 76 54 8 76 543 24 5

371 T12 1170 98712 11'10°9 87 6 5 165

'Y la de que gane C, es la suma de las probabilidades. de que la
primera bolilla blanca que se extrajga sea la tercera, la sexta o la
novena

Y, como es natural, las tres probabilidadeé suman wno.

9a Jipdtesis. Se repone la bolilla extraida.

Aquni las probabilidades de sacar una bolilla blanca o negra son
constantemente jguales’ a: % = s ¥ %lis = ?/g, respectiva-

mente.
La probabilidad de cada jugador es, ahora, la suma de los térmi-

nos de una serie geométrica infinita puesto’ que, no agotandose las
bolillas negras, puede retardarse indefinidamente la salida de la pri-

mera bolilla blanca.
A puede ganar en la primera, cuarta, séptima ... extraceién,’

cuyas respectivas probabilidades son:

12 1 (¢ 1 (2y 1
30 \3) "3 \3) "3 \3) 37

En total:
1 2\¢ 1 2\¢ 1 : 9
§+(§>‘§+(§>'~‘3+-“— 8 = 19

Del mismo modo, B puede ganar en la segnnda, quinta, octava ...
extraccién.
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Y su probabilidad es:

2 1 [2\% 2 1 ;-2\
§'§+<§>'§'§+<§>'

Y la probabilidad de C, que puede ganar en la tercera, sexta, no-
vena ... extraccién, es:

3t = 8T

w| o
NOTE

RACEE| 2\8 /2\2 1 ACENA AT |
5o @31 -
4
— 2_7‘ ._._4 Y
- 8 19
l—97

¢

Y, también en este caso, las tres probabilidades suman uno.

XXV. Consideremos el caso de que los jugadores sean dos, A
y B; las bolillas que hay en la urna 10, cinco blancas y cinco ne-
gras, y que, apostando A por la salida de una bolilla blanca y B
por la de una mnegra, mo se reponga la bolilla extraida. A pue-
de ganar en la primera, tercera, quinta, séptima 0 novena extrac-
cion,

Y la probabilidad de que gane es, en total:

B puede ganar en la segunda, cuarta, sexta, w octava extraceion.
En total su probabilidad es:
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Pero si sumamos, ahora, esas dos probabilidades xno llegamos @ uno

175 76 _ 251
252 ' 252 252"

¢ Por qué esta anomalia?

Porque hay, también, la probabilidad de que no gane ninguno. Pue-
de ocurrir que A saque todas las bohllas pegras y B todas las
blancas.

- La probabilidad de que esto ocurra es:

Agregando este resultado al anterior se tiene uno, es decir, la
certeza,

Resultado interesante en si, que, aparte de su posible interés
teérico, tiene un indiscutible valor practico. Si se tratara, efectiva-
mente, de un juego real Jeoémo se determinarian las probabilidades
de cada jugador? Mediante las probabilidades relatwas, es decir,
que serian, simplemente

175 76
251 Y 251

Pues, en el caso de.qne A y B agotaran las bolillas, sacando
precisamente, uno y otro, tcdas las del adversario, habria que-tener
la partida por nula y recomenzar.

Iv

PROBLEMA DE LAS COINCIDENCIAS

~* 16, *Ocho :amigos, después de .cenar juntos, estin -tan alegres

que no se preocupan de identificar sus respectivos sombreros-y ‘los
toman al acar. t:,Cuz’a,l es la probabilidad de que mnguno tenga el
suyo ? ) .

Es una variante amena del famoso problema de ]as coincidencias
— rencontres —. Se extraen » bolillas, numeradas del 1 al n. g Cuél
es la probabilidad-de que -ningin ndimero salga en la extraccién co-
rrelativa — el 5 en el quinto legar; el 7, en el séptimo ...?
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Los casos posibles son n!. Si uno de los nimeros sale en su lugar
quedan (n —1)!. Luego, los casos en que ese nimero no sale en su
lagar son a!— (n — 1)!.

Si ya salié uno en su lugar, los casos en que también otro sale

en el suyo son, (n—2)!. Los en que el segundo no sale en su sitio, -

habiendo sahdo el primero, (n—l)'—(n—2)' Y aquellos en que
ninguno de los dos'sale en su lugar

nl—(=1!—[(—1)! —(n=2)!]=n! —2An—1)! + (»— 2)!

Anslogamente, los casos en que un tercer ntimero sale en su lu-
gar —no habiendo salido en el suyo ni el primero ni el segundo —
se obtienen reemplazando en la expresién anterior » por (n—1).
Son, pues, (n —1)! —2(n—2)! 4 (n— 8)!. '

Y, restando esta expresion de la precedente, se obtxenen los casos
en que los tres nimeros salen fuera de su lugar

n!—2n—DI+ B—)! —[(n—1)! — 20— 2)! + (n ——3)'] =
=n!— 3(7z——1)' +3(n—2)! — (n—3)!.

El procedlmlento es general. La probabilidad de que nulguno de
los # nameros salga, en su lugar es por lo tanto:

n(n

P= [n'—n(oz— ! +—1—2(n——2)'

__n(n—13)'(n—2)(n_3)!+ i”(i—_i;-_log];m—_—

n!

1 1 1

1+ 7] —gita— o e~! = 0,36787944 . ..

Son los #» primeros términos del desarrollo de lfe. Si n es sufi-
cientemente grande, como los términos del desarrollo decrecen muy
rapidamente, se puede tomar como probabilidad e—1. Para n=28 el
calculo directo da 0,86788194. Y los resultados coinciden, si nos de-
tenemos en la qumta cifra decimal: 0,36788.

Lia probabilidad de que por lo menos uno de los nimeros salga en
sa lugar —uno de los comensales lleve su propio sombrero — es,
evidentemente, 1 — ¢~ = 0,63212.



CAPITULO III

ESPERANZA MATEMATICA

DEFINICION

17. Una urna contiene a bolillas azules y b blancas. Dos juga-
dores, Juan y Pedro, resuelven hacer apuestas acerca de los colores
de las bolillas que .vayan saliendo en upa serie de extracciones su-
cesivas.

La bolilla extraida es repuesta en la urna en el acto y, a cada
extraccion, el que acierta, retira la suma de m pesos que ha sido
previamente integrada de un modo equitativo por ambos jugadores.
Pedro elige el color azul y Juan el blance.

¢ Cuales deben ser las puestas respectivas?

La probabilidad de que salga una bolilla azul es

—_ a
P =74 40
y la de qde salga una blanca es
= Y '
Po = X

Las probabilidades de gapar de Pedro y Juan estin entre si en
la relacién pw) : D)

Para que el juego sea equitativo, las puestas deben estar en la
misma relacién; luego, para determinarlas, basta repartir la su-
ma m en partes proporcicnales a pgy Y 2.

La puesta de Pedro es:

MP(a)
N = mM
2@ + Py P
desde que

P + Py = 1.
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Y la de Juan

mPp)

= MP ).
Play + Do)

Es decir, la puesta debe ser siempre igual al producto de la suma
eventual m por la probabilidad de cobrarla. Este producto recibe
el nombre de esperanza matemdtica.

II

SUSPENSION ANTICIPADA DEL JUEGO

18. Dos jugadores constituyen un fondo comin, que le serd ad-
- judicado al primero que gane tres partidas. Suspenden el juego
cuando A ha ganado dos partidas y B una. ¢ Qué parte del fondo
comin le toca, entonces, a cada uno, si en cada partida aislada tie-
nen ambos la misma probabilidad de ganur?

La parte de cada uno debe ser, precisamente, su esperanza mate-
mdtica al suspenderse el juego. Este, de proseguirse, no puede durar
m4s que otras dos partidas, porque, o gana A la primera y su triun-
fo es definitivo; o pierde A la primera, en cuyo caso iguala pun-
tos con B, y es la segunda la que designa-al ganador.

Las probabilidades de vencer de uno y otro son:

Para A. Ganando la primera partidas: probabilidad */,. Per-
diendo la primera partida y ganando la segunda: probabilidad
Uy X< My =, :

En total 1/, + 1/, = 3/,.

. Pure B. Ganando la primera y la segunda partida: probabili-
dad 1, >< 1 = ;.

Luego, el fondo comin debe repartirse dando ¢/, a A y '/, a B.

19. Sean, ahora, tres jugadores, A, B y C,de los cuales el pri-~
mero ha ganado dos partidas, el segundo una y el ‘tercero ninguna,
cuando llega el momento de separarse. En cada partida aislada, tie-
nen los tres, — como en el caso anterior — la misma probabilidad
de ganar. ¢En qué proporcion se distribuird el fondo comin ?

El juego puede decidirse en la primera partida —si la gana A —.
Pero de todos modos, no puede requerir, mas de cuatro parti-
das, porque para que gane C —el jugador que estd en peores con-
diciones — tiene que ganar él mismo tres partidas, upa sola B y
A ninguna.
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Veamos qué casos pueden presentarse.

Casos |la Srtg?em Gana Gana Gana Resnlta
partida 1a segunda | la tercera | la cuarta | vencedor .
1 A — — — 4A
2 B - A — —_ A
3 B B — — B
4 B c A — - A
5. B C B —_ B
6 B C c A A
7 B C C 5 B
8 B C c C - C
9 c A - _ A
10 C B A — A
11 C B B — B
S 12 c B c A A
13 C B C B B
14 C B C C c
15 C C A — A
16 C C B. A A
17 o] C B B B
18 € C B C C
19 c c c — c

La probabilidad de ganar una partida aislada es, para cada jao-
gador, 1/,. Luego, en los distintos casos enumerados la probabili-
dad de ganar definitivamente es z; ¥/y; /s © 1/81, segiin haya que
jugar 1, 2, 3 o 4 partidas,

A gana en 9 casos cnyas probablhdades suman

1 19
—+ + + + +27+'~8_1.+-ﬁ.+‘8_1=2—7

B, en 6 casos. Su pro'babilidad ’total es:
| + + + + + =97
Y C en cuatro casos,‘cuyas probabilidades suman:
- 1 11,1 2
- S B + o + 81 + o7 = 97

- A, ByCse repaumin pues, el fondo comiun ploporcmmlmente
a19,6y2



PROBLEMAS

20. 1. Una persona extlae al azax una carta de una baraja de
40 cartas. Si saca un as recibe cmco pesos. ¢Cnél es su esperanza
mateméatica? -

La baraja tiene 4 ases; luego, la probabilidad de sacar uno es
1/,0- La esperanza matematica de cobrar cinco pesos a la salida
del as es, asi: : ‘

1
5 A~ = 5
10 =<5 $0,50.

En efecto, su adversauo gana cuando la carta extraida no es un
as. Y como 36 de las 40 cartas estdn en esas condiciones, la proba-
bilidad de ganar del adveisaiio, es %/;, y su esperanza matematica

9
) B < T() = $4,50. o
"~ Como es légico, las dos esperanzas-suman 5 pesos, o sea la pues-
ta total, que debe ser integrada asi: 0,60 pesos por la primera, per-
sona y 4,50 pesos por la segunda. Por supuesto, si una de ellas ha-
ce de banquero, no tiene. porque pagarse @ st misma la puesta.
II. Tres personas, A, B y C, hacen apuestas acerca de cudl serd
Ja primera carta que se extraiga de una baraja de 40, e interesan
una guesia total de 5O pesos. A elige los ases; B, las figuras, y C,
las otras cartas. GCuéles son las esperanzas matemdticas de los tres
jugadores? : ‘
. La- probabilidad de que salga un as es 1/10; luego, la esperanza
matematica de A es: :
1

)

La plobablhdad de que salga una fzgum es 8/, y la esperanza
matemética de B es:

3 B
5O>< — = $ 15.

10

La probabilidad -de que sa]ga una carta que no sea as ni figura
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es 3/, y la esperanza matematica de C es:
3
'50><—5 = $30.

A, B y C han de contribuir, respectivamente, con 5,15 y 30 pe-
sos a formar la puesta total de cincuenta que retirard el ganador.

III. Una loteria consta de cien nimeros y tiene veinte premios:
uno de mil pesos, nueve de cien pesos y diez de diez pesos. ¢ Cual
debe ser el precio de cada billete pala que sea igual a su esperan-
za matematica ?

La probabilidad de que un nimero dado saque et premio de mil
pesos es 1/,q, y Su esperanza mateméitica

1000><100—$ 0.

La probabilidad de que un m'unero dado obtenga un premio de
cien pesos es °/;p, y Su esperanza matematica

9
100><100 $9.

Y la probabilidad de que a un ndmero le togue un premio de
diez pesos es !9/, y su esperanza matemética '

10
10 < T—OT) = $
Y, como la obtencién de un premio excluye la de los demés, la

esperanza matemética fofal es
‘ 1049+ 1 = §20.

En ofecto, cien billetes a veinte pesos importan dos mil pesos:
valor total de los premios.

IV. TUna persona, A, tira un dado una sola vez. Otra persona, B,
se compromete a pagarle tantos pesos cuantos sean los puntos que
saque. ¢ Cual es la puesta que tiene que pagarle A a B para tener
derecho a jugar? '

Se pide la esperanaa matemdlica de A. Como la probabilidad de
salida de -un punto cualquiera es 1/; la esperanza mateméitica pe-

dida es:
(U +2+3+4+546) =350

N
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desde que la salida de un punto cualquiera excluye la salida de los
demés. ' :

V. TUn jugador, A, apuesta con otro a que tirando un dado dos
veces seguidas sacard en ambas un punto determinado (6, por ejem-
plo). Habiéndolo sacado en el primer tiro, se suspende el segundo.
Y se pregunta: 19 ;qué parte de la puesta colocd cada uno al prin-
cipio?; 2° ;como se distribuye esa suma entre los dos jugadores,
suspendido el segundo tiro?; 3° gcuénto gana A? '

1° La probabilidad de ganar es '/, >< 1/, = 1/,.. Luego, llamando
m a la puesta total, la esperanza matematica de A es: ™[,, y la de
sa adversario: 3™/, Ksas son las puestas individuales.

2% La esperanza matematica de A — obtenido el 6 en el primer
tiro— es ™|, y la de su adversario /;. Es la parte de cada uno
al separarse. ~

3% La puesta de A es ™[, y en la distribucién recibe m/;. Ga-
na, pues, la diferencia:

m m __5m
6- 36 36

VI. Tres jugadores, A, B y C, juegan a cara o cruz, A y B jue-
gan la primera partida. El que gana sigue jugando y el que pierde
es reemplazado por el que no jugd, haciéndose lo mismo después de
cada partida.

Y el que gana dos veces segnidas retira la pueséa total m. Se
pregunta cudles son las esperanzas mateméticas de A, By C: 1° des-
pués de la primera partida; 2° al principio del juego.

Supongamos que A gane la primera partida, y representemos por
a, b y ¢ las esperanzas mateméticas que, después de jugada esa pri-
mera partida, corresponden a A, B y C.

Si A gana la segunda partida es el ganador y se termina el jue-
go. Si no, deja de jugar y toma el puesto de B, que es el que no
jugaba durante la segunda partida. En el primer casn, A cobra m
pesos y B y C nada; en el segundo, la esperanza matematica de A
se transforma en la de B, al principio de la segunda partida, puesto
que ocupa el Jugar que éste ocupaba antes; B toma el lugar de C
y éste, a su vez, el que tenia A al empezar la segunda partida.
Luego, las esperanzas matematicas de B y C, en este segundo caso, -
se hacen respectivamente iguales a ¢ y a a. '

La esperanza matemética de cada jugador, al empezar la segunda
partida, es igual a la suma de las esperanzas mateméticas que re-
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sultan de cada una de las dos hipétesis consideradas,.’y como la
probabilidad es !/, para cada partida, quedan:

v m b c . v a
Resovlviendo el precedente sistema de ecuaciones, son :
0 = 4m b — m. __ 2m
— 7 Py _— —7 3y c = T.

Determinemos, ahora, . las eSperenzas mateméticas —-1epresenta-
das por «, B y y— de A, By C al empezar el juego.

La de C’es la misma antes y después de jugarse la primera par-
tida; Génela quien la gane, su pos1cmn no varia,

Asi, pues:

\

=gt _ Lfdm  m\_ bm
o=p= —2( + )“14'

v

ESPERANZA MATEMATICA POSITIVA Y NEGATIVA

21. Se ha definido la esperanza matematica de cobrar una suma
eventual como el producto de la suma eventual a cobrar por la pro-
babilidad de cobrarla. Y se ha visto que esa esperanza matemjtica
es la puesta que, equitativamente, debe integrar el jugador — antes
de empezar el juego — para tener derecho a jugar.

Se puede considerar, ahora, que el jugador no abona de antema-
no cuota alguna. Si gana, cobra nva suma que es su ganancia €ven-
tnal; si pierde puge una cantidad que es su pérdide eventual. La
probabilidad de ganar multiplicada por la ganancia eventual -da
la esperanza matemdtica -positive, que corresponde a la ganancia. La
probabilidad de perder multiplicada por la pérdida eventual da
la esperanza matemdtica megativa, que corresponde a la pérdida. Y
para que el juego sea equitativo la esperanza matemdtica total — la
suma de las esperanzas mateméticas de ganar y de perder — debe
ser nula, puesto que eso prueba que una y otra son iguales en valor
absoluto.
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22. De este nuevo concepto de esperanza matematlca se pasa al
auterior.

Sean p y ¢ = 1 — p las probabilidades 1espect1vas de ganar y de
perder de un determinado jugador. Y sean, e¢ la suma que debe pa-
gar el jugador si pierde, y s—e la que debe cobrar si gana.

Su esperanza mateméatica positiva es: p(s —e).

Y la negativa: — ge =— (1 —p)e.

Por definicién se tiene: -

p(s—e)—(1—ple =0
ps—pe—e+pe =20
e = ps

es decir, que la pérdida — o la puesta inicial segln se considere.que
~ se paga al final o al principio de cada partida — és.igual al pro- .

“ducto de la suma total atravesada por la probabilidad de cobrarla,

23. Apliquemos este nuevo concepto a un. problema resuelto an-
tes con el otro eriterio.

Tres. jugadores, A, B y C, atraviesan una suma total de cincuenta
pesos, apostando acerca de cudl serd la primera carta que salga de
ura baraja de 40. A, apuesta por un as; B, por una figura, y C,
por cualquiera de las otras.cartas. ¢ Cudles son sus esperanzas ma- .
tematicas, positivas y- negativas? o

Sea 2 la suma que debe pagar A si pierde. Si gana cobrard
50 — =z. :

Co'no sus probabilidades de ganar y de perdex son, 1espectlvamen-

e Yo ¥ 0 tenemos:
50 — x 9.
o ——1—0-——0 NN 50—10.70..—:0
x = 5,

Sea y la suma que debe pagar B si pierde. Si gana cobrara
50 — y.

Como sus probabilidades 1eSpect1vas de ganar y de perder son
310 ¥ /10 tenemos: '

“3(50—y) Ty 7 o
L L =) . -— ]
10 10 150 — 10y 0

j——l5

Sea 2 la suma que debe pagar C si pierde. Si ga,na cobrard 50—z,
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Como sus probabilidades de ganar y de perder son, respectivamen-
te, 3/; y 2[5, tenemos:
3(50—2) 22 . . _ i
———5———3——0_ . 1580 —52 =0
z = 30.

Resultados idénticos a los obtenidos antes.
A% -

LA RUINA DE LOS JUGADORES

24. Esta nueva manera de considerar la esperanza matemética
permite resolver riapidamente un problema ‘clasico: el que se cono-
ce con el nombre de «la ruina de los jugadorves».

Dos jugadores A y B, tienen fortunas (*) respectivamente ignales
aa y b. ¢Qué probabilidad tiene A de arrninar a B, y reciproca-
mente ?

Sea P la probabilidad que tiene A de arruinar a B, y Q=1—P
la que tiene B de arruinar a A. ’

La esperanza positiva de A es Pb, puesto que es b la suma que
espera ganar, Y su esperanza negativa — (1 — P)a.

Luego : .

Ph—(1—Pa=0 .. P=_—7

Anslogamente se tiene para B

Qu—(1— Qb =0 Qzaio'

Es decir, que las probabilidades que tienen, respectivamente, de
arruinar a su contrario A y B son proporcionales a sus fortunas.

Esto nos indica que el jugador de profesion — que no sea tram-
poso, por supuesto — estd fatalmente condenado a arruinarse, pues-
to que juega contra un jugador infinitamente mds rico que él: todos
los deméas jugadores a quienes acepta, sucesivamente, por adversa-

rios.

() Se entiende por fortuna de un jugador la suma total que destina al juego.
Y se admite que el jugador’ estd arruinado cuando ha perdido toda esa suma. -
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Y véase por donde estin perfectamente de acuerdo el cilculo y
fa moral. : ’

Si el juego no es equitativo la cuestién cambia de aspecto: la pe-
queda ventaja que se reserva el jugador favorecido — generalmente
un empresario — concluye por inclinar la balanza a su favor. Es
el caso de las casas de juego, loterias, ruletas, caballitos, carreras
de caballos, etc., que viven — y bastante bien, por cierto — merced
a esa ventaja. ' '

Por eso tiene razén Laurent cuando dice que al jugador .de pro-

fesién no le quedan sino dos caminos abiertos: ser victima o victi-
mario; estafado o estafador — dupe ou coquin.



CAPITULO IV

PRUKBAS REPKETIDAS

EL PROBLEMA GENERAL

25. Sean p la probabilidad de un acontecimiento A, y, g=1—p,
1a del acontecimiento contrario, B. ‘

Si se repite la experiencia — en igualdad de condiciones— un
nimero determinado de veces, n, las probabilidades de A 'y de B
seguiran siendo las mismas en cada experiencia, pero surge, entonces,
un nuevo problema. Al hacer n esperiencius ¢cuintas veces se pre-
sentard A y cudntas B? Si A se presenta m veces, B se presenta-
r4 n—m. Pero m puede tomar todos los valores enteros posibles
eutre 0 y =, luego, B ha de presentarse, correlativamente, un nu-
mero de veces comprendido entre » y 0. Hay, por consiguiente, n4-11
ecentualidades posibles, a cada una d2 las cuales corresponde una;
probabilidad. Determinemos esas probabilidades. :

Empecemos por calcular la probabilidad de que, al repetirse A,
m veces en las » experiencias, lo haga en un orden dudo. Es una
probabilidad compuesta de = probabilidades simples: m iguales a p
— las m correspondientes a la repeticién de A, en el orden dado —
y »— m iguales a ¢ — las de las » —m presentaciones de B, en
un orden dado, también, al establecer el de A.

La probabilidad buscada es, asi: p™g"~™.

Pero, si s6lo nos intéresa el nimero de veces que han de presen-
tarse A y B —y no el orden en que se presenten — la probabili-
dad es mucho mayor que la calculada. puesto que ésta no encara
sino una sola de las diversas modalidades del acontecimiento espera-
do. ¢Cuéntas son esas modalidades? Tantas como combinuciones se
pneden hacer con n objetos tomados m'a m 0 n—m a n—m,

Luego, la probatilidad de que A se presente m veces y B, n—m,
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-—8in otras condiciones — es

n!

P — ]'Nl 11'—.1)'1'
m!l(n ——m)!l 1

Cm p’)’ll qn—m —
n -

26. Se dijo ya, que las erenfualidades posibles son n -+ 1: que
salgan, respectivamente, 4, 0, 1, 2...n veces, y B, n, n—1, n—2...
0 veces. Cada una de ésas eventualidades tiene su- respectiva pro-

babilidad, y, como son excluyentes y comprenden todos los casos

posibles, su suma ha de ser uno.
Y asi es, en efecto, ‘

Somptg =+ =1

m==0

puesto que p+4q =
27. ¢Cual es la plobablhdad de que un acontecimiento A, de

probabilidad p, se presente por. lo _menos una vez €N % experien-
cias?

Aqui estan comprendldas todas las eventuahdades posibles, menos-

la de que el acontecimiento A no se presente nunca en las n experlen-

cias.
Si es p la probabilidad de A, segiin queda dicho, la contraria es:

g = 1 — p; la probabilidad de que A no se produzca nwnca en las
n experiencias es:

o=(01—p"

Y, la de que A se ploduzca. por lo menos una vez, es la contraria
de la anterior, .

1—¢gn=1—(10—p)

La probabilidad de sacar por lo menos una vez el doble seis tiran-
do »n veces dos dados, es, por lo tanto

1— (1=t =1 (gg)n

28. ¢Cuéntas veces hay que repetir "una experiencia para que

gea r la probabilidad de que se produzca al menos una ves el acon-

tecimiento A, de probabilidad p?

e

o
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Es, evidentements,

1—gn=1—(1—py=r
(1—pp=1—"r
log (1 — 7)

" Tog(I —p)

Si se quiere saber cudntas veces se han de tirar dos dados para
que sea !/, la probabilidad de que salga wuna vez por lo menos el
doble seis, resulta ’

log(1 — 1fy) log 2 _ 2"4 605
- 2

~ Tog (I — pe) _ log 36 — log 35
Mé4s de 24 veces. |
1I
APLICACIONES
: .29, I. ;Cull es la probabilidad de sacar exactamente tres figu-

ras de una baraja de 40 cartas, si se hacen cinco extlacuones re-
‘poniéndo cada vez la carta extraida?

m,m n—;n »! m ,,_;,‘ 5! 3N/ 7\? 9
_ —_ e | — | = ;3.
C'llp Q ”Z!(n __,'n)!p q 3! 2!(10) 10 0,13

II. ;Cu4l es la probabilidad de sacar un as, y s6lo un as, tiran-
do tres dados a la vez? .
Lo que interesa no es, pues, la suma de los puntos de los tres
dados, sino el nimero de ases que puedan salir, fomando cada dado
aisladamente. Tirar tres dados a la vez equivale, aqui, a tirar un

" solo dado tres veces seguidus. Luego, la probabilidad buscada es:

1 5\2 1 25 25
mom o n—m __ ~l L OV 3. — — = ——
Cup" ¢ =Gy g (6> N Eal Tl Fi

III. ;Cu4l es la probabilidad de sacar dos veces cara y dos ve-
ces cruz, tirando simultineamente cuatro monedas al aire? '
Lo mismo que en el problema anterior, firar cuatro monedas jun-
‘tas équivalé — dados los términos de la cuestién — a ‘tirar una so-
lu moneda cuutro veces seguidas, es decir, a repetir cuatro veces la
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experiencia, La probabilidad pedida, es, por lo tanto:

- B -3

IV. Una urna contiene una bolilla blanca y dos negras. ¢ Cual es
la probabilidad de sacar, en cinco extracciones, dos bolillas -blan-
cas y tres negras?

La bolilla extraida se. repone a cada extxaccmn, si no el ploblE-
ma.no tendria sentido.

La probabilidad que se pide es, entonces,

2io\s 8 8
C§<%> (—) = 10 ><1><~-=—0

3 9 27 243'
V. Una urna contiene tres.bolillas blancas yb dos rojas. ¢ Cu4l
es la probabilidad de sacar, en seis extracciones, cuatro bolillas ro-
jas por lo menos? '

También, en este caso, es necesario que la bolilla extraila se re-

ponga después de cada extraccion.
La probabilidad pedida es la suma de la,s ploba,blhdades de que
"la bolilla roja salga 4, 5 o 6 veces,

’I7L== \1
i~ (g r ] )l -

16 >< 9 . 32><3 64 112
5625 T 8 ><Tgees T 1se2s — 625°

=15

VI. Una urna contiene una bolilia.blanca y dos negras. ¢Cual
es la probabilidad de sacar, en cinco extracciones, dos veces « lo Sy~

mo la bolilla blanca?
La bolilla blanca ha de salir cevo, ina o dos veces. La probabili-

dad pedida es, por lo. tanto

m=2 NG ’ 1 2 2\38 64

m o, He n—m __ et Y — =

2o =) + () w5 (5] =
VII. Una urna contiene una bolilla blanca y dos rojas. ¢Cual es
la probabilidad de sacar, en cuatro extracciones, la- bolilla blanca

no menos de una vez, w mds de tres? - .
m=8 ! 1 /2y 1\ [9)? IV 2 64
v m o, m n—m ___ — .12 =) . dJ=} i m=
= Cuprat =43 (5) + 6 (3) (3) + 4 (3) 3 81




— 40 —

I

PROBABILIDAD MAXIMA

30. Kutre las n4- 1 eventualidades que resultan haciendo » ex-
periencias en idénticas condiciones, hay, evidentemente, una que tie-
ne mayor .probabilidad que las demas.

Es la que corresponde al término maximo del- desarrollo de

(» + o).

Ese término es mayor que el que le precede y que el que le si-
gue. Si es m el exponente de p en dicho término, se ha de tener:
n—m-+1 ’ . (1)

m_m 'n—.m m—1_m—1
Cop" ¢ " >Cu P g

y también,
' ' - 1 L el
C;llz mn 11 mn > C’m—}- n+ q'n 7, (2)

Operemos primeramente con (1)

n! M yn—"mn %' m—1 pn-—m+1
mln—my1t ¢ ST Y Fesmari LA

n !
_m!(n—-m)_!
n!
(m—1!(n—m-41)!
(m——l)!(n—m—l—l)!.;p>1.

ml(n—m)! q

p m q?l'—”l

>1

' pm—] qn——m+1

(m—l\'(n-—m)'(ﬂ——m-l- 1) 27\ 1
(m—1)!m(n—m)! '

n—m 4 1 P -1
m q :
(» —m <+ 1)p > myq
np — mp + p > my
np +p > mq + mp

m < np 4 p (3)
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De (2) se deduce

’”’(—:_—'—)'pm " m>(m+1)'(Z'——m-—l)!pmﬂqm"n !
_nt
>
m+DHT(n—m—1)!
V(i — m—1)!
W+%£¢$gn“%>r
| ’?f,i Z> 1
(m+1)g > (n—m)p
mg + g > np —mp
m > np—gq (4)

Se ha encerrado, asi, el valor de m entre dos limites

np—q < m < np+p

cuya diferencia es umno, y cada uno de los cuales, si np es entero,.

es igual a este entero més o menos una fraccién,

Y como m forzosamente ha de ser entero, resulta que su valor
més probable es precisamente »p, si éste es entero, o si no uno de
los dos enteros que lo limitan.

31. El acontecimiento mas probable tiene, pues, una probabilidad
igunal a -

n!
(ﬂp)‘(nq)'pn -

Para simplificar el célculo de esta expresién se utiliza la formu-
la de STIRLING, en la cual

n! o pre—n)2am,

Formula que, como se sabe, es asintdtica. El error absoluto que .

se comete al tomar como valor de n! el que nos da el segundo

miembro, créce a la par de n Pero el relativo tiende hacia cero.
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Transformados, mediante la férmula de StirLiNe. los factoriales
que intervienen en la probabilidad méxima, resulta

9 e="Y2nn

p’ll‘]] q‘)l(j ' —
(np)? e=? Y 25np (ng)" 6= Y 23ng

nte—n }, 2 i p'np qn'q 1

WP PP gt gt =Y 2np 2ung Vennpq

puesto qune: )

eh = ¢~ g—n¢" |y ’ W= pP | e,

32. Se tira un dado 6000 veces consecutivas. ¢ Cudl es el nime-
ro de veces que tiene mayor probabilidad de salir el punto seis, y
cusl es esa probabilidad ?

El nimero de veces que el 6 tiene mayor probabilidad de salir,
es:

np = 6000 >< = = 1000.

Y la probabilidad correspondiente
! = =1 0,01383.

'I/Q >< 3,418 >< 6000 >< & < ¢ you86

- Muy pequeiia, como se ve.




CAPITULO V

EL. TEOREMA DE SANTIAGO BERNOULLI

EL DESVio

33. Se ha visto que siendo » la probabilidad de que se produz-
ca un acontecimiento A,y ¢ = L—yp la de que ocurra el contrario,
B, al hacer » experiencias, la eventualidad mds probable es la que
corresponde a la presentacion np veces de A y ng veces-de B, si estos
valores son enteros. Y se ha visto, también, que, no obstante ser la
mayor, esa probabilidad es muy pequeiia. Sera, pues, muy ruro que
el acontecimiento A se presente np veces exactamente.

Mucho méas probable es que se presente un n@mero de veces com-
prendido entre ciertos limites, #p— L y np -+ 1. HEsta cantidad va-
riable, /i, que representa Ja diferencia entre el namero de veces,
m = np + h, que se presenta A en 5 experiencias, y el que corres-
ponde a la probabilidad mdxima, es lo que se llama desvéo.

La probabilidad de que — en la ruleta — salga un nimero de
una de las docenas, — tomando en cuenta el cero, cuya probabilidad
es !f,; — es 12/, y las de las llamadas chances sunples pares o no-
nes, rojo o negro, mayores o menores — contando siempre con el
cero — 18/, cada una., Pues bien, en Mar del Plata, durante Jos
dias 16 al 23 de marzo de 1945, saliercn en una mesa, entre 3338
bolus. jugadas, 93 ceros — si no hubiera habido desvio alguno, ha-
" brian salido 90 —; las docenas salieron 1098, 1084 y 1063 veces,
respectivamente — sin desvio habrian salido 1082 o 1083 veces cada
‘una —’; el negro 1630 veces contra 1615 del colorado; pares 1659
~ contra 1586 nones; mayores 1571 contra. 1674 menores.- En  cada
uno de estos casos — sin desvio — cada chance debia haber salido
1624 veces. ) N
Ese desvio se llama absoluto. Dividiéndolo por el nimero total de
experiencias tenemos el desvio relativo.

34. Aumentando el nitmero de experienctas, m%ela}mwwmmm
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de tener desvios cuyo valor absoluto supere cualquier niimero dado. Pe-
ro crece, a la ve, la grobubilidad de que los desrios relativos seun in-
feriores o cualquier wimero prefijudo. En otros términos, ia pro-
babilidad de tener desvios relativos inferiores a ¢ —siendo & tan
pequefio como se quiera—, tiende hacia uno con tal de tomar =
suficientemente grande. :

II

PROBABILIDAD DE UN DESVIO DADO

35. Kmpecemos por calcular la probabilidad de que se produzca
un desvio dado: digamos —h. .Esto equivale a hacer m = np —h.
La probabilidad buscada serd, pues, dada por el término del desa-
rrollo de (» + ¢)* en que sean

m=np—h w—m=ng+h
es decir, por el término

n!

(np —h)! (ng + h)!

(P = ang+h
P q .

Transformandolo mediante la férmula-de StirLING, se tiene

e~ ph ]'/2:11:"5 7,1»7)-—)1. q»:zq+(s

o= g Ty [ Ep— ) e—0 ¥R (g YT Yol 1B

e—nyn l/2 n p'n_u—h qnq+h

, R A L h\|na+n / b k
—ap-+h—ng—h . . = 9 _ —
e—npth—ng |m <1 "31‘)] [ng(l +‘nqﬂ l/ 2an} ( 1 7770)2“”9(1' +nq>

=" Y2 gu prp-h q'nq,—i-h .- .
R . h np--h h\nuth - 7 A
e~ npnp—hynp K] —— prath gnathi 1 +—) 2mn |/ 2unpg(1 -2 -~
‘ A( ' "37"> ' 4 ng, . At np 1 +nq

Pero

pp—h  prath — pn (P+9) =

s i e~ e n e T oo e D - e e =~ -
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Luego, simplificando queda

1
h \np— —h h ng+-h /
2anp 0 - 1
V 2’{[(1 fnp) (1.+ﬂq) /1 77/) ]/ +11q,
SR : ‘ W
= VZnna ( h )nv—m'h( | h)"Hth‘lz
] —— 14— _ .
np ng _
Ignalemos a a el denominador de la segunda fraccién. Queda
h\np—h+': b \na+h+tYe
= () ) Q

Tomando logaritmos neperianos

1 b I b
l.a = (n-p—h-l- —2>Z . (1 _n_p) +_<nq,—|—h+ ;)l . (1 + nq) (3)
Pero, si es z <7 1, I(1 + ) se puede desarrollar en serie, y se tiene

2 3
L(l4a)=2— > 42

gty —o T -
1(1495)':_.9;—;5—2—%’3._%4
Por lo tanto :
R Y "

(5)

Prescindamos — en (4) y‘en (6) — de los términos, muy pequefios,
que siguen al segundo, y llevemos esos valores a la (3), queda

1 h? ' A2
l.a=(np — 7 +,§>‘<_,:7 —27':22)2) +(nq a4 _><h ) )

ng  2n2g? -
ke h h? s A
La —h+7 - m - 2np Y oopee T 4n?)? +
-h? h? h?
)/ e e .
ok + nq + 2nq 2nq In2gt  4dng?
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simplificando, y desdenando los términos que tienen n? en el deno-
minador,

< h? h? I3 I h 1 hil 1
l'a—2np+2nq+§n—q—2%p 2n(p+g>+%(g—;)f

Como h/2n es muy pequefio, se puede desdena1 el término que
lo contlene como factor. Queda asis

h AL
la= 2n<p + E>_ 24ipg

. h‘.‘

2npg
a=e

s
2npq

Q|
S

La probabilidad buscada es, en deéfinitiva,

B
e 2 apq

i -
“Y2mnpg

.

Se ha calculado la probabilidad de un desvio negativo. Mas para

uno positivo se llega a la misma expresién; puesto que % esta ele-
vado a una potencia par.

111

APLICACIONES
36. Sean

w1000 y p=g=

Dol

La probabilidad de que se produzca un desvio igual a 40 es:

. ' 1600
1 . o IR0 R L X
¥2><3,1416 >< 1000 >< 1, >< 1,

1 —s2
—¢ = 0,0010285.
y1670,8 .- R
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La misma probabilidad tiene un desvio de —40.
La probabilidad de que el desvio sea 60, es — supuestos para =,
p ¥ g9, los mismos valores que:antes —

1 -
We_l'z = 0,00001883 = 0,041883
’

dandole, previamente, un signo a 60. Pero si sblo queremos que el
desvio sea 60 en valor absoluto, sin atender al szqno, su valor es, na-
taralmente, doble, es decir, 0,00003766. :

Por fin, para un desvio igual .a - 100, se tiene, utilizando los.
datos anterioies

1
———e® = 0,0752006.

¥1570,8

37. Las cifras halladas decrecen tan rapidamente, a.medida que
crece el desvio, que surge de ellos la evidencia de que se puede
tener por pwicticamente imposible 1a producciéon de desvios superiores
en valor absoluto a un limite dado En otros términos, hay un valor
. del desvio tal que es

m=71\7“7+h0m mgn—n — 1 :

2 Capmg—nt=1=—¢
M==np—7h

giendo ¢ una cantidad tan pequefia coino se quiera.

La probabilidad de que el desvio no exceda de 7, en valor abso-
lato, tiende, pues, rdpidamente hacia uwo y hay una certidumbre
moral de que ciertos desvios no habrén de producirse nunca.

Tal es, en esencia, el teorema de Sanrtiago Bernournni. De preci-
gar su alcance fijando el valor limite de %, en fancién de lag cons-
tantes n, p y ¢, se tratard en los siguientes parrafos.

v

VARIJIACIONES SOBRE EL MISMO TEMA

38. Se ha llegé,do para la probabilidad de un desvio ezactamente
igual a h, a la expresion '
2
€ Zupg

Vewnng

que, seglin vimos, sélo da un valor aproximado. .
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Si se admite que el desvio h, puede variar de un modo continuo,
es decir,.si se reemplaza la variable discontinua A por la con-
~ tinua #, la probabilidad que conesponde a un desvio comprendido
" entre z y dz, es

1
Y 2mrpg

- Admitido, adem4s, que €l namero de pruebas puede crecer méas
alla de todo limite, el desvio puede, entonces. variar entre — oo y
+oco, La suma-de todas esas probabilidades habra de darnos la cer- .
teza, que se obtiene integrando Ja expresién anterior entre los li-
mites —oco y + co. Luego:

400 1 = B e o
/ e 2upg dz = / e 2n11qdz =1 .-
) _oo]/‘Zn'Z]/q Verltpq —oo .

" Comprobémoslo.

" La foncion 'a integrar, por estar # elevada al cuadrado, da los
mismos resultados para. valores positivos y negativos de la’ varia-
ble. Luego, integrarla entre —oco y +4-co equivale a integrarla en-
_tre 0 y 4 co y tomar luego el.doble. Por lo tanto

. 2t
e 2upq dz

o

1 e = 9 [tw _ &
—- / e Impgdsr = ———= / e Zupgdz.
V2mnpg | - V2mnpg [ o :
: Hagamos
b =1 .. = (2 .. z=ty2npg y dz=}2zipgdt
vime. T o Venpg ¥ ds=Yzipg

lintonces, para

y para

2 =00, =00
Resulta, pues, cambiando de variable:
' /400 D)

9 oo e
e 27227(1 dz / et Y2npgdt =
}/)JI”]I(’ }/')nn/ q

Wp/ eamt [era

waq
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Pero en todos los tratados de calculo se demuestra ‘—y aqm va
a darse en seguida una demostracién — que
+co
._/ eV dt = —VE
0 2
Por consiguiente:
2 [t ) o
= f = = V_“ =1
Vﬂ Va 2
<como se queria demostrar.
Admitiendo, pues, que el desvio pueda llegar a tener un valor infi-
nito y que llegue, por lo tanto a ser infinito el niimero de pruebas, se
-obtiene con la formula un resultado. exacto. Esto prueba Ja patu-

Taleza asintética de la misma. Luego, cuanto mayor sea el nimero
de experiencias, mayor serd su grado de exactitud.

v

LA IN ’I‘FGRAL AUXILIAR

39. Demostremos ahora, que realmente es:
+oo
f et dt = V—;

Sean z, y y # tres eje's coordeqados ‘rectang‘ulares qﬁe determinan
tres. planos. ortogonales xy, x2 e ye, que pasan por el punto O.

Representemo‘s graficamente en el plano zz la funcion ¢ y

-en el plano yz la e ¥,
Integrando ambas funciones entre los limites 0 y 4 oo y repre-
sentando por S cada una de las integrales
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— de igual valor, puesto que sélo se d]felen(:lan en el nombre dado
a la variable — se tiene: : :

400 . 00 R
S = / e dx S = / e~V dy.
0 -Jo

Multiplicdndolas:

+oo (4o N o
St = / / e eV drdy = / e~ @t dg dy.
0

Pero z2-}+ y* = 72, desde que z e y son:los catetos del tridngulo
rectangulo- OAN = OBN, cuya hlpotenusa. es ON, luego,

-—(:b +9) = g,

Ademés, dydz es el drea —en el plano zy— de un rectangulo
de lados dydwx. Por lo taufo,

{

et drdy = e~ "drdy

es el volumen de un palalelepxpedo recté,ngulo que tiene por base
el rectangulo infinitesimal dzdy y por altura e—".

Y la integral, S2, es la suma de los volimenes de fodos los pa-
ralelepipedos andlogos, que se forman en la regién angular Oy del
plano zy, o sea el volumen eugendrado por la superficie plana
yOO0'CL al girar sobre OO’ hasta tomar la posmon xOO DI.

Dicho volumen es, evidentemente, la cuarta parte del que engendra
yOO'CL al girar sobre OO’ hasta ocupar de nuevo sa. posicién pri-
mitiva. Caleular este nuevo volumen es, pues, calcular el anterior:
representando por V el volumen total, tenemos:

V = 482

Y como el volumen evaluado serd, a todas luces, el mismo, cual-
quiera que sea el procedimiento de descomposicién que sé adopte,
se puede suponer en el plano xy una serie de circulos concéntricos,

cuyo radio esté dado en funcién de la variable 7.
Pero, dos circulos cuyos radios son, respectivamente r y r 4 dr,

determinan una corona circular que tiene por &rea
Ca(r 4 dr)E— = x(r + 2rdr + [dr)? — r2) = n(2rdr + [df]“’) .

que se reduce a 2nrdr, si se desdeiia el infinitesimal de segundo or-
den (dr).
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A cada una de esas coronas corresponde una capa cilindrica cuya
altura es e—”* y su volumen

e~ Qnr dr.

Hallar la suma de los voliimenes de todos los s6lidos anilogos es

integrar la diferencial anterior entre los limites cero e infinito.
Se tiene

" foo . 0
482 = V = [ e~ " 2mr ar = — n/ — e " 2rdr.

J0 0

Pero la diferencial de e—*° es de la
du = — 2rdr. Luego, — e~ 2rdr-es
consiguiente

forma e*du, donde, u—=-—1?,
la diferencial de e¢—?*. Por

45?2 = — ]”éc.-‘-— e~ .‘érdr = ’—’—"yn[e_""Jm =
0 . ot

.Sz. _

w1

VI

DESVIO MEDIO. DESViO. MEDIO CUADRATICO ’ )

T

40. Calculemos el wvalor probable del desvio, 0 sea la eSperanza'

matematica del jugador a quien se le ofrece una suma igual al des-
vio que se produzca. -

Eso equivale a multlphcar cada término del desarrollo de

» + o*

por %, o, si se hace uso de la variable contmua a calcular la in-
tegral :

2 © _ #
- e 2nupg 2dz.
Vszpq 0 . ‘
Haciendo, como antes,

V%’E =t 2=t} 2npq . de=7V2npg dt
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y substitoyendo, resulta — teniendo en cuenta que, segin se ha vis-

to, los limites no cambian —

2 e T d 2 ® #1y2 : V2' 1

— e 2npgedz = e~ P 1) 2npq Y2npg dt =
]/2nnpq/o : Y 2xnpg /0 :

= o [ : '

2 £ "

_ __)enpg Vzm')q/ e
V2nnpg 0

_ _VEma, e 1/2 Yupg = 0,79789
= - [e=# 7= |/ Vmwa =0, npg

Aproximadamente

0,8 Vnpq

41. Busquemos, ahora, el valor- probable del cuadrado del desvio,
o sea la esperanza matemética del jugador a quien se le ofrece una

suma igual al cuadrado del desvio que se produzca.
Si se hace uso de la variable continua, hay que calcular la in-

tegral
2 o 2
/ e Znpy 22 da.

Vznnpq 0

Haciendo, como antes,

.

f_—t .. z=tyonpg .v. dz=YV2npgdt .°. 2?2 = 2npqi?
2npqg

y recordando que los limites no varian, resulta:

9 0 2 ) . 9 0 :
: ¢ anpgstds = / et 2npqt? Y2npq dt =
Y2mnpq ,/0 ‘ : V2rnpg J o '

:

co
=-—2an —e— 22 dt .
Yo Jo :

Consideremos la integral, con prescindencia de la constante que
la afecta .
[0 0] . o0 -
f —e ¥ 2t2dt=[ — e~ 2Udt
o . Jo )

Sean .
t =u; —e ¥l = dv

dt = du; e ¥ = v
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00
/ wdv
0
Integrando por partes

m '4' ' m - m;
/ udy = [m] — / vdu
0 0 0 -

y substituyendo valores

- o joo ‘ 0 ’
S / —e—C2ttdt = [te“‘z] — f e—tdt
0 0 0

El primer término del segundo miembro es nulo para ambos li-
tes, pues en un caso se anula ¢’y en otro e~¥.
En cuanto al segundo término, se sabe que vale

/=

2

La integral se hace

Asi, pues,
?0_ e~ 2tdt=— — &t ¢
0 .2 :
Luego,
‘ g 9 -
— 2nﬁq [ — e P22 dt = (—— —nﬁ)(—- V‘—“) = npg
Vﬂ. JOo . ]/ﬂ 2
Tal es el ‘valm.' j;robable del cuadmdai del desvio. Kl valof_que co-
rresponde al desvio, deducido de éste, y que habitualmente se repre-

senta: por y .€8: .
w= }npq.

7

El calculo directo did
]/; Vnpq

o, aproximadameste, 0,8)npg, es decir, los cuatro quintos del va-
lor que ahora resulta.
El que se acaba de calcular

n= ynpq

se llama usualmente desvio medio cuadrdtico.
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El que se hall6 directamente,

0.8 Jnpg
desvio medio. ‘
Conviene recordar estas denominaciones y, sobre todo, %o confun-
dir uno wi otro con ‘el llamado destio probable, que es

0,476936 Y2npg = 0,6745 Ynpg

segin se verd en seguida. -

42. Los desvios calculados son Jos que se llaman absolutos. Di-
vididos por el namero .de pruebas realizadas, dan una relaciéon en-
tre el desvio absoluto y el pimero de eXpeuenclas que se llama

‘desvio relativo, segiin se anticipé ya, 33.

El desvio medio ab_soluto es 0,8 Vnpg.’
Y el desvio medio relativo

OSW V_
]//3

El desvio medio cuadrdtico absoluto es Ynpq.

Y el relativo
Vnog _ Vrg
» Vn

Al aumentar el nimero de expenencms el desvio absoluto crece,
mientras-el relativo decrece. Y la razén es obvia. - :

El desvio absoluto crece, en proporcion a la ruiz cuandrada del nit-
mero de experiencias, n, es dedir, mucho mds lentamente que n. Lue-
go, el desvio relativo ha de decrecer al crecer =.

Queda, asi, demostrado el teorema enunciado en el parrafo 34.
Y se ve, de paso, que sélo en el caso de que n pudiera ser infinita-
mente grande, se tendria

n
w P

Esta observacién precisa el alcance de la proposicién demostrada
Permite determinar, para los posibles desvios, un limite superwr y
otro inferior, cuya pl‘Obabllldad de ser sobrepasados sea tan minima
que, prdcticamente, pueda tenersela por nula, y el hecho, por 10 tan-
por imposible. . . e
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LA CURVA DE GAUSS

43. Si en la expresién que da la probabilidad de que se produz-
ca un desvio igual a +% (0 a —Ph)

_®
e 2apy

- Y2mnpg
se hace _ S
T Yo

x = he

seran

1 ‘ B2 .
e? = = h?e? = 2?

T 2npgq vy Inpq

siendo ¢ una cantidad mensr que uno, y tanto menor cuanto mayor
sea n. i . 4 ’
Representemos: graficamente la funcién

_ B :
e 2npg = e

y veamos como varia para valores emferos de h. Sabemos due es
simétrica con respecto al eje de las ordenadas, desde que toma
ignales valores para h=+1; h=—+2;: ...

Como esa funciéon depende de los valores de », p y q, hagamos
n=200; p=g="'/,. Es, entonces, o

1
£ = - p—
- Y2200 <y <,

0,1.

Y para h=1; 2;3; ..., se tiene z=0,15 0,2; 0,3; ...
~ Por 1o tanto, para desvies =+ 1; +2; 4 3; ... se tiene, sobre
el eje de las abscisas, distancias iguales a 4 0,1; +0,2; +03...
a Jas que corresponden las ordenadas que indica la siguiente tabla:
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Valores de la funcién y = ==

z .Y x Y - ¥y o ‘
0,0 | 1,00000 1,7 |0,055576 || 3,4 | 0,0°95402
, 1 | 0,99005 8 039164 || L
2 96076 9 027052 || 3,5 |0,0°47851
3 91393 ' ) 6 0523526
4 85214 2,0 |0,018316 7 0511337
1 012155 8 0%53554
0,5 | 0,77880 2 007907 9 0%24796
6 69768 3 .| 003042 ’
7 61263 4 003151 | 4,0 |0,0°11254
-8 52729 ' 1 0730086
9 44486 2,5 |0,0°19304 2 | .072183
6 011592 3 08533
1,0 | 0,36788 7 0768233 4 08391
1 29820 8 0339367 S
2 23693 9 0222263 || 4,5 |0,08161
3 18452 6 | o0%4¢
4 14086 3,0 |0,0012341 7 02255
1 0468055 8 01986
1,5 | 0,10540 2 'l 0183718 9 019374
6 077306 3 018644 || 3,0 00139
y

1 4 4 . -0.0-0.8-0.7 -0.6-0.5 -0.4 -03-02-01 O O}.0.2 03 0.4 0.5 0607 0809 L 13

Si, ahora, se admite, como se hizo ya-en otra ocasion, que el desvio
puede variar de un modo continuo entre 0 y + oo, no se hace
mas que reemplazar la poligonal que Iepresenta la” funcién discon-
tinna, por la curva asintética al eje de las abscisas que representa
la funcién’ continua y que tiende a counfundirse con la poligonal a
medida que aumenta » en valor absoluto. :
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En efecto, para #n = 20000; p = g = 1/,; resulta:
8' . 1

72 >< 20000 >< 1/, >< 1/,

y para h=1; 2; 3; ... se hace #=10,01; 0,02; 0,03 ... y la po-
ligonal y la curva se confunden, practicamente. '

Esta curva se conoce cofi el nombre de campana — debido a su
forma —; o curva de los errores — por la aplicacion que de ella
se hace en la teoria de los errores —; o curva de (FAuss —el fan-
dador de esa teoria —; o curva de probabilidad.

Se vi6 ya que entre —oco y oo encierra un 4rea igual a Vx.

Se han calculado tablas de la integral :

o
: | e dx
i i J o -

"que dan el 4rea encerrada entre la curva, el éje de’las abscisas, el
de las ordenadas y una ordenada dada que corrésponde al valor
asignado a z en cada caso. o

44. La funcién

= 0,01

9 [
. . @ (7&) — 2 [ e=.x? dx
. : x/o ’ .
en la que, como se vié, es : : )
2
. 5= + h L g h
: - Venpq ~ 2npg

da la suma de las probabilidades de los desvios comprendidos entre

+% y —h, de conformidad con los valores particnlares que toma 7,

en cada caso, cuando a z se le asigna un determinado valor 2.
Damos a continuacién una: tabla de los valores de la integral

9 [
omW=— [ o d
]/n,'o

2 oM 2 o0 A oM
0 0 1,63 | 0,9 2,327 | 0,999
0,1 0,1124630 || 1,2 0,9103140 2,5 0,9995930
0,2 0,2227025 1,3 0,9340080 2,76 0,9999051
0,3 0,3286267 14 0,9522851 3 .| 0,9999779
0,4 0,4283922 15 0,9661052 3,13 0,9999904
0,4769363 | 0,5 1.6 0,9763484 346 .| 0,9999990 -
05 0,5204999 1,7 0,9837904 3,50 | 0,9999993
0.6 0,6038561 1.8 0,9890905 || ,3,7) 0,9999998
0,7 0,6778010 1,83 0,9903467 3,72 0,9999999
0,8 0,7421010 1,9 0,9927904 el
0,9 0,79690%2 2 0,9953223 co 1
1 0,8427008 2,12 0.9972836
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Se advertird que los valores de la funcién tienden rapidamente
hacia uno.

Cuando es ) = 0,4769363, es @ (1) = 0,5,

El desvio %, que resulta en’este "caso parficular y que tiene la
misma probabilidad’ de ser que de mo ser sobrépasado, en valor absolu-
to, se llama deszzo probable, como se leO ya, 41

V_III .. ..

P APLICACIONLS

45, I. ;Cu4intas veces se debe echar al aire una moneda para
que la probabilidad de que una cualquiera de las caras salga dos
millones de veces mas que la otra sea 0,99?

Hay que hallar ». -

La tabla da’
O = 0,99
para ) = 1,83. .
Por otra parte, segun el ennnmado del pxoblema son ’

h = 1000000; p = q = 1/2.
Luego, reemplazando valores en la expresxén '

Venpq . -

A=

se tien,,e‘-. L
~ 1000000
/i — 10000002

T sy

1,83 =

_25< 10000002
1,83

o sea 597211 millones, aproximadamente.

II. ‘lirando al aire una moneda 200 veces sale cara m veces; ¢ Cuél
es la pribabilidad de que la frecuencia observada m/200 no difiera
de la probabilidad teérica; p = !J,, en mas de un 4 por ciento?



. : — 59 —

El desvio absoluto no debe pasar de 8 en las 200 experiencias.
Luego

- 8 _ —08. .
V2 ><200 >< 1, >< U,

Segitin 1a tabla
-0 (0,8) = 0,742

Es la probabllldad de que el nimero de caras que salga,n -esté
complendldo entre 92 y 108,

III. Dos jugadores, A y: B juegan a cara o eruz un determina-
‘do namero de partidas. A se compromete a pagar a B una suma §
si el desvio que se produzca no pasa de 8 en valor absol}lto Por
su parte, B se compromete a pagar a A esa misma suma s si el
desvio excede de dicho limite. anantas ‘partidas deben jugar pa-
ra que el juego sea equitativo?

Para ello las probabilidades de uno y otro han de ser iguales,

Es, por lo tanto :

S} (7~)_ =1,
o que ocurre p_afa }\==().,47693‘63. Tomemos 6,4769_. Queda

, 8 82 5c 9 .
04760 == ——v . om= = 563,
’ Yo 1,1, "= Gdteer 000

-. IV, = La relacién entre: €l nmimero de nacimientos masculinos y
femeninos guarda cierta constancia que no ha escapado a los
estadisticos. Durante el siglo XVIII se admitia que-era de -25/,,;
para LaPLACE -era de -22/,, 'y en nuestros dias se estima en 18/ .,.
Aceptando -como. cierta esta ltima razén, se pregunta cuil es la
probabilidad de que sobre un total de 83300 nacumentos se pro-
duzea un desvio superior a 475. ’ :

Segiin la hipotesis admitida, las probabilidades respectivas de que
nazca un varén o una nifia son 4 ' B

_ 18 _n
P 350 1 35°
Luego, es : : _
’ 71
y = A5 275 5308,
‘ | V2><83300 >< 185 >< Vg 20*
Para ' o -

A =.2,327
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se tiene )
O () = 0,999.

Esa es-la probabilidad de que el desvio no exceda de 475. La de
que exceds dicho limite es, por lo tanto

1—g@) = 0,001.

V. Una urpa ‘contiene 100 bolillas blancas y 100 negras y se.
hacen 100 extracciones, reponiendo, en cada caso, la bolilla extrai-
da. ¢ Entre qué limites est4a comprendido el desvio cuya probabilidad
s 0,997? C

Siendo _ : _
e@®) = 0,997 es A= 2,12,
Luego - : :
212 = h B 7&=é,12,.ﬁynpq&> 3 Vnpq

V2npg
h = 31_1,

puesto que, como se sabe, el destio medio cuadrdlico — simbolizado

por p— es igual a Ynzq.
En el caso actual es

Ch=38)100><1,><], =3>5=15. "

Luego, el nimero maximo de bolillas de un color dado, que, den-
trc de esos limites, pueden salir es 65. Y el menor 35. Son los li-
mites pedidos. v . ’ ) ’
© VI. Qué probabilidad hay de que tirando 200 veces una mone-
da a cara o croz, se produzca un desvio superior a.+4- 157

Para h = 15, es

3 = 15 _
Y2 >< 200 >< 1, >< 1,

1,5 . . () =0,966.

Por lo tanto, la probabilidad de que el desvio no exceda do 15 en
valor absoluto, es 0,966.
La de que exceda de 15 (sin atender al signo) es

1 — g(1,8) = 0,034.

Y la de que exceda, en un sentido determinado (el positivo, en es-
te caso) es, evidentemente, la mitad de la anterior. Es decir

Y,[1—e(1,5)] = 0,017.



CAPITULO VI

PROBABILIDADES A FOSTERIORI O DE LAS CAUSAS

LA FORMULA DE BAYES

46. TUn acontecimiento puede, eventualmeénte, provenir de diver-
sas causas. [ Una bolilla blanca, p. ej., puede salir de diferentes gru-
pos de urnas de la mds vartada composicion.
~ Al modificarse la causa, se modifica, también, la plobabllldad del
acontecimiento. [ En un grupo de urnasla probabzlzdad de extraer unag
bolilla blance es %[, en otro 2[5, ...] : '

Cada una de esas causas tiene, a su vez, su propia probabilidad.
[ La de elegir una urna del primer grupo es 2[;, la de elegir una del
sequndo 3[;, ...]

Ahora bien, producido el acontecimiento, ¢ cual es la probabilidad
de que eilo se deba a una causa (i) determinada?

Sean sy, sy ... 7 ... wn, las probabilidades respectivas de que

el acontecimiento se produzca por obra de la causa (1), (2), ... (i),
. (). _
Y sean, ademas, py, Py ... Diy -.. Dn, las probabmdades corre-

Jativas de que actiien esas causas.
La probabilidad de que el acontecimiento se produzca. melced a
la causa (¢) es compuesta e igual a

Pi 7
Y la de que se produzca, sea como sea, sin atender a la causa
que actiia, es igual a Ja suma de todas las probabilidades analogas

i=n

Pty +272ﬂ-2 T+ d A Pawa = ‘2 271'7:1;)

4 =

Sea, ahora, P; la probabilidad a posterior: de que producido el he-
cho sea debido a la causa (¢). Serd evidentemente

i=n

Pi_zlﬁiﬂi = pim
=
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en virtud del principio de la probabilidad compuesta: sali6 ya la
bolilla blanca; medié para ello la causa (3).
Despejando P; se tiene
P= T

S Pim

t=1

~

Esg la férmula — algunos dicen el teorema — de Bavrs. «Cunando
un hecho puede tener su origen en distintas causas, que se exclu-
yen mutuamente, Ja probabilidad de que, ocurrido- el hecho, ello se
deba a una causa dada se halla dividiendo por la probabilidad total
del mismo, la de que provenga exclusivamente de dicha causa.

It

PROBLEMAS

47. 1. Cinco alumnos deben rendir examen y se prepara, para ellos,
una serie de diez problemas. Los dos primeros son capaces de re-
solver nneve problemas de cada diez; los otros tres sélo resuelven
uno de cada diez. A uno de los alamnocs se le propone un problema
de la serie y lo resuelve, ¢ Cuél es la probabilidad de que pertenez-
- ca al primer grupo, y cual .la de que pertenezca al segundo?

La probabilidad de que un alumpo pertenezca al primer grupo es
?/.; la de que resuelva un problema, un alumno del primer grupo,
es °,, y la de que se elija un alumno del primer grupo y resuel-
va el problema, 2/, >< %, = /5.

Anélogamente, la probabilidad de que, elegido un alumno del se-
gundo, grupo resuelva el problema, es /5 >< 1f;, = 3[y,.

Como se trata de probabilidades de las causas —.a posteriors —,
es decir, después de ocurrido el hecho, la probabilidad de que actite
una causa determinada — que el alumno pertenezca al pumer gru-
po— es, segin la féormula de Baves

Sy 18
ot T 21

Y la de que actie ofra causa — el alumno pertenezca al segun-
do grupo — calculada de la misma manera, !/;

I[. A un campamento militar llegan, procedentes de cinco re-
giones A, B, C, D y E, 2500 conscriptos entre los cuales hay 625

_ 5
7

-
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analfabetos, y caya distribucion, atendlendo ala reglon de donde
proceden es la que sigue

Region A~ . 600 conscriptos 195, analfabetos -
y B 300 ’ 75 ’
-,, C .. 450 v 90 .-, .
oo Do . 750 W ~ . 295 9
» B 400 oy 90 o

Se elige un conscripto.al azar, y resulta analfabeto JCudl es.la
probabijlidad de que proceda de la regién C?
Las probabilidades, respectivas, de que un conscripto proceda de

una determinada regién son:
Py = *a500 = 0:4245 Py = *Pas00 = 0,12; Py = 455500 = 0,18
Py = "[s300= 0,33 Pey = 490/2500 = 0,16.
Las de que, defitro de. su respectiva regién sea analfabeto,

i = %500 = 0,325 S'ﬂ(b) = 300 = 0,25 o) = 90/450 =0,2;
n@ = P[50 = 0,3 ;) = /490 = 0,2%5.

Y las de que pertenezca a determuinada reg'i(’)n' y'sea,, éde‘rriés,

analfabeto ‘
P,=0,24><0,325 =0,078; P, =10,12><0,25 = 0,03;

P,=0,18><0,2=0,036; P;=0,3><0,3=0,09; P,=0,16><0,225=0,036

Por lo tanto, la probabilidad de que el conscripto que resulté
analfabeto pertenezca a.la 1eg16n C,-es, aplicando la férmula de
Bavyes o
0.036 . 36 2

0,078 + 0,03 + 0,036 + 0,09 4 0,036 _ 270 15

Las probabilidades de que pertenezca a las demis regiones son,
respectivamente, . :
78 13 3 1 9 1 36 2

270 45’ 27 9’ 27 3’ 270 15

La suma de las cinco da, como es légico, uno.

IIT. Segun una estadistica francesa de anteguerra, las probabi-
lidades de que una madre tuviera 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9,10 o
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més de 10 hijos eran, para una primera generacién:

P, = 0,053 ; pp=0,057; p, =0,1; p, = 0,132; p; = 0,140;
2,=0,124; p,=0,118; pg=0,092; p;=0,076; p,;=0,052; p;;,=0,061

Del mismo modo, las probabilidades de que una madre de la si-
guiente gemeraciém, tuviera cuairo hijos, eran, respectivamente

=55} My =15y, M3 = Y1003 M= Y1325 75 =""140;
6 = 1205 1 =815 mg="s2; mo="1g5 Mo =2/52; Wt ="ler

tomando en cuenta el namero de hijos (1, 2, ... 11 o m4s) teni-
dos por sus padres. ' ' _—

Se pide ahora, en presencia de esas probabilidades — frecuen- -
cias was bien — coal es la probabilidad deé que una madre de la se-
gunda generacién, que tiene cuafro hijos, provenga de um hogar
donde nacieron tres. .
' Basta, evidentemente, aplicar la formula de Baves

psms 0,019 19

=1+ 0,133 133
.21 Pimi
=

En efecto, haciendo los productos se tiene:

pow, = 0,058 >< 5[5, = 0,005

py m, = 0,057 >< 35, = 0,005
Py my = 0,1 >< P, = 0,019
p, . = 0,132 > 7, = 0,017
s my = 0,140 >< 1/, = 0,021
Pe me = 0,124 >< 15[, = 0,015
e = 0,113 >< 18],,; = 0,018
Ps my = 0,092 >< ¥y, = 0,010

Py me = 0,076 > ¥[,; = 0,014

Promo = 0,062 >< 2[5 = 0,002

Piit myg = 0,061 >< 75 = 0,007
=114

2 pim = 0,133

i=1




SEGUNDA PARTE

DIFERENCIAS FINITAS

CAPITULO PRIMERO

LA DIFERENCIACION FINITA
I

GENERALIDADES

[1]. Sea u, una funcién de la variable — o argumento —, x, y
Tepresentemos por ug_y; wz; Ugyn; Myqon ... Ugynn, 10 valores que
toma la funcién cuando =z se hace respectivamente igual a z—h;
z; 4h; 24+ 2h ... x4 nh, siendo » una cantidad positiva de
modo que tengamos z —h << z <z + h.

Si ahora se resta cada valor de la funecién del que toma la mis-
ma cuando el argumento z aumenta en la diferencia comin 2 , se
forman las que se llaman diferencias finitus — o simplemente dife-
réncias — de ‘la funcion y que se representan mediante el simbolo A.

Se tiene, asi: ' B

Doy = pyy — vy
A'l’zz+h = Ugqpon — Uppp
- »
A"’x-}-‘nh = Ugp(+Dh — Ugpnh (I)

Como las diferencias obtenidas .son también funciones de =, se
puede repetir el proceso de diferenciacién. Se llama, entonces, a las
diferencias que se acaban de obtener diferencias primeras y a las
obtenidas mediante repeticiones sucesivas del procedimiento anterior,
diterencias segundas, terceras ... -
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Resultan, asi:

‘ Alwy = Avgyp — DAy
Augyep = Dugop — (LN IR

A? Upr(a—1h = A Yytnh — A Uxtin—230

v ~ - .

Y, también, Lo - o o0 D
NBuy = Aurgyy — A%y
En general, -

Amuy = VA?'T_l Uy dy — Aty (In)

Usualmente Jas diferencias se disponen ‘de modo que formen un
cuadro como el que sigue. Como se ve, eutre cada dos términos
de la funcién — o de un determinado orden‘de diferencias — van las
diferencias del orden siguiente, y el subindice de cada diferencia
se refiere siempre al sustraendo

x Ty
Ay -
T o T S A%y
. o Augyp - c Ny e o
‘@A 2k Ugyon Augrp Aty i o
R Nugyon ) Adugyn Aluy™ )
@4 3L ypan Mugior, - 0 Dtugyg
: : Avgyan RN Y S A
x4+ 4h vy Augyan oo 50 -
e T S Af”x+4/z, e e 7‘. o .
& Bl Ueqn e L , .

+ Si, por ejemplo, son #y ==2%; =0y h=1 ¢l ewadro antirior,
sé hacc: '

o,
1 1" -8
7 6 -
2 8 . 12 0
19 6
3. 2r. 18 S0
i I A 6
4 64 24 : )
' A R . ’ 61 ' L . - . .
5 - A25 .. T
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[2]. El.tétmino de la serie -de;valores-de,Ja funcion: u, - queyse
toma como 7inicial, y los primeros térmings: de las-series de diferen.
cias, que resultan, en-consecuencia,. s¢ Ilaman término principal y
diferencigs principales.: Iin el e]emplo dado el-término, principal cs
0 y Jlas diferencias p11nc1pa}es. 1,6,6y50. __ . e s

Puede ocurrir, como en el citado:ejemplo, que llegue, unmden de
diferencias en que estas sean todas iguales —en el- _ejemplo . consi-
derado -las ferceras diférencias, son - todas wnalcs a seis—; en tal ca-
so )as subsiguientes "diferencias: son, todas 1gua,les a, cero. . Pero mno
por eso se dir4 que mo existen: se dira simplemente;- que;son nulas,
Esta distincién, pueril a primera vista, serd util mis adelante.

[3]. Si los valores del argumento varian segiin se ha supuesto,
formando una progresién aritmética, se dice que los términos de la
serie de valores de la funciéi son eqmdzstantes no implicando, por
lo tanto, esta expresién que las-diferencias entre los términos de la
serie son iguales, sino que es constante la diferencia, %, entre los
valores del argumento z. .

[4]. Puede darse el cass — como se ha visto — de que las di-
ferencias de un determinado orden —y por lo t'mto las de los or-
denes subsiguientes — sean -nulas: - S

Fécil es demostrar gue siendo u, una funcién racional, entera y
de ‘grado m con relacién a z las diferencias ‘enésimas som “constan-
tes y, por lo tanto, son nulas las de orden » <+ 1 y siguientes.

Sea, en efecto. segin la hipbtesis hecha

= Az + Ban 14 Cax24 ... + Rz 4 T

donde A, B, C ... R, T, son constantes entre las cuales pnede ha-
bPr alganas wuales a cero.
" Poniendo :a+k en vez de z, tenemos ”

tern = Az + 1) + B(a: -F‘h)""l + C(zx + k);'_‘—z + L +R(x + 7L)+ T
Diferenciando, queda )
Au_., = A [(a: + h)" — w"]—}—B [(:Jz:—{-h)““l-«ac"“1 I+.. . 4+R[z+h—x]

Se advnerte en segmd “que, efectuando los desarrollos- y las dife
rencias indicadas, resulta un polinomio racional y entero de gradn
n—1 con respecto a z, pues los dos @nicos términos en & son-igua-
les y de signo contrario. ,

- 'M4s atin,—se.ve en el acto ~que- el ténmmo en ;271 -tiene por
coeficiente Anh. R
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g 'Diféxé'ﬁ'éiajﬁdﬁ"“ﬁlle'va‘xi)ehte""sefve"qué"las“é gunday; diferénciasfgon
'polmomlos racionales ‘y’ entelosvde gradorn == 2"'cdn‘xfes‘pecto‘a,£x"y
&n 'las ciidles'él¥coeficients de anr2res 'An('n—‘l)h? A3tyast sup poi
L Lasftexceras'dlferencms “a sul vez” sonkpolmomlos 1acmnalespy
enteros de grado n—3" con‘heSpecto a?zsentlos: cualesrelticoeficien:
t& def‘aﬁ*—“es 'A%(' T ) (W S2)Rs BedEy ko davusmog- Ji1ns0 aboud
“'an"asnl.suceswa.mente' Gﬁ»!::at arhed gaom eplae sap i asfagatolil:
~RLas! diferencias ‘enésimiis son;pues;} de'gladoﬁn =z = 0 8COTNTRS:
pecto? aqx SEs decir;Fconstantes) e lgnalesla‘!‘An' matistugiedoe ert 4z
RIYO paltlcnlarf’m es.lqﬂ.xa a1ib a3 : ate.h.a o oup Mib sz oze 109
stanlobs i B3l St "'tm "‘“:ﬂl“.{ ‘s i suq admnitaid alk

GBI A4, A (IBILAEIAT ORI | ish enalpy pal 12, IS}

BT

m ob.poqu}é; eql fup 59& qn mnf’ 'r‘,;v‘r\ ugme}guw i.hn ox,, f(III)
wa éoh{nm&qum qp wu“\i‘mxﬁawa f;ng n&wuui -al ;9? pgmlgv b gfagn

" tVeamios,f ahoraf‘{algunasgdlferencmsnntelesantes ALS AR t?"' oF o

wi vitns, A ‘;:199513?1{) ql‘ ammzhm 29 90p onld kilengi anz vitsa
- o’ & alparncis oD eswolee
-tb RM pup b -— 013iT 56 a3 owids ~ azas lo azed skoud: ([B]
vt pol ob esl otess vl voq ¢ -~ mbro cbuaimisdsh ao eb asidersd
.+ v, ; DIFERENCIAS DE.ALGUNAS FUNCIONES,p9ipgiedun gonab

g - beanineg ;"\’»"" nin Y ‘; T 6 pa fiad

[5] Dofﬁrencm del producto de. unt fzmcwn.{po'r unabcoﬁstante'.{

Sea 15" PLI 9‘.41'1)41: BL: 5 adioulsy godn ob.o1y 49
yainall oy 1-} @ galhe - :zrl asipy el otpas ol 1ag ¢ Bof

\ e
cdafs Tl il et onbaer obty £y g

ORI A -Atiw';v-;: ¢ A rzed 4 SEA = oo
En efecto,

Es

. I RPN + e
i.d ,-‘.Lq ‘J““’A(“L ' U’a,-;—h gy “(7x+h __., ) D & ,b 0&)0‘”3
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i%**\+m]fl+...+[*-m ?x-'zsxi’fé;]uﬂm {4 W] A = gt

a
dondes,J y#8oRun, Sonstaltey, 83-deei, oiinn, cafidad ndspsplionte

de;&. ab o1sine 3 louoisst olwoailey ‘co atlues: {asbasibai arisna
Re?‘l‘fﬁr% 19 Pouxm'xé) godilrd voh ead 89y ;= & oi9eqast ued {—u
“huy = Jwth — Ur..0l1011700 0ngid ab v 2ol
'mq An "J——’zx+h 3:,,:——:10,,+h +¢7.,|—— (un 4k 1= waipni—itza BALY
Aug= Ary " - Awd Fiasiai (V)

~

T

-



[7].

Sea

Es
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Diferencia de una suma algebrdica.

" Ko efecto,

Sea

Es

Uy = Uy T Uy

A(rg tws) = Ars T Auy

CA(y i— ”'x’) :'7'.1':4-.h i UWagp:hy — ("« i_ W) =

[}

= (7'x+lz —_ 7@) i (u'x+I_L - )

A(ry + uy) = Ay i Ay

| [8] Diferencia del produbto de dos furaéiohes.

W = Ty lly

L\(rx.ujx) = vy Atrg 4wy Arg + Avg Auy

En efecto,

{9]. Diferencia .d'e

Sea

Ks

A(ry.uy) , = Ttk Waph — Tals =

A(rg.wy) =

En efecto,

[0].

Sea

Tx .

Wy

ALE
Wy

Diferencia

(re 4 Arg) (g 4 Darg) — v uy
reltry g Arg + Aryg Ay

un cociente de dos fumciones.

.7‘
x
Uy = —
"y

ry gDy — g Ay

Wy Ty Wayp
etk Tx _ NxTath T Yo Wath
Wxth Wy - Wy Wayh

Wy Wi

WeAry — rxAwy

Wx Wxth

de una funcién exponenciul.

Uy =

D

(V.II.)

(VIID)
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An ¥ = (ah _— l)nax
En efecto, o T me g
o Au¥ = (¥t — (¥ = (WP — 1)a*
.

Como («® — 1) es una constante, dlferencmndo nuevamente queda:
S A?uy =-(ah== 1) (ah — l)ux ="(nh = 1)

S{ repmendo n veces la operaclén

Aer = (ah — 1) N8
[11]. Dz'fere‘nciu- dequn ‘Zogcm' tmo', L . o
Sea _ | o |
'i’x = log'i'x_
Ks ' ;-

Alogry = log%*‘-—" = log(
X

|z
u” ~ .
\_/’

En efecto, e ) )
S A.'log gy = lOg /';{_'.;_],r'--T'lOg Ty
e S "A'vl‘o'g,:" Pty = i'og‘..rﬂ:‘,+h-‘"- W ST T (X)
' P T ‘:F R cee . - . -
Y, ta.lfl.biél],1 - AL I )
og o= tog = £ g
A'rx ’
Alogry = log(l + - ) (X a)

2]. Difew’mcz‘a de un-_”fa"c'toniaz.‘ st
Sea, _
ue=ala—1)@—2) .. (@—m+1) "

que se acostumbxa a s;mbolmu pOl am y se deswna usualmente
con el nombre de factorzal

Lag diferéuncias "entre - los. distintos factores son constantemente
iguales a uno. Linego, aqui es vy, = (x+1)(’”) y h=1.
-Por definicién tenemos: R

Ja.~'

A alm= (a: + 1)(m\ — ) —
=(x+ Da(z—1)(@—2).. (w~m+9>—a(w—1)(w—9) @—mt D)=
[+l —@—mtDlaE—DE=2) . E—mt .

A w('")= my(m—1 . X (XI)
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Diferenciando nuevamente y teniendo en cuenta que m es una
constante y a¢»—D un factorial, queda

A2 ol — -m('m —_ ])m(m——Z)
Y, en general,
AP ain) = m(m — 1)(m — 2) ... (m — n 4 Latm=m  (XIa)

- [13]. - Diferencin de lu vect)roce de un- fuctoritl uscendente.
Sea ' :
v B . e o

Yz Tz D)@+ 2) .. (w4 m— 1)

= go(—m)

Es
A gp=—m — (w 4+ De=m — fr.(“;ll} = o :
e ! .
T @t Et .. (x -Hm) —‘m(:v+;1)(a:+52) (a:—l—m—-l)=
SR L : o
(m—i—m'— :1:) (xt+)(z+2)... (x -|—m—— x)

: 1 ‘ L
- m_ x(x + 1)(x 4 2) (a: + m) ;
A g = —m sy i

Del mismo modo ;
: A2 .13(—m> = 77@(7’)1/ + 1)7 -—m—}—&)
A = — (m 4 1) (m + 2)£(“’“+5) ,
Y, en general,
A g = (—— )" m(m + D (m+ 2) (m + " — l)w(“m“‘") (XII)
Tanto la’ (X[) como la (XI1D) subsxsten aun cuando x no-sea en-
tero ni positivo desde que no se. impuso previameite ninguna condicion.

VALORES AUXILIARES
[14]. Vimos (XI) qﬁé o o

Aa(7n) — (-’L‘ + 1)(m, — m(m) = m w(m- -1)
(.r. 4+ 1) = g pm—D 4 -
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Dividiendo por m! resulta

(= -+ 1)om =1 gt
m ! T m—1) " m!.

o escrito en otra forma —si @ es entero-—
Chyy = CF ' + C¥ L (XD

relacién que permite calcular, por simples sumas, un-cuadro que
dé el nimero de combinaciones que se pueden formar con 1,2 ... u
objetos tomando 1, 2, 3 ... » cada’vez.

El enadro que sigue da la disposicion del calenlo.

w=CY 02 |2 {ch | |ch |l |k |a)|cy

0

1 0

2 1 0 L

3 | 3 1| o

4| & 4 1| o

5 |10 | 10] 51 1] o

6 |15 | 2| 15} 6 1l 0

7 |e1 | 35| 85| 21| 7 1{ 0
'8 {928 | 56| 70| 56| 28| 8| 1 0

9 | 36 84| 126 | 196 | 84 36| 9 1

10 | 45 | 120) 210 | 252} 210|120 45 } 10 | 1

Como se ve, todas las eolumnas empiezan por cero.
. Es que no pueden-tomarse ni dos objelos tres a tres, ni siele ob-
-jetos ocko @ ocho, ... En seguida sigue el uno que corresponde a
la combinacién inica que se forma tomando fodos los objetos a la
vez, ’ ’
Para las deméas cantidades se emplea ya, directamente, la férmu-
la hallada. ’
Asi
Cf =Ci+0C= T+ 1= 8
C; = C8 + Cf =
Ch =

%
+
o
S oy
i
® N
= o
+ +
w
Sy e
1l
ey
)
S &
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En cada linea horizontal tememos los coeficientes del desarrollo
“del binomio (a -+ b)*, con excepcién del uno inicial que corresponde
al término 4%, primero del desarrollo. '

' Observacién. Lo mismo que la (XI) y la (XII), la (XIII) vale
aunque & no sea entero ni positivo. En tal caso, naturalmente, no

es licito hablar de combinaciones, sino de coeficientes binomiules. Y -
el simbolo C;’ se reemplaza por este otro (;i) que se lee n sobre m.

La (XIII) se hace entonces — poniendo # en vez de ¢ —

w41 " 7 ,
(E)-n)el
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CAPITULO

A

It

LAS FORMULAS FUNDAMENTALES

f - h i I . : -.

'CONDICIONES LIMITATIVAS -
[15]. Al formar el cuadro de las diferencias de x* se halls que,
a partir de las de cuarto orden, eran nulas todas las diferencias
que se obtenian. '

Y se demostro, después, [4], que cuando se diferencia un polino-
mio racional, entero y de grado = con respecto a x, so anulan te-
das las diferencias a partir de las de orden n-1

Puede ocurrir que, a! diferenciar una funcién determinada, las
diferencias vayan decreciendo paulutinamente — sin anularse del to-
do — hasta llegar a tomar un valor practicamente desdefiable. En
tal caso, y a los efectos de las aplicaciones que se verén en segui-
da, se puede asimilar este caso al anterior y considerur como mnulus
las diferencias a partir de un orden determinado.

Se comete, asi, un error que puede estimarse, en cada caso, con
suficiente precision. ‘

Mas puede, asi mismo, ocurrir que las diferencias de los distintos
ordenes mo tendun a desaparecer nanca,

Pueden ser las diferencias de orden % igaales a las de orden 7,
y estas a las de orden », y asi iudefinidamente.

Y pueden, también, presentar una marcha creciente.
Sea, por ejemplo, la funcién ya estudiada en lineas generales,

Uy = ¥

Sus dintintas diferencias son:
(a® — 1)u¥, (ah — 1)2® c (e — ),

Si se hace h=1y a=2, el factor (¢ — 1) es igual a uno: to-
das sus potencias son, también, igualcs a wuno, y todas las diferen-
cias iguales a a¥, es dedir, iguales a la fancién.
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Pero, si es «>2 —siendo h=1— es a®"—1>1 .y, por lo
tanto, (ah— 1) wumenta a la par de »: lag dlfelenmas se hacen
cada vez mayores, . . o

Nataralmente, para la utilizacién préactica del calculo de las, di-
ferencias no tienen interés .— ya se hizo notar — sino aquellas fun-
ciones cuyas diferencias tienden a anularse, ya se trate de funcio-
nes que obedezcan verdaderamente a cierta ley, o de simples series
numéricas (xperimentales a las que se puede considerar como some-
tidas —dentro de un grado -de aproximacién aceptable — a ‘una
ley empirica mas o menos explicitamente formulada. U

1I

RELACIONES BASICAS

[16]. Si se 1etoma ol ‘caadro construido [1] al definir las dife-
rencias, se ve que un término cualquiera de la funcién u, es ignal
a un término de los “gne le preceden — tomado arbitrariamente
como inicial — més la suma de todas.|as. difereneias  primeras. in-
termedias, V .‘

En efecto -~ - . .

- . Vagh = Uy + Ay
- Tioh = Upth + A Uik

3

SV gl "x+(n—l)h "|“ A”x—f—(n l)h oL T ooy

Y snmandn mdenddmnunte

’)4 % . ~u«- a ')" "(" LIS : . ’.- >'.:‘.’4' - S - - - FY— -
Uxtnh = + Auvy + A 'L’w—c-k + + A’Ux-f_(n—])h '_‘*:': :‘:-1 '
t=n—1 T -
= 'l’x + 2 Avgyin - - (XIV)

[17].._ Pero, evxdentementg _esa-formula-pocos servicios puede pres-
tar. Lo interesante no-es ir calculando fatigosamente todos los tér-
minos de la serie y-reconstruir el dltimo sumando las diferencias
sucesivas de primer orden:-Lo 1ntexesante ¢s vincular los distintos -
términos de-la serie de valores de la funcién a un gmpo de can-
tidades fijas convementemente elejidas. "o .. ;

Determinemos, pues, el valor de un término cualqmera Ut 10y 4O
la serie en fancion del- teumno prmslpal y de las diferencias prin-
cipales [2]. E



e 76

. Se tiene, por definicién, Ce e T .

[ ) i . P = v

Auy = Upy)y — Uy o Ygph = Ux + Awuy | - o

‘Anilogamente ‘ "

"l’:c+2lz = 2’.\;.—1-11. + A"'t«c-i-’lz ' ‘ ()
: L\ZI,H_;, = Aua\7 + A%lt

Reempiazando en (a) los dos términos del segundo. mlembro por
sus valores, queda :

Ugqpor = Uy + Dtty 4 Auy 4 Aluy
Upgolh = Uy + 2Auy + A2u,

Del mismo modo
AuH_o;, = Au., + 2A2uy 4 Adu,
Y, como
Uptah = Uxyoh + Avyyon

queda, reemplazando valores: B

Upgsh = Uy + B3Auy + 3A2u, + Abuy

Sin necesidad de seguir mas adelante se ve ya surgir la férmu-
la general
n(n

Upgpnh = Ux + DUy + ——]—)N Uy + ...+ A%, ’ (XV)

Para demostrarla basta probar que siendo cierta para = lo es
también para n4 1. -
. Se tiene, asi:

Upr(n+1)e = Wxtnh + A'L‘t+nlz =
= e b Dy D02

oyt ux+u~+A”ux+

n(n 1)

+ AuptnA2u+ ASupt. . A0 Aruy4 Ay, =

= uy+(n+1)Au, + [n(n 1)

+ n]A? uy +

n [n(n—é)fn—?)_ 71(7&2 1)]A3 et +An+1 Uy
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Pero (XIII) -
e 77(n,~l)

51 4= it Ch=Ch

u+1

An(n—»l)(n—?)' n(n—1) |
Tl + g =G =0

" Es decir, que los coeficientes de los distintos términos de la for-
mula hallada son las.combinaciones de n -+ 1 objetos tomados uno-a
uno; dos a dos; tres a tres; ... Luego, la férmula (XV) es ge-.
neral. S ' :
Recuérdese la observacién hecha en [14]. .
[18]. Es dado, también, determinar el valor de la d]ferenma prin-
cipal de enésimo orden mediante los valores do la fancion.
Se parte para ello de las relaciones

Ay = tygyp — Ug

Avuyyp = Unqon — Uzth
que se llevan luego a la expresion

A2y = Ny — Ay

Ay = gpon — 2Uxih + Ux

Un proceso anilogo al anterior — que se deja, como ejercicio, al
fector — conduce a la férmula general

A" vy = Yoyt — B UL DR+ ]

a(n— 1 '
i(L__) Myt n—2h - +(—1 )” Y (XVI)

TiI
SEPARACION DE SiMBOLOS

[19]. K simbolo de la diferenciacion, A, es de caricter mera-
mente operatorio y no significa nada en realidad sino cuando va uni-

do a una funcién determinada.

Por. eso, cuando se escribe A2y A3; A7 no se indica una potencia,
sino simplemente la repeticién de la operacién indicada, cierto ni-
mero de veces, B
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No obstante ello, se habra visto que A se preste a ser.manejado
como st se tratuse de un sunbolo de cantidad, sin perder por eso su
cardcter, re : . i

Asi, si en la formula (XV) Se procede con Uy como st fuera un

.

factor comin, se tiene:. ;. -

z/x+;,1, = [1 + A4+ n(n )A° 4... ¥ A“] Uy
que se escribs, también, - - .
o Uxtnh = (1 'FA)” Uy h , o (a)

puesto que la expresién encerrada én el cmchete se ;zresenm tal y
como st se tratara del desarrollo de la potencxa enésima -de 1 + A.

Insistimos en que no huy m pugde haber tales potencius porque no
se frata de mimeros sino de operaciomes que se repiten, pero una vez
disipado de antemano todo_ equivoco, es, como lo vamos a ver en
seguida, sumamente comoda la convencién que permite tratar como
a cantidades numéricas los simbolos operatorios y que se designa
con el nombre de «separacién de simbolos». =

f20]. Representemos, ahora, por.-E la operacién- que -contraria-
mente a A, indica la funcién incrementada. ' )

Es: :

g = By == u, + Auy, = (1 + A) ux . (8)

La operacién puede lepetnse — lo mlsmo que la dlfelencxacx()n—
y se tiene entonces:

. .
. Uppor = Bugrs = By, = K2u, -
Uppsh = B0 = B2y, = Esu,

U = Bty pp = BE " uy = Eruy ()

Compérese (y) con (a):

- E“ux = (1 ‘-l—.bA)"l‘llx R ':‘(8)

Se obﬁiéne,“en el a,ct'o,' . 4 L
; B = (14 A : (XVID)
o B=144 - (XVILI)

A =E—1 ' (XIX)



y, también, S
A”-—(‘—J)" : (XX)

[21]. Se ha visto que aplicando la (XVII) a la funcién wu, se
llega-a la (XV). En realidad, hemos procedido’ d la inversa: hemos
obtenido la (XVII) mediante la (XV).

Del mismo meodo, aphcando a'la funcwn g la (XX) se cae en la
(XVI)

Ay = (B — Dfuy= - - A I . _
) Ie 71—2 _:i_'(__ l)nJ Uy —

o

17(;/

e

az(n

= uy —n En—lux + E" B, +(——1)" Uy =
ai(n-—l)

= Ugppphh — W Ugt(n—1)k + T

Vap(n-h— +(_’ 1)n Yy

t

[22].. Los simbolos A y B obedecen a las tres leyes que se ha
convenido en llamar: o’zsmbutwa, conmutative y de indices.

Segtn la primera, diferenciar — o incrementalr — una suma alge-
braica de funciones equivale a diferenciar — o incrementar — cada
funcién por separado y sumar algebrdicamente los resultados,

Segin la segunda, diferenciar — o incrementar — una funcién
afectada por una constante equivale a diferenciar —o incrementar—
dicha funcién y multiplicar, lnego, el resultado por la constante en
cuestion,

Y, segin la tevcera, diferenciar —o incrementar — una funcién
primero » veces y luego m veces Im4s, eqmvale a diferenciarla o
incrementarla m -} n veces.

[23]. Ya vimos [7] que la diferenciacién es distributiva. Llega-
mos entonces a la expresion

Avg T wwg) = Avg 1+ Ay (VD
Facil es ver que la incrementacién obedece a la misma ley.. Sea

Bty 4 rp T ws) =ty + rx T we + Avg + Ay T Awy =
= (x + Ax) + (o + A re) T (wr+Awy)
Buy + 15 T we) = By 4+ Ky + Bwy (XXI)

[24]. Se vi6 también [5] que la diferenciacion obedece, para las
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constantes, a la ley conmutativa:
Aarvy = aA vy ‘ av)
~Del mismo modo sé tiex'le:, para..la in:c-ll'ejme.nta-rcién
Bauy = auy + Aawry #vc.r('zl;‘g__+ Au;v)"’" _ L
Bav, = c By ' (XX1I)

[25]. En cuanto a la ley de indices, tanto en uno como en ofro
caso es facil ver que se cumple: : :

Ay, = [AAA...mieces] uy
A"A™uy = [A A A. o oreces] [AAA ..o veces | Uy =
= [L\.A.Ai. .. (rn+ n) reves] uy R
AR Ay = Ay S (XXIII)

Por idéntico procedimiento se obtiene

En Em e = HBmin '”:;: h (XX[V)



- CAPITULO IIT

LA FORMULA INTERPOLATORIA DE NEWTON

PRIMERAS APLICACIONES
[26]. La formula (XV)
n(n 1)

n(n—1)(n— 2)A3

W = U 4 Ay + A2ty =L Mt A

que se llama de NEwToN — por haber sido éste qmen la creé —

tiene miltiples aplicaciones, Veamos algunas,
Sea, por ejemplo,

Uy = 228 — 322 4+ 224 5

Es una funcién racional, entera y de tercer grado con respecto a
. Sus terceras diferencias [4] son constantes y, por lo tanto, las
-diferencias de. 6rdenes superiores son todas nulas,

Si se da a z, sucesivamente, los valores 0, 1, 2, 3, 4 ... con 8b-
1o los cuatro valores primeros se obtienen fodas las diferencias prin-
<cipales ‘

x Uy
0 b
1
1 6 6
- 7 12
2 13 18 0
. 25 ‘ 12
3 38 | _ 30
55
4 93

Si ahora se quiere saber el valor que toma la funcién para x=12,
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.

basta aplicar la férmula de Newrox, haciendo en ella z=0, h=1,
n=12:

2 2
1 >2<11><6+1 ><161><10><12

= 5 4 12 + 396 + 2640 = 3053

u=54+12>x1+

[27]. Supongamos que se quiere interpolar un término entre los
que ya se tienen, de la serie: el valor que toma la fancién para

z=15.
Basta aplicar la férmu]a de NewToxn, como en el caso anterior,

haciendo n = 1,5:

b 0 ! . —0,
1,o>2< ,5><6+1,5><052<( 5)><19

=54 15+ 225 — 0,756 = 8

u1,5=5+1’5><l+

Podia haberse tomado como valor inicial de =z cualquier otro, en
jugar de cero. Partiendo, por ejemplo de xz=2 se hubiera tenido,
n=—0,5, desde que son z4+nh=15; =1y h=1

—1,5)(—2
Uy = 13 —'0,5 < 25 + —ﬂ-—-—) 30+ 9'5( 16"’)( _ ’5)><12;

— 13 — 12,5 4 11,25 — 3,75 =

Como ya se hizo notar [14], » puede ser fraccionario y negativo.

[28]. Si se da una serie de valores de una “funcién —sin decir
cual es— y se llega, formando las diferencias correspondlentes A
la conclusién de que las diferencias de un orden dado son constan-
t6%=se puede determinar la forma de esa funcion.

Sean, por ejemplo, 2, 15, 52, 125 y 246 los valores que toma una.
funcién de z cwando es, sucesivamente, =0, 1, 2, 3, 4.

Formando el cuadro de diferencias, queda'

0 2 '
13

1 15 24
37 12

2 52 36 0
73 12

3 125 48

: 121
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Las diferencias terceras son constantes, luego la funcmn es de la

forma :
e = a0 +bax? +ca + d.

Hallemos las constantes, «, b, ¢ y d.

Se puede plantear un sistema de ecuaciones dando a « sucesiva-
mente los valores 0, 1, 2 y 3. Pero es m4s comodo utilizar, tam-
bién, las diferencias.

La tercera diferencia es (I1II)

3la ==6a
.y, como segln el cuadre, es igual a 12,
6a = 12 CL.oa=2

Por otra parte, la funciéon se hace ignal a 2 para a =0, luego,
d= 2, ‘

Llevando esos valores a la funcién y hac1endo sucesivamente
x =1 & = 2, queda:

24 b+ c+ 2

25<8 4 4b + 2 + 2 = 52 . 2 4e
b=286, ¢=5

15 bt+c=11
17

!

I

y la funcién es .
Uy, — 2 -} 622 + b + 2

II -

NUKEVAS APLICACIONES

[29]. Los ejemplos dados hasta aqni contemplan el caso de fun-
ciones racionales, enteras y de grado » con respecto a x. Hs decir,
funciones cuyo valor se puede calcular ezactamente para cualquier
valor de .

Pero, habitualmente, no es ese el caso. Se trata de funciones cu-
yas diferencias decrecen constantemente y tienden hacia cero, con.
mayor o menor rapidez, gero no llegun nunca a anularse.

Se puede llegar a resultados que se aproximen cada vez mis a
los verdaderocs, pero siempre subsiste un error, tan pequeiio como se
quiera, que afecta solamente a las cifras decimales gue se desde-
fian, pero que no por ello deja de ser ¢nevitable.
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El error puede afectar la séptima cifra decimal y conservarse
s6lo cinco en el calculo; las cineo cifras conservadas son exactas,
pero no por ello deja de dar ese error la férmula utilizada. Claro
que, en tales circunstancias, el resultado es, prdcticumente exacto.

[30]. Se quiere calcular el logaritmo de n=3,14159, y se dan
los de 3,14, 3,15, 3,16 y 3,17. '

Con cuatro valores equidistantes se pueden ptilizar las terceras
diferencias, que se suponen constantes, o, mejor aln, que se manejun
como s lo fueran

x log = A A? A3
3,14 0,4969296
. 13810
3,15 0,4983106 — 45 :
: 13765 + 2
316  0,4996871 — 43
13722

3,17  0,5010593

Se prescinde, por comodidad, de indicar el rango decimal. Se to-
man como unidades las del séptimo orden después de la coma. Se
toma, también, en el argumeunto, 314 —sin coma decimal— como Va-
lor inicial. La diferencia entre los argumentos es, asi, igual a wuno,
y haciendo log 314, igual a uy, el valor de =k correspondiente al
logaritmo de s buscado es, 0,159. Luego,

Ug 150 = 4969296 - 0,159 >< 13810+M(£:21_59;1_)><(_45)+
R — —_
4+ 210901 2 61)(0‘159 2) < 2 = 4971495

log x = 0,4971495.

Las siete cifras decimales conservadas son exactas.

Usando sélo las diferencias segundas hubiera resultado un error
de wno en la ultima cifra decimal. Y usando el procedimiento co-
min de las partes proporcionales — que equivale a no tomar en
cuenta sino las diferencias primeras — dicho error hubiera subido
hasta cuatro.

[31]. Cuando el término buscado forma con los que se dan upa
serie de valores equidistantes es preferible, a-veces, utilizar la (XVI)
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que da el valor de la ultima diferencia en funciéon de los distintos
valores de la funci6on. Supuesta nula dicha diferencia, tenemos, po-

niendo por brevedad x=0y h=1

w(n — 1 nn—1)(n—2 . .
Uy — Wby _(T_) Uy — (_71__(__)%1_3 + oo (=D =0

Asi, para mtexpolar un término entre dos da,dos tenemos

. YUy T Uy + Us
Uy — 2ty -+ U S U=

lo que nos da pura y simplemente la media aritmética.
Si los términos son cinco y queremos determinar el central es

— hacwndo nula la cuarta diferencia —

u4——4u3+6u2—4u1+u0=0

" — 4wy 4 ug) — (g + uy)
P 6

Por ejemplo, sea hallar el logaritmo 'de 2,25 conocidos los de
2,23; 92,24; 2,26 y 2,27

log 2,25 — 41108 224+ 102,26} — [log .29  1og 2,21] _

' 9.113093 |
= _16_ — 0,352182.

TLas tablas dan 0,352183 por exceso: el error es inferior a una

unidad del tltimo 6rden conservado.
[82]. No es necesario que el término buscado sea el central.

Dados los valores de las rentas vitalicias, al 4 %, con la tabla
de mortalidad O, para las edades 26, 28, 29 y 30 afios, se plde la

que corresponde a 27 aios. -
Hamendo nula la cuarta diferencia, se tiene:

Ghgo-— 4a,9 4 6ay— 4oy }- Ay = 0
6 tyg — 4y - Azp + My
Qo7 = 4

6 > 17,899 — 4 >< 17,637 4 17.447 + 18.18
& >< 17,837 + - l—\8,003

aq. =
4

Las tablas dan 18, 004
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III

SUBDIViSION DE INTERVALO
’
[33]. Si en Ja féormula de Newron (XV)

n(n

1
Ugpypnh = Ug + AUy + __‘—)Az'“r 4+ Ay

son h=1 y #n=1[m, queda : -

1 111
Upp1m = Ug + %Ailx + B '77&<’);L 1>A2 Uy + .-
que, utilizando el procedimiento de separacién de simbolos, se puede
escribir

Uppiym = [1 + = A + ———(;13 - 1)A2+

1 1/1 1 :
-|—3—!—w;<1—n——1)(;}—2>A3—|—...]11x (o)

1y

Esa expresién representa el valor que toma la funcién cuando el
argumento pasa de « a x -+ 1/m.

Simbolizando por A u;; AZuy; A3u, ... la serie de diferencias,
de los distintos ordenes, que se obtendrian si se tuvieran tabulados
los valores de la funcién correspondientes a los argumentos «;
&+ 1/m; @+ 2/m; ... se puede escribir

Uppim = Uy + Dyug = (1 4 A) ue

por (a)
1 1/1
144, =14— A ,,7—71(,—7&—1)A2+
1 1/1 1 ) s
a%@rdxa—%A+m (XXVT).
14 A, = (14 AU (XXVIa)

[34]. Las formulas (XXVI) y (XXVIu) —esta dltima no es
sino una forma abreviada de escribir la anterior — se usan para la
operacién que se llama subdivision de.internalos.

.Se tiene una funcién tabulada —y diferenciada — para una serie
de valores del argumento, &, @ -+ h, « + 2k... y se desea subdividir
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cada intervalo en m partes. La féormula (XXVI) da los medios de
calcular la serie de diferencias principales A, uy; A? ux, ABu, ..
que corresponden al nuevo intervalo.

La férmula (XXVI) da, efectivamente, en el acto. la primera d1-
ferencia principal correspondiente al nuevo intervalo

1 1 1/1 - 1 "1 .
A.1=7_nA+ 2 m(m . ) ‘t Gm(;z—l)(rn—'?)As—F < (XXVII)
En coanto a las demés diferencias principales, basta recordar que
A=A B =) AP = A AP=(4)? s At=(A,2)?; AP=A2A5; ...

Luego,

1 11/1 1 ‘ 2

Ar = [7n + M(rn— 1)“ +m(;r 1)(51_— 2_)“*“]
1 -1

Al.s [ + —z_;z(— - 1>A? +35

[85]. Una vez reducidos los términos semejantes se llega a los
siguientes desarrollos, que detenemos en las diferencias de quinto
orden

(1=m) (7T—11Lm)

AZ——A2+ a0 12 mt At +

4 (=m)( 11—;’;?)(3 —5m) As  (XXVID)
AB= ;;SM + 3(12m4m) Ab+ ¢! - mi?(;i)s— 7m)A5 (XLIX)
b= ﬂ%sﬂ) (XXX)
Ai=ph® R . (XXXI)

[36]. Haciendo, sucesivamente, - m==56 y m=10 resulta:
Para m =5 '

1 11 4 11 49 1 1 4 9 14
A,—__—-——- ————— 2—-‘ ————— [ S __4
1775 255A+6555A 245555+

=0,2 A — 0,08 A? + 0,048 A3 — 0,0336 A* 4- 0,025536 A®
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A2 = 0,04 A — 0,032 A3 4 0,0256 At — 0,02112 A®
A8 = 0,008 A3 — 0,0096 A% + 0,0096 A

A, = 0,0016 A* — 0,00256 A

A% = 0,00032 A

Para m = 10

A, =0,1A — 0,045 A3 4 0,0285 A* — 0,0206625 A* + 0,01611675 A®
A2 = 0,01 A2 — 0,009 A3 4 0,007725 A* — 0,0066975 A
A8 == 0,001 A3 — 0,00185 At + 0,0014625 A

At = 0,0001 A* — 0,00018 AS
A5 = 0,00001 A

[37]. Es cémodo tenmer a la vista los coeficientes que acabamos
de calcular. Por eso los reunimos en los cuadros que siguen.

Subdivision del intervalo en cinco partes

Coeficientes de:

Para

A A? A3 A* A3
A, | +02 | —0,08|40,048| —0,0836 | -+ 0,025536
A2 4+ 0,04 | —0,032| 40,0256 | —0,02112
AB | 40,008 | —0,0096 | <+ 0,0096
A2 40,0016 | — 0,00256
Ap + 0,00032

Subdivision del intervalo en diez partes

Coeficientes de :

Para

A Az A3 A A3
A, |+ 01 ]—0,045| 40,0285 { —0,0206625 | 4-0,01611675
A2 40,01 | —0,009 +0,007726 | —0,0066975
A3 40,001 —0,00135 +0,0014625
A +0,0001 —0,00018 t
A -+0,00001
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[38]. Sea, por ejemplo, caleular los logaritmos de los nimeros
1500 a 1510, conocidos los de 150, 151, 152, 153 y 154.
Se forma el siguiente cuadro de diferencias

z | uy=logux A A? AR Af
150 | 176091259 |
‘ , ‘| 2885688
151 | 178976947 — 19047
2866641 249
152 | 181843588 |- | — 18798 —4
9847843 245
153 | 184691431 — 18553
- 2829290 -
154 | 187520721 '
At = 0,0001 A% = — 0,081 >< 0,084 = — 0,0'%4

Es decir, 4 en el décimo fercer lugar después de la coma, Practi-
camente -cero. Calculemos A,®

A = 0,001 A3 — 0,00135 A¢ 2 0,0925
Ag = 0,01 A2 — 0,009 A® 4 0,007725 A4 = —0,0°1927419
A, = 0,1 A— 0,045 A® 40,0285 A3 — 0,0206625 A* = 0,052894331

I

Y, ahora, se construye el cuadro tomando como wunidades las co-
rrespondientes al noveno orden decimal.

Se halla, asf, para log 1510, una mantisa igual a 1789769467
con una diferencia de solo tres unidades del décimo orden decimal
respecto a la que se nos dié.

El resultado no puede ser mas satisfactorio.
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_# E——
@ log x Ay A2 Ag®
1500 176091259,0
289433,1

1 176380692,1 -192,74
. 289240,4 0,25

2 176669932, —192,49
289047,9 0,25

3 176958980,4 —192,24
. 283855,6 0,25

4. 177247836,0 —191,99
. | 288663,6 0,25

5 177536499,6 -1 —191,74
288471,9 0,25

6 1778249715 —191,49
288280,4 0,25

7 1 -178113251,9 -1 —191,24
288089,2 0,25

8 178401341,1 - —190,99
) 287898,2 0,25

9 178689239,3 —190,74

287707,4
1510 178976946,7



CAPITULO 1V

DIFERENCIAS DIVIDIDAS

DEFINICIGN

[39]. Si es f(a;) una funcién de @ de la cual se conocen los valores .
f(xo), f(ay) ... f(x,) correspondientes a los valores del argumento
Loy Ly, oo . Ty que no estdn en progresién aritmética, ya mo es posi-
ble utilizar las férmulas de las diferencias finitas que conocemos.

Hay que recurrir a una nueva categoua de diferencias que se
llaman diferencias divididas. ,

Si son, como ya se dijo, o, ®;, ¥ ... &, los valores sucesivos
del argumento, a los que corresponden los valores fx,), (), ()

. f(x,) de la funcion, se llaman diferencias divididas primeras a

los cocientes

flx,) — f(@,) f(a'o) - f(w1)

f(wo’w)— Ty — &y Ty — &,y
fla) — f(@) _ fla) — flxy)
f(m] -’1'2) €Ty — Xy - T, — X,
Fayy, ) = (@ = Flrm) _ flrry) = fl@n)

X, — Ty, Ly, — X,

que se obtienen dividiendo la diferencia entre dos valores consecu-
tivos de la funcién por el intervalo respectivo, es decir, por la di-
ferencia entre los respectivos valores del argamento.

Del mismo -modo se forman las segundus diferenctas dividas: divi-
diendo la diferencia entre- des diferencias primeras consecutivas,
por la diferencia entre los dos valores mds distantes del argumento
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que se toman en cuenta

f(.’L‘O, wl) —f(.’b], mz) — f(w]s wz)_ f(“o ml)

(20 2y, 2y) =

. L)
fla,—_s, Ty y)— — (2, 2y) f(wr—v @) —f(@y—_o, Ty_i }
Tyy — T, T, — Ly,

f(Ty—g, @py, T) =

Y, de un modo anilogo, se forman las diferencias de tercero, de
cuarto, de quinto, ... orden. ’

[40]. Se advertird que es indiferente el orden en que se han de.
restar los valores de la funcién — o de la diferencia de que se tra-
te — para formar la diferencia del orden inmediato. Basta, en efec-
to, que los valores del argumento se resten en el mismo sentldo
para que el resultado no varie. :

II

PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS

[41]. Una diferencia, de un orden-cualquiera, puede ponerse ba-
jo la forma .

. ks e -
flow @y oo ar) = F s s (XXXII) |

donde el producto:

(2 — '7170) (xp—a) ... (Xp— Zy)

consta de sélo » factores, pues se ha de prescindir, en cada caso,
del factor @z — az que anularie todo el denominador. Téngase bien

presente esta observacién en lo que sigue.
Para las diferencias de primer orden la ('omplobacmn es inme-

diata

fla) — flz) _ _fl@) | _F@)

€, — g @, — Ly Ly — &y

flag ) =

Si se trata de una diferencia de segundo orden se tiene:

gy, ) = [ E I =2 D [ (@) — f@pa) |

Ly — Ly @,
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Y, reemplazando las diferencias de primer orden-por sus valores,
de acuerdo con el resultado obtenido mdas arriba,

1 [f(wo) + fle)  f@)  f(@) J=

7o, mx»mz) =

Ty — Wy | Lg — Fy L By — Ty Ty — Ly T, — &,
o fmy o @)
(g—2,) (y—x3) (X, —%y) (p—,)
@ ()
(@ —3) (wg—125) . (@y—,) (23—,

Pero v

f(a’x) | . f(xl) — f(ml)[w1—x2‘_m1+mo] _
(0, —x) (Lo—2)  (1—23)(Lo—s) (®o—25) (w1_a30)_(’171—a’2)'

_ f(zy)

T (@) (i, —ay)

Luego, también, es:

f(x,) + f(zy) f(zy)

@ mE) = (Zo—&, ) (Xy— ;) (xy—y) (2, —75) (g—) (X —7y)

Dado el caracter de sumandos que tienen log elementos de la ex-
presion, y la forma simétrica de los denominadores, es indiferente
el orden de colocacién de los sumandos en la formula y el de los fac-
tores en cada denominador: ’ :

Comprobada la formula para las diferencias de primero y segun-

“do orden, se demuestra su generalidad con soélo probar que, siendo
cierta para las diferencias de un orden dado, 7, lo es, también, pa-
ra las de orden r 41

. __f(mmms---“'r)_’f(mnwz'--a'r )_
f(@gy @yy - .o Tpy)) = 1 P U =
__ 1 [ 5 f(xz) _

Ty—Lyig |0 (Tr—7,) (wk_wl_) N (7
g f(xr) ]
T (@) (@p—y) . - (Lp—Typy)

[ Recuérdese que siempre esta excluido del denominador el factor
xp—axp que lo anularia]. ’
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Se opera, ahora, con un par de términos cualquiera —uno de_ca-
da sumatorio — que tengan.el mismo namerador, f(zz). Resulta:

1 [ f(zz) _
Lo— Ly (xp—x,) (@p—2,) .. (xp—2xy)
- fiag) ] _
(xp—2 )(Xp—23) . . - (@®—Ty4y)
_ 1 . flzz) [mk—wr+|—‘mk+wo] —
To— Tyt ("fk—mo_)(a’k“ml) o (@p—Tygy)
_ F(a) -

T (mp—zp)(xp—, ). . (xp—Lyyy)

" Cowo el resultado vale para todos los panes de términos lde los
sumatorios, la proposicién esta demostl ada,

b=yt f(xz)
Vg L) = XXXII
f(@, @1y @y« - Tpyy) 2o @iz @n—2). . @h—rir) ( )

[42]. Si una funcién es la suma algebrdica de varias funciones,
sus diferencias divididas se obtienen sumando algebraicamente las

diferencias divididas de dichas funciones.

Sea
f(@) = o@) + (@) — 6(2)
resulta '
F(@y @) = @(%0 1) + BT, ) — O, )  (XXXIII)
En efecto, la primera diferencia es: - . )
F(a5) — F (1) _ (24 () —O() —pl ) — B2, )+®(w1)__
f(wo’ ) &Ty—& Ty — 1: -
t 0 1

_0l@0) — ole) | Ba) = P@) o) — 6(a) _

Ty — X,

T, — &, Ty, — &,
= (%, ;) + (o, x,) — O(zo. )

Lo mismo se obtienen las diferencias sucesivas,
[43]. Si una funcién estd multiplicada por una constante, las
diterencias de ese producto se obtienen diferenciando la funcién y

multiplicando estas diferencias por la constante.
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.~ Es decir, que si es

(@) = ka(@)
es, también,
f(@o, 1) = k@0, %) (XXX1V)
En efecto,
g ) = L) = Bao@) _  o@) — ol@) _

x, — @, Ty — Ty
= (%, ;)

Y asi sucesivamente.
[44]. Sies

f@) =-ar

la diferencia dividida de orden sm° es de grado n—r.

En efecto, al dividir z,» — x,» por z, —z, se reduce en uno el
grado de la funcién. Y al dividir » veces sucesivamente, se reduce
el grado en r; luego, la funcion se hace de grado n —r.

Cuando es r=mn, — cuando se ha diferenciado » veces — la dife-
rencia se hace de grado cero: es una constante. Las diferencias
que siguen son, por lo tanto, nulas.

[45]. Si es f(z) un polinomio entero en z y de grado =, Ja di-
ferencia de orden » es de grado n—r; la de orden =, es constan- .
te, y son nulas todas las de ordenes superiores a =.

Esta propiedad no es sino una consecuencia de las tres anteriores.

Un polinomio es una suma de fanciones [42]. '

" Cada término del polinomio es el producto de una potencia de z
por una constante [43].

Y si su término de grado més elevado es de la forma Az su
diferencia de orden r [44] es de grado = —r; su diferencia de or-
den n es de grado m —n =20, o sea una constante. Son, por lo tan- )
to, nulas las diferencias de orden n+41, n 42, ... ‘

[46]. Al hacer el cuadro de la funcién y de sus diferencias, el .
modo de ordenar los argumentos no afecta a los resultados, toda

vez que se tiene (XXXII)
i f(zz)

f(#0, %y oo Zp) = k2=:0 (2e—2,) (Bp—2y). . . (Tp—%)
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Notese el paralelismo que existe entre las propiedades estableci-
das para las diferencias equidistantes en [5], [7] y [4] y las demos-
tradas, ahora, para las diferencias divididas en [43], [42] y [45].

. En realidad las diferencias equidistantes no son sino un caso parti-
cular de las divididas. Basta, en efecto, hacer en estas

Bp—Fy = By — % = Z—2 = ... = h

para caer en aquellas.

[47]. Puede ocurrir que las diferencias de f(z) no lleguen nun-
ca a anularse. En tal caso, al tomar como constante la diferencia
de orden r se comete un error. Pero, si las diferencias decrecen
con suficiente rapidez, puede elegirse » de tal manera que dicho

error tienda hacia cero. Téngase por repetido, aqui, lo que se dijo
en [15].

III

FORMULA INTERPOLATORIA DE NEWTON, O DE NEWTON - STIRLING

[48]. Y es el caso de emplear la férmula interpolatoria de
NEwTON, 0 de NEWTON - STIRLING, que vamos a determinar en seguida.

Sean, en efecto, constantes, las diferencias de orden 7, Se puede,
entonces, substltun en cualquiera de ellas el valor del argumento z,
— para el cual se tiene ya calculado el de la funcién — por z, va-
lor del argumento para el que se busca el de la fancién.

Y se tiene — recordando que el 6rden de los argamentos es in-
diferente —

f(@ 2,20 ... 2py) = f(rg, 2, 2, ... 2,) = constante.
Pero, por definicion, es
flooxgomy ooy y) — flag,m ... Ty_y)
L — Ly,

202, ... ) =f(Zo. 21, ... %) + (& — Ty ) [, 20, %, . .. @p))

Analogamente se deduce
F(2, 20, % . @) = [ (20 By By . . %py) + (2 — 2,_) F(z, Boy By« « + Ly_g)
(@20, 2,y ) = [(29, 2y, 5. . Zpy) + (8 — By_5) [ (2, 2y 5y . . . Lyg)

f(, 2,2, ... 2p,) =

f(@, @o. 2,) = f(2,, %y, ;) + (z — ,) f(»"» To» Ty Tp)
f("” “’0) = f(‘TOr a‘l) + (x - xl) f(xv Zo, ,“(71)
f(x) = f(n) + (2 — w,) f (s, %)

T T PP W

ey
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Ahora, mediante substituciones sucesivas se obtiene:

7(2) = f(x) + (x — 7o) (=, %) =
= f () + (& — 2o} [ (@0, #,) + (8 — ) (%, 2, 2) ] =
= [ (@) +(z—20) | f (@, @1) +(a—2,) [ (%0 21 22)+
' +($"'"x2) f(”; Loy Xy xz)] ;
f(=)= (”o)'l'(x—xo) f (g, 1) (x—20) (5—1,) f(0, %1, @2) +
+ (z—2,) (x—xl) (m—) (%o, %1, %9, %g) + ... +
+ (=) (B—21) ... (B—=2p—1) [ (%, By, Lo a’r) (XXXYV)
Es la férmula de New rox- S IIRLING.

[49]. Si la tltima diferencia cons1delada no es constante, se co-
mete un error al tomar

f(@ By ®ys e Tpy) = f(ro ®y . 1)

~ Facil es ver que ese error tiende hacia cero cuando lag diferen-
cias de la serie a interpolar decrecen con suficiente rapidez.
[50]. Sea la serie:

G = 5 f(z,) = 150
o= T f(z) = 392
mo=11 . f(z) = 1452
2z, = 13 f(zg) = 2366
w, = 21 f(z,) = 9702

Ca.lculemos las distintas diferencias:

— 150 1452 — 392
f(xoy z) = ——5— = 121; f(mu xg)-_—:ﬁ— =‘2-65
2366 — 1452 . 9702 — 2366
f(xz, xs) = —m— = 457; f(x3, ‘);4) —_T]_g—— = 917
965 — 121 457 — 265
f(xm X3 x2) = _im— =24:; f(xlaxzy x3) = ‘—Té':,?— =32
917 — 457 C '

F(13 20 8) = 5y —17 = 46

39 — 24 ' ' 46 —'32

T (@, %5 25y 23) = m =13 . f(2;,%%3,) = —QT——7 =1

Y -las. diferencias cuartas son nulas.
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Formemos el cuadro de diferencias

z | f(x) [f1 | f2 | f3 |f4
5 | 150 | -
e
7 | 392 24
- 265 1
11 | 1452 32 0
457 1
13 | 2366 | | 46
917
21 | 9702

Sea z = 6,417

f(z) = f(5) + (6,417 — ) f(5,7) + (6,417 — 5) (6,417 — 7) f(5,7, 11)+
+ (6,417 — 5) (6,417 — 7) (6,417 — 11) f(5, 7, 11, 13)
Es inutil seguir m4s adelante porque la siguiente diferencia es
nula,
£(6,417) = 150 4 1,417 >< 121 — 1,417 >< 0,583 >< 24 4
4 1,417 >< 0,583 >< 4,683 = 305,416402713

[61]. Puede, también, disponerse el cilculo de otro modo. La
féormula — ya lo hemos visto — puede escribirse

@) = (Feo) + (5—10) | F(ttgr )4 (—12,) [ F (s 31, 23) +-

+ @—z)(.. )]+ ... ( (XXXVI)
Lla.membs, respectivamente, v, v,, 73 ... v, a cada uno de los
paréntesis. )
Se tiene:

f(x) = f(zo) + (& — zo) ¥y
v, = f(%, %1) + (. — ) v,

En el caso presente son:

vy = 1 = constante
vy = [ (%0, Ty, Zo)-+ (2 — 2,) v3 = 24 -} (6,417 — 11) = 19,417
vy = [(%y, %) + (& — #y)0q = 121 4 (6,417 —7)>< 19,417 =109,679889
f(z)=f(2) + (z — @) vy = 150 4 1,417 X<
><109,679889 = 305,416402713
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[62.] Se puede comprobar el célculo determinando la diferencia
tercera, mediante la férmula

f(er)

= 2.(%—‘3:0) oo (2p=2p1) (@p—Thei) - - . (p—12%,)

f(xo,x1,‘~ . ..’I?,;)

En este caso es _
- 150 - " 392
(6—=7)(5-=11) (5==13) + (7T—5) (1—11) (7—13) +
1452 ] . 2366 _
(11-—5)(11-7)({1—-13)+(13—5)(13—7)(13—11)"

__ 160 392 1452 - 2366
T 25<65<8 T 25¢45<6  63<4><2 | Bx<b><2

£(5,7,11,18) = 1 =

+

[63]. Para z=10; se tiene:

(&) = (@) + (@ — 7) {0, 21) + (@ — 3)(5 — 2) [0y 71, +
+ (= —'970> (z— xl) (x — %) (240 21, %, 23) =
= 150-55¢121 5><3>¢24—5><3><1><1 = 1100

v
LA FORMULA DE LAGRANGE

[64]. De la formula de Newton - STirLiNG se deduce, facilmente; la
de LAGRANGE, a la quéd &6 llega, también, por otros procedimientos.

Si la wme diferencia dividida es constante, la 4172 es nula, Si
800 Z,, &1, 75 .. . 7, 108 valores del argumentd para los cuales cono-
cemos los correspondientes valores de la funcion, y « el valor del
argumento para el cual nos falta el de la funcién, ge tiene

f(rg)

(xn —,G)(u;r;e—.lfo) oo (r—r)

f(2, 24 2yn . 2,) =0=2

donde x; toma, Sucesivamente; ios valores z, 2y, #; ... x,,. Luego,

fn )

(”—‘wo)(w‘—xl)(x—x2)r c(@Z—2y) * (Eg—2)(By—2 W @o—25)...(2g—7yy)

I _ fw)

' (@z"@(@z"%)(“n‘"%) oo (By—Tp—1)

0=
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L e fw)
(B— L) T—TANT—T5)...(Z—Ty) (ro—)(@o— 1) (Zg—23) (%= T4)
f(x1)
— F oo @) T
()

+ (a'n"w)(wn_wo)(wn_wl)- . *(wn'_wn—l) ‘

Cambiando en el denominador, en cada término del segundo
miembro, (xz—a) por (x—axz) se obtieme, en 6l acto, la féormula
buscada )

f(z) — flzo) +
(T—Z N T— BN T—Ty ). . (X — L) (T—Tp ) (Eo— T Lo—B3).. (To—Ty)
f(xy)
+ (X — L ) (X1 — T ) (X1—3) .. - (X1 —T5,) Tt
" floy,)

‘\w—wn)(“'n—1'0)("1'7;—‘931) A&y —Bp—1)

(.’L' x 1) (w— "(:2) (w ’vn)
(@o—x N@o—T3) - -+ (Xo— f(wO) +
(w_wo)(m—’mz)- . (’L‘ wn) f(wl) +

(21 —Z ) (@1 =) . - - (xy—2y)

f(x)=

_|_

b g e e BTy ey (XXXVID)

(&= )( @5 — 1) (@ —Fy1)

[55]. Apliquémosla al ejemplo anterior.
Como la primera diferencia que se apula es la cuartu, queda:

:Jco_% x, =1T; x3=11; m3_13 =10
Fag) = 1603 f(ary) = 392; f(w,) = 1452 f(ws) — 2366

Y, llevando esos valores a la férmula, -
(10—T7)(10—11)(10—13)
(6—7)(6—11)(5—13)
(10—5 (10—11)(10—13) o
=8 (—11)(—13) < 2+ *
(10—5)(10—7)(10—13)
T a=yai=nar—1is). -
(10—5)(10—7)(10—11)
" (13—5)(13—7)(18—11)

< 150 +

f(10) =

> 1452 +

> 2366 = 1100.



CAPITULO V

DIFERENCIAS - CENTRALES

DEFINICION ' ,

[56]. Al interpolar una funcién cualquiera mediante la férmula
“usual de las diferencias finit,ast ‘

nin

N . . 1 v
Ugynh = Ug -+ AU+ —)A2 Uy -|— A ux (XV)

'se toman en cuenta términocs tanto més alejadns del valor particu-
lar que se busca de ia funcién, cuanto mas elevado es el ultime
orden de diferencias utilizado. "

Si la funcién es entera en a, de grado », y se toman en cuenta
las diferencias de emésimo orden, los resultados obtenidos =ou sizm.
pre exactos, y la observacién que se acaba de hacer, carece de im-
portanc1a Pero si — como ocurre usualmente — se trata de una
funcién emyp.irica, en la cual las diferencias del ultimo orden conser-
vado no son constantes, aunque se las considere como tales —den-
tro de un campo, naturalmente, restringido — al aplicar la férmula
se comete siempre un error, que, no por estar descontado de antema-
no y ser més o menos desdefiable, debe perderse de vista. Ese error
claro esta, depende del valor de las diferencias que — tenidas por
nulas — han sido desdefiadas, y. por lo tanto, de la posicion en el
cuadro de diferencias, de las drferencws principales utilizadas. Y no
hay duda de que, cuanto més lejos estén dichas diferencias del va-
lor que se busca, tanto mayor serd el errer cometido.

Para reducir este error, en lo posible, conviene utilizar diferen-
_cias tan prézimas como sea dable al valor buscado Han surgido, asi,
las.llamadas diferencias centrales. :

[67]. Formemos el cuadre usual de ‘diferencias, pero representan-
do por o un valor central del a‘rgum"ento. Los que le antecedan, en



— 102 —

orden ascendente, serdn, pues, &« —h; @ — 2k ... El cuadro toma
la forma:

& —3h Uy _gp

Avyg_gp
x— 2h Ux—sh A% uy_gp
Atty_op Nuy_yp
X— b Up_p Aluy_op At vy _gp
Awuy_p, A uy_on Asay_gp
Y Uz A uy_p, Aty _op
Awuy Aduy_y APuy_op
x4 b ougyp A% uy Aty _y :
Aveyp - A%,
T2k gy A2'“9«c+h
Atigyon

w4 3h tyygp

Si, ahora, representamos esas mismus diferencias por el simbolo
3, y damos a » un subindice igual a la semisuma de los subindices
de la funcién — o diferencia del orden precedente — cuya diferen-
cia indica, resulta:

Aug p = uy — Uy pp = By ppy
Auy Ugph — Uy 8 Uy hjp
Ay = Ugpoh — Ugpp = SUg s

R S A A A P R

Il
I

Del mismo modo se tiene,

Mug = Ay — Ny p =8 Ugy pyy — 8 Uy_pyy = D22y
My =Augp —Auy =35 Uyyypy — 8 Ugypyy = BUyip
Mg = A0y, — Aluy g = By — 3%y = Byp,

[58]. Rehagamos el cuadro con la nueva notacién

x—3h Uy

: 8 U5 k2
x—2h Yy _op 32Uy _op
Stx_ghys Bz _ohjy
x— h Uy_p 32Uy _y, My _y
B U_pyy 38 Up_pyy 3% Us_pyy
x Uy 32y, Sty 38y,
S Uy ikl 8 Uy hyp 8 Ny yre
x4+ h Uyyp 32upyyp Stog g,
- " BUxygis EACPERYN
x4 2h Ugyn 8% ey yon '

SUsishis
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Se ve, ahora, que:
a) Las diferencias de orden impar tienen subindices fraccionarios.
b) Las diferencias de orden par tienen subindices enteros — con

respecto a &, por supuesto.
¢) Tias diferencias situadas sobre una misma linea horizontal tie-

nen fodas el mismo subindice.

Las de orden par est4n en la misma linea que la funcién, cuyo
sabindice llevan: wy_oz; 32U ohi- .

Las de orden impar estdn sobre la linea que pasa enptre dos fun-
ciones dadas: Buyyne; 8% Uxihizi

d) Los subindices de la funcién y de las diferencias principales
— o que por tales se toman — crecen de h[2 en 7[2 ‘

Luego, la diferencia de orden 2z, que se escribe 3% uy, proviene
de on valor del argumento distante 2n/2=mn intervalos del valor
" &, frente al cual estd la diferencia, La funcién principal correspon-
diente es w4z _pz. -

[69]. Por consiguiente, se puede escribir, X

Mgy = Ay (XXX VIII)

La diferenciq. que sigue, d27*+1uy,, 5, corresponde a la misma fun-
cion principal; por lo tanto:

sty g = AW luy - (XXXVIII a) .

[60]. De lo expuesto se deduce que las diferencias centrales, de
un orden cualquiera, m, llevan, sobre la distancia del walor principal
del argumento al tomado como central, un aumento en el subindice
de m/2. ' T

Hagamos, para simplificar la escritura, x=0y h=1. 8i el va-
lor central es, por ejemplo, menor en 7 unidades que el prmczpal,
la diferencia sexta, con respecto a éste es, en la notacién genela]
ASu_,. Empleando diferencias centrales, se tiene!

CASu_y = 3u_;iep = BCu_,

Si el valor central estd cinco lugares, deba]o del prmmpal la
diferencia séptima con respecto.a éste es, en una y otra nota-
cién,

ATu_g = 3Tu_gy7p = ¥ u_gp
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LAS FSRMULAS NEWTON - GAuss Y NEWTON - GAUSS RETROGRADA

[61]. Busquemos una férmula que nos permita utilizar las dife-
rencias mds préazimas al valor central, v

Partamos, para ello, de la férmula de las diferencias dxvxdldas en
la cual, como el orden de -los argumentos carece de importancia,
los tomaremos como si estavieran dispuestos asi: x,; my+h; o, —h;
x,+2h; x,—2h; xo+3h .. ..

Resnlta —siendo « el valor del argumento para el que se busca
el correspondiente de la funcién —

f(@)=[ () (z—2o)f (%3 Zo+h)+(2—20)[2— (2 +1)]f (70; 2o +h; 2o—h)+
- (a—,) [x—(2o+1)] [z—(2o—h)] (20 Zo+h; 2o—h; Zo+2R)+ -
+(z—zo)[z— (2o +R)] [z —(z,—R)][2—(mo+ 2h)] ><
< f(@0; o +h; ag—h; 2o+ 2h; 2y—2R) 4. . .

Por (XXXII) es:

) "o f(z,) flzo+R) 17, - :
flans i) = e 4 LR = 2 ot by — fia) |
Pero,

f(ay + k) — F(@o) = A f(0)
s @+ 1) = 34 7(0)
Anélogamente:
) ) ) — f ()
F(@o3 @yl 1) = [wo-(wo'l‘h)][;’o— (@o—h)] +
(o t+h). f(z,—Ph)

F God b=z, @t h—(@y—T)} T @a—h—ag)e—h—(@o W]

=—;-f§§0)+f(w;;j;h)~+f(:z(;; 1) th [f( 0+h)_2f(wo)+f(wo-—h)]=

1
et @l
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por la (XVI). Del mismo modo :

_ . . o f ()
]f'.(.'z:o, To+h; xy—h; @y + 2h) = —xo—h)(wo——woo+ ) (avo—wo——Qh)

f (wo+h) +
('To“i'h—wo)(wo'*‘h —@+h) (@t '—wo—Qh)
f(zo—h)

F By h—0) (o —h— 1) (@q—T—To— )

f(zo-+-2h)
(a:0+ 2h—ax,)(x o+ 2h—xcy—h)(Zo+ zh—azo—}-h)

_ flm) f(xy+h) _‘f(a:o—k) f(zx,+2h)
T ouRs 2h3 6 h8 6hs

67 3 [f("'o+2h)‘—3 f(wo+75)+3f(wo)—f(mo —h)] = 31 ; 3 A3 (wo"‘h)

tambiéﬁ, por la (XVI).
Facil es, ahora, demostrar que, en general, se tiene:

(o5 To+h; Tg—h; ... Tot1th; xo—”'7l);-=(2,2)lw Asnf (z,—nh) (XXXIX)

En ‘efecto, admitiendo que la proposicion es cierta para las dife-
rencias de orden 2» — 1, son:

flag—(n—1)h; Zy—@m—2)h; .. . @-+nh] =

1

= @y A = 1) (@)

fl@o—1h ; ®y—(n—1)h;. . .Te+(n— l)k] =

1

= W At f(-%o—nh) (B)

Y, restando (f) de. (a) y d1v1dlendo por la. dlferenma de los ar-
gumentos, 2nkh, resulta: .

Lo

flag—nh; we—(n—1)h; . .. Tyt-0h] =
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1 1

= S W{ Azn—1 f[mo—(n—l)h}]_~.A27z-—1f(a,(;_nh) } —

(2n)|h2nA f (o —mnh) | (XXXIX)

[62]. Llevemos los valores hallados a la férmula de las diferen-
cias divididas. Es: ’

f(@) = f(2o) + (2—) - - A/(xo)-l-(x —zo)(Z—xo—h)- 2,]213 2’z —h) +
(@) (5—2g—h) (5—To+h) SW AS f(z,—h) +
+(a:—a;o)(x—xo——h)(a:-x(;+k)(x—-xo—2h)-rlm ASF(2—2h)+
(@ 20) (Gt B (& g B)(@— 2y — 2R) (T — 2o+ 2h) <

> A3 f(zo — 2h) + -

5'h°
Sea, ahora,

x =z, + rh .8 — g = 7h
Substituyendo y simplificando los factores y divisores &, queda:

r(r 1)

f(%-i—rh) —f(’"o)+?’Af( o)+ A* f(zy—h) +

+ r(r—l;(: +1) 4 Floe—h) + r(r—l)(r:-!l)(r—g) ASf (25— 2h)+

+ rr—1)(r+ 15)$r—-2)(7+2) A;' f(ze—2h) + ... (XL)

Es la férmula llamada de NEWTON - GAUSS.

[63]. Si se reemplaza la notacién de Ias.dlferencms ordinarias
por la de las centrales, y se hace, ademés,

z=0; r=ua; h=1; f(x) =uy -
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la féormula anterior toma la forma

'/x=uo+x3%1{2+-—1—)32 + (ﬁ‘l'_l%xfi—_l_)gsullg_k

(7:-}—1)1:(:(:4—'-1)(1: ‘))84 (a:+2)(x+1)5x!(uc—1)(x—2)85u”2+m ‘(XLI)

[64]. Admitamos, ahora, que ‘el intervalo h se hace megativo. Eso
equivale a admitir que los argumentos se ordenan de un modo de-
creciente. Ks, eatonces,

f (20— 1h) = f 7+ 1(—P)]

Y, en tal caso, las diferencias de orden impar cumbian de signo

|y se desplazan en un rango negativo,
En efecto, si » toma un valor negativo, la diferencia primera:

Af(@o) = f(xo+ 1) — f(z) -
se hace

f(@y—h) — fi@e) = — [[(@o) — flwe—h)] = — A flz,—1)
Anslogamente, se tiene p@ra la tercera, cambiando el signo de h,

A3 f(me—h) = f(@o+2h)—3 f(@y+h)+3 f(@))—f (o —h) =
= — [ f(ay+h)—3 [(2e)+3 f(2o—h)—[(r—2h) ] = — A% f(w,—2h)

Y asi, sucesivamente. .
En tanto, las diferencias de orden par no varian merced a la si-

metria de su forma:
At f(ag—2h) = [ (g 2h)—4 f(wo+h)+ 6 f(20)—4 [ (2—h) + (2, —2h)

Haciendo en la (XL)'las substituciones del caso se tiene la fér-
mula de NEWTON - Gauss-retrigruda

f(@o—h) = flaz)—rAf(m, _h)+’(’ 1)Azf(aco-—h)
_ (_’:"_1_)3_’"(L‘_1)Asf(w —2h)+
(”'1)’(’—1)(’ 2) n F@o—2i)— ... (XLID

41
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[66]. Y haciendo en la (XLII), . &y =0; ‘r=x; h=1, ¥
f(x) = uy, queda, reemplazando las diferencias ordinarias por las
centrales,

' o(@—1 1)a(o—1
f@@) =uy =uy—xdu_;3 + a,(mQ—') ‘827.(.0— (iv_-j-__);‘_‘(a:) Bup +

(w+1)a;(a: 1) (z—2) Sty
41

(a;+2)(a2+1);vl(w—1)(a’ 2) 550 ”2+ (XLII a)

1L

FORMULAS DE STIRLING, DE BESSEL Y D: EVERETT

[66]. Sea la féormula progresiva de Gauss (XLI)

Uy = g+ 2 S35 + (.702' 1)8’ +(a:+1)3w'(a:—1)63u”2 +
S D), | D) ErD b

Efectuando — donde aparezcan-—— los productos (a:+1)(a; 1);
(c+2)(x—2) ... queda:

Uy =y + T 3up+ % B2yt -

a;(a; 1) x(x?—1)(x—2)

+ 83z(,+ 10 ouol—l—'

+ w(wZ—;)!(a;Z_4)a5 w1+ m(a:‘-’—l)(a;?' s 3) o+ ...

Pero

x(xz—1 22 x
x3uyz+ ( a1 )Bi’uo:xﬁ 11112+:2—,32‘"o—§52% =

x2
| = x(dugp—1[y 32 yo)—l— moz i,
Ademés,
821y = Suyp — Su_yp “oo (B ugp—1ly 8 uy) =
= x(‘d Uy — 1/,3 Uy 2 + 1/2 8 Zl—1]2) = X 1/2 (3 U2 + 3 u_llg) =Zpn 3 Uy

poniendo, por brevedad, pdu,="/,(3 u1p+3u_12).
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Del mismo modo

a{2?— i (2— 1) e—
.5____(@3 7 D) 3w + 'T—_————( ’ 41:)( ‘ ) o4

wy =

3tu,

i

21 (1

—1 1 — ;
)(53 Uyp— 1y O thp) = _(__)1/2(83 uip+Pu_ip)= —(—?— ud*ug

donde y 3% %, reemplaza en forma condensada a 1/,(38 uyp+ 3% u_1p).
Se obtiene, asi mismo, sin esfuerzo:

Coa(x2—1)(z2—4) 85 a,(x2——1)(2,2——4)(x—-3) _
51 6! - .
x(-’”"‘—l{)) '(’ —4) 1 35 2o+ -”-”2(932—(1;)!(352—4) 3 u,

donde es, también,
L ey =, (Fump + BPu_ip)
Y, haciendo las substltucmnes correspondientes, se llega a la
formula de STIRLING :

K : a(x?—1 x(x—1)
PP TI Cal E  Raas

ol —1) (22 —4 1) (22—4) S
L 5)!(“’ ), 55wy T 6)!(”” ) shuot.... (XLII)

[67]. Volvamos a la formula de Nmwrow-Gauss, ‘progresiva:

T e(e—1 (z4-1z(z—1)..
Uy = uo—i—_.’v S uyp 4 -LQ—'—)ﬁ?uo-*— g__+—)3____'() Bupt ...
Se sabe que:
u—uy=2S8up .. o = ——8%1,2 ¥ Yug=yu,—1[28 Uy

U 1/ax'“o'*‘ Yyu— / Sup = /z('“o"*‘“x)—'l/zs'l-‘ll?-
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Del mismo modo se tiene:
By = Yy (3 4 8 uy) — 1y P
Stag, = Yy (3tuy + 3uy) — 1]3 S uype

Llevando esos valores a la NewTox - Gavuss queda:

(“’ 1)1(32u0+32 u) —

e =1, (o410, )—1/s 8u1,2+a:ou1,2—|—
z(x—1)1
21

(-’L'+ 1)90(9«4—’])("’ —2)1 5@t oF3tu) —
(w+1)w(w4—!‘1)(w 2) 185'&: e+

(a;+9)(7:+ 1);(-’17—1)(90 —2) 55 S un + .

33 ;I +M;_1)33u1',2+'

= s o)+ e—g) Bt 2D L o)

42 w;l)<1 L 1>33 . (~1’+1)-’1’\i| D(x—2) 1(“4110+84u1)+
1 — 1) (z—2 2 1
RCERIL >(w-5!- )35 gt
Uy = Yy (otuy) 4 (—1/)8 uyg + ——— w(w 1) . (32“0’*'82“1)4‘

+ g(a,—_]?))('v—- IZ) o3 Uy (w+1)w(a;_'—l)(w 2) : (34llo+ Sty )+

| @HDa@—Da=a=1)

. .5!
Y, por fin, queda, haciendo z—*'/,=n O w=n+1/2,
t 1
e = Up1p = Yo (ttgt-1))+n 3 un + %— '1s) (3%10—}-8%&1) +

(n+1/2);n—1/2)'n 5 (n-i—%)(n-l—‘/i(lﬁ'—'/2)(’Z ’2) ;(‘34”0_‘_ 34u1)+

(n+3/2)(”+1/2)(’"“1/2)(”—8/ )72 Bupt..

+
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Uy = Uy 12 == Yy (uptu)+nduwp+ .

Y)n

n2—1f, 1 n2—
+ 57 /4—5(82u0+82u1) +.(—3—'— Buyp +

+ 1/4i Sn'*’— ) 1(84u +34u1)+(712—1./4)5(?2—9/4)"35‘“112"'--- (XLIV)'

Es la formula-de BesseL.
[68]. Partiendo, de nuevo, dé la formula dé Newrox- Gauss

Uy = uo-}-ac Suip + a:(a: 1) (a:-l—l);cfa: ) SBugt. ..

.y eliminando en ella las diferencias de orden impar, para lo que
basta poner

Supjg =ty —ty; OPuyp=3%2 —tuy; Bugp=73u, —Fu; ...,
queda,
—1 z+1)x 1
Uy = U2 ( 2y —1t) ( Y )8° e+ (_’_l"_)gw_)(gzu — %) 4
(a:+1)a:(ac 1)(m+2)81
4]
(w+2)(a:+1)bac'(w——1)(m 2)(B4u 8 .

Y agrupando los términos con respecto a los subindices 1 y 0,
respectivamente, se tiene:’

(@@=, | (E)EtDee—DE=2,
e Nole=)y,, o (e et Dole— 1) stk

Uy =2+

x(x— 1)(ac+1 )32%_}_

[<w—1)uo+ :

(w+1)v§(u:n(x—2)(§c+2 )a4uo.+ ] -

(4 Da(r—1) ., (m+2)(w+1)w(w—l)(a'—,?) 5t u1‘+.. o

=mll'1+ 31 1+

x(z—1)(—2) St (a:+ 1)a;(:c—1)(m—2)(a;—3) St
31 51

— (z—1)uy—
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Si, ahora, hacemos .
z4+E=1 e E=l—a=—@—1); t+l=—(x—2)...

queda — escribiendo, por simetria, en orden decreciente los facto-
tiales én que interviene ¢ —:

Uy == TU, +£"L‘__*-.1)§*$‘b__1)82u1+

i (w+2)($+1)590'(m—1)(w"2) Sy 4.. .+

BEs la férmula de Everert.
Iv

APLICACION DE LAS FORMULAS

[69]. Supéngase que se tiene.una tabla de valores de las ren-
tas ciertas unitarias vencidas, a distintas tasas. Es decir, rentas de
un peso anual, pagadero a fin de afio durante un namero prefijado,
n, de afios. Queremos calcular, con su ayuda, el valor actual de la
renta pagadera durante 20 afios a la -tasa del 25/, Y% que mo estd
en la tabla. Valiéndonos de las tasas que conocemos formamos el
signiente cuadro:

Renta =

Tasa = z S 5 53 ot
100 4 O] = Yy : A
2 —2 16,3514
' —0,3877
2, —1 15,9637 0,0132 .
—0,3745 —0,0006
21, 0 15,5892 0,0126 0,0001
—0,3619 —0,0005
23], 1 15,2273 0,0121 0
, —0,3498 4 —0,0005
3 2 14,8775 0,0116
) - —0,3382
31, 3 14,5393 :
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Apliquemos, sucesivamente, las distintas férmulas. Empecemos
por la Newtoxn- Gauss, (XLI). Una diferencia de !/, % en la tasa
representa un incremento de umo en x; [, % — diferencia entre
21,9, que se da y 25/;% que se busca— representa para & un
incremento de 1f,. Como las diferencias cuartas son de excasisimo
valor, detendremos el cdleculo en las terceras.

I. Usando la formula de NewroN - GauUss,
Mx(’_)

Uy = Ug+x O+ ——— ( 82u0+ Bupt... (XLI)

-queda: .
Wy = e = 15,5892 — 1 Ha(=112)
T = s = 15, ly><0,3619 +-12—"20 5 0,0126 —
— 3/2—Xl_/2£—___1/.2 >< 0,0005 =

= 15,56892—0,18095—0,001575-4-0,00003125_=
=15,40670625

Las tablas financieras dan, 15,40665946..

II. Apliquemos la NewroN- Gauss retrigrada, recordando, al ha-
cerlo, que % es negativo, lo que implica el cambio de sxguo de @,
que se hace igual a — 1/,

‘ 1
’ Ti"o—iva’u—]/z-i-x(x |1) Uo— Las ‘)::'(x D g —1/2+ = (XLIIa)

e

L ARV —13(—=3/y) *
= 15,5892—(—1/,}(—0,3745)+ —* 12 5 0,0126 —
1/2(_—1/2)( / 00006—-

= 15,5892—0,187254-0, 00172a+0 0000375—15 4067125

III. Si se hace uso de la formula de STIRLING, 'S "tiene:

( —1)

ty == g+ & pu 3 14, + 82u0+ ndBuy+...  (XLII)’

_ 10,3745+40,3619 1/, U
= 15,5892 — 5 ———— 4 1 ><0,0126—
1,(1/,—1) __ 0,000540,0006

— 15,406709375.
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1V. La féormula de BrsseL

—'s

n2
e =U1p=="13 (Uo+t) -1 St + —5

(n? /4)”

: ‘;“ (3%t + 3%, ) +

+ Byt . ' (XLIV)

da, recordando que n=x—1/,, y que aqui, por ser x=1/, es n=0:

Uy = 1/,(16,5892415,2273) — 1/, (0,012640,0121)=15,40670625.

V. La de EvERETT:

(z+Da(z—1) .,

”x'—‘xul'l'T w, +Eu, + %l_) S2uy -

. (XLV)

\

‘en la que, por ser a=1/,, es f=1—gx=1/, también, da:

3 1 1
Uy = 1/, >< 15,2273 —/ix—é?(—/”xo,omw

) 3 1 -1
+ 1/, >< 15,5892 + %/—2) >< 0,0126 =
— 15,40670625

A

S

RELACIONES ENTRE LAS DIFERENCIAS FINITAS Y LAS DERIVADAS
[70]. De la férmula interpolatoria de Newron:

n(n—1)
91

n{n—1)(n— 2)A3

Uyt = VUy+1 Aty 4 Ay, + T ... (XV)

se deduce —— haciendo A =1

Y, cuando %~ 0, se tiene la derivada de u, con respecto a « en
funcién de las diferencias principales

dﬂx_ 7 l 2 1 3 1 4 l By
%_Aux—zAux+—3«Aux——ZA‘ux+5Aux—... (XLVI)
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- Aplicando a ambos miembros el procedimiento de la separacion
de simbolos, y representando por D=d[dz la operacién mediante
la cual se obtiene la derivada de una fancién, se tiene:

) 1 1 1 1 :
—_— . — — A2 A8 Ad LA —
D p A 2A +3A 4:A +5A (XLVII)

[71]. Hallar Ja segunda derivada es repetir, con respecto a la
pumela, el procedimiento aplicado a 12 funcién. Y del mismo modo
se obtienen las derivadas sucesivas. Se puede, pues, escribir

2 B q2
D?:a%z A——;-A“’-}——;—A-*—iA“—l-... =A2-—A3+%A4—%A5-{—...
3 r 113
D =di;c_3= T L —po— Mg
@“ or. 1, 1, 1 14
Pt =2 A AT L AB A — A4—_9Ab
L L L L Lt I Sl
5 B ’ NE
D5=dd_x5= A—5A2+%A3~%A4+... — A

[72] Volvamos a la (XLVII).
"El segundo miembro es el desarrollo del logaritmo neperiano de
1+ A, si se trata « A como a una cantidad. Hagamoslo asi; resulta:

D— %:loge(l—}-A) . P=elam—14A .. (XLVII
A= eP—1= el __] = (XLIX)
=D+§1—§D2+3—1.D3+.-- . )

[73]. Tomemos la férmula de STIRLING:

w,c__wo-l—xp,suo—{- 8 w8 ) A Ll 1)u83u0+ (XLIID)

Pongamos, en ella, x en vez de 0 y » en vez de z, queda:

n(n 1)

. 712
Ungn = ks o+ Gy Bia b=y Bt

¢ t
Ut Uz ._MBU,V—}—-—Bux—}-
n

u, Bug ..
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Si » -0, el primer miembro es la derivada de ty €Oon Tespecto
ax

d 1 1 1
" =D wu, =p Sy — i 38 ux+§6 p 3 T O+ ... (LI

~

Estas féxmu]as son muy utlles cuando se tiene que operar con
funciones cuya forna real no se conoce, o cuando es mis sencillo
valerse de las diferencias que de las derivadas. En el Céalculo Ac-
tuarial se las emplea con bastante frecuencia”

INTERPOLACION INVERSA
’

[74]. Consiste el problema, en este caso, en determinar el valor
del argumento, conocido el correlativo de la funcién. Cualquiera de
las foin.ulas dacas hasta aqui resuelve el probléma, en la mayoua
de los casos, con suficiente aproximacion. .

Sea, por ejemplo, deteimivar la tasa a que faé contra,tado un
plestamo de $23900,76 que se paga mediante 20 anualidades de
$ 2000, cada una. .

Usemos la notacién corriente en mateméaticas financieras

V = 23900,76; ¢ = 2000, # = 20

o (4ip—1 . V_ 2390076
) V=cu |—CW RN z—w—11,95038—a@_] )

Las tablas financieras dan, para el valor actnal de la anualidad
unitaria, durante 20 afios, a las tasas 5, 6 y 7 %, respectivamente:

A A
am] o) = 12,46221
— 0,99229
am] @) = 11,46992 0,11638 .
— 0,87591

azo] (1o = i0,59401
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Y, en la férmula de Newron (XV)

’ n(n—1
Uyt = Uz + 0 A Uyt (2' ).A2ux 4. ..

son: @« = 0,05, la tasa menor del interés; h=0,01, el intervalo en-
tre dos tasas contiguas del cuadro; v, = am|¢up = 12,46221, el valor
actoal de la anualidad unitaria por 20 afios, al 6 %; Ysinh=
11,95038, el valor de la misma anualidad a Ta tasa buscada: 0,054
o, ¥, por lo tanto, o=mnh .. n=¢glh. La incognita es, asi, n.
Y de Ja (XV) se deduce la ecunacién de segundo grado:

1, A2uyn?+ (Auy — [, A? ug)n + (Vg — Uzinn) =0

Haciendo en ella las-substituciones del caso, queda:
2 -
1], 0%ty & o (Atty — 1y 87 02) - (@) 0 — 01 005+ 0) =0

0 999 — _o
0,05819 >< oy + (—0,99229 0,05819) 585 +

+(12,46221—11,95038) = 0
581,9 o — 105,048 ¢ 4 0,51183 = 0
o = 0,0050112

y la tasa buscada es el 0,0550112. El valor exacto es el 51/, Y.
La aproximacién lograda es bastante satisfactoria. ’

Observacién. Podria’ usarse una ecuacién de tercero o cuarto gra-
do, tomando en cuenta hasta las terceras o cuartas diferencias, se-
l .
gin el caso. :
[76 . Haciendo uso de la férmula de las diferencias divididas,
se tiene:

f (%) = [ ()4 (@—20)f (oy %)+ (w—2o)@—%)f (%o %1, z)+. .-

Aqui se pueden tomar como argumentos los valores de azm), § como
funciones los de las tasas correlativas :

—11,905088; z,=12,46221; ,=11,46992; x,=10,59401

Pero, si se hace z=0, los demés valores de x disminuyen, tam-
‘bién, en 11,95038, Y se tiene

£=0; @,=0,51183; @, = —0,48046; x,=—1,35637
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f(x,) = 0,05; f(x,) =0,06; f(zs) = 0,07
Fleg. 2) = '—o,:é%is——od?fu% = —0,0100777.
F@n @) = —1,3%2;71%;32046 = —0,0114167

SRR 1 1

Y el cuadro de las diferencias toma la forma

© f(=x) fi f2
%, = 0,51183 0,05
~ —0,0100777
%, = — 0,48046 0,06 0,0007167
— 0,0114167
x, = — 1,35637 0,07

Es, entonces,

f(2) =0,05—0,51183 >< —0,0100777—0,51183 >< 0,48046 >< 0,0007167=
= 0,05+0,00515807—0,00017625 —
=0,05498182

Y el error es, aqui de 0,00001818, por defecto.

Como las tablas finanecieras estdn calculadas con ocho o diez de-
cimales — en lugar de los cincq tomados aqui— y, sobre todo, co-
mo- las tasas tabuladas difieren, por lo comin, en un medio o -un
cuarto por ciento — en vez del wno que nos sirvié de base — la
aproximacién lograda puede ser, naturalmente, mucho mayor.

Algunos artificios de caleulo permiten obtener — al utilizar las
diferencias finitas — férmulas que, como la de Harpy, para deter-
minar la tasa del interés en las amortizaciones, afinan mucho la
precisién. Pero esos son alardes de ingenio aplicables a problemas
concretos, que se estudian dentro del respectivo campo de aplica-
cién, no métodos de trabajo de caracter general,



CAPITULO VI

INTEGRACION FINITA O 'SUMACION -
I

LA EXPRESION GENF‘RAL

(76]. La operacién que tiene por objeto hallar la fancion Vi,
cuya diferencia es, A Vg =1z, S€ llama integracién finita 0 sumacién.
Para indicarla se suele usar el simbolo A—1, que representa la ope-
racién contra,rla de 1a diferenciacion finita, pero es mas comfn va-
lerse del conocido signo X, sobre todo, cnando se trata de llegar
a un resultado concreto.

Si se admite que en el cuadro de las diferencias hay una: .colum-
na V, anterior a la de las %y, ¥ tal que sea, como ya se dijo,
AV, =uy Se puede eSCI‘lblI‘ — haciendo h=1:

Virn — Vi = Uy
Vg — Vapr = Yan
Viin Vitn—r = Yatn—t

Y, samando ordenadamente,
t-=n—-1

= 'u'x+t =V x+1z—‘V == “A +u1:+1+ AU iy

t =

Pero, por la (XV) y la (o) de [19] es:

(

Uppy =gt DUz t+—o7 1) A2upt .. A= (1+D) Uy

Por lo tanto, se tiene, haciendo las substituciones del caso,

te=n—1

= =" ean— V=g (1A g+ (LAY Uzt - - A Ay =
AR A AT
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Al hacer la separacion de simbolos aparece, en el corchete, una

progresicn gecmé'rica. Ya sabemcs que no es tal; pero sabemos, tam-
bién, que se puede operar con ella como si lo fuers. Haciéndolo asi,

resulta — aplicavdo’la férmula de la suma de dicha progresién —

t—n—1 (a+4y—1
3 = Vopn— Vo= Uz =
=, Ugyt= Vaoyn— Vz (1448)—1 Uz

1+ A+“(7Z 1)A2+_(_2§_7.’—~).A5+ .FAn—1

—_ e ———— - - A

s Y=

n(n— 1)A+ n(n—1)(n—2) AQJ_ + An—l]u
— .. o P

= o4 70

nn l)A x+M§’——2)M/x+ . A", (LII)

Vx+n = Vyt+nu,+
Es decir, Ja férmula (XV), en Ja cual no se ha hecho més que

correr las diferencias un lug.r, para que las %, ocupen el de las
primeras diferencias, éstas el de las segundas, y asi, sucesivamente.

1I

INTEGRAL FINITA INDEFINIDA

[77]. La integral finita es indefinida cuando no se dan los li-
mites entre Jos cuales hay que sumar. (1) En tal caso, mds que la
suma misma, lo que interesa es individualizar la funcién de donde
proviene la diferencia. '

[78]. Una constante yuede entrar o s:zlzr del sumatorio. En efecto,
sabemos que 8i es, uy = ary, 8¢ tiene Au,=caAvy=Aary.

Sean, ahora,

AVy=1uy Aluy =7V, (®)

y -
AaVi=auy, o AMlavy=aV, B)

- (!) Obsérvese la apalogia de las prepiedsdes que aqui se estudian con las
de las cuestiones timilares del calealo infinitesimal. .
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Multiplicando (a) por a se tiene:
_ aAluy = aVy - ) ™)
‘e, igualando los primeros miembros de B) ¥ (v)
Aauy=ahAT Uy (LI

[79]. La integral finita de la suma algebrdica de dos o mds fun-
ciones es igual a la suma algebrdica de las integrales finitas de dichas

funciones.
Sean
AU, = ux 2 A—l'llx = U,
Avx = 7 ' A1 ry = Vx
AW, = uy RN AV, = Wy
Se - tiene .
A-lug+ Aty + ATy = Uet Vot Wi (a)

Pero, también .es, (VI)
A(Ux’i__—in"Wx)=AUxtAvxiAWx='“:\.i7xiwx

U, + Vet We= A=Y (uy + vx_i Wy) By

El primer miembro de (f) y el segundo de () son iguales, luego:
,",a

A=Y (uy v - 00) = Aty + Ayt AL, (LIV)

[80]. Si dos funciones tienen la misma diferencia difteren en una

constante. :
Sean las funciones Uz y V= U.+ Wy, tales que se tenga:

también. Restando queda, ‘
AW, =0 . .. W, = constante.

~ Pues, para que esa diferencia sea nula, es preciso [6] que Wq
no dependa de x, es decir, que sea una constante.
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1

INTEGRACION INMEDIATA
[81!].  Sabemos [10] que, tratindose de una exponencial, se tiene:
Au = uuh — 1) |
a® = A"l u¥(ah — 1) = (¢ — 1) A—1q*
‘puesto que a®—1 es una constante; luego:

a®

e e ¢ (LV)

Donde C es la constante de integracién, ya que — como se acaba.
de ver — tienen la misma dzferencm dos funciones que difieren en
una constante. Constante que — como en el cilculo infinitesimal —
'sélo pierde su imprecisién cuando la integral es definida.

[82]. Si se tiene un factoual es

A 2™ = m z(m—1D e B = ATl — =g A gD

a(m)
A'— z-(m—l) —_— + C

o, poniendo m en vez de m—1,

Atgem = S0 LV
’ - mH4l ' ‘

[83]. Y, si se trata de la reciproca de un factorial ascendente,
es [13], '

A z0m) — g (—mFly L gem = g AL p—mtD
A1 gl—m+1) — __ L(_ﬁ)
. s =) . .
A-tgomy = x_m” _1 +Cc ’(LVI a)
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v

APLICACION DE LA FORMULA' GENERAL ! *

[84]. Volvamos a la (LII) y apliquémosla a algunos casos concretos.

I. Sea hallar la suma de los cuadrados de los n primeros ni-
meros enteros, Se puede empezar directamente la suma por 1. Pe-
ro el calculo es mas sencillo si se suman #-+1, empezando por O.
Aqui lo haremos asi, dejando, para ejercicio del lector, hacer la
suma entre 1 y =, ambos inclusive.

z Uy A A2
0 0
1
1 1 2
/ 3
2 4 2 :
. 5
3 9 2
: 7
4 16
znz =V, 4 (n41)u, + "'L'”” 0+(”—+1—)§('—"—1)A2 e =
— 0+ (n-}-l)n <14 (_n—l—l)g,(n—.l) <9
_(n+1)n 24@-—2) _ (n41)n(2n+41)
2 (1 T3 I 6

Conocidiéima férmula.
II. Sea hallar la suma de las cuartas potencias

T Uy A A2 A% A4

0 0
1
1 1 14
. 15 36
2 16 50 94
65 60
3 8l 110 24
175 ° 84
4 956 194
369

5 625
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%M—V +(n+1)uo+(n+lmA J_(n-}-l);zfn ])A”uo "

(n-{-l)n('r;—'-l)(n 2)As +(n+l)n(n—1;{é—2)(n—3) Au

(n+1)n
9

(n+1)n(n— 1)(” )¢

(n+1)n(n 1)
144+ 7a _35+

o4 T M1y

(n-}-l)n(n—l) (n—2) (n— 3) 94 —
120

1 7  3n?. . 11 6
= O n[ b g g+ TPy = T 5=

n ot w3 g
=5ty t3 7%

Férmula, también, muy conocida.



CAPITULO VII

SUMACION E INTEGRACION APROXIMADAS

LA FORMULA DE EULER - MACLAURIN -
[85]. Se ha visto (L), que:
. . A}

) 1 a? as

+ .= edlde ]

1
A=@f:ﬂ“;ﬁ+m'm
__D+ D2+ D3+ el — 1
De donde se deduce:
— —-l_-'D. =1 — 1 - ‘
T =A1=(L-1)1= (LVII)

_1_ 2 _1_ 8 i 4
D+2!D + 3!D +41D+...
Introduzcamos en el numerador el Operador D —que manejamos
“como st fuera un verdadero factox —_
D
D+ D2+ D3+ D4+

= zz-j-bD+cD2+¢_ZD3+qu+ ce

donde a, b, ¢, d, e, ... son coeficientes a determinar,
De la expresiéon anterior se obtiene, en efecto,

D= (D-}- D2 .~ 51 D8 + - 7 D4+ )(a+bD+cD2+dD3+eD4+ D=

—aD+( +b)D2+( +2,+c)D +(4:+31+zr+d>‘)‘+
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Todo el segundo miembro debe hacerse igual a D. Para ello ha
de ser a igual a uno y los coeficientes de D2, D8, D4, ... iguales
todos a cero. Por lo tanto:

a =1
a " n 1
7 b h a 1 1 1
st te=0 o e=—m—g=i—m T
7] b c . ¢ b « 1 1 1
Otgitati=0 ==t 5 =0
De la misma manera se obtienen:
1 1 . 1
= =73 =0 9= 30250 =0 T 12096005 - -
Y queda, haciendo las substituciones del caso:
D 1 1 1 1 1
— —_— D2 _ _ - N4 - 6 __ s
eD—l_l 2D+12D 720D +3024UD 1209600D+"'

Eliminando, ahora, el operador D, que se introdujo como factor,

. 1 1 1 1
— A—1__ _ —_
<=4 TeD—1 D 2+12
1 g 1 5 1 7 .
~ 7202 1 562262 " To0s500 0’ - - - ()

Si aplicamos la expresi6n (o) a una funcién, f(z), y tenemos pre-
sente que 1/D=D-1 eg, cabalmente, la. operacion contraria de lg
derivacién, queda, integrando entre 0 ¥y », y recordando [76] que es

1

r{—l
Foy—F = —z-‘ f(=),

n-—1

2@ = [ e 1O 5 )
0 0 . &

= L) = PO+ 5 [ — /Y0)] — ... (VI
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[reras = "5 @+ L) — F(0)] — 3517 — O] +
0 0

o [ — (0] — 5y 0 = PO+ (UIX),

[86]. Observaciones I. Los dos primeros termmos ‘del segundo
mlembro de (LIX), representan la suma

L {4+ =) 4570 = E =5 [ +(O)]

y, por lo tanto, puede darseles, también, esta ultima forma.

II. La funcion f(z) es, normalmente, decreciente. En tal caso
f(n) tiende hacia cero, al crecer.n. Y, entonces, es ¢émodo invertir
el orden de las diferencias, cambiando el signo exterior

— LIP—rO] = + 15 [FO—F )]

Y, para valores suficientemente altos de =, el término substrati- -

vo desaparece.

[87]. Si, ahora, se hace el intervalo igual a hla integral que-
da multlphcada por 1/h, y las sucesivas derivadas por &, %3, hS..
segln se trate de la primera, la tercera, la quinta ... (%)

Se tiene asi, corriendo el origen hasta a:

% f " @) dw=[f (@)+Ffa+h)+... +f(a+nh)] ——12—[f(zz+7zh)+ f(a)]—

[f'(a-i—nh) f’(a)]+7 % [ a-pnl)—f"(a)] —

(LX)

30240

Ks la féormula de EuLkr- Macraurin en su forma més general..

(}) Recuérdese que se partl() —pa)a ]legar a la formula — de la relacién
S=AT=E -1 '
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LOS NUMEROS DE BERNOULLI

.[88]. Al determipar la f6rmula de EouLER- MACLAURIN, tuvimos
que efectuar, el desarrollo

1

D 1. .
=1 - = t . _— D4 Db e —— D8 ..
ed — 1 D + D 740 + 30340 1209600D +-

Desarrollo al que se le puede dar Ia forma que sxgue — reem-
plazando antes D por z:
z B, B, B B
T = -1 2 3.3 1 4,4
Fo1= Botpet e gttt
Los nimeros B que aparecen en este desarrollo son los llamados
pameros de BerxouLwnl, que se encuentran con frecueuncia en el de-
sarrollo de series. Por eso, aunque 86lo incidentalmente se presen-

tan aqui, queremos dedicarles unas cuantas lineas. .
Cowmparando ‘los dos desarrollos aunteriores.deducimos, en el acte,

: 1

Bo—— 1, . Bl———2'

"B, 1 1
71 12 Bi=5
B4 1 1
41 T 720 B“-‘-I%
B, 1 . gl
61 30240 T 67 49
B __ 1 N §
8! 1209600 8777 30

. B8=B5=B7=B9="'-=0

La relacién que define estos niimeros es la que sigue:

3‘:<">B,—Bn=0  (con n>1)

r=0\7
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a la que, adoptando el método de separacidn de simbolos, se le
puede dar la siguiente forma,

(B4 1)»—Br =0

donde los subindices se manejan como exponentes.
Se tiene, asi:

(B+1)2—B2=2B4+1=0 .. B,=-1,
(B+1)*—B*=3B+43B+1=0 e By=—y(—8hF 1) =1s
(B+1)t—B* = 4B*+46B2+4B+1=0
B, = —1/,(6><!/;—4><[,+1) =0
(B+41)’—B% = 5B*4-10B3-+10B2+-5B+1 =0
B, = —1[,(10><0410><![s—5><1/;+1) = — so

Y asi sucesivamente,.
111

LA FORMULA DE WOOLHOUSE

[89]. Si en la féormula de EULER- MACLAURIN, (LX), se reempla-
za h por hjm, sin alterar el limite superior, queda:

”7:/‘(1.+nlbf($)dx = [f(a)-’rf(a—i-h/m)—]—f(a—l—2]1,/m)+ . +f(a,+nh)] o

Yo lf (a+ nh)+f(a)] — [f '(anh)—f'(2)]+

e () ()] — g0 @) — @)+ @

Y, si en la misma se introduce un factor m, resulta:

iy / F(ts = mFEEFa+1) .o flabr] =

-3 [f(a+nh)+f((a)] — —§ [f’(a+nh) — )]+

77nZhU [f"(a4-nh) — fl//(a)]— '3,:2710 [fv(a-{—nh) —f(]+... (B)
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Los primeros miembros de (a) y (B) son iguales. Igualando los
segundos y despejando el primer término de («) que escribimos asi:

a+nh
2 him f(x)
a
Se tiene
a+t+nh a+nh
= him f(x)y=m -S" f(z)—
a

— ( l)h [f'(at2h)—f'(a)] + _7)_();171[3)7£ [F" (a4nk) — F" ()] —
— (ﬁ;;}rzz [F¥(a+nhy—f¥(@)] + . .- (LXI)

Es la formula de WOOLHOUSE.

[80]. A la férmula anterior se le suele dar otra forma, con la
cual se obtiene, en muchos casos, mejor aproximacion.

Partamos, como antes, de la (LX), pero hagamos en ella ¢=0;
h=m, queda:

;ll /.m"f(.’l})dx = [f(0)+f(m)+f(2m)+. .. +f(nm)]_1/2[](-(,)},”1)_‘_10(0)]_
0

v

-~ [f’("m)—f’(o)]ﬁ% (7 ) —F(©)] -

()

30240

Y, si se hacen, en la misma (LX), ¢=0; k=1, y se toma co-
mo limite superior nm, queda:

f " e @yds = [FO) )L @)F - - -+ )+ . . +F(om)]—
0

— 41y )4 F(O)] — g [F o) (O)] 535 [ Com)—F(0)) —

- 1o —F O ®)
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Multiplicando (a) por m, se tiene:

/"m F(@)ds = m [F(O) - F(m)+F@m)+ . . . +F(nm)] —
0 .
m m? mt
— 2 [+ f)] =" [f’(nm)—f’(O)]-l-m [ (um)—F(0)] —

(v)

50240

Igualando, ahora, los segundos miembros de (8) y (y), y despe-
jando el primer término de (B) resulta:

FO+F)HF @)+ .. 4 f(m) = m [f(O)+f(m)+[(2m) + . . . +[(nm)] —
‘ — m_;_—-_l [f(nm)-}-f(u)] — %:l [f’(nm)—f’(O)]+

+ " )y —F (03] —

: 72()

O, mejor aun, escribiendo las sumas indicadas mediante los su-
nm nm

matorios Zf(z) y mZ(m)f(r) respectivamente :

mnm

2 1) = mZ o f (e

W ) — O]+

s )£ (0)] — J [F ) — Q)]+ (LXLu)

IV

Lia rOrRMULA DE LUBBOCK

[91]. Hagamos en la priméra formula de Woornouse (LXI),
h=1y a=0, queda:

)Jum fle) = mzf(f)——[f(%)+f(0)]— Tom [f (m— f’(O)] +

4 1;’02;;1]3 [f’"(“)—f”/(o)]—?)—n(;%-é_w [fV(?’L)—fV(O)]+ . (a)
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Escribiendo las derivadas en funcién de las diferencias [71] se
tiepe:

£1(0) = B F(0)—1], A2 F(G)+ V5 A¥ F(0)— 1], A% F(0)+1[, A% £(0)
Fi(m)= A fO—1)41fy A2 f(5—2,+ ]y A® f(n—3)+
+ Yy A i d) 45 A (1. —3)
f"(0) = A3 £(0)—2], A* f(0)+7/, A° £(0)
f"(n) = A*f(n—3)+"[, A* f(n—4)+7[, A° f(n—5)
fY(0) = A3£(0)
fY(n) = A3 f(n—5)
Téngase presente que, al calcular Jas distintas diferencias de f(n)
. se han tomado en forma retrigrada, dando vuelta al cuadro de las
diferencias ; luego, las impares deberian cambiar de signo. Pero las -
derivadas cambian de signo, también. Luego, las diferencius que, en

definitiva, han cambiado de signo en este caso som las pares.
Se tiene, entonces, reemplazando en («):

E i f@) = m ﬂ)————[f(n)+f(0)]—— {A Fln—1)+
+1,’.1A3f(n——2)+ 1, A3 f(n—3)+'/4A“f(‘n—-4)+1/5 A5f(n—5)-[A f(0)—
1,8 FO)+ o BH(O) a8 FO)+ 1,807 0) ]|+ T d o)

1, 04 i) 471 89 Fln—5)— [ (0) ), A f(0)+7/4A5f(0)]} -

mb

50/4l)m5[A0 (n—5)—A7f(0)] — .

1) +£(0)]—

.0., Fla) = A= 1)— AF(0))—

F(n—2)+82 £(0)] — [ m!

36m T )ow} [A3f(n—3)—A%f(0)]—

- [”‘ff;;zl ;SUms] [A¢f(n—4)+ A3 £(0)]—

[m?—l T(mt—1 )+
! 6UMm 2880ms

30)40m°J [A%f (n—5)— A“f(O)]-—,‘, .
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n m

i -

Sl[m f('rx) =m i‘f('r)—
.0 0

m2—1)(19m?

(82 (n—2)+ 8%7(0)]— =) o3y asf(0)] —

me—1]
24m

DO 1) [asf )+ 24£ (0]

(m2—1)(863m*—145m2+2)

60480m° [ASf(n—5)—ASf(0)]—. .. (LXII)A

Es la formula de LuBBOCK.

v

OTRAS FORMULAS DF INTEGRACION APROXIMADA
. )

[92]. Sea una funcién u, cuya forma no conocemos, pero de la
que tenemos los valores que toma cuando z se hace igual a a, a5,
a+2h, ... Podemos valernos de ellos para avalunar, aproximada-
mente, la integral.

En efecto, tomemos tres valores equidistantes de 2, y hagamos
igual a cero el valor central, e iguales a —1 y a -1, respectiva-
mente, los otros dos. Pongamos:

f +1u_,; de = muy + r(u—y 4 u4q) (@)

-1
donde m y r son coeficientes a determinar. Si admitimos, ahora,
que u, se puede representar, aproximadamente, por una funcién de
tercer grado, resulta:
"y = a+bztcax?4-d.i®
’NO = a-
“u, = a+b+c+td
u_y=qa—b+tc—d
w_y+uyy = 2a+2¢
+1 . } :
'/ Uz dz = m147r(2u+2¢) = (m+21)a+2r¢ B)

J -1 .
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Por otra parte, integrando la funcién de tercer grado, se tiene:

41 +1 bx? cxs drtgt+i
/ tedr= / (11+//:1'+C.):2+(lw3)(lx = [CM‘ + - + Y + 1 ] =
—1 i

—1 —1

= 2a + *[s¢ )

Como (B) y (y) son iguales, los coeficientes de d y de ¢ en am-
bas han de ser tambiép iguales. Por lo tanto: '

m42r=2;  2r=2; Lo =Yg, m = 4,
‘Llevando esos valores a (o), nuestra integral se hace:
+1
f g du = 4fg ot [s(uo14u,) = s (U1 +4uo+u,) (LXIII)
~1

Llevando el origen a 0, y haciendo el intervalo iggal a », x toma
los valores 0, n y 2x. Por lo tanto:

"2n

j vy dz = g [uo + 421, + ©s5) ' (LXIII‘ @)
0

Si conocemos un namero suficiente de valores de z podemos in-
tegrar entre los limites O y 2kn. Basta, en efecto, recordar que

“2kn 2n 495 2kcn .
j Uy g = Uy do 4 / weds 4. ..+ U d.
0 0 2n 2n(k—1)

Se tiene asi:

2k n .
-/ Yx =g [oot 4 tugtriontdug, ittt -+ lhakn 1=

0

n
= 3 [("’0+“‘1kn)+2(""2n+'”4n+ cee +“2(k—~1m) +

+4(v, g+ - .+z/(2,_;__1)”\] (LXIII b)
Es la férmula de SiMpson.

[93]. . Observaciém. Si se representa graficamente la fancion oy,
integrarla es hallar el area encerrada entre el eje de las abscisas,
las ordepadas extremas y la curva — a trazar — que une los ex-
tremos de todas las ordenadas. Ahora bien, notemos que’ tal &rea
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encierra tantas fajas verticales de base umo — unidad convencio-
nal — como indica la diferencia entre las abscisas extremas: 2kn.

Y notemos que esa diferencia no variard annque corramos el
origen hasta a, porque, entonces, el limite superior se hace a--2kn.
Pues bien, el niimero de.ordenadas que se incluyen en el calculo
aproximado es, precisamente, 2kn, feniendo en cuenta, desde luego,
los coeficientes respectivos. Asi, en la férmula (LXIII) las fajas son
dos, y el nimero de ordenadas es — en definitiva — la tercera par-
te de seis, es decir, dos. En la formula (LXIII @) el nimero de fa-
jas es 2n, y el de ordenadas es 6n/3 = 2n, también. Y en todas las
formulas de este tipo — que se veran en seguida — ocurre lo pro-
pio. Psta observacion justifica, en cierto modo, el procedimiento.

[94]. Tomemos los valores de u, que corresponden a x=—3/y;
—1y5 Ys; 3y ¥ admitamos que u, se puede representar, aproxima-
damente, por una funcién de tercer grado,

wy = a+bz+cx?4dad

Tenemos:

312 ba2 cxd .4 +3/2
/ uxduv={ar+)a + — & +cii—] =3a+[,c (e)

—5i2 -3
Y, también,
3R -
/ Uy 0% = MU + 1)+ 7 (U3 + Usp) (B)
85z
Pero.
b, @ b ¢ d
mp=¢+ 35+ 5+ 3 uap=a—g+ 7 —3g
4 cm
Uy +uyp = 20+ 3 .. m(u_m +up) = 2am _|____
y
3 27d 3h  9¢ 27d
Usp =0 + - + t4 2 ugp=oa—— + 7 — &

. o 9ey
uspt+u—ge= 2u + ;- o r(vsetuogp) == 2ur +——
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Llevando esos resultados a (B), se tiene:

812 v o ) 9¢cr
/ Uy A2 = 2am+%n + 2ar+§ )

312

Los segundos miembros de (a) y (y) son iguales, por lo tanto,
los coefientes de ¢ y de ¢ también lo son,

2m 4 29 = 3

+ .

l

=] o

- — 3] . 3} —eem D
7= 8. m =Yg

ol ¥
x| £

Y la integral se hace:

32 ' :
/ Uy de ="[(v_1p +wp)+3/s(u_sp +usp) =

812
= 3/s(u_sp +3u_13 4 Buip + usp)

Llevando el origen a cero; haciendo, como antes, igual a = el in-
tervalo, y considerando una suma de integrales, queda, en fin:

Bkn 3n ‘
/ Uy ds = Y (20t Bt 4 Bty 10y, 00, +

0

+ Buyyt 3ug, gt ugr,) =
3n _
= ) [Cotg 4 uar) + 2(uty;, + Ut - Use—1) +

+ 3ty byt wu vt o A UEr—n)] (LXIV)

Es la férmula llamada de los tres octavos.
[95]. Adwmitamos gue . es una funcién de quinto grado,

y = a+br+tcx?+dad-text+fxd
Integrando entre —3 y +3, queda:
B i 0 : / . 5
/_ Uy A = [.u.u + Tz)u’ + —(—;Jx" + ’Z.‘u“_ + A + gw“]_ =

3 5

o
i3

=.60 + 18¢ + 97,2 (u)
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Determinemos el valor de la integral en funcién de los valores
de u_g, U_,, Uy, Uy Uz, LENEMOS:

3
[ uwdn = mgb s ) g u) ®)
J —s ,
Pero
*y = L muy = mu
ty = a4 20+4c+8d-+16e+32f e r(u_ytug) = 2ru+-8rc+327¢

thy = u4-3h4+9c+27d+81le+243f .. p(v_y+uy) = 2pu+4-18pc+1627e

‘Luego,

3
/ Uy dz = mu+2ra-+8rc4-32re+ 290+ 18pc+4-162) ¢ ™)

-3
Igualando, abora, los coeficientes de a, ¢ y e en (o) y (v), queda:

m+2r4+ 2p = 6
8r+ 18p = 18 ,
32r4+162p = 97,2 . p=0,28; r=1,62; m=2,20

Por lo tanto,

» 3 . '
/ wy Ak = 2,200+ 1,62(u_y-+ 1)+ 0,28(n_g41uy)  (LXV)
J -3 :

Cambiando limites,

6
/ ' vy G5 = n [ 2.20ugy,+1.62(u,,+1y,)+0,28(ug+ 4g,) ] (LXV a)
[ . K .

Es la férmula de Harpy.

Cuando se la usa en calculo actuarial en funciones que, para va-
lores altos de z, tienden répidamente hacia cero, se- suele afadir
— segin lo indiquén las circunstancias — uno o dos términos més,
llevando el limite superior a oo. Toma, entonces, la forma:

S . .
. f vy dx = n[0.28u,+41.62¢,+2,20u,,+ 1.6 2u;,+
o L ‘ .

40,567, +1,62u,,] ' (LXV b)
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En céleulo actuarial se distingue esta férmula con la denomipa-
cién de (39 @), niimero con el cual figura en el famoso libro de
Georee Kine, donde fué divulgada. ,

[96]. Es posible, como se ve, construir férmulas anilogas con
relativa facilidad. Damos, como ultimo ejemplo, una de las mas di-
fundidas: la de WeDDLE.

Tomemos como base

Uy = a+br4cx?4-drd et f b+ g6
Integrando entre —3 y -3 se tiene:

+8 / { . , +3
/ Uy (e = [/u, + T)'.l:g + 36—1,5 + %,);"‘ + —eJ;"’ + Ef,,:," —+ —"1:1;7] =

-3 o 7 3

. 4 4
= 6¢¢+180+-¥T866 + 4—?7‘7—.(/

Pongamos, adema4s,

3
/ ty oo = muatgr(u_y4u, )+ pu_, 4 u,)+ q(e—g+us)
-3

Utilizando los mismos procedimientos segunidos hasta aqui se ha-
. Han los siguientes resultados:

m = 1,8; r = 0,3; » = 1,5; g =203

Hagamos notar que, al determinar ¢, se tropieza con una peque-
a dificultad material: el resultado no es ezacto. Pero la diferencia
es minima y puede ser desdefiada. Cambiando el origen y haciendo
el intervalo igual a n, resulta:

6n
f z’fvflx="7[0y3(2‘0+/“6u)+ 1,5(u.,,—i‘-u5,l)+0.3(u?,,+u4,,)+ 1,8ug,] (LXVI)
0 ’ .

Notese que, a pesar de Ja dificultad apuntada, los coeficientes
son tales que el pimero de valores de la funcién que se toman

— habida buena cuenta de esos coeficientes — es precisamente
6n.
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VI

APLICACIONES

[97]. I. Calculemos, mediante la férmula de EuLer - MACLAURIN
la suma de las potencias de grado ¢ de los nimeros desde 1 hasta 7.

Se tiene (LVIII)
T 1) = [ o o )= (Ol ()= (0] =
)= PO+ sl ¥0)— O]
Que también se puede escribir,
2r6) = [0 dat i 100+ O+l 0= O
)~ O

KEn este caso son:

f )— . 7 -Cd _ ﬂ 'n—,nt+1.
(17 =", /OJI ﬁ—[t-‘l-lJU_—tl'{‘l,
fi(a) = tzt=1; (5) = (t—1)(t—2) st =8,

Y, como todos los valores se anulan para z=0, se tiene:

T ™ oo — 1 , i—3
‘Fx :t+1 _2"' [igtnd = — oo (b —1)({—2)" = +

+ Yoo LE—1)(t—2)(t—3)(t—4)nt—5—. ..

Haciendo, sucesivamente, t=4; {=3, se llega a las conocidas fér-
mulas:

39 nt 23 )

n
a4 — o T
2 s T2t 3750

no,_m o n?  mi(ni42n41)  nd(n41) '77(7'/-}—1)"'?
ST TR T T 4 =% T |z
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Nétese que se dejan de lado los términos en que no figura .
II. Calculemos la suma de los valores de z~l, cuando z varia
entre 50 y 100, ambos inclusive. Usaremos la férmula de LusBock

3 f@ =m @)= [+ [A fln—1)—8 FO)] —

i \ (m2—1)(19m—1 \
o [ (i) 827 (0)] — T T (s (n—8)— A7 (0)]—

"

(m*—1) (9m*—1) \ .
- 280m° [A* f(n—4) A% F(O)] — . ..

Corriendo en ella hasta « el limite inferior, y haciendo:

1 1 !
fl2) = = f#) = 255 flatn) = 1555 m = 10
resulta:
z f(x) 102A 107 A2 109 A3 105 A4
50 0,020 000 000
—3333333
60 0,016 666 667 952 380
—2 380953 —357 141
70 0, 014285714 595 239 158727
—1785714 —198 414 _
80 0,012500000 396 825 79 367
—1388889 —119 047
90 0,011111111 277778
—111111tL

100 0, 010000 000
0. 084563 492

Apliquemos la férmula tomando como unidad la novena cifra
decimal

100 _
100 X2 1=10x 84563492 —9/,(10 000 00020 000 000)—
50

— 99/ 56(—1 111 11148 333 333)—99/,,,(277 7784952 380)—

99 >< 1899 99>< 899
720 000 480 000

= 708187831

(—1190474-357 141) — (793674-158727) =
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100
Xr1'= 0,708 188
50

a cifra exacta — hasta el sexto decimal — es: 0,708 172,
III.  Apliquemos al mismo ejercicio la segnnda formula de
Woornouse (LXI a): ' o o )

2 1) =m 2 oy "R ) 4 (0] = T ()~ 0)]

Tenemos ya, partiendo como antes 'de o = 50:
Ya, p

a+nm . loo 10) - .
o (1) =10 X 9V p-1 = 0,845635 ;
a 50

" At m ()] = *,(0.0140,09) = 015

Ahora,
1 1 4
o000’ I ="3560 =" Too00

f'(z)= -z f’(a+1111z)=f’(100)=;

mi—1_, , 99 .
ETH [f'(at+mn)—f'(a)] = D (—0,00014-0,0004) =0,002475

Por lo tanto — prescindiendo de 165 términes en f”(z) y siguien-
tes, que son muy pequefios —

100 :
2 271=0,845635—0,135-—0,002475 = 0,708160.
50 )

1V. Hallemos, mediante las férmulas de integracién aproximada,
los valores que toma la integral de probabilidad, que figura en la
pagina 57, para )= 0,5. Nos valdremos, para ello, de los valores
de e~** tabulados en la pagina 56. .

Calcularemos, ante todo, la integral 1 — @()), es decir, la integral
cuyos limites son A y mds infinito, limite este altimo para el cual
se anulan Ja funcién y sus derivadas.. -
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Usaremos, ante todo, la férmula de EULER-MAGLAURIN (LX)

S| -t

/ T @)= @+ a4 R)+ - .t )] =l (at-nb)+ ()] —

_ % [f'(a+nh)'—f'(a)]+7_]56 [F“(a+t-nh)y—F"(a)]—

X
30240

[F (ot — @]+ .. . =
_— [f(a)+f(a+h)+ . .]——’/2f(a)+fhé f'(a)‘— %fm(a')_tl' S

desde que para el limite superior — ya se dijo — se anulan la funcién
y sus derivadas.

Para } = 0,5 y h=0,3, resulta — de conformidad con los valores
de la tabla de la pagina 56 — y siendo a = 0,5, a4-~=08, ...

£(0,5) = 0,77880
£(0,8) = 0,52729
£(1,1) = 0,29820
£(1,4) = 0,14086
f(1,7) = 0,055576
f(2) = 0,018316
£(2,3) = 0,005042
£(2,6) = 0,001159
£(2,9) = 0,0002226
£(3,2) = 0,0000357
£(3.5) = 0,0700048

I

1,8255061
—1/,£(0,5)—0.3894
1,4361061
Ahbra, son:

fi(r)=—2ze~%"; f(£)=(—2+4z)e~*; f(x)=(12c—8z3)e~=".
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Luego
ko, 0.3
I3 0.027
—_— ") = — —— 92 — . 5)0.77 = — 0 P
720f () 790 >< (12><0,6—8 >< 0.125)0,7788 0,000146025

Por lo tanto, como 2 =20,3, 1/h = 19/; queda:

1 [atnh ) [ee .
_/ f(z)dz = 10/3[ e dr =1436106—0,01947—

.h' a J o5
—0,000146 = 1,41649
2 @ . 2.
: —:/ e Tdr = —><3,><1.41649 =
Vr ) os Va :
= 2><0,56419>< 03 =< 1,41649 = 0,4795017

‘ 0,5 ' :
@)(5) = ]/2—/ e dr=1—0,4795017 = 0,5204983
wn)o ,

La tabla da 0,5204999.
V. Calculemos la misma integral utilizando la férmula de Hawr-
Dy, bajo la forma conocida por (39 a) — que ¢s nuestra (LXV b)

. v

f g dx = nf0,28u,+ 1,6 2(v,,+u,,,) + 2,204, 4+ 0,5 60,4 1,6 2,,,]

05 *

Son aqoi: u,=e%"; u,=¢08; 4, =¢1¥; ... Luego:

Uy = 0,77880; ,, = 0,52729; wug, = 0,14086; wu,,=0,018316
Ugr = 0005042 ;  w,,, = 0,001159

Y, entonces se tiene:

0,28u, = 0,28 >< 0,77880 = 0,21806
1,62(un4us,) = 1,62 >< 0,545606 = 0,88388
2.%u,, = 2,2 >< 0,14086 = 0,30989
0.56u,,, = 0,566 >< 0.005042 = 0,00282

1,62, = 1,62 > 0,001159 = 0,00188.
1,41653
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‘00
/ e~ dz = 0,3 >< 1,41653 = 0,424959
J 05

9 [o -
—_/ e~ dp = 1,128 >< 0,424959 = 0,479354 ...
VJII 0,5

Por lo tanto
0(0,5) = 1—0,479354 = 0,620646

Aplicando las férmulas de WEppLE y de Smepson y la de los 8,
se obtienen respectivamente — para el mismo valor de } — los re-
sultados signientes: '

WeppLE: 0,52061
Simesow: 0,520875
8l ...: 052221
Dejamos a cargo del leclor verificar esos resultados. En los tres
casos se tomé para A el mismo valer, 0,3, y se utiliz6 como ulti-

mo término para el cileulo wug, = e—32° = 0,0000357. Los que le si-
guen son, practicamente, nules.
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