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PREFACIO

Los trabajos aqui publicados son producto de la labor de investigacion
desarrollada por profesores y auxiliares docentes de varias Facultades de Ciencias
Econdmicas de la Republica Argentina. Los mismos fueron presentados en el II
Seminario: Docencia, Investigacion y Transferencia en las Catedras de Matematica
para Economistas, Bernardello - Casparri - Garcia Fronti, realizado el dia 19 de abril
de 2012 en la Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad de Buenos Aires
y organizado por el Centro de Investigacion en Métodos Cuantitativos aplicados a
la Economia y la Gestidn (CMA).

En el primer trabajo Andrés Botalla, Diego Cortez y Mauro Canibano,
desarrollan didacticamente las caracteristicas y propiedades de las diferencias
finitas y sus aplicaciones a distintos tipos de funciones. En el segundo, Alicia
Bernardello, Verdnica Garcia Fronti y Pablo Matias Herrera, analizan las formas
cuadraticas y su signo, los conceptos de concavidad y convexidad y su utilizacion
en los problemas de optimizacion con ejemplos de la teoria econdmica.

Posteriormente, Leandro Toriano, expone los aspectos fundamentales
vinculados al estudio de problemas de programacion no-lineal, presentando la
deduccién y aplicabilidad de las condiciones de Kuhn-Tucker, realizando especial
hincapié en la regla del multiplicador de John y su relacion con la evaluacion de la
calificacion de restricciones. A continuacion Viviana Camara, Maria Laura Falco y
Adriana Negri muestran un problema que ofrecen a los alumnos para que puedan
darle significado a los fundamentos tedricos del Calculo Diferencial estudiado en la
Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad Nacional del Litoral. La
resolucién del problema permite transferir conceptos tales como razén de cambio
promedio, razén de cambio instantanea y diferencial y sus correspondientes
interpretaciones geométricas y econdmicas. Nora Mabel Lac Prugent y José Luis
Pou, muestran la aplicaciéon de herramientas matematicas en el analisis econémico;
concretamente, la teoria de optimizacidn y su relacién con la seleccién de carteras
de titulos o portfolios.

A continuacion se encuentra el trabajo de Maria Magdalena Mas y Maria Cecilia
Municoy cuentan la manera de proceder cuando se trabaja con alumnos de
distintas carreras de grado: Contador Publico Nacional — Licenciado en
Administracion — Licenciado en Economia, en un Seminario Optativo denominado
“Introduccién a la Optimizacién Global”. Luego Maria Cecilia Municoy presenta una
estrategia metodoldgica que intenta favorecer la generacién de un ambiente
propicio de aprendizaje. Carolina Vanesa Catoira realiza un relevamiento de los
aspectos principales asociados a la estabilidad de los sistemas dinamicos,
centrandose fundamentalmente en la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales.



A su vez Viviana Camara, Claudia Zanabria y Luis Cdrdoba, cuentan la
experiencia de la implementacién de secuencias didacticas con soporte informatico
enla catedra de Analisis Matematico de la Facultad de Ciencias Econdmicas de la
Universidad Nacional del Litoral, cuya finalidad es fortalecer el sentido y semantica
de algunos de los conceptos matematicos que atraviesan la asignatura. Claudia
Guzner pone a discusion los nuevos modelos de ensefianza y de aprendizaje
basados en problemas de creciente complejidad, que privilegien el desarrollo de
competencias del Algebra aplicadas a diferentes campos disciplinares relacionados
con las Ciencias Econdmicas. El anteultimo trabajo perteneciente a Nicolas Giri y
Priscila Fischer, utiliza el modelo de Patinkin como eje para desarrollar dos temas
centrales de la materia “Matematica para Economistas”: el andlisis estatico y el
andlisis dinamico. Saif Ellafi, Gonzalo Garcia, Agostina Santurio y Ana Vilker toman
como punto de partida el modelo desarrollado por Jeffrey Sachs llamado “La
trampa de pobreza” y lo estiman para Argentina entre los afos 1993 y 2006
analizando los resultados obtenidos con la meta de observar si el pais superd o no
el valor del capital necesario para no caer en la “trampa de pobreza”. Por Ultimo,
Eduardo Rodriguez presenta una representacion lo mas fidedigna posible del
sistema econdmico descripto por J.M. Keynes en su “Teoria general”.

Esperando que esta publicacion sea de interés como lo ha sido el evento tanto
para nosotros como jefes de catedra, como para todos los docentes e interesados
en la tematica del seminario.

Por Ultimo agradecemos a todos los participantes, que hicieron posible la
realizacion de la jornada y la presente publicacion.

Maria Teresa Casparri
Alicia Blanca Bernardello
Javier Garcia Fronti
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INTRODUCCION A DIFERENCIAS FINITAS

Andrés Botalla
Diego Cortez
Mauro Cafibano

INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es desarrollar didacticamente las caracteristicas y
propiedades de las diferencias finitas, que constituyen una herramienta
fundamental para la resolucion de otros tipos de problemas, ya sea en el ambito
econdmico o actuarial, por ejemplo, en sumacion, interpolacion, resolucion
numérica de ecuaciones diferenciales, entre otros. Acerca de este Ultimo, se hace
una presentacion al final.
1. DIFERENCIA DESCENDENTE
1.1 Definicion

La diferencia descendente se define como A y aplicada a una funcion, f(x),
provoca:

AF(X) = f(x+h) = f(x)

Esa es la diferencia descendente de primer orden de f(x). La diferencia
descendente de segundo orden se define como:

A2 (x) = A[Af ()] = A[F(x+h)— f(X)] = f (x+2h) = 2F (x+h) + f(X)
Y la diferencia descendente de orden n:
AV F(x) = A[A”—lf (x)J

A continuacion se muestran en una tabla las sucesivas diferencias de una
funcion para cada uno de sus argumentos:

11



Grafico 1

X f{x)=0" A N Iy A
X flx)
4f{x)
X+h f(x+h) Lx)
Af{x+h) £f(x)
x+2h f(x+2h) L{x+h) 4*f(x)
Af{x+2h) Lf{x+h)
x+3h f(x43h) Lf{x42h)
4f{x+3n)
x+4h f(x+th)

Hay n+1 argumentos. En este caso n+1=>5.Entonces habran n diferencias
descendentes, en este caso 4. El primer argumento es el que tiene n diferencias,
es decir, se puede calcular su diferencia enésima, en este caso la diferencia
cuarta.Se observa que se llama diferencia descendente porque las sucesivas
diferencias de los argumentos de una funcion se encuentran en la diagonal

descendente de la tabla.

1.2 Propiedades del operador A
Exponentes APt (x)= APATf (x)

Conmutativa APAdf (x)= AIAP§ (X)
Asociativa APAIA" § (X) = (ApAq )Ar f(x)= AP (AqAr) f(x)

Diferencia de una constante Ak =0

Ak=k—-k=0

1)
2)

3)
4)

Cuando se aplica la definicién de diferencias no hay variable independiente a
desplazar en h, por ende sélo queda k. Y cuando se resta f(x), es decir k, sucede

Ya que

que el resultado de la operacion es cero.

5)

Sea

Distributiva respecto de la suma de funuones ponderadas por constantes:

PO =a,f,(0)+a, 1,00 +...+a,f,(

donde las a5 son constantes (1,2,..,p)

12
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n

n
A0 =A" a5 fs (0= D 8" 150 para n=1,2,3...
s=1 s=1

La demostracién se hace por induccion matematica completa, que consiste en

comprobar que cierta propiedad vale para el primer elemento de un conjunto
ordenado de infinitos elementos, por hipdtesis inductiva se supone que vale para el
elemento n-1, y se prueba que necesariamente vale para el elemento n. Entonces
vale para todo elemento del conjunto.

Se prueba que vale para n=1

Aplicando definicion de diferencias:

n n n n n
A=A Y agfs(x)= Y asfs(x+h)— Y asfs(x)= Y ag[f(x+h)—F(x)]=")Y asafs(x)
; ; ; 521: T ;

Por hipotesis inductiva, se supone que vale para cuando n= n-1

n n
ALf(x) = An_lzas f(X) = ZasAn_l o (X)
s=1 s=1
Se prueba que vale para n=n

n n n
AVE(x) = AnZaS f(x) = A[An—lzas f (x)] _ A[z AL, (x)] _

s=1 s=1 s=1

n n n n
=D asA g = ) a0 = ) aa (- f500]= ) asa ()
\—'—l

s=1 s=1 s=1 s=1

A
6) Diferencia de primer orden de un producto de funciones

ALF()g(x)]=AF (X)g(x)+ f (x-+h)AG(x) = AG(X) F () + g(x+ h)AF (X)
Aplicando la definicién de diferencias
Alf (x)9(x)]= f (x+h)g(x+h)- f(x)9(x)

como

f(x+h) = Af (X) + f(X)
g(x+h)=Ag(x)+g(x)
13



reemplazando

Alf 09g09]=[Af )+ F0Jag () + g (9]- F ()9 ()
despejando y sacando factor comdn

AL ()9 ()]=AF ()9 () + f ()AG(X) + Af (X)Ag(x) = AF (X)g(X) + Ag () f (x)+ Af (¥)]
7) Diferencia de primer orden de un cociente de funciones:

{quzAﬂmmm+fumm@
9(x) 9(x)g(x+h)
Aplicando al definicidn de diferencias y obteniendo comin denominador
A{f(x)}: foerh) £ _ f(x+h)g(x)-f()g(x+h)
g(x) ] g(x+h) g(x) g(x+h)g(x)

f(x+h)=Af (x)+ f(x)
g(x+h)=Ag(x)+9(x)

reemplazando solo en el numerador y operando

A{ f (x)} _[AF )+ F(9Ja () - F()[Ag(9) +9 ()] _ AF(X)g(x)+ f ()Ag(¥)
9(x) g(x+h)g(x) g(x)g(x+h)

El operador A es la contraparte en tiempo discreto de %t

1.3 Operador desplazamiento o de Boole

También conocido como operacion traslacion, lag, backward o forward segun el
exponente que presente. Aplicado a f(x) produce la siguiente transformacion:

Ef (x) = f (x+h)
E2f (x) = E[Ef ()] = E[f (x+ h)] = f (x+2h)
ENf(x)= E[E”—lf(x)]

14



Algunas de sus propiedades son:

EPtaf(x)=EPEYf ()

Exponentes:

EPEYf(x)=EYEPf(x)
EquErf(x)z(Equ)Erf(x)zEp(EqEr)f (x)

Conmutativa:
Asociativa:

Distributiva respecto de una suma de funciones ponderadas por constantes:

=8 f 08,1, 0+ 4,1, (0= Y a £1)

donde las as son constantes (1,2,..,p)

p p p
ENf(x)= E”Zas & (X) =Za$ f<(x+nh) :ZaSE” f<(X)
s=1 s=1

s=1
Por definicion del operador desplazamiento
p p
ENf(x) = EnZas f(X) = ZaSE” f<(X)
s=1 s=1

1.4 Diferencia de operaciones y funciones especiales

1.4.1 Diferencia de un producto de funciones

Sea una funcién H(x) = f(x).g(x) aplicando el operador diferencia y la
definicion:
AH(x) = f(x+ h).g(x + h) — f(x). g(x)
Sabiendo que
Af(x) = f(x +h) — f(x), entonces f(x + h) =Af(x) + f(x)
se reemplaza en la funcién anterior f(x + h) y g(x + h):

AH(x) = [(Af () + (). (Ag(x) + g ()] = F (). g ()

distribuyendo:
BH(x) = Af (). g () + Af (). g () + f (). Ag(x) + M —/@

15



sacando factor comln Af (x), aunque se puede también hacer alternativamente
con Ag(x):
AH(x) = Af (x). (Ag(x) + g(x)) + f(x). Ag(x)
H_J
g(x+h)
La expresion definitiva es :AH(x) = Af(x). g(x + h) + f(x).Ag(x)
1.4.2 Diferencia de un coclente de funciones

Sea una funcién H(x) = o) aplicando el operador diferencia y la definicion:

g’
Cfth) fG)
M) =06 9t

sacando denominador comun:
fx+h).g(x) - f(x).g(x + h)
gx).gx +h)

realizando la misma sustitucion de f(x+h) y g(x+ k) que se hizo con el
producto:

AH(x) =

_(Af) + (). g(x) — f (). (Ag(x) + g(x))

e = 9(x).g(x + h)
distribuyendo:
AH(x) = Af(). 900 g () — f(x).Ag(x) — %) g(x)

9(x).g(x +h)

La expresion definitiva es:

Af(x). g(x) = f(x).Ag(x)
g9(0).g(x +h)

1.4.3Diferencia de una funcion exponencial

AH(x) =

Sea una funcién f(x) = a*. Entonces la diferencia de primer orden sera:
Aa* = a*th —g* = a*.q" — a* = (a" — 1).a*
La diferencia de segundo orden:
A%2a* = A(Aa®) = Ala*. (a" — 1)]
sacando fuera del operador(a® — 1) por ser una constante:

A%2a* = (a" - 1).Aa% = (a" - 1).(a" — 1).a* = (a" — 1)%2.a*

16



Ahora pasamos a obtener la diferencia enésima mediante el principio de
induccion matematica completa, ya probamos que sirve para n=1 y n=2 entonces
planteamos como hipétesis inductiva que se cumple para n-1 y tratamos de
verificarlo para n:

Hip) A" 1a* = (a" — 1) 1a*
Entonces: A"a* = A(A™1a¥)
reemplazando por la hipétesis inductiva:
A"a* = A[(a" — 1)*1a¥]
sacando la constante fuera del operador y aplicando la definicion:
A"a* = (a"® — 1) 1Aa* = (a" — D). (a" - 1).a*
y asi queda demostrado que:
A"a* = (a" — 1)™.a*
1.4.4Diferencia de una funcion logaritmica
Sea una funcidn H(x) =log(f(x)) aplicando el operador diferencia y la
definicion:
AH(x) = log(f (x + h)) — log(f (x))
aplicando la propiedad de resta de logaritmos (log(a) — log(b) = log(%):
fx+h)
T )
sustituyendof (x + h) por la expresion equivalente Af (x) + f(x):

AH (x) = log(

_ Af () + f()\ Af(x) | f(x)
Al = l°g< i ) =l <f(x) +f(x)>
se llega asi a la expresidn definitiva:
(A
AH(x) = log <—f(x) + 1)

1.4.5 Diferencia de un polinomio

Sea una funcién f(x) = X3 a,.x?, polinomio genérico de grado p, aplicando
el operador diferencia y la propiedad de la diferencia de la suma ponderada por
constantes:

n n
Af(x) = AZ a,.xP = Z a,.AxP
p=0 p=0
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Se aplica la definicion sobre la parte que quedo afectada por el operador:
Ax? = (x + h)? —xP

Utilizando la férmula del binomio de Newton para reexpresar el primer término
y separando el primer sumando de la suma:

pa = Z(ﬁ) N —— Z@ h] o

reemplazando en la expresion original:

D

Af(x) = i ap. Z (ZL)) xP~i Rl
p=0 i

i=1

Se puede observar que esta expresion es otro polinomio, cuyo mayor
exponente de x, es decir el grado del polinomio, es p — 1.

Con esto se concluye que la diferencia de un polinomio de grado n, es un
polinomio de grado n-1, pero la expresion final no resulta muy intuitiva ni
manejable, debido a que hay dos sumas, el uso del binomio de Newton y los
nimeros combinatorios. Es por eso que se intenta expresar a los polinomios de
una manera distinta para facilitar los calculos, como se vera a continuacion.

1.5 Funciones factoriales

Como vimos, la diferencia de funciones polindmicas son complicadas de hallar,
pero estas pueden ser transformadas en funciones factoriales, cuyas diferencias
son mucho mas simples de calcular.

Las funciones factoriales son productorios, que pueden ser de manera descendente
0 ascendentes.

Las formas mas simples de estas expresiones vienen dadas cuando u(x) = x y se
desarrollan de la siguiente manera:
Factorial descendente [u(x)=x]:

f(x)=x—ih=x*(x—h)*(x—2h)*...*(x—nh+h)
Factorial ascendente [u(x)= x]:
gx) =x%=x*(x+h)*(x+2h)*...*(x+nh—h)

Donde n indica la cantidad de factores del producto, y # o —/A el incremento o
decremento de x.
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A partir de aqui se introduce una nueva notacién que cumple la misma funcién
que los paréntesis, corchetes y llaves, que consiste en agregar una barra arriba de
la expresion en lugar de usar los paréntesis. Por ejemplo n—1 , en vez de (n —
1).Entonces se pueden re-expresar las definiciones de la siguiente forma:

f(x)—xlh=x*(x—h)*(x—2h)*...*(x—n—lh) (1)
g(x)=xi=x*(x+h)*(x+2h)*...*(x+n—1h) (2)

Ahora si en (1) y (2) se invierte el orden de los factores, aplicando las definiciones
dadas se deduce que:

x—ihz(x—n—ih}?_r:

n -
xh = (x —n — 1h)=r respectivamente

y en particular, para n=1

1 =
Xh =x-h=Xx

Para el caso de la funcion factorial descendente con h=1, se utiliza la siguiente
notacion: xTT=xM =xsxx-D*(x—-2)*..x(x—n+1)

n
y en particular, six=m=1=n™ =nx(n—1)*(n—2) * ..x 1 = n!

1.6 Diferencias de funciones factoriales
En las diferencias de esta seccion, se consideran funciones en x con
Ax=h

1.6.1 Factorial descendente

«»

La prlmera diferencia para -n , para s=1;2;3.... es por definicion:
Ax- h—(x + h)-r = — XxX-h

Como
x+h)-r=x+h)*x*x(x—h)*..x(x—s—3h)*(x—s—2h) =

(X+h)*£;"1 y

x—ih=x*(x—h)*. *(x—s—3h) (x—s—=2h)*(x —s—1h)
=x h*(x—s—lh)

lo subrayado se toma como factor comun.
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Entonces:

S s—1 s—1
Ax=h = x=1 * [(x + h) * (x —s — 1h)] = x = * [sh]

Se comprueba lo que se dijo al principio acerca de lo simple que es hallar la
diferencia de una funcién factorial y su similitud con las derivadas de f(x) =
x5f'(x) = sxs71

n
Si se calculan las diferencias de los érdenes sucesivos dex-rpara n= 1;2;3...
se nota que esta funcidon es un polinomio de grado n, donde el coeficiente que
n

multiplica a x™ es uno. Con lo cual A"x=r = n!h™

s

la primera diferencia de x=r, para (s = 1;2;3;...)

la diferencia de orden 2 es:
n n n-1 n-2
A%x=n = A (Ax—h) =nhAx-r = nh(n — 1)hx =

si se utiliza la notacién de factoriales descendentes con h=1, n*(n—1) = n®@
queda la siguiente expresion:

AR = n@R2x Tk

en general, para la diferencia de orden p:

n—p
. p<n n®PhPx—h
APx—R=4{pP=n n!h™
p>n 0

1.6.1  Factorial ascendente

La primera diferencia para xi , para s=1;2;3;..., teniendo en cuenta que:
x%=(x+s—1h)%1
Es Axk = A(x + s — 1h)-n
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El segundo miembro es una diferencia de factorial descendente, entonces:
Ax% =Alx+s— 1h)—ih =sh(x+s— 1h)s—;h

Como(x+s—1h)%=(x+s—1h)*(x+s—2h)*...*(x+h)=(x+h)%

la diferencia queda de la siguiente forma:

S s-1
Axr = nh(x +h)n

En general, para la diferencia de orden p:

n—p
o p < nn®hP (x + ph) =
APxh = p =nn!h®

P>n 0

2. RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

2.1 Introduccion

La resolucion de ecuaciones diferenciales muchas veces no es posible mediante
los métodos tradicionales, o su implementaciéon resulta de una complejidad
elevada.

Es por esto que se desarrollaron los métodos de resolucidn numérica, en los
cuales no se obtiene una funcién como resultado, sino valores tabulados, dadas
condiciones iniciales.

No se obtienen aproximaciones continuas en el tiempo, sino aproximaciones en
puntos especificos, equi espaciados dentro de un intervalo, es decir, en tiempo
discreto. Como consecuencia, cuanto mas pequeio es el “h”, la variaciéon del
tiempo entre dos aproximaciones consecutivas, mas similar al valor exacto es el
valor obtenido, ya que el tiempo discreto “se parece mas” al continuo.

Los valores se van obteniendo mediante recurrencia, esto es, para obtener un
valor determinado se debe utilizar el inmediatamente anterior. Por lo tanto, a
medida que nos alejamos en el tiempo del valor inicial mayor es el error que se
arrastra.

Los métodos desarrollados en el presente trabajo son aplicables a ecuaciones
diferenciales de primer orden ordinarias.
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2.2 Método de Euler

Este método se basa fundamentalmente en el polinomio de Taylor, las
condiciones para su aplicacion son que la funcion sea clase C,(continua y
diferenciable dos veces) y que cumpla la llamada condicion de Lipschitz.

Dada la siguiente ecuacion diferencial genérica y su respectivo valor inicial:

{y © =ft:y®)
y(to) = ¥o

A partir de esto se puede sacar una segunda condicion inicial:
y (to) = f(to; y(to))
Teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor:
, 1,

y(®) = y(to) +y (t)(t —to) + 5y ()t = to)?
reemplazandot = ¢, ytomando t; —t, = h :

y(t) = y(to) +y (t)h + 5y (c)h?
si se considera un /2 pequefio, h2lo es alin mds, entonces se toma el tercer término
como despreciable:y(t;) = y(t,) + y (to)h
repitiendo el proceso con t,, ts, ..., t,Se obtiene la siguiente férmula de recurrencia:

y(trs1) = y () +y (Eh
2.3 Método de Heun

Para este método se utiliza una aproximacion con Euler para el primer valor y
luego se determina, a través de la regla del trapecio ( ft“ f(x)dx =§((f )+
0

7z ti P 1 7 7
flo: [, " y () dt = Ay (t) = y(tien) — y(t) =5 () +y (tisn))
reordenando:  y(tin) = y(t) +5 (v (&) + ¥ (tin))
y (ti+r) Se obtiene de la siguiente manera, sabiendo que es una funcién de
f(tins y(Eien)),s
lo que se obtiene con Euler es y(t;,p):
y(tirn) = y(€) + hy ()
ademas, y(t;) y y (t;) son valores dados en las condiciones iniciales.
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2.3.1 Ejemplo

Cuadro 1
t y(t) Aproximacion por Heun
0,0 0,5000000 0,5000000
0,2 0,8292986 0,8260000
04 1,2140877 1,2069200
0,6 1,6489406 1,6372424
0,8 2,1272295 2,1102357
1,0 2,6408591 2,6176876
1,2 3,1739415 3,1495789
14 3,7324000 3,6936862
1,6 4,2834838 4,2350972
13 4,8151763 4,7556185
2,0 5,305472 5,2330546

yi=y=-t*+1 0<t<2 y(0)=05

Conn=10 ; h=0.2 siendo n la cantidad de iteraciones

Grafico 2

S

1 Area de trazado
| /'/




3. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo, se introdujo la definicion de algunos operadores, sus
propiedades y la forma en que se aplican a distintos tipos de funciones. Con esto
se busca que los alumnos se familiaricen con algunos términos que van a ser las
bases de materias posteriores, tales como Analisis Numérico en la carrera de
actuario.
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OPTIMIZACION DE FUNCIONES Y SU USO EN LA ECONOMIA®

Alicia Bernardello
Veronica Garcia Fronti
Pablo Matias Herrera

INTRODUCCION

En los problemas de optimizacion econémica se debe maximizar o minimizar
una funcion objetivo de acuerdo a algun criterio preestablecido. Para la
formulacion matematica de estos problemas, lo que se plantea es una funcion
objetivo en la cual la variable dependiente representa el objeto a maximizar o
minimizar, y las variables independientes son las variables de elecciéon. Estos
problemas se relacionan directamente con el concepto de concavidad y
convexidad, por lo tanto en este trabajo analizaremos estos conceptos y veremos
coémo se los utiliza en los problemas de optimizacién econdmica.

En la primer parte del trabajo analizaremos las formas cuadraticas y su signo,
ya que esto nos permitird determinar el signo del diferencial segundo de una
funcidn. Luego, analizaremos los conceptos de concavidad y convexidad y veremos
como se utilizan en los problemas de optimizacion. Veremos que el concepto de
concavidad se relaciona directamente con la existencia de un maximo, y el de
convexidad con la existencia de un minimo.

Finalmente ejemplificaremos como se utilizan estos conceptos matematicos
dentro de la teoria econdmica. En particular, haremos referencia a dos
componentes de la demanda agregada, a saber, el consumo vy la inversién. En las
teorias que explican el comportamiento de cada uno de estos componentes, se
realizan supuestos de concavidad o convexidad para explicar sus determinantes.

1. SIGNO DE UNA FORMA CUADRATICA

Antes de describir como se establece el signo de una forma cuadratica vamos a
definir qué es una forma cuadratica. Se define como forma cuadratica a la
expresion polinémica en la cual cada término es de igual grado y en este caso de
segundo grado.

!, Este trabajo que se realiz6 en el marco de los proyectos: UBACyT 2011-2014: Aspectos
Financieros que Impactan en Dinamicas Industriales Innovadoras en Argentina: Agro,
Medicamentos y Turismo dirigido por la Dra. Maria Teresa Casparri y UBACyT CCO1:
Incentivos Gubernamentales para una Agroproduccion Sustentable en el Contexto del Cambio
Climatico: Valuacién de un Proyecto de Inversion de Captura de Carbono en el Suelo dirigido
por Alicia Blanca Bernardello, fue presentado en las XXVII Jornadas de Docentes de
Matemadtica de las Facultades de Ciencias Econdmicas y Afines.
25



Por ejemplo: 3xy + 4x% +yz es una forma cuadratica en 3 variables. La
definicion se extiende a n variables y la podemos expresar matricialmente de la

siguiente forma:

aq;; Ay .. Qn X1

_ A1 QApp ... Qgp X3
Q= (xl'xz, ---:xn) : : :

Apn1 Qpz . Qpp Xn

A= matriz asociada a la forma cuadratica

Veamos ahora, cuales son las definiciones de una forma cuadratica positiva y
negativa:

Una forma cuadrdtica Q es definida positiva si Q solo puede tomar
valores positivos (salvo para el vector nulo en donde la forma cuadratica
se anula). Asimismo Q es semidefinida positiva si Q puede tomar valores
no negativos.

Una forma cuadratica Q es definida negativa si Q solo puede tomar
valores negativos (salvo para el vector nulo donde la forma cuadratica se
anula). Q es semidefinida negativa si Q puede tomar valores no positivos.

Es decir, que una forma cuadratica sea positiva lo Unico que nos indica es que
la forma tomara solo valores positivos y solo se anulara en el vector nulo. Existen
varias formas para determinar el signo de una forma cuadrdtica, una de las
pruebas usadas es mediante el andlisis de los signos de ciertos determinantes.

El signo de la forma cuadratica es igual al signo de la matriz asociada a la
forma cuadratica, por lo tanto para analizar su signo se debe estudiar el signo de
los menores principales de la matriz asociada a la forma cuadratica. Mediante este
método se establecen condiciones necesarias y suficientes para que la forma
cuadrdtica sea definida positiva o negativa, estas condiciones son:

La condicion necesaria y suficiente para que la forma cuadrética libre sea
definida positiva es que los menores principales directores de la matriz
asociada deben ser todos positivos.

La condicion necesaria y suficiente para que la forma cuadratica libre sea
definida negativa es que los menores principales directores alternen de
signo empezando por el signo negativo (pares positivos e impares
negativos).

A continuacion presentamos un ejemplo numérico:
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Sea A la matriz asociada a una forma cuadratica:

31 2
1 4 1
2 1 6

A=

Los menores principales dominantes de esta matriz son:
|A1| =3

3 1y_
ol =[] =11

31 2
1 4 1
2 1 6

Como los tres menores principales dominantes de la matriz asociada a la forma
cuadratica son positivos, la forma cuadratica es definida positiva.

|A3| = =51

Mas adelante calcularemos el signo del diferencial segundo de una funcion, que
es una forma cuadratica, utilizando estas condiciones necesarias y suficientes para
asegurar que la forma cuadratica (es decir el diferencial segundo de la funcion) sea
definida positiva o negativa.

2. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

El concepto de concavidad y convexidad hace referencia a la forma geométrica
de una funcién. Asimismo la caracterizacion de una funcién como céncava (o
convexa) hace referencia a la existencia de un maximo (o un minimo).

Asi, si la funcidn tiene forma de “colina” la funcion se denomina concava y si
tiene forma de “valle” se denomina convexa. Por otro lado, si la funcién céncava
no presenta ningun tramo recto se denomina estrictamente cdncava, de igual
forma si no la funcién convexa no presenta ningin tramo recto se denomina
funcidn estrictamente convexa.

A su vez, como mencionamos al comienzo, la caracterizacion de una funcién
cdmo cdncava estd asociada con la existencia de un maximo y una funcion
convexa esta asociada al concepto de minimo.

Es importante distinguir entre maximo absoluto y relativo. Si una funcién se
define cdmo concava para todo el dominio, entonces el maximo asociado a la
funcidn sera absoluto. Si en cambio, la funcidon se define como concava solamente
para un subconjunto del dominio de la funcién estaremos hablando de un maximo
relativo. El mismo razonamiento lo podemos hacer para funciones convexas.

A partir de este momento y para la claridad de la explicacién centraremos
nuestra atencion a las funciones cdncavas. Con lo mencionado hasta el momento,
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se puede deducir que la utilidad de definir a una funcién como cdncava, radica en
el hecho de que esa propiedad nos permite asegurar la existencia de un maximo.

Al comienzo relacionamos concavidad con la forma geométrica de una funcién,
cuando trabajamos con mas variables es necesario incorporar la definicion
algebraica de concavidad. Asi, para establecer que una funcién es cdncava existen
diferentes metodologias, dependiendo del tipo de funcion.

A continuacion se daran tres definiciones de una funcion concava. La primera
hace referencia a un tipo de funcién que no necesariamente tiene porque ser
diferenciable. La segunda hace referencia a las funciones ¢! (diferenciable en
forma continGia una vez) y la tercera a las funciones C? (diferenciable en forma
continua dos veces).

Algebraicamente, se dice que una funcién f es concava si y solo si para
cualquier par de puntos distintos de r y s en el dominiode f,ypara0<a< 1, se
cumple que:

af(r)+ (A —a)f(s) < flar + (1 — as)]

Si la desigualdad planteada en la definicién anterior se cumple de manera
estricta, la funcion f sera estrictamente concava.

Para funciones C* la definicidn de concavidad se puede plantear como:

Una funcionf (x) = f(x, ..., x,), de n variables y que sea C!, es cdncava si y
sélo si para cualquier par de puntos r = (14, ...,7,) Y s = (54, ..., S,) €n el dominio
de f, se cumple que:

OEVIGEDWAGIOEES
i=1

Para funciones €2 la definicion de concavidad esta directamente relacionada
con el signo del diferencial segundo de la funcion. Sea la funcion z = f(xq, x5, ... x,,)
donde x4,x,,..,x, son variables independientes, el diferencial segundo de la
funcién (d?z) lo podemos expresar de la forma:

fx1x1 fx1x2 fx1xn—1 fxlxn dxl
f;cle fxzxz fxzxn_l f;czxn / dxz \

d?z = (dx,, dxy, ..., dxp_q, dxy) : : :

f;fn—1x1 fxn—1x2 fxn—1xn—1 fxn 1Xn \dxn 1/

f;cnxl fxnxz f;cnxn_l f;c Xn dx"

—

V

Matriz hessiana
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En donde dx;, dx,, ...dx, representan cambios arbitrarios en Xy, X5,...,Xn, por lo
tanto en la diferenciacion los trataremos como constantes, esto nos muestra que el
d?z depende de las derivadas parciales segundas de la funcién, por lo tanto d’z es
funcion de xi,Xa,...Xn.

Relacionandolo con formas cuadraticas, podemos observar que el diferencial
segundo es una forma cuadratica y la matriz hessiana es la matriz asociada a la
forma cuadratica, por lo tanto analizando su signo podemos determinar si la forma
cuadrdtica es definida positiva o negativa. Debemos recordar que la matriz
Hessiana esta formada por las derivadas parciales de segundo orden de la funcién
y que estas pueden ser funciones.

Si eld?z tiene signo negativo para todo el dominio de la funcion la misma es
estrictamente concava, es decir podemos asegurar que existe un maximo absoluto
para la funcion. Si el d?z tiene signo negativo en todo el entorno a un punto puedo
asegurar que la funcion tiene un maximo relativo, ya que solo analizamos un
subconjunto del dominio de la funcion. En la siguiente seccion cuando analicemos
optimizacion utilizando las condiciones de primer y segundo orden veremos que
encontramos un maximo relativo ya que evaluamos el signo del d?z solo en el
punto estacionario (el punto en el cual la derivada primera se anula).

A continuacion describiremos brevemente los pasos que se siguen para
optimizar una funcion del tipo C? y como establecemos el signo del diferencial
segundo utilizando el signo de la forma cuadratica.

3. OPTIMIZACION DE FUNCIONES

En los problemas econdmicos de optimizacion se nos presentan problemas en
donde tendremos como objetivo maximizar (la utilidad del consumidor o la
ganancia de una empresa) o minimizar (el costo de produccién) de acuerdo a
algin criterio preestablecido. Es por esto que al formular un problema de
optimizacidon debemos plantear nuestra funcién objetivo en la cual la variable
dependiente representa el objeto a maximizar o minimizar y las variables
independientes son las variables de eleccion. Matematicamente si debemos
optimizar la siguiente funcién:

z = f(x,%X2, v, X1, Xp)

El procedimiento es hallar los niveles de xy,x;, ..., x,_1, %, que maximicen o
minimicen el valor de la variable dependiente z, es decir encontrar los valores
extremos de la funcion (estos pueden ser absolutos o relativos). Para identificar los
valores extremos relativos de una funcidén derivable dos veces utilizamos las
condiciones de primer orden y segundo orden. Repasemos cada una de estas
condiciones:
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La condicion necesaria de primer orden es que todas las derivadas
parciales se anulen simultdneamente. Esta condicion nos da los
candidatos al dptimo, se determinan los llamados puntos estacionarios.

La condicion suficiente de segundo orden se relaciona el diferencial
segundo, es asi como la condicion suficiente para que un punto
estacionario sea maximo es que el diferencial segundo en el punto
estacionario sea (para valores arbitrarios de dx;, dx,, ...,dx, al menos uno
distinto de cero)

d?z < 0->el candidato a 6ptimo es un maximo relativo

La condicién suficiente para que un punto estacionario sea minimo es que
el diferencial segundo en el punto estacionario sea (para valores
arbitrarios de dx;, dx,, ...,dx, al menos uno distinto de cero)

d?z > 0> el candidato a 6ptimo es un minimo relativo

Para determinar el signo del diferencial segundo podemos utilizar el
procedimiento que se utiliza para calcular el signo de una forma cuadratica ya que
el diferencial segundo de una funcion es una forma cuadratica:

fx1x1 f;clxz fx1xn—1 fxlxn dx1
fxzx1 fx2x2 fxzxn_l f;czxn / dxz \

d%z = (dxy,dxy, ..., dxp_q, dxy) : : - : : :

fxn_lxl fxn_lxz fxn_lxn_l f;cn_lxn/ dxn—l

f;cnxl f;cnxz f;cnxn_l fxnxn dxn

Para determinar el signo de este diferencial segundo en el o los puntos
estacionarios, lo que vamos a tener que hacer es analizar el signo de matriz
asociada a la forma cuadratica que es justamente la matriz hessiana de la funcién.
En la condicion suficiente de segundo orden estudiamos el signo del diferencial
segundo _en el punto estacionario, por lo tanto encontraremos, si existe, un
extremo relativo.

2
Resumidamente, el diferencial segundo de una funcion (d z) es una forma
cuadratica, por lo tanto cuando en un problema de optimizacion encontramos los

2
puntos estacionarios y queremos evaluar el signo del d z en esos puntos
estacionarios para asegurar la existencia de minimo o maximo relativo debemos
acudir al célculo del signo de una forma cuadratica.

4. LOS CONCEPTOS DE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD EN LA ECONOMIA

Los conceptos de concavidad y convexidad son utilizados recurrentemente en
la teoria econdmica. Con los mismos, se suelen describir tanto las preferencias
como las conductas de los agentes econdmicos. Asi, a partir de la especificacion de
una funcién en particular, se maximizara o minimizara la misma para ver el
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accionar de un agente. Como se discutid previamente, en el caso de una
maximizacion se estara hablando de una funcién concava y en el caso de una
minimizacion se estara hablando de una funcién convexa.

A continuacién presentaremos un ejemplo numérico para entender el
procedimiento descripto y luego presentaremos algunos ejemplos de textos de
macroeconomia que utilizan los conceptos de concavidad y convexidad.

Ejemplo numérico

Veamos un ejemplo sencillo de optimizacién clasica que vamos a resolver
numéricamente.

Las curvas de demanda de dos bienes son:
Q,=36—-3P;, (1)
Q, =40—-5P, (2)

Donde:

Q,YQ, cantidades demandadas del articulo 1 y articulo 2

P,yP, precios del articulo 1 y articulo 2.
Se supone una funcion de costo total (C):

C =P2+2PP,+3P? (3)

Se pide encontrar los precios y cantidades que maximicen la funcion beneficio.
Recordemos que la funcion beneficio es:

B=Q.P +Q,P,—C (4)

Si reemplazamos 1, 2 y 3 en 4 obtenemos la funcidon beneficio en funcion de
los precios.

B = 36P, — 4P? + 40P, — 8PZ — 2P, P,

Como queremos maximizar el beneficio, nuestra tarea es hallar los precios que
maximizan el beneficio. Determinamos las derivadas parciales de primer orden:

0B

3p, = 36— 8P - 2P,
0B
B_Pz =40 — 16P2 - 2P1

Ahora igualamos ambas expresiones a cero a fin de satisfacer las condiciones
necesarias de primer orden:

36 —8P, —2P, =0
40 — 16P, — 2P, = 0
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Estas dos ecuaciones lineales producen una solucién Unica:
P; =4yP; =2

Estos precios cumplen la condicidon necesaria de primer orden, debemos
comprobar la condicidén suficiente de segundo orden. Es decir, deberemos
averiguar el signo del diferencial segundo de la funcién beneficio (d%B) en el punto
estacionario para asegurar que el punto estacionario es un maximo relativo.

Para averiguar el signo del d?B estudiamos las segundas derivadas parciales,
evaluadas en el punto P; = 4 y P, = 2 que nos dan el siguiente hessiano:

_[-8 =2
H24) = [_2 _16]
Puesto que:
|[H|=-8 <0

ol = |75 T2=124>0

La matriz hessiana (o el diferencial segundo de la funcidn beneficio) es definida
negativa, por lo tanto la solucién encontrada Py =4 y P; =2 maximiza el
beneficio. Los niveles de produccion optimas seran: Q;=24 y Q,=30 y el beneficio
maximo (que se obtendra reemplazando en la funcién de beneficios esos niveles
de produccién y los precios obtenidos) sera: B=112

Asimismo, debemos recalcar que en este ejemplo los menores principales no
dependen de donde se los evalle por lo tanto el diferencial segundo del beneficio
es definido negativo en todo su dominio, es decir la funcién beneficio es
estrictamente cdncava y por lo tanto el maximo encontrado es absoluto (si solo
hubiésemos asegurado el signo del diferencial en un entorno del punto
estacionario seria un maximo relativo). Por otro lado, si bien no lo analizamos en
este trabajo a los efectos de no distraer la atencién también debemos decir que
como la funcién es estrictamente concava el maximo es absoluto y Unico.

Ejemplos descriptivos

Seguidamente, se presentaran una serie de ejemplos macroeconémicos para
ver de qué manera se emplean los conceptos estudiados, no para resolver
numéricamente un problema sino para entender los supuestos que se usan en los
modelos macroecondémicos. Particularmente, se mostraran los supuestos realizados
para detallar dos componentes de la demanda agregada de una economia, a
saber, el consumo y la inversién. Para esta tarea, se seguira un manual de
macroeconomia escrito por De Gregorio, J. (2007).

El consumo, es el componente mas importante de la demanda agregada de
una economia en cuanto a su peso relativo. Esta caracteristica hace que sea

32



esencial poder detallar de una manera coherente el comportamiento de este
componente a través del tiempo. En cuanto a las teorias que se encargan de esta
tarea, todas ellas se basan en la idea de que el individuo desea suavizar el
consumo a través del tiempo, es decir, que prefieren consumir relativamente
parejo a lo largo de su vida, y no mucho en algiin momento y poco en otro. Para
poder plasmar esta idea matematicamente, se suele suponer que la funcion de
utilidad de los individuos es comcava. Asi, los agentes que presenten esta
caracteristica, consumiran las canastas que maximicen su funcion de utilidad.

Un supuesto utilizado recurrentemente en la economia para describir la funcion
de utilidad de un individuo, y en consecuencia sus preferencias, viene dado por la
siguiente funcién:

Cobb-Douglas: U(x;,x,) = x%x3 % con 0 < a < 1.

dondex; y x, representan los bienes que consumen los agentes. Con lo visto en el
desarrollo del trabajo, el lector puede verificar que esta funcion es estrictamente
cdncava.

La inversion, sumada al consumo, representa entre el 80% vy el 90% de la
demanda agregada de una economia. Para explicar el comportamiento de este
componente, la teoria neoclasica parte del supuesto de que la empresa es el Unico
agente que realiza este accionar dentro de la economia. A su vez, para decidir el
nivel de inversion este agente sigue un comportamiento basado en una regla de
optimizacion de beneficios. Para esto, se supone también que los mismos tienen
una funcion de produccion concava, la que al ser maximizada indica el nivel de
capital optimo y en consecuencia la inversion a realizar por los empresarios.

El problema de optimizacién al que se enfrenta el empresario viene dado por:
III}E}‘XPF(K,L) — (WL + RK)
dondeF(K,L) es la funcidon de produccién que, en la teoria neoclasica, suele
representarse mediante una funcion Cobb Douglas. Esto es:
F(K,L) =K' “con0<a <1

dondeK y L son los factores de producciéon que representan al capital y el trabajo
respectivamente.

Sin embargo, esta no es la Unica explicacion del comportamiento de este
componente. Generalmente, se supone también que existen costos al momento de
realizar una inversion. Los mismos suelen ser representados por una funcién
convexa la que al ser minimizada indica la variacion de capital (inversion)
necesaria.

Un ejemplo de funcidn de costos se presenta mediante:

CK) = (Kt+1 - K*)z
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que representa el costo que enfrenta una empresa por encontrarse fuera del
optimo. Se puede verificar que la funcion planteada, como se hizo referencia, es
convexa.

Con estos los ejemplos precedentes, se ha mostrado de qué manera la teoria
macroeconomica utiliza los conceptos de concavidad y convexidad para explicar
ciertos comportamientos. Con la explicacion del comportamiento del consumo de
los agentes, se ha mostrado la utilizacion del concepto de concavidad, y con la
explicacion de la inversion se ha mostrado, la aparicion en forma conjunta del
concepto de concavidad y convexidad.

5. CONCLUSIONES

En los problemas de optimizacion econémica se debe maximizar o minimizar
una funcion objetivo de acuerdo a algin criterio preestablecido. Para la
formulacion matematica de estos problemas, lo que se plantea es una funcion
objetivo en la cual la variable dependiente representa el objeto a maximizar o
minimizar, y las variables independientes son las variables de elecciéon. Estos
problemas se relacionan directamente con el concepto de concavidad y
convexidad, por lo tanto en este trabajo analizaremos estos conceptos y veremos
coémo se los utiliza en los problemas de optimizacién econdmica.

En la primer parte del trabajo hemos analizado a las formas cuadraticas y su
signo. Esto nos permitid encontrar una metodologia para determinar el signo del
diferencial segundo de una funcién. Luego, hemos analizado los conceptos de
concavidad y convexidad y hemos visto como los mismos se utilizan en los
problemas de optimizacion. Notamos que el concepto de concavidad se relaciona
directamente con la existencia de un maximo, y el de convexidad con la existencia
de un minimo.

Finalmente ejemplificamos como se utilizan estos conceptos matematicos
dentro de la teoria econdmica. En particular, hemos hecho referencia a dos
componentes de la demanda agregada, a saber, el consumo y la inversién. En las
teorias que explican el comportamiento de cada uno de estos componentes, se
realizan supuestos de concavidad o convexidad para explicar sus determinantes.

En cuanto a trabajos de investigacion econdmica, si bien en varios de los
mismos estos elementos se utilizan directamente para la resolucion de un
problema de optimizacion, en otros estos se utilizan para realizar suposiciones que
aseguran que los problemas analizados tienen una resolucion satisfactoria.
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ASPECTOS FUNDAMENTALES DE LA PROGRAMACION NO-LINEAL
Leandro D. Toriano

INTRODUCCION

En el presente trabajo se exponen los aspectos fundamentales vinculados al
estudio de problemas de programacion no-lineal. Al respecto, se presenta la
deduccién y aplicabilidad de las condiciones de Kuhn-Tucker y se realiza especial
hincapié en la regla del multiplicador de John y su relacion con la evaluacion de la
calificacion de restricciones.

1. DEFINICION GENERAL DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACION
NO-LINEAL

Un problema de programacion no lineal puede ser definido bajo la siguiente
forma:

Waximizar T = T (X, %00 X)) Minimizar  C= (X, X5, X))
Sujeto a 9 (X Xy X, ) ST 9 (X, Xpree X ) T
9% (X, Xpr s X, ) T, 9% (X, Xpyern X, ) 2T,
9" (X Xy X, ) ST 9" (X, Xy p ey X ) 2T
x>0(@=1 2 ..,n) x20(=1 2, ...,n)
Conm<n 0 mz=2n

1.1 Consideraciones
Minimizar la funcién objetivo f(X) es equivalente a maximizar —f(X).

Asimismo, en el caso de que el sentido de la desigualdad de las restricciones sea
otra (ej.: mayor-igual en un problema de maximo), pueden invertirse facilmente
multiplicando ambos miembros por -1.

Al igual que un problema de programacion lineal, su estructura posee tres
elementos fundamentales:

- Funcion objetivo.

- Conjunto de M restricciones.
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- Conjunto de restricciones de no-negatividad sobre las N variables de
eleccion.

El conjunto de vectores X € R" que verifican las restricciones del problema se
denomina conjunto admisible o factible.

Considerando solo la funcion objetivo, es decir, sin restringir el conjunto
factible, estamos ante un problema de extremos libres. Por otro lado, si las
restricciones son de igualdades estrictas y con M <N estamos ante un problema
de optimizacion restringida clasica.

Es posible transformar un problema de programacion no lineal en uno clasico
mediante (1) la introduccion de M variables artificiales para convertir las
restricciones de desigualdad en igualdades; (2) considerando cada una de las N
variables de eleccion y cada una de las M variables artificiales como el cuadrado
de una nueva variable artificial para asegurar la no-negatividad.

2. DEFINICION Y ANALISIS DE CONDICIONES DE KUHN-TUCKER

Condicion Necesaria (Def.): Si A es condicion necesaria de B, entonces B no
puede ser verdadera a menos que A sea verdadera. Es decir, A es verdadera

si B lo es. << B=> A >> 4 es condicion necesaria de B

2.1 Introduccion

En un problema de optimizacion clasica, sin restricciones sobre los signos de las
variables de eleccion y sin desigualdades en las restricciones, la condicién de
primer orden para un extremo local es simplemente que las derivadas parciales
primeras de la funcidn lagrangiana diferenciable con respecto a todas las variables
de eleccion y los multiplicadores de Lagrange sean cero. Es decir, dado el
problema

Max I1= f(X1’X2""’Xn) sujeto a gl(X1’X2""’Xn):O
9% (X, Xy, X, ) =0

m p—
9" (X, Xy, X, ) =0
con N variables de eleccién y M restricciones (M<N) y donde f se supone
diferenciable y siendo la funcion lagrangiana,
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L (X Xy Aoy Ay ) = T (X0 X, ) + ilj[cj —9’ (X0 X, )]

Las condiciones de Primer Orden (CPO) son:
b byt b b
ox, Ox, X oA o, T 04,

n

En programacién no lineal existe una condicion de primer orden de tipo similar,
conocida como condiciones de Kuhn-Tucker. Sin embargo, mientras la condicion
clasica de primer orden es siempre necesaria, las condiciones de Kuhn-Tucker
pueden no serlo si no se satisface cierto requisito que sera visto mas adelante. Por
otra parte, bajo ciertas circunstancias especificas, las condiciones de Kuhn-Tucker
resultan ser condiciones suficientes o incluso condliciones necesariasy suficientes.

Presentaremos en primer lugar las condiciones de Kuhn-Tucker y en el
siguiente apartado las condiciones para las cuales éstas se convierten en
necesarias.

2.2 Presentacion del problema de optimizacion con restricciones
de no negatividad

Consideremos un problema de maximizacion con restricciones de no-
negatividad, pero sin ningln otro tipo de restriccion adicional. Para el caso
particular de una variable:

Max IT= f (x) sujetoa x >0
donde f se supone diferenciable.

De acuerdo con la restriccién de no negatividad, X; = 0, pueden surgir tres
situaciones que se presentan en el siguiente grafico:

Grafico 1
IT=f(x) I1=£(x) = f(x)
A
A B c
D
(@) % (b) X () X
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- Diagrama (a): El punto A es maximo local y puede calificarse como una
solucion interior [%, > 0; f (x)=0]. La CPO es igual que en el problema
clasico.

- Diagrama (b): El punto B es maximo local y puede calificarse como una
solucion de frontera[x, = 0; f (%) = 0].

- Diagrama (c): El punto C es maximo local ya que el candidato a optimo
simplemente tiene que ser mayor que los puntos de su entorno pero dentro de la
region factible [x, =0; f (x)>0]. El punto D [x, =0; f (%) <0O] puede

excluirse con toda seguridad porque en un punto donde la curva tiene pendiente
creciente, nunca podremos tener un maximo. Como puede observarse, D
constituye un minimo local.

En conclusion, para que X; sea un maximo local de II debe satisfacer una de
las tres siguientes condiciones:

f (x)=0yX >0 [puntoA]
f (x)=0yX =0 [punto B]

f (%) <0yX =0[puntoC]
Resumidas en una Gnica expresion: f (x,) <0 X >0 yx f (x)=0
Por su parte, para el caso de minimizacion, las condiciones pueden resumirse
en: f (x)>0x% >0yx f (x)=0

Estas expresiones, en su conjunto, constituyen las condiciones necesarias de
primer orden para la existencia de un maximo (minimo) local donde la variable de
eleccion debe ser no negativa. Asimismo, podemos tomarlas como condiciones
necesarias para un maximo (minimo) global, ya que por definicion un maximo
(minimo) global es también un maximo (minimo) local.

,E?<tendiendo el problema a £ variables de eleccion, para un problema de
maximo:
Max IT= f (X, X%,,...., %,) sa % =0 (i=12,.,n)

Condiciones necesarias de primer orden para maximo local y maximo global:
fi <0 X; >0yx fi =0 (i =1,2,...,n) donde fi
oT1/ ox,

es la derivada parcial
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Para un problema de minimo:
Min C = f (X, %, %,) S& % =0 (i=12,..,

Condiciones necesarias de primer orden para minimo local y minimo global:
es la derivada parcial

n)

f.>0x >0px f, =0(1=12,..,n) donde f,
OT1/ ox,

2.3 Incorporacion de las restricciones de desigualdad
Incorporando las restricciones de desigualdad, tenemos el siguiente problema para

N variables:

Max IT= f (X,%,,...X,) Sa g'(X, %, X,) <1,

el cual, con la ayuda de variables de holgura S, S,,..., S, es decir que completan

las desigualdades, tenemos:

Max IT= f (X, %, ... %) Sa g (X, Xy X,

9" (X, Xppees X, ) +S, =T,
Xy Xgyeee X3 Sy Spyeeey Sy 20

En linea con el método clasico y desestimando por el momento las restricciones
de no-negatividad de las variables X,y S j es posible formar la funcidn

lagrangiana:

L= (X, X0 X, )+ D400 =97 (X X0, X, ) =S
j=1
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Siendo las condiciones de primer orden respectivas

L, =f->40/=0 (i=12,..,n)
j=1
L, =—4,=0 (G=12,..,m)

L, =1 =9 (%, %,y X,) =8, =0

Pero como las variables X;y S; son no-negativas, hay que modificar las

condiciones de primer orden. En consecuencia, obtenemos en su lugar el siguiente
conjunto de condiciones:

L’;i <0; X, >0; XiL; =0 (i=12,..n)
LSi <0; s; 20; stSJ_ =0 (G=L2,..,m)
L;j =0

donde la derivada LiJ permanece igualada a 0 porque, en principio, no existen

restricciones de no-negatividad en las lj .

Notese que S; =TI — g’ (Xl, X5y eees Xn), con lo cual podemos reemplazar

las variables de holgura S;y rescribiendo SJ- >0 en la segunda linea:
]
A su vez, como L: = —Aj <0 implica lj > O entonces:
J
L, <0= 4,20
]

st; =0= 4,0 -9 (%, X1, %, )] =0
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Con lo cual, las condiciones para el problema de maximo quedan reformuladas
de la siguiente manera:

Cond. Marginales Cond. de no-negatividad

L. <0 x>0
- j

L, =r—9"(X,%,...%) 20 4;20

Cond. de holgura complementaria
x,L; =0 (i=12,..,n)
AL, =0 (=12,..,m)

Las que reciben el nombre de condiciones de Kuhn-Tucker para maximo.

De manera analoga puede demostrarse que para el problema de minimo lo
Unico que cambia es el sentido de la desigualdad de la derivada de £, con lo cual
tenemos las condiciones de Kuhn-Tucker para minimo.

Cond. Marginales Cond. de no-negatividad

L >0 x>0
*_ i

Llj_rj—g (X, Xy, X ) <0 /1J.20

Cond. de holgura complementaria
L, =0 (i=12..n)
AL =0 (=12..,m)

Notese que las condiciones pueden obtenerse sin incorporar las S i mediante un

lagrangiano “comun”:

L = (%X, %000 X, +Z/1[r— (X0 X0 X3 )]

Solo basta tener en cuenta las desigualdades a la hora de expresar las
condiciones.
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2.4 Ejemplos

Pasos sugeridos para la resolucion de problemas en dos variables:

a) Determinacion del optimo (o los dptimos) a través de la resolucion grafica
del egjercicio:

V' Curvas de nivel.

v’ Restricciones.
b) Determinacion del optimo (o los dptimos) observados.
¢) Verificacion de las condiciones de Kuhn-Tucker.

v’ Condiciones marginales.

v Condiciones de no-negatividad.

v Condiciones de holgura complementaria

2.4.1 Ejemplo 1

. ) X, =2

Maximizar []=x —x, sa.
X <2

2.4.1.1 Determinacion del dptimo (o los dptimos) a través de la resolucion grafica
del ejercicio

e Curvas de nivel de la funcion objetivo.

3&=2X1=0 =% =0
[M=x-x, =X=-I+x* = )2(1

)22:2>O = Minimoenx, =0

dx;

Las curvas de nivel decrecen conforme disminuye x, cada una de ellas
presentando un minimo en X, = 0.
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e  Restricciones

Reexpresamos las restricciones de desigualdad como igualdad para graficar.
X, 22 =X,=2

X <2 =X =2
En funcion de la region factible y las curvas de nivel resultantes es posible obtener
el optimo (los optimos):

Grafico 2

|
.‘ X2

¢ ¢
VoY 2 —Q
\ AN e )
NN SO0 Candidato a
NS P S ‘o méaximo local
e » aximo loca
\ ~ 7’ 4
\ So e 4 (212)
N ~So - ’
\ ~-da-- 7
Y 7/
Y 4
N 7’
~ e
e -
- -
~-d__- >
2 Ll

X1

2.4.1.2 Determinacion del optimo (o los optimos) observados

El punto se encuentra en la interseccion de ambas restricciones
X\ =2y X, =2

El candidato a méximo local es el punto (2,2)

Para la existencia de maximo local no tiene que ser posible alcanzar una curva
de nivel mayor dentro de la region factible. Cualquier otra curva de nivel superior a
la que intercepta al punto (2,2) escapa la region factible.

2.4.1.3 Verificacion de las condiciones de Kuhn-Tucker

En primer lugar, reescribimos la restricciones que no estan establecidas como
menor igual.

X, 22 =>-X<-2
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Y luego armamos el Lagrangiano y escribimos las condiciones de Kuhn-Tucker
respectivas:

L=x —X,+4(-2+%)+4(2-%)

L, =2%-4,<0 x>0 xL, =0
L, =-1+4<0 X, >0 XL, =0
L, =—2+%,20 2,20 AL, =0
L, =2-%20 2,>0 AL, =0

Finalmente las evaluamos en el punto (2,2)
=% =2>0=L, =2x-4,=0=>4,=4>0=>L, =-2+2=0
=%=2>0=>L, =-1+4=0=4=1>0=L, =2-2=0
Cumple con la condiciones de Kuhn-Tucker.
2.4.2 Ejemplo 2
—(10- xf - Xz)3 <0
Maximizar [1=x, - x sadx >2
X =0, x,20
2.4.2.1 Determinacion del dptimo (o los dptimos) a través de la resolucion grafica
del ejercicio

e Curvas de nivel de la funcion objetivo
dx,
—==2x=0 =x=0
dx, X X
d?x,
=2>0 =min pi _
dx? Minimo enx; =0

[M=x,-% =x =01+ =

Las curvas de nivel crecen conforme aumenta X; y x,, cada una de ellas presentando
un minimo en x, = 0.
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e Restricciones
Reexpresamos [as restricciones de desigualdad como igualdad para graficar

X\=22 =>x=2
~(10-% —%,)° <0 =—(10-X —x,)°* =0 = (10-x —x,) =+30 =

%:—2&:0 =% =0
=>x,=10-x" = P
? d?x, .
> =-2<0 = Maximoenx, =0
dx,

six,=0 =x =10 =|x|=J10 = (+/10,0)
six =0 =x,=10 =(0,10)

En funcion de la regidn factible y las curvas de nivel resultantes es posible obtener
el optimo:

Grafico 3
X ﬂ‘ Maximo -
) 2 : En el maximo local, las dos
\\ ; Local restricciones se cumplen
\ 1 /(@) como igualdad (el dptimo

1 1
VY H se encuentra en la
Interseccion de  ambas

»
»

2 \/E X1

Para la existencia de maximo local no tiene que ser posible alcanzar una curva de
nivel mayor dentro de la region factible. Cualquier otra curva de nivel superior a la
que intercepta al punto (a) escapa la region factible.
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2.4.2.2 Determinacion del optimo (o los optimos) observados

El punto se encuentra en la interseccién de ambas restricciones.

X =2
—(10-x -x,)*=0 =10-2°-x,=0 =Xx,=6

El punto es entonces (2,6)
2.4.2.3 Verificacion de las condiciones de Kuhn-Tucker

En primer lugar, reescribimos la restricciones que no estén expresadas como
menor-igual.

X222 =-%<-2
Luego armamos el Lagrangiano:
L=%—% +A410-X %)’ +4,(-2+X)

v’ Condiciones marginales

L, ==2% +34(10-X —X,)*(-2)% + 4, <0
L, =1+34(10-x - x,)*(-1) <0
L, =(10-x -x,)*>0

LJQ =-2+x2>0

Entonces, reemplazando el punto (2,6) en
sz = sz =1-34(10-2°-6)* =1<0 inconsistencia.
No se cumple la condicion marginal
v’ Condiciones de no-negatividad
Ya hemos mostrado que las restricciones se cumplen en el punto (2,6).
v' Condiciones de holgura complementaria

Si X, >0= sz =0 (por condicién de holgura complementaria (xltxz =0).

Sin embargo, dado que sz =1=>no se cumple la condicion.
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Cabe destacar que las condiciones no son excluyentes. Es decir, pueden
cumplirse algunas sin la necesidad de que otras lo hagan. Sin embargo, al no
verificarse cualquiera de las condiciones puede decirse que no se verifican las
condiciones de Kuhn-Tucker.

3. CALIFICACION DE LAS RESTRICCIONES

Como fue mencionado en el apartado anterior, las condiciones de Kuhn-Tucker
son condiciones necesarias para la existencia de un Optimo solo si se satisface
cierto requisito. Este requisito, que recibe el nombre de calificacion de las
restricciones, permite desechar ciertas irregularidades en la frontera factible que
invalidarian las condiciones de Kuhn-Tucker en caso de que la solucidén dptima se
diera alli. En este sentido, el interés de estudiar las condiciones de Kuhn-Tucker
pasa por describir las propiedades en el entorno del 6ptimo.

Regla del multiplicador de John: Sean f,gl,gz,...,g” funciones de n

variables continuamente diferenciables, y sea X € R"un maximizador local de
f sobre el conjunto de restriccion definido por las k desigualdades

97 (%, Xor e %) <b;  (1=1,2,..,K)

Se forma el lagrangiano
L (Xseees Xgi Ay e An) = A0 T (X +Zz [b; - e X1

con el multiplicador lopara la funcion obJet|vo. Entonces existen multiplicadores

A= ()D*, Al*, ey ﬂ;) tales que en el optimo se verifica:

a) in (X*, /1*) =0 (i=12...,n) Similares a las condiciones
e i, . de Kuhn Tucker (se

b) 4;[9’(x')—b;]=0 (1=12,..k) contemplan también las
s i restricciones de no-

©) /11_ =0 (1=12,.k) negatividad con sus

d) g’ (x) <b, (i=12,...k) respectivos
R multiplicadores.

e), =001

£ (A, A n &) #(0,0,...,0) 0

Notese que sid, =0, la funcién objetivo que estamos maximizando
desapareceria completamente de las condiciones de primer orden. Dado que la
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regla de John es siempre valida, si el Unico valor que puede tomar /,es 0, a los

efectos de las condiciones de Kuhn-Tucker se obtendria algo similar a la igualacion
a cero de las derivadas primeras parciales de la funcion objetivo. De esta manera
es como si se estuviera exigiendo que la maximizacién sea libre, cuando en
realidad no lo es. A su vez, como al mismo tiempo se estaria exigiendo que alguna
de las restricciones se cumpla como igualdad, podrian darse situaciones en las
cuales las condiciones de Kuhn-Tucker resultan inconsistentes en el éptimo. De
hecho, son precisamente en situaciones de Optimos en la frontera de la region
factible donde el problema de la necesidad de las condiciones de Kuhn-Tucker se
torna relevante.

El siguiente teorema resume una lista de elementos que garantizan que a /10

pueda asignarsele el valor 1. De esta manera, si un problema de optimizacién no
lineal cumple uno de los elementos de esta lista, diremos entonces que se cumple
/a calificacion de restricciones, con lo cual las condiciones de Kuhn- Tucker seran
necesarias en el dptimo.

Propiedad: Sean f,gl, gz,..., gncomo en el teorema de John y supdngase que
X" € R"es un maximizador local de f sobre el conjunto de restricciones definido
por gl (X, Xy, X, ) <B; (j=1,2,...,K)

Supdngase ademas, que gl, 92 Yooy gh son restricciones activas en X*, que las

h+l h+2 k . . .
restantes ( B g o g no lo son, y que las restricciones activas satisfacen
una de las siguientes condiciones:

a) La matriz jacobiana de las restricciones activas tiene rango! maximal hen x”, es
decir, tiene el mayor rango posible.

a * a *
—a?(ll(x ) ........ _63:()( )
09, [ « 09, [ =
TX) G
g, [ = g, [ =
) e T

! Recordemos que el rango es equivalente a la cantidad de vectores linealmente

independientes que tiene una matriz o, alternativamente, el orden del determinante de
mayor orden no nulo.
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b) Teorema de Karush-Kuhn-Tucker: Para todo vector ven R" que satisface
Dgi(X*)(V)SO para todo i=12,...,h, existe un £>0 y una curva

continua diferenciable & . [0, 6‘) — R"tal que:

(i) a(O) =Xes decir, con origen en X
(ii) @ (0) =V es decir, con pendiente v
(iii) g; (a(t))<b; paratodo j=1,2,...,k y paratodo t [O, €)es deci,
contenida en la regién factible.

Se exige que la curva exista para todo v con las condiciones requeridas.

c) Condicién de Slater: Existe una bola U con centro en X €R" tal que
1 2 h . . .
g',9"%,...,g son funciones convexas en U (es decir, son funciones convexas en

el entorno) y existe Z €U tal que g’ (z) < b,

1 42 h
d) g ’ g 1 g son funciones cdncavas.

1 2 h
e) 99548 son funciones lineales.

Entonces se puede hacer AO =1 en el teorema de John, asegurandose el
cumplimiento de las condiciones de Kuhn-Tucker en el éptimo.

En el caso de que se trate de un problema de minimizacion con restricciones de
desigualdad la forma g’(z)>b;, lo mencionado previamente se cumple

asegurandose los reemplazos ' <+ por > por “convexa” por “céncava”.

Es evidente que €) = d) = C).Resulta menos obvio que d)=Db). La

condicién a) es la mas facil de verificar pero no hay nada que asegure que su
cumplimiento implique alguna de las restantes (o que su incumplimiento implique
el no-cumplimiento de todas las otras). Solo basta el cumplimiento de una de ellas
para concluir que se satisface la calificacién de restricciones. En este sentido, el
cumplimiento de una calificacion de restricciones es condicion suficiente
para que las condiciones de Kuhn-Tucker sean necesarias para la
existencia de un 6ptimo en un programa no-lineal.

Es conveniente remarcar que este listado de condiciones no es exhaustivo.
Existen también condiciones mas débiles que la a) y que no necesariamente se
implican mutuamente, tanto entre ellas como con las restantes condiciones antes
mencionadas.

51



En la practica, son preferidas calificaciones de restricciones mas débiles dado
que proveen condiciones de optimalidad mas fuertes (“dicen mas” respecto de las
propiedades del entorno del éptimo) pero pueden ser mas dificiles de verificar.

Retomando el £jemplo Nerificamos las condiciones mencionadas previamente:

X, =2
X =2
a) Restricciones que se cumplen como igualdad:
g’ a9’
O%, X | |0 1 _
892 8g? 11 o = Rango = 2 = Rango maximal = 2
OoX, OX,
Cumple la calificacion de restricciones de “matriz Jacobiana”.

b)
Grafico 4

A
{dx >0 Cumple con el teorema de
, =

Karush-Kuhn-Tucker, dado
que todos los vectores tienen
una curva tangente a ellos
enteramente contenida en la

dx, <0

A continuacién verificamos las condiciones para el Ejemplo 2:
a)
{gl(xl, X,) = (10— % ~x,)°

gZ(Xl,XZ) :_X1+2
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o9t ogt
%xl %x _{—3(10—xf—x2)2 (-2)% ~3(10-x:-x,)’ (—1)}
89> 892 -1 0

ox,

OX,

-1 0
[o 0
-1 0

No cumple la calificacion de restricciores uc 11auiz sacvwana .

_ {—3(10— 22-6) (22 -3(10-2°-6) (—1)}

—> Rango =1 # Rango maximal = 2

b)
-3(10-%2 —x, )" (-2) ¥, dx, ~3(L0— X~ x,)*(~1) dx, <O
—dx, <0

{91(2;6) =0<0

g 2 (2;6)=dx, 20 (Multiplicamos ambos términos por -1)
Grafico 5
A .
%2 ax,/ dx;, refleja la pendiente
del vector (direccion)
X1
<« —
dx;<0 dx,>0

Los vectores V € R" que satisfacen la exigencia sobre el diferencial primero de
la restriccion con igualdad son del tipo(dxl,dxz) :dx, > ONo hay restricciones

sobre 0X,.
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Todos estos vectores no tienen una curva tangente a ellos enteramente
contenida en la region factible.

Es claro que cualquier punto interior a la regién factible que no cumpla con las
condiciones de Kuhn-Tucker posiblemente no puede ser una solucién Optima.
Asimismo, un punto frontera que satisface la calificacion de restricciones pero falla
en las condiciones de Kuhn-Tucker se rechaza como solucién dptima. Sin embargo,
si un punto no cumple con las condiciones de Kuhn-Tucker, no se puede concluir a
priori que no constituya la solucién optima. El cumplimiento de las condiciones de
Kuhn-Tucker implica la optimalidad de la solucién, sélo si se cumple la calificacién
de restricciones.

cour de as | [y | Condicones | [y | Condconee
g de K-T son de K-T son

calificaciones de . i
g necesarias propiedades
restricciones del optimo

4. CUASICONCAVA

Condicion Suficiente (Def.): Si A es condicion suficiente de B, entonces A no
puede ocurrir sin B. Es decir, si A es verdadera B también lo es.

<< A=> B >> A es condicidn suficiente de B

Las condiciones de Kuhn-Tucker antes expuestas, cuando se satisfacen la
calificacion de restricciones son condiciones necesarias para la existencia de un
extremo /ocal. Si lo que se quiere es estudiar extremos globales se requieren
condiciones mas fuertes.

A continuacién se mostrara, que bajo ciertas circunstancias, las condiciones de
Kuhn-Tucker pueden tomarse como condiciones suficientes para un extremo global
e incluso como condiciones necesarias y suficientes?.

4.1 Programacion concava: Teorema de suficiencia de Kuhn-
Tucker

Considerando el problema de programacién no lineal
MaxII=f (x,..x,) sa g'(x,..x,)<c (j=L2,...,m) A x>0

xeR"
2 la expresion “condicion de primer orden para la existencia de extremos” no es equivalente a “condicion
necesaria para la existencia de extremo”. Tampoco “condicién de segundo orden” es equivalente a
“condicion suficiente”. La primeras (condicién de primer y condicidén de segundo orden) son especificas del
problema de optimizacion, mientras que “condicion necesaria” y “condicion suficiente” son propiedades
|6gicas. De hecho, las “condiciones deLegendre” en optimizacion dinamica son condiciones
necesarias de segundo orden para la existencia del 6ptimo.
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conM no acotado por el nimero de variables, donde la funcion objetivo y las
restricciones son continuamente diferenciables, f es cdncava y las restricciones

son convexas. Suponiendo que existen /IJ. (j =12,..., m)y un vector X € R"

tales que:

*

L, <0 © x>0 xiL*Xi:O (i=12,...,n)

L, =09 (%%, %) 20 5 4,20 5 AL, =0 (j=12,.,m)

]

*
Entonces en el optimo X la funcidn se maximiza y constituye un maximo

global. Es decir, si f es céncava, las restricciones son convexas y en X se
cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker para maximo, entonces existe
un maximo global en X . Para las condiciones de minimo global basta
con reemplazar “concava” por “convexa” para la f, “convexa” por

“concava” para las restricciones y cambiar el sentido de las
desigualdades de las condiciones marginales.

4.2 Programacion cuasiconcava: Teorema de suficiencia de
Arrow-Enthoven

Considerando el problema de programacion no-lineal

MaxIT=f (x,..x,) sa ¢'(x,..x,)<c (j=12..m) A x=0 XeR"

donde la funcion objetivo y las restricciones son continuamente diferenciables.

Suponiendo que existen /, (j=212,...,m)y un vector X" e R"tales que:

a) X es factible y se verifican:
b) L. <0 ; % =0 ; xL.=0 (i=12,..,n)
o L, =1 =07 (X, X0 %) =0 5 4,20 ; AL, =0 (i=12,..,m)

d) f (X, X;,..., X,) es cuasiconcava y g’ (X, X,,...,X,) es cuasiconvexa con
(J =12,...,m)en el ortante no-negativo.

e) Se satisface cualquiera de las siguientes:
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i. Ly <O para al menos una variable Xi.

ii. in > O para alguna variable X que pueda tomar un valor positivo sin
violar las restricciones.

iii. Vf(x")# 0y la funcién es dos veces diferenciable en un entorno de

*

X .

iv. T(X,X,,...,X,) es concava.

Entonces en el optimo X la funcién se maximiza y constituye un maximo
global. Es decir, si se verifica a), d) y e) en X y se cumplen las condiciones
de Kuhn-Tucker para maximo, entonces existe un maximo global en X .
Para las condiciones de minimo global basta con reemplazar
“cuasiconcava” por “cuasiconvexa” para la f, “cuasiconvexa” por
“cuasiconcava” para las restricciones y cambiar el sentido de las
desigualdades de las condiciones marginales.

La cuasiconcavidad no implica que las condiciones de Kuhn-Tucker sean
suficientes para tener un maximo global al no ser lo suficientemente restrictivas.
Por esto se exige el cumplimiento de la condicién e). Nétese que las condiciones
suficientes de Arrow-Enthoven implican las condiciones de suficiencia de Kuhn-
Tucker, con lo cual las primeras son mas generales.
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UNA APLICACION A LAS CIENCIAS ECONOMICAS

Viviana Camara
Maria Laura Falco
Adriana Negri

INTRODUCCION

El propdsito de este trabajo es mostrar un problema que ofrecemos a nuestros
alumnos para que puedan darle significado a los fundamentos tedricos del Calculo
Diferencial estudiados.

El mismo fue pensado luego de detectar las dificultades que tenian los
alumnos para diferenciar e interpretar las variaciones que se producen en las
magnitudes, tanto en el campo discreto como en el continuo.

Dado que la transferencia del aprendizaje no se produce en forma espontanea
y que implica relacionar un area del conocimiento con otra, es nuestro propdsito
ayudar al alumno a que interrelacione nuevos conceptos tales como incremento,
cociente incremental, derivada y diferencial con los propios de otros campos
disciplinares.

La resolucién del problema permite transferir los conceptos antes mencionados
y darles un significado, no soélo desde el punto de vista geométrico, sino
fundamentalmente econdmico.

1. FUNDAMENTACION

Enmarcados en la postura epistemoldgica dada por los constructivistas,
acordamos que un aprendizaje sera significativo, cuando el alumno pueda tener
la posibilidad de darle un significado al objeto que aprende. Es decir, “el nuevo
aprendizaje debe ser funcional, integrable, potencialmente significativo e
internamente coherente” (Santurjo & Vera, 1994, p. 33).

Consideramos entonces, que si nuestros alumnos logran darle un significado al
objeto de aprendizaje, podran modificarlo, enriquecerlo y establecer relaciones
entre sus saberes previos y los nuevos, sean o0 no de la misma area de
conocimiento, integrandolos y transfiriéndolos.

Como el objetivo de este trabajo es la transferencia de conceptos, pensamos
en proponer una estrategia didactica basada en la resolucion de una situacion
problematica que tiende a desarrollar el pensamiento superior del alumno.
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2. METODOLOGIA

El problema que forma parte del presente trabajo surge de la necesidad de
encontrar una metodologia que le permitiera al alumno contextualizar y transferir
conceptos tedricos a situaciones inherentes a su futuro desempeno profesional.

Para esto, se selecciond una funcién sencilla, conocida por el alumno para que
la misma funcion no sea un obstaculo, y que pudiera representar una situacion
econdmica. Se enunciaron una serie de items de tal manera que, secuencialmente,
el alumno pudiera transferir los conceptos aprendidos a la economia. En cada item
se trabajé especialmente la interpretacion econdmica. Se resaltd el andlisis
numeérico y grafico, tanto desde el punto de vista geométrico como econdmico.

Finalmente, cabe destacar que una vez redactado el problema, se aplicd en una
comision de la catedra de Analisis Matematico de la Facultad.

3. DESARROLLO DEL PROBLEMA

La empresa “Dulces Sabores” se dedica a la elaboracion y comercializacion de
helados artesanales. Durante el verano, su funcidon de utilidad es

—— 2 J—
y=-01x"+13x-120 , donde “y" representa las utilidades percibidas (en
miles de pesos) y “x” la produccion de helados (en miles de kilogramos).

A) Determinar en cuanto varian las utilidades cuando se producen y venden
entre:

a) 25.000 y 45.000 kilogramos
b) 45.000 y 65.000 kilogramos
c) 50.000 y 70.000 kilogramos
d) 70.000 y 90.000 kilogramos

Establecer estas variaciones significa hallar en cuanto varia la funcién ante
cambios cualesquiera en los valores de la variable independiente; a estos cambios
los simbolizamos con Ax = x2 — x1 y Ay = f(x2) — f(x1) = y2 —y1, donde la letra
griega delta A significa “cambio en”.

Luego, dado que: f(25) = 142,5; f(45) = 262,5; f(50) = 280; f(65) = 302,5;
f(70) = 300 y f(90) = 240 resulta, para cada una de las variaciones en los niveles
de produccion:

a) Ay = f(45) — f(25) = 262,5 — 142,5 = 120 (miles de pesos)
b) Ay = f(65) — f(45) = 302,5 — 262,5 = 40 (miles de pesos)
c) Ay = f(70) — f(50) = 300 — 280 = 20 (miles de pesos)
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d) Ay = f(90) — f(70) = 240 — 300 = - 60 (miles de pesos)

En los tres primeros casos, podemos observar que un aumento en las
cantidades de helado fabricadas produce un aumento en las utilidades de
$120.000, $ 40.000 y $ 20.000, respectivamente, mientras que en el tercero las
utilidades disminuyen en $ 60.000.

B) Analizar, para cada una de las situaciones dadas en A) codmo varia la utilidad
por cada 1.000 kilos de helados producidos y vendidos. Interpretar los resultados
obtenidos.

En este caso, debemos comparar la variacién producida en las utilidades con
respecto a la variacion en los niveles de produccion. Lo hacemos mediante el
cociente:

Ay _(x,) = f(x,)
AX X, — X,
Este cociente se denomina cociente incremental, en tanto relaciona las

variaciones de ambas variables a través de un cociente. Esto mide la variacion de
una variable respecto de otra; da la razdn de cambio promedio.

En nuestro caso:

a)
Ay _f(#9)-125 _ Ay ¢
AX 45-25 AX

miles de pesos por cada mil kilogramos

b)
ﬂ: f (65) — f (45) N ﬂzz
AX 65—-45 AX

miles de pesos por cada mil kilogramos
)
f(70) - f

&y _f10-160) _ &y,

AX 70-50 AX

miles de pesos por cada mil kilogramos
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d)
ﬂ_f(QO)—f(?O) N ﬂ__
AX 90-70 AX

miles de pesos por cada mil kilogramos

Puede observarse que el incremento de la variable independiente es, en todos
los casos igual a 20, mientras que el valor que asume el cociente incremental es
distinto. Para las diferentes situaciones planteadas, algunos casos son positivos y
otro, negativo.

Estos cocientes muestran, en promedio, el aumento o disminucién de las
utilidades para determinados cambios en los niveles de produccion. Por ejemplo, el
primero de ellos indica que, cuando la produccion aumenta de 25.000 kilogramos a
45.000 kilogramos, los beneficios aumentan, en promedio, $ 6.000 por cada 1.000
kilogramos de helado vy, el cuarto, que si se aumenta la produccion en 20.000
kilogramos a partir de 70.000 kilos, las utilidades disminuyen, en promedio, en
$3.000 por cada 1.000 kilos de helado producidos.

C) Representar graficamente la funcion de utilidad y trazar las rectas secantes
que corresponden a cada una de las situaciones dadas en A).

Grafico 1

y=x+230

300- | w=Ex—7. 5

270

V=2x+172. 5

y=—3x+510

=

-10 10 20 30 40 50 60 YO0 80 90 100 110 120 130 14C
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D) Desde el punto de vista geométrico, équé relacidn existe entre los
resultados del item B) y las graficas del C)?.

Los resultados obtenidos en B) indican que cada uno de los cocientes Ay
Ax

corresponde a la respectiva pendiente de la recta secante.

En general, si se considera una funcidn y = f(x) continua en un cierto intervalo
abierto I, que contiene a x1 y a x2 , con x1 =#x2 y dos puntos, p (x1; f(x1)) y q(x2;
f(x2)), y se traza la recta secante que pasa por p y g, como se muestra en la
figura, resulta que su pendiente esta dada por:

:ﬂ: f(Xz)—f(Xl)
PlAX X, — X,

Y, dado que x2 = x1 + Ax, la expresion anterior puede escribirse como:

_ﬂ:f(xl + AX) —f(x,)

P4 AX AX
Grafico 2
y A
Recta secante
q y=f(x)
f(x2)
Ay
p
f(x1) \ j
AX
» X
X1 X2
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E) Determinar la rapidez del cambio de la utilidad cuando la produccién
aumenta en cantidades muy pequefias a partir de x = 25; x = 45; x = 50; X = 65;
x = 70 y x = 90. Interpretar geométrica y econdémicamente los resultados
obtenidos.

Si la producciéon de helados aumenta en cantidades muy pequefas, se debe
estudiar el cambio de la funcion en las cercanias de cualquier nivel de produccion;

es decir, cuando X2 2 X1 En estas condiciones, es necesario analizar la razon de

cambio promedio cuando AXx — 0 (Es comun que, en algunos textos en lugar de

AX se emplee la letra “h”, con idéntico significado); resulta entonces:
. f(Xx+Ax)— f(x
i &Y e T - (9
Ax—>0 AX  Mx—0 AX

_ i [0A(x+A%)? +13 (x+ Ax)-120]- (-0 % +13 x~120)

AX—0 AX
im 92 x Ax —0,1(Ax)? +13 Ax
A0 AX
=-0,2x+13

Este limite da una expresidon que permite determinar la razén de cambio
instantanea en cualquier valor del dominio, denominada funcién derivada primera
de la funcion y = f(x). Dado que ésta es una funcidn de la variable independiente
“x”, su cuantia dependera del nivel de produccion que se considere. En simbolos:

0= tim Y 2_02x+13

AXx—0 AX

Esta funcion derivada representa la utilidad marginal, en el contexto que
estamos estudiando.

Para la empresa “Dulces Sabores”, las correspondientes razones de cambio
instantaneo o utilidades marginales son:

Tabla 1
X 25 45 50 65 70 90
f'(x) 8 4 3 0 -1 -5
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Estas razones pueden interpretarse desde dos puntos de vista:

Geométricamente, cada una de ellas corresponde a la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcidn en el punto considerado.

J—— 2 —
Por ejemplo, la recta tangente a la gréfica de y=-01x"+13x-120 en
el punto (25; 142,5) tiene pendiente igual a 8, en el punto (65; 302,5) es 0 y en
el (70; 300), -1.

En el primer caso, la pendiente positiva indica que, en ese punto, la funcion f
es creciente; en el segundo, que la funcién no crece ni decrece y en el tercero que
es decreciente.

Grafico 3

Y . A/ S

-10 j‘10 20 30 40 50 &0 ¥0 80 90 100110120130 134-0

Fisicamente, cada derivada expresa la velocidad, fuerza o intensidad a la que
cambia la funcién ante cambios muy pequefos (infinitesimales) de la variable
independiente.

En el punto (25; 142,5), el valor de la derivada es 8; esto significa que, cuando
la produccion de helados se incrementa en una cantidad muy pequefia a partir de
los 25.000 kilogramos, la funcién de utilidad crece con una intensidad de $ 8.000
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por cada 1.000 kilogramos adicionales del producto. Desde el punto de vista
practico, se dice que la funcion utilidad aumenta, aproximadamente, en $ 8.000
por cada 1.000 kilogramos adicionales fabricados y vendidos, cuando la produccion
se incrementa en una pequefa cantidad a partir de 25.000 kilogramos.

De la misma manera se interpretan los valores de las razones de cambio
instantanea correspondientes a x = 45 y x = 50.

Ademas, puede observarse que en los tres casos arriba mencionados, la razon
de cambio es positiva, pero decreciente, esto es: f "(25) > f "(45) > f (50) > 0.
Esto significa que la utilidad de la empresa crece a tasa decreciente, conforme
aumenta el nivel de produccion; es decir, la intensidad del crecimiento disminuye.
También puede decirse que el aumento de las utilidades decrece a medida que
aumentan las cantidades producidas y vendidas. éSera siempre asi?

Observando la tabla puede verse que la razon de cambio instantanea en x = 65
es 0 y, para niveles de produccion superiores a éste, menor que 0. Como en x =
65, f'(65) = 0, se dice que es un punto estacionario; es decir, la intensidad de
cambio no varia.

Cuando la produccidn supera los 65.000 kilogramos, las razones de cambio
instantaneas son negativas y decrecientes: f “(70) > f "(90).

Para x = 70, f'(70) = -1. En términos econémicos, significa que cuando la
produccion de helados se incrementa en una cantidad muy pequena a partir de los
70.000 kilogramos, las utilidades decrecen con una intensidad de $ 1.000 por cada
1.000 kilogramos. Es decir, las utilidades disminuyen, aproximadamente, en $
1.000 por cada 1.000 kilogramos adicionales fabricados, cuando la produccion se
incrementa en cantidades muy pequefias a partir de 70.000 kilogramos. En este
caso, la funcién de utilidad decrece a tasa creciente; esto es, la intensidad del
decrecimiento aumenta. Puede decirse también que la disminucién de las
utilidades crece a medida que aumentan las cantidades elaboradas vy
comercializadas.
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F) Analizar, para cada uno de los niveles de produccion propuestos, con qué
intensidad varian las utilidades por cada peso ganado.

En el punto E) se analizd el cambio en las utilidades debido a incrementos
infinitesimales en las cantidades producidas; se estudiara ahora dicho cambio por
unidad de moneda ganada: f'(x) / f(x). A este cociente se lo denomina tasa
instantanea de variacion relativa de f(x) y si se lo multiplica por 100, se obtiene la
tasa instantanea de variacion relativa porcentual.

Para la empresa “Dulces Sabores”, estas tasas se muestran en la siguiente
tabla:

Tabla 2
x 25 45 50 65 70 90
f(x) 142,5 262,5 | 280 302,5 | 300 280
' (x) 8 4 3 0 1 -5
f(x)/f(x) | 0,05614 | 0,0152 | 0,0107 | 0 -0,0033 | -0,0178
E;"zllof)(x) 5,614 1,524 | 1,071 |0 -0,33 | -1,78

Para un nivel de produccion de 25.000 kilogramos, la tasa de variacion relativa
porcentual es igual a 5,614 %; esto significa que por cada 1.000 kilogramos
adicionales de helado a partir de una produccion de 25.000 kilos, las utilidades
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aumentan, aproximadamente, en un 5,614%. Si dicho nivel es de 65.000
kilogramos, las utilidades practicamente no varian y para 90.000 kilogramos, las
ganancias disminuyen aproximadamente en 1,786 % por cada 1.000 kilogramos
adicionales de producto. (Recordar que los incrementos a partir de cualquiera de
los niveles de produccion deben ser muy pequefios).

En concordancia con los resultados obtenidos en los puntos antes analizados,
puede observarse que a medida que aumenta la produccién y hasta valores
menores pero muy cercanos a los 65.000 kilogramos, las tasas instantaneas de
variacion relativa son positivas y decrecientes; es decir, las utilidades por cada
1.000 kilogramos crecen a tasa decreciente o bien, decrece la intensidad del
crecimiento. Para 65.000 kilogramos, las utilidades marginales unitarias no varian y
a partir de este valor decrecen a tasa creciente; esto es, aumenta la intensidad del
decrecimiento.

Si se analiza la tasa instantanea de variacion relativa porcentual puede decirse
que, si es positiva, expresa el porcentaje en que aumentan las utilidades
marginales por cada 1.000 kilogramos adicionales producidos, si es negativa, el
porcentaje en que disminuyen v, si es igual a cero, la no variacion de éstas.

G) Evaluar el cambio real y el cambio aproximado en las ganancias cuando “x”
cambia de:

a)25 a 26

b) 25 a 25,5
c)25 a 25,1
d) 25 a 25,01

El cambio real que se produce en el valor de las utilidades se determina
mediante el incremento Ay de la funcion, para cualquier incremento de la variable
independiente, tal como se mostré en el punto A. El cambio aproximado en las
ganancias en las cercanias de determinado nivel de produccidn, se evalla a través
del diferencial de la funciéon: dy = f’(x). Ax para pequefios incrementos de la
variable independiente.

Partiendo de una produccién de 25.000 kilogramos y para los distintos valores
de Ax propuestos, dichos cambios son:
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Tabla 3

Situacion AX Ay dy Ay - dy
a 1 7,9 8 -0,1

b 0,5 3,975 4 - 0,025

o 0,1 0,799 0,8 - 0,001

d 0,01 0,07999 0,08 - 0,00001

Puede observarse que, a medida que Ax disminuye, la diferencia entre Ay ydy
se hace cada vez mas pequefia. ¢A qué se debe esta diferencia?

Como ya se estudio, para valores pequefios de Ax, la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto es aproximadamente igual a la pendiente de la
recta secante (si ambas pendientes existen):

N
—~ f7(x ,
a0yt ax

Donde, si Ax — 0, f’(x).Ax se define como la diferencial de y = f(x):
dy = f'(x) . Ax=>Ay =dy

Ademas, para cada valor de Ax, el correspondiente de Ay — dy es menor que el
de Ax; esto es, dy es una aproximacion de Ay cuando Ax es pequeno.

La diferencia Ay — dy es el error que se comete al evaluar el cambio producido
en una funcién ante una variacion muy pequefa en la variable independiente,
empleando la razén de cambio instanténea en lugar de la funcién dada. Para la
funcion de utilidad de “Dulces Sabores” cuando se producen 1.000 kilogramos
adicionales de helado a partir de una produccion de 25.000 kilogramos , las
utilidades aumentan, aproximadamente, en $ 8.000 (error, por exceso, de $ 100),
mientras que si se elaboran 10 kilogramos mas, las ganancias se incrementan en $
80 (error, por exceso, de $ 0,01).

H) Determinar con qué rapidez cambia la utilidad marginal cuando la
producciéon aumenta en cantidades muy pequenas a partir de x = 25, x = 50, x =
65, x = 70 y x = 90. Interpretar geométrica y econdmicamente los resultados
obtenidos.

Ya se ha estudiado que la derivada primera de una funcion mide la fuerza,
velocidad o intensidad a la que cambia la funcién ante cambios muy pequenos de
la variable independiente. Teniendo en cuenta que la derivada primera es también
una funcion en la misma variable independiente, es posible derivarla, obteniendo
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“la derivada primera de la derivada primera de la funcién original”; esto es, la
derivada segunda de ésta: (f'(x)) "= f’ "(x). Esta derivada segunda mide la rapidez
de cambio de la rapidez de cambio; si f""(x) > 0, aumenta y si " (x) < 0,
disminuye.

En el contexto de la empresa “"Dulces Sabores” y teniendo en cuenta que la
funcion de utilidad marginal es f’(x) = - 0,2 x + 13, resulta:

(f(x) =" =-0.2

Desde el punto de vista geométrico, que la derivada segunda sea negativa en
cierto intervalo, significa que la funcion es cdncava hacia abajo; esto es, las rectas
tangentes a la grafica de la funcion en cada uno de los puntos del intervalo estan
por debajo de dicha grafica y estas rectas tendran pendiente positiva, negativa o
nula, segun sea la funcidon creciente, decreciente o haya un punto critico o
estacionario. En nuestro caso, como f” "(x) < 0, la derivada primera es una funcion
decreciente.

La interpretacion econdmica se realiza teniendo en cuenta el punto de vista
fisico: que la derivada segunda de la funcién de utilidad sea constante y negativa
para cualquier nivel de produccion, significa que la funcién de utilidad marginal es
decreciente. Esto es, la razon de cambio de la utilidad marginal decrece a tasa
constante e igual a (- 0,2); es decir, la rapidez con la que varian las utilidades
marginales disminuyen con velocidad constante.

4. CONCLUSIONES

Se observa que esta manera de abordar los conceptos matematicos permitio:
a) lograr mayor interés de los estudiantes, b) una participacion mas intensa de los
alumnos, ¢) interpretar correctamente las magnitudes utilizadas d) dar sentido
econdmico al concepto, e) obtener una actitud diferente de los alumnos.

Consideramos que como profesionales de la educacion es pertinente abocarnos
a la busqueda de “nuevas maneras de ensefiar”, es decir, caminar en la busqueda
de metodologias “activas” donde el eje de la ensefianza sea el alumno logrando
una participacién comprometida y responsable de su propio aprendizaje.

Contextualizar y transferir el concepto tedrico al campo de la economia le da
sentido al mismo y lo prepara al estudiante para el entendimiento de los que
debera aprender, en el futuro, en otras areas del conocimiento.
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PROGRAMACION NO LINEAL Y LA INCORPORACION DE TICS EN
LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE ROSARIO

Nora Mabel Lac Prugent
José Luis Pou

INTRODUCCION

Este trabajo muestra la aplicacion de herramientas matematicas
especificamente en el analisis econdmico; concretamente, la teoria de optimizacion
y su relacion con la seleccion de carteras de titulos o portfolios. Asi pues, esta
propuesta es fruto de la experiencia en el dictado de la asignatura Matematica IV,
curso obligatorio en la carrera de Licenciatura en Economia de la Facultad de
Ciencias Econdmicas y Estadistica (FCEYE) de la Universidad Nacional de Rosario,
la cual aborda la ensefianza de la Matematica aplicada a la Economia.

La motivacion del mismo se debe a la intencion de mejorar progresivamente la
ensefianza de la programacion matematica, en especial la programacion no lineal,
en carreras en las cuales la Matematica cumple un rol instrumental.

Desde el afio académico 1999, los docentes de la catedra Matematica IV de la
carrera de Licenciado en Economia de la FCEYE asumieron el desafio de formar a
sus alumnos y al propio cuerpo docente en el uso de TICs y softwares
relacionados. La actual infraestructura de esta casa de altos estudios permite
actualizar la aplicacion de herramientas matematicas especificamente en el analisis
econdmico.

La practica se realiza en el Laboratorio de Informatica de la FCEyE. Para el
trabajo en aula con computadoras se dispone de valiosas herramientas:

- Cafidn para la visualizacion de presentaciones y del escritorio del docente.
- Sistema de control remoto para el monitoreo.

- Aplicaciones (software) especificas y generales.

- Maquina virtual para compartir archivos.

- Alumnos y alumnas voluntarios.

- Comunidad virtual o grupo.

El sistema de control remoto consistente en la monitorizacién de aulas
docentes se denomina “IntelligentTeaching and Learningwith Computers” (ITALC).
Actualmente disponible, cuyos beneficios radican en tratarse de un software de
uso libre en educacién, siendo una herramienta didactica y multiplataforma,
encontrandose disponible tanto para Windows, Linux o ambos mezclados. Es un
componente orientado a ayudar al docente en el desarrollo de clases, disefiado
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principalmente para utilizarse en practicas en aulas equipadas con computadoras,
teniendo las mismas conectadas en red. Existen muchos beneficios del control de
un sistema desde una computadora remota, pero aplicado a la educacidon se
destaca su funcién de monitoreo de aulas, lo que permite trabajar de forma agil.
Entre sus principales bondades podemos mencionar:

- Asistir remotamente.

- Supervisar remotamente.

- Controlar remotamente.

- Transferir remotamente informacion.
- Gestionar remotamente el aula.

La filosofia detras de este esquema de control es la configuracion de
comunicacién de computadoras alumno-cliente y profesor-servidor que utiliza la
tecnologia de redes. La interfaz, conexion entre dos ordenadores, utilizada permite
un amplio espectro de intervencion, desde una simple comunicacion mediante un
Chat hasta un acceso remoto completo, es decir, como si estuviera sentado en el
ordenador del alumno, eliminando la necesidad de asistencia in situ, mejorando la
ejecutoria general de la ayuda a distancia. Ademas la aplicacion profesor brinda
una interfaz grafica de los usuarios, lo que permite al docente controlar la clase.

Hay que destacar que la aplicacion del profesor sélo se encuentra disponible en
su equipo. Al iniciar la aplicacion intentara abrir una conexién con todos los
equipos del aula. Los equipos apagados (o con algun problema de red) apareceran
como “equipo no disponible”.

Con tal fin este trabajo presenta un problema motivador vinculado con el
conocimiento afin del alumno con la intencién de introducir la l6gica matematica
como herramienta de andlisis en las ciencias econdmicas.

La siguiente seccidon recuerda los aspectos tedricos de la programacién no
lineal, para abordar con posterioridad la especifica para la aplicacion econdmica: la
programacion cuadratica. La tercera parte desarrolla el ejercicio propuesto en la
guia de practicos que realizan los alumnos con la ayuda de soporte informatico;
permitiendo en la cuarta parte, una escueta evaluacidén preliminar de la
experiencia. Finalmente, se presentan las consideraciones finales y las
conclusiones.

1. MARCO TEORICO
1.1 Programacion no lineal con restricciones

El problema general de programacion no lineal restringido con todas las
funciones dos veces diferenciables y al menos una de las mismas no lineal, puede
definirse como:
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Optimizar z = f(x) donde: f (x) la funcién objetivo
Sujeto a: gi(x) <0 i:1,2,.... m

gi(x) >0 i: m+1, ..., p gi(x)las restricciones de desigualdad
hi(x) = 0 i: p+1, ..., r hi(x)las restricciones de igualdad
x>0 x el vector de variables de eleccién

Es sabido que no existe un algoritmo general para resolver modelos no lineales
debido al comportamiento irregular de las funciones no lineales. Sin embargo, se
han determinado condiciones que bajo ciertos requisitos se convierten en
condiciones de primer orden o necesarias, € inclusive en condiciones necesarias y
suficientes. Estas son las condiciones de Kuhn-Tucker, que se indicaran como
condiciones de KT.

Para el caso general de n variables de eleccion y m restricciones, la funcion
lagrangiana sera:

F = (X1, X, s Xn) + 20 [1i = Gi(X1, X2, +ey Xn)]
Siendo las condiciones de KT las siguientes:

oF /oxj<0 x>0 xj (oF/oxj) = 0

OF [opi>0 ni>0 ui (oF/opi) =0 [Maximizacién]
i:1,2,...,. m j: 1,2, ...,n

oF [oxi=0 x>0 xjoF [ oxj = 0

OF [opi<0 pi>0 ui (oF/opi) =0 [Minimizacion]
i1,2,..,m jr 1,2, ...,n

Verificdndose cierta hipdtesis sobre las restricciones, las condiciones de KT son
condiciones necesarias para un maximo o minimo local, respectivamente. Y dado
que todo extremo global debe ser un extremo local, estas condiciones son
asimismo condiciones necesarias para extremos globales, siempre que se cumpla
con la cualificacion de las restricciones desarrolladas a continuacién.

1.3 Cualificacion de las Restricciones

Existen ciertos requisitos sobre las restricciones de un programa no lineal para
que las condiciones de KT sean condiciones necesarias para un optimo. Estos
requisitos tienen la intencién de salvar irregularidades que pueden existir en la
frontera de la region factible cuando las restricciones son no lineales.
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Considerando un punto de frontera, x* = (x1*, x2*,..., xn*), que es candidato
para una solucion y el vector de diferenciales dx = (dx1, dx2,..., dxn) que indica el
movimiento en una direccion especifica a partir del punto de frontera x*.

La cualificacion de las restricciones establece dos condiciones para los vectores
dx:

Si la j-ésima variable de eleccion tiene valor cero en el punto x*, entonces
dxj> 0 si xj* =0,

Si la i-ésima restriccion se satisface como igualdad en el punto x*, entonces
para un problema de maximizacion:

dgi(x*) = (8g/ox1) dx1 + (8g/ox2) dx2 + ... + (g/axn) dxn< 0
y para uno de minimizacién: dgi(x*) > 0;

donde todas las derivadas parciales se calculan en x*. Todo vector que
satisfaga las condiciones anteriores es considerado un vector prueba. Finalmente si
existe un arco diferenciable que procede del punto x*, esta enteramente contenido
en la region factible y es tangente al vector prueba dado, se le denomina arco de
cualificacion para dicho vector.

Con ello la cualificacion de las restricciones se satisface si para cualquier punto
x* sobre la frontera de la regidn factible existe un arco de cualificacion para cada
vector de prueba.

1.4 Programacion cuadratica

La programacion cuadratica considera el problema de optimizar una funcion
objetivo cuadratica sujeta a restricciones lineales y a condiciones de no
negatividad. Este tipo de programacion suele ser muy importante en el estudio de
la Economia dado que las formulaciones de programas cuadraticos surgen de
manera natural en muchas aplicaciones.

Un modelo de programacion cuadratica se define de la siguiente manera:

Optimizar f(x) =ex+x'Dx
Sujeto a: Ax<b
x>0
siendo: X = (X1, X2, eeey Xn)'
C= (Cll S Cn)

b = (b, by, ..., by)"
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dy1d12 ... A1 d11 d12 dln

A= dy1 Ay ... dyp D= d21 dzz... dzn

ar1dr2 ... A, dnl dn2 dnn

Al cual se le pueden establecer ciertos requisitos para que las condiciones de
KT sean condiciones necesarias y suficientes. Primero, se debe destacar que la
linealidad de las restricciones garantiza que el espacio de soluciones sea un
conjunto convexo.

Luego el problema queda reducido a determinar la concavidad o convexidad de
la funcion objetivo f de acuerdo si el problema es de maximizacion o minimizacion,
respectivamente.

A partir de la definicién de gradiente se tiene que:
V(x) = V(cx + X'D X) = ¢ + 2Dx
Siendo la matriz hessianaH de f(x):
H = v?f(x) = V(c + 2D x) = 2D

Con lo cual si la matriz D es definida positiva, H también lo sera, en cuyo caso
f resultard estrictamente convexa. De lo anterior se deduce que en un problema
de minimizacién las condiciones KT son condiciones necesarias y suficientes si y
sélo si la matriz D es definida positiva, lo que equivale a que los autovalores de
dicha matriz sean todos positivos. Asimismo, si el problema es de maximizacion las
condiciones de KT seran condiciones necesarias y suficientes si y sdlo si la matriz D
es definida negativa. Lo que es equivalente a que la f(x) es estrictamente céncava,
siendo los autovalores de la matriz D todos negativos.

2. LA EJERCITACION PROPUESTA

Un inversor adverso al riesgo desea invertir en un portfolio compuesto por dos
titulos A y B (siendo a y b las participaciones de cada activo dentro de la cartera).
La matriz de variancia y covariancia asociada a estos activos es la siguiente:

0,0081 0,02
V= 0,02 0,0036
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Asimismo, el inversor desea invertir todos los fondos y espera un rendimiento
minimo de la cartera del 3%, conociendo que los rendimientos esperados de los
activos A y B son de 6% y 2%, respectivamente. Se le solicita:

Plantee el problema de programacion no lineal con todas sus restricciones.
Obtenga la composicion de portfolio que le recomendaria al inversor.
Grafique el problema planteado anteriormente.
Estime si se cumplen las condiciones de Kuhn — Tucker.
Determine si se satisface la cualificacion de las restricciones.
Determine si las condiciones Kuhn—Tucker son necesarias y/o suficientes.
La resolucion del problema motivador es la siguiente.
El planteamiento del problema es:
Minimizar o(a,b) = 0,0081a% + 0,04ab + 0,0036b?
sujeto a: 0,06 a + 0,02 b >0,03
a + b =1
a , b >0

Para la solucion del problema se utiliza la herramienta de Solver de la planilla
de célculo de Excel la cual indica que el minimo riesgo implica invertir
aproximadamente 25% de los fondos en el activo A y el 75% restante en el activo
B, siendo o(a, b) = 0,01. De donde, (a* = 0,25; b* = 0,75).

Tabla 1
Funcion Objetivo
r = (0,092)"2+0,04ab+(0,06b)"2 0,01003126
Variables
a 0,2499995
b 0,7500015
Restricciones
a+b=1 1,000000
0,06a + 0,02b >= 0,03 0,03
a,b>0

Para realizar el grafico se utilizd DERIVE for Windows. EI mismo se muestra a
continuacién y presenta tanto las restricciones como la funcién objetivo evaluada
en el punto minimo. Para mantener la claridad se presentan las restricciones como
igualdades y en el segmento de trazo mas grueso, la region factible.

76



Grafico 1

8.06a+0,.82bh=0.03

L
—8.2 0.2 f.4 B.6 a.8 Y e

Para determinar si se cumplen las condiciones de KT se debe armar
previamente la funcion lagrangiana para el problema de minimizacion, en este
caso:

Minimizar o(a,b) = 0,0081a2 + 0,04ab + 0,0036b2
sujeto a:0,06 a + 0,02 b >0,03

De esta forma el lagrangiano es:

L=0,0081a2+004ab+00036b2+ul (1-a-b)+pu2(-1+a+h)+
u3 (0,03 - 0,06 a— 0,02 b)

Derivando respecto a las variables de eleccion (a y b) y los multiplicadores de
Lagrange, y considerando el valor 6ptimo de las variables, se tiene:

oF / da = 0,03405 — 1 + p2 — 0,06 u3
oF / ob = 10,0154 — ul + u2 - 0,02 u3
oFfoul= 1 - a - b
oF/ou2=-1+ a + b

oF /ou3=0,03-0,06a-0,02b
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Como ambas variables de eleccidn son distintas de cero en el 6ptimo, entonces
las dos primeras derivadas deben ser iguales a cero, con lo cual se obtiene por
despejar en ambas ecuaciones el valor de 3y la relacion entre pl y p2:

u3 = 0,46625
pul = 0,006075 + p2

Como todas las restricciones se cumplen como igualdad, entonces todas las
derivadas con respecto a los multiplicadores de Lagrange son iguales a cero, esto
indica que los i deben ser todos no negativos para que se cumplan las
condiciones de KT. En este caso el valor de u3 es positivo y dando cualquier valor
positivo a p2 se obtiene ul positivo. En conclusion, se satisfacen las condiciones
de Kuhn — Tucker.

Para el analisis de la cualificacion de las restricciones, se debe tener en cuenta
cual es la region factible. En este caso, la misma comprende el segmento de la
recta de la restriccion a + b = 1 desde el punto dptimo (a* = 0,25; b* = 0,75)
hasta el punto en que dicha recta corta el eje de las abscisas (a = 1; b = 0).

A partir de ello se deben hallar las restricciones sobre los diferenciales de las
variables de eleccion para construir los vectores pruebas. En primer lugar, dado
que ninguna de las variables es igual a cero en el dptimo, no se puede imponer
que sus diferenciales sean no negativos. En cambio, como todas las restricciones
se cumplen como igualdad, se deben realizar las siguientes tres diferenciaciones
(recordar que dos de estas tres restricciones corresponden a una sola de las
restricciones originales, que ha tenido que ser reexpresada para poder realizar el
punto anterior y el presente):

da + db>0
—da - db>0
0,06 da +0,02db > 0

De las dos primeras se deduce que db = — da; de la tercera se obtiene que
db> - 0,03 da.

A partir de ello, se puede comenzar a armar los vectores pruebas. Por ejemplo
el vector (da; db) = (1; —1) si bien cumple con la primera relacién hallada, no
cumple con la segunda, con lo cual no es un vector prueba. De hecho ningun
vector cuya componente db sea negativa es un vector prueba.

Sin embargo, el vector (-0,05; 0,05) es un vector prueba que posee un arco de
cualificacién. Asimismo, se pueden encontrar infinidad de vectores pruebas,
poseyendo todos ellos un arco de cualificacion. Esto podria deducirse igualmente al
considerar que todas las restricciones son lineales, con lo cual siempre se
satisfacen la cualificacion de las restricciones.
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A partir de lo hallado en el punto anterior se puede afirmar que las condiciones
de KT son condiciones necesarias.

Para conocer si dichas condiciones son ademas condiciones suficientes se debe
determinar si el problema es un programa convexo. Para ello hay que verificar que
tanto el espacio de soluciones como la funcidn objetivo sean convexos, dado que
es un problema de minimizacion.

Como todas las restricciones son lineales se puede afirmar que la region
factible es un espacio convexo. Asimismo, para corroborar si la funcion objetivo es
convexa se puede analizar los menores principales o los autovalores de la matriz
de variancias y covariancias. Los resultados expuestos a continuacion se hallaron
utilizando el programa DERIVE for Windows:

Menores principales: v11 = 0,0081 >0
|V] =-0,00037 < 0

Autovalores (1): Al = 0,0259761 >0
22 =-0,142761 < 0

Entonces, la funcion objetivo no es concava ni convexa dado que tanto los
autovalores como los menores principales muestran que la forma cuadratica
asociada a la matriz V es indefinida; es decir, las condiciones KT no son
suficientes.

3. EVALUACION PRELIMINAR DE LA EXPERIENCIA

Desde el lugar del aprendizaje, en estos afios se ha detectado en una etapa
exploratoria, que:

- Los alumnos llegan al cursado de Matematica IV con conocimientos previos
de computacion, pero sin el manejo de un software matematico especifico,

- Las dificultades del trabajo en laboratorio son leves y razonables,

- El interés, la dindmica o el estimulo que produce el trabajo en laboratorio es
altamente satisfactorio. La mayoria de los entrevistados manifiesta que la tarea
resulté interesante,

- Los alumnos priorizan la importancia de la rapidez en el calculo de inversas
de matrices, autovalores, autovectores y diagonalizacion de matrices, por
ejemplo. Manifiestan que una vez incorporada la teoria se pueden reafirmar y
profundizar los conceptos,

- Por Ultimo, el alumno hace una muy buena valoracién en cuanto a la utilidad
de la herramienta computacional en el proceso del aprendizaje no sélo para
esta asignatura sino en vista a futuras materias de la curricula.
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Desde el lugar de la ensefianza, se puede argumentar que la herramienta
computacional constituye un verdadero aliado del profesor como facilitador del
proceso pedagdgico.

4. CONCLUSIONES

El presente trabajo surge como una propuesta alternativa a los métodos
tradicionales de ensefianza de la Matematica, especialmente apropiado para
carreras que utilizan la matematica como herramienta. La intencion del mismo es
presentar uno de los innumerables casos en que la teoria matematica sirve como
instrumento para la resolucion de problemas de Economia aplicada.

Con tal propdsito, se ha intentado exhibir una metodologia apropiada para las
materias de Matematicas en las carreras de Ciencias Econdmicas (Economia,
Administracion de Empresas, etc.), la cual hace hincapié en la profunda
interrelacion entre la Matematica y las teorias econdmicas que se imparten en
dichas carreras.

Es asi como la sinergia entre los contenidos (qué queremos que aprendan los
estudiantes) y la tecnologia (equipamiento informatico utilizado) contribuye a
mejorar la pedagogia (como ayudar a aprender), permitiendo a los alumnos una
capacitacion acorde a los requerimientos de la sociedad actual.

El dictado de clase en el aula informatica y el uso de las TICs poseen una
singular magia que estimula la motivacién de los alumnos, brinda baterias
inagotables a los docentes, y contribuye a un aprendizaje ejemplar, trabajo en
equipo, ensefianza basada en las preguntas y no en respuestas, estimulando el rol
activo del alumno en clases.

Finalmente, se debe destacar que por la experiencia en el aula se puede
concluir que los alumnos que han participado activamente en el proceso de
aprendizaje, relacionando los conceptos matematicos con los econdmicos y
utilizando un software que permita desviar la atencion de la resolucion hacia el
andlisis del problema, han presentado un mayor interés en los temas matematicos
y han profundizado los mismos con la finalidad de resolver problemas econdémicos
mas complejos relacionados con el problema motivador propuesto inicialmente.
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UNA EXPERIENCIA ENRIQUECEDORA PARA COMPARTIR

Maria Magdalena Mas
Maria Cecilia Municoy

INTRODUCCION

Considerando la importancia que tiene en la actualidad el tema de Optimizacion
Global, lo necesario que es para la actividad de cualquier profesional, y en
particular para los que se forman en nuestra facultad, dado que si tenemos en
cuenta los perfiles de los profesionales que estamos formando: “... al Contador
Publico Nacional se lo define como un “profesional de la organizacion”, que debe
estar preparado y formado para el momento de la toma de decisiones, para la
resolucion de problemas y para la optimizacion de los recursos con mentalidad
estratégica...”. En el caso del Licenciado en Administracion de Empresas se apunta
a “... prepararlo para planificar adecuadamente sus actividades, disefar las
estructuras que mejor se adecuen a la realidad y ademas ejercer eficazmente las
funciones propias de la administracion, procurando optimizar su desempefio sin
perder de vista la funcidn social...”. Por cuanto el licenciado en Economia: ... Por
otra parte, y ante la imposibilidad de cubrir todos los aspectos de formacion
profesional que puede alcanzar un graduado en esta carrera, se privilegia dotar al
mismo de una fuerte formacion basica, a los efectos de que, si el mismo lo desea,
pueda prolongar sus estudios y especializacion en otros centros mas avanzados del
pais o del exterior, todo ello sin descuidar impartir los conocimientos aplicados
necesarios para su eventual desempefio profesional con caracter inmediato a su
egreso...”.

Cabe destacar que no hay dentro del plan de estudios de las tres carreras una
materia especifica del tema.

Por todo lo expuesto nos parecid6 muy interesante proponer un seminario
optativo como introductorio del tema de Optimizacion Global, ya que dicho tema es
muy amplio, y ademas esta en pleno desarrollo y profundizacion.

1. CARACTERISTICAS DEL SEMINARIO OPTATIVO

Los objetivos planteados fueron:

- Facilitar la comprension tematica en las nociones basicas de optimizacion
global.

- Generar capacidades para el modelado de problemas en areas de economia.
- Desarrollar habilidades para aplicar técnicas que combinan métodos de
optimizacion.
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El Programa original consistia en 4 unidades:

Unidad 1: Conceptos basicos de optimizacion Global
Unidad 2: Fundamentos de optimizacién no lineal
Unidad 3: Lenguaje de modelado basado en ecuaciones.
Unidad 4: Programacion Matematica Lineal Entera

Consideramos que la universidad debe construir nuevos modos de comunicar el
conocimiento cientifico, que supere la transmision lineal de conceptos vy
procedimientos, al alumno se lo debe preparar para una realidad flexible, dindmica
y en constante cambio. Por lo que queriamos en definitiva que los alumnos logren
una vision de la cuestion, de tal manera que en el futuro, cuando necesiten aplicar
el tema en su actividad profesional, tengan los conocimientos basicos para poder
profundizarlos de forma auténoma.

Conforme al reglamento de seminarios, el mismo tuvo una duracién de un
cuatrimestre y una carga horaria de 70 horas, de las cuales la mitad se destind a
sesiones de seminario y el resto a la realizacion de trabajos practicos en forma
independiente por parte de los alumnos, con supervision del docente. Para
cumplimentar lo mencionado anteriormente se realizd una reunién semanal
durante 14 semanas.

La metodologia que aplicamos consistia en: lectura previa a las clases, ya que
los alumnos disponian del material con anticipacion, esto generaba una
comunicacién mas fluida con los estudiantes. Cada clase comenzaba con preguntas
o dudas por parte de los estudiantes. Luego se desarrollaba el tema que estaba
planificado.

Trabajamos permanentemente con el Entorno Virtual de la Universidad
Nacional del Litoral, subimos al entorno todo el material tedrico y las guias de
Trabajo Practico. Ademas los alumnos podian realizar sus consultas a través del
foro del entorno.

Ademas se propusieron guias de trabajos practicos que fueron resueltas
algunas en clase, y otras por los alumnos en forma individual o grupal para
entregar al docente.

La evaluacién y promocion consistia en:
- 80% de asistencia a clases.
- Aprobar al menos dos trabajos practicos de un total de cuatro.

- Aprobar un examen escrito individual globalizador al final del cursado,
tedrico practico, de tres horas de duracion.
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2. MARCO TEORICO

La formacion basada en competencias constituye una propuesta que parte del
aprendizaje significativo y se orienta a la formacion humana integral; integra la
teoria con la practica en las diversas actividades; promueve la continuidad entre
todos los niveles educativos; fomenta la construccion del aprendizaje auténomo;
busca el desarrollo del espiritu emprendedor y fundamenta la organizacion
curricular con base en proyectos y problemas.

En nuestro proyecto asumimos la definicion de Sobrado Fernandez (2005) que
expresa que “la Competencia Profesional suele interpretarse como el dominio de
un conjunto de saberes, capacidades, actitudes y habilidades, para realizar con
efectividad ciertas acciones que pertenecen a un determinado campo ocupacional.

En la mayoria de los casos, la docencia sigue anclada en la ensefanza
magistral o expositiva dentro de un contexto presencial, con escasa articulacion a
las Nuevas Tecnologias de la informacion y la Comunicacion, por ello nos
interesamos en mostrar como implementar el proceso de docencia estratégica
teniendo como base el enfoque de las competencias, el proceso de desempefio
idoneo y la autorreflexion.

El proceso de desempefio idoneo requiere de la integracion del saber ser con el
saber conocer y el saber hacer y tiene especial importancia el concepto de
docencia estratégica.

La docencia estratégica consiste en la comprensién y regulacién que los
docentes realizan del proceso aprendizaje-ensefianza, con el fin de formar
determinadas competencias en sus estudiantes y, al mismo tiempo, construir y
afianzar sus propias competencias como profesionales de la pedagogia, teniendo
como guia la formacién humana integral, la transdisciplinariedad, la apertura
mental, la flexibilidad, las demandas sociales y econdmicas, y el entretejido del
saber mediante la continua reflexion sobre la practica (Schon, 1992, 1998).

La puesta en marcha de la formacién basada en competencias esta logrando
que en la evaluacién tradicional ya no se de tanta importancia a conocimientos
especificos y factuales (referidos a hechos) y si se ponga atencién en desempefios
contextualizados a un determinado entorno. Es asi que Tobdn Tobdn propone el
concepto de valoracion para resaltar el caracter apreciativo de la evaluacion y
enfatizar en que es ante todo un procedimiento para generar valor
(reconocimiento) a lo que las personas aprenden, basado en la complejidad,
puesto que tiene en cuenta las mudltiples dimensiones y relaciones entre
estudiantes, empresas y docentes. La valoracién, aunque constituye un juicio de
valor, se regula en base a una serie de criterios previamente acordados con los
estudiantes.

La valoracion de las competencias requiere de tres procesos interdependientes:
autovaloracion, covaloracién y heterovaloracion.
85



Tobdn Tobdn define la autovaloracion como el proceso por medio del cual la
propia persona valora la formacion de sus competencias con referencia a los
propositos de formacion, los criterios de desempefio, los saberes esenciales y las
evidencias requeridas. La covaloracion, consiste en una estrategia por medio de la
cual los estudiantes valoran entre si sus competencias de acuerdo con criterios
previamente definidos. De esta manera, un estudiante recibe retroalimentacion de
sus pares con respecto a su aprendizaje y desempefo. Por Ultimo Ila
heterovaloracién, segiin el mismo autor, consiste en la valoracién que hace una
persona de las competencias de otra, teniendo en cuenta los logros y los aspectos
por mejorar de acuerdo con parametros previamente acordados. El acto de
valoracion de las competencias es ante todo un proceso de comprension, el cual,
desde la complejidad, implica para el docente ser parte de éste, involucrarse,
colocarse en el lugar del estudiante sin perder el propio lugar como profesional.
Valorar implica respeto a la diferencia, discrecionalidad y confidencialidad en la
informacion.

3. DOCENCIA ESTRATEGICA

La docencia estratégica consiste en la comprensién y regulacién que los
docentes realizan del proceso aprendizaje-ensefianza, con el fin de formar
determinadas competencias en sus estudiantes y, al mismo tiempo, construir y
afianzar sus propias competencias como profesionales de la pedagogia, teniendo
como guia la formacién humana integral, la transdisciplinariedad, la apertura
mental, la flexibilidad, las demandas sociales y econdmicas, y el entretejido del
saber mediante la continua reflexion sobre la practica (Schon, 1992, 1998).

Segin Tobdén Tobdén, hay cuatro pasos fundamentales en la docencia
estratégica: diagnostico, planeacién, valoracién y monitoreo. El primero consiste en
determinar necesidades de formacidon en los estudiantes, describir las
competencias por formar, identificar quién va a llevar a cabo la formacion,
determinar para qué se va a llevar a cabo la formacién y reconocer los
aprendizajes previos que poseen los estudiantes.” El segundo, consiste en disefar
estrategias didacticas acordes a las competencias por formar, definir los
instrumentos por ensefiar en cada saber, determinar las estrategias de aprendizaje
por formar en los estudiantes y elaborar el cronograma con los recursos
necesarios. El tercero se basa en analizar los logros obtenidos en los estudiantes
en base a las evidencias y criterios, determinar la disposicion del docente y de los
estudiantes hacia el aprendizaje y a la ensefanza, establecer la pertinencia de las
actividades y tareas, y valorar las fortalezas y el impacto de las estrategias
docentes empleadas. El cuarto prevé revisar de manera continua la ejecucién de
las estrategias docentes, determinar si las actividades estan siendo pertinentes a
los objetivos y realizar modificaciones en ellas cuando sea necesario, y establecer
si los estudiantes estan aprendiendo.
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En virtud de lo expuesto anteriormente, respecto de las necesidades y para qué
se va a llevar a cabo la formacion, entendemos que la universidad debe construir
nuevos modos de comunicar el conocimiento cientifico, que supere la transmision
lineal de conceptos y procedimientos, al estudiante se lo debe preparar para una
realidad flexible, dindmica y en constante cambio. Por lo que queriamos, en
definitiva, que los alumnos lograran una vision del tema en cuestion, de tal manera
que en el futuro, cuando necesiten aplicarlo en su actividad profesional, posean los
conocimientos basicos para poder profundizarlos de forma auténoma.

Ademas, de las 23 competencias matematicas especificas segin Tuning
América Latina, nos parecid que podiamos colaborar en la formacion de las
siguientes competencias:

- Dominio de los conceptos basicos de la matematica superior.

- Capacidad para construir y desarrollar argumentaciones logicas con una
identificacion clara de hipdtesis y conclusiones.

- Capacidad para expresarse correctamente utilizando el lenguaje de la
matematica.

- Capacidad de abstraccion, incluido el desarrollo ldgico de teorias matematicas
y las relaciones entre ellas.

- Capacidad para formular problemas en lenguaje matematico, de forma tal
que se faciliten su andlisis y su solucién.

- Capacidad para formular problemas de optimizacion y toma de decisiones e
interpretar las soluciones en los contextos originales de los problemas.

- Capacidad para contribuir en la construccion de modelos matematicos a partir
de situaciones reales.

- Capacidad para utilizar las herramientas computacionales de calculo numérico
y simbdlico para plantear y resolver problemas.

- Destreza en razonamientos cuantitativos.

- Capacidad para comprender problemas y abstraer lo esencial de ellos.

- Capacidad para extraer informacion cualitativa de datos cuantitativos.

- Disposicion para enfrentarse a nuevos problemas en distintas areas.

- Capacidad para trabajar con datos experimentales y contribuir a su analisis.

Con respecto a los conocimientos previos, nos encontramos con la siguiente
realidad: los alumnos que se habian anotado en el seminario, en su mayoria, eran
de la carrera de CPN, y a su vez ya habian transcurrido dos afios del cursado y
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aprobacién de las matematicas requeridas para asistir al seminario, no habiendo
realizado ninguna otra matematica desde entonces.

Lo mencionado en el parrafo anterior hizo que la mayoria de los alumnos no se
acordaran de los conceptos basicos de, por un lado Matematica Basica, como ser
operaciones entre matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones, programacion
lineal; y por otro lado de Analisis matematico, como ser diferencial, maximos,
minimos, reglas de derivacion, etc.

Otro inconveniente que surgid fue que los alumnos nunca habian visto el tema
Vectores especificamente, por lo tanto no disponian del concepto de dependencia
e independencia lineal, el cual es fundamental en todo el tema de Optimizacion.
Ademas, pudimos observar que los alumnos no manejaban de manera fluida el
lenguaje simbdlico.

Con respecto al material de estudio, observamos que persisten las dificultades
que los estudiantes universitarios de los primeros afios en general, tienen para
entender lo que leen de los textos académicos, ya que éstos suelen ser derivados
de textos cientificos. Esto se debe a que se enfrentan con textos que no estan
dirigidos a ellos sino a los académicos, o bien si estan dirigidos a ellos, no
desarrollan todo lo que contienen, dan por supuestos muchos saberes que los
alumnos no disponen.

Otro obstaculo que tuvimos con el material es que la mayoria de la bibliografia
se encuentra en inglés, pero nuestros alumnos, en su gran mayoria, no estan
preparados para ese tipo de textos.

Atendiendo al segundo paso fundamental en la docencia estratégica
mencionado anteriormente, Planeacion, cuando realizamos la planificacion del
seminario optativo, no teniamos precisién en cuanto a las caracteristicas de los
alumnos que se iban a inscribir, tuvimos el prejuicio de pensar que la mayoria iban
a ser estudiantes de la Licenciatura de Economia, por el perfil del alumno.
Tampoco sabiamos en qué afio de la carrera se encontraban, solo teniamos como
dato que podian ser alumnos con los dos primeros afos terminados.

Por todo esto hicimos una planificacion muy ambiciosa, pues pensamos que los
alumnos iban a ser mas auténomos en su aprendizaje y que estaban preparados
para abordar la tematica del seminario.

Los dos ultimos pasos propuestos por Tobdn Tobdn, Valoraciéon y Monitoreo,
los fuimos realizando conjuntamente.

La disposicion de los alumnos para el aprendizaje fue muy buena, se sentian
motivados y el tema les resultaba interesante. Pudimos observar que las tareas
dadas al comienzo del seminario (como por ejemplo: leer bibliografia en Inglés,
leer el tema Vectores de un determinado texto, realizar algunos ejercicios solos,
etc.) no eran adecuadas para el nivel de los alumnos con que estdbamos
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trabajando, por lo que rapidamente realizamos las modificaciones necesarias para
lograr que los estudiantes se involucren con el aprendizaje.

Las modificaciones que realizamos estaban orientadas fundamentalmente para
lograr un aprendizaje inclusivo, es decir “poder compartir con los alumnos la
cultura académica” como lo plantea la Dra. Paula Carlino. Por lo cual tuvimos que
traducir el material, y hacer una lectura comprensiva del mismo en cada clase.

Para solucionar el problema del olvido del manejo algebraico, resolucion de
sistemas de ecuaciones, operaciones entre matrices, y entre otros, las reglas de
derivacion, implementamos las clases en el taller de informatica haciendo uso del
software DERIVE, ya que los alumnos no recordaban la parte del calculo pero si el
significado de los mismos.

Agregamos un material nuevo (con respecto a lo que teniamos planificado
originalmente) con el tema de vectores, ya que era imprescindible, con esa
carencia, para comprender los temas que continuaban.

Considerando la realidad con la que trabajamos y no con la que planificamos,
no pudimos desarrollar la Unidad 4, pero les dejamos a los alumnos el material de
dicha unidad para que lo lean solos. Tomamos la decision de hacer esto porque
priorizamos un aprendizaje real y consciente, y no puramente tedrico. Ademas
consideramos que ya les habiamos dado las herramientas necesarias para que
fueran capaces de leer en forma auténoma la Ultima unidad.

4. VALORACION

Como ya definimos en el marco tedrico, la valoracion de las competencias
requiere de tres procesos interdependientes: autovaloracién, covaloracién vy
heterovaloracién.

En la etapa de la autovaloracion, los alumnos se dieron cuenta de sus falencias
con respecto a los saberes esenciales, por eso, en general, recurrieron a buscar
material para recordar los saberes que necesitaban aplicar en esta nueva etapa.
Esto sucedié cuando comenzaron a realizar las guias de ejercitacion de la Unidad 1
(Conceptos basicos de optimizacion Global) y Unidad 2 (Fundamentos de
optimizacion no lineal). Los alumnos utilizaron todas las herramientas que estaban
a su alcance para poder realizar dichas guias. Tal es asi que cuando tuvieron que
realizar el Trabajo Practico N© 3, que se trataba de una integracién de las
Unidades 1 y 2, el cual se podia resolver en grupo y debian entregarlo en una
determinada fecha, pues era parte de la promocién de la materia; la mayoria de
los alumnos lo aprobd.

En la actividad de la Unidad 3 (Lenguaje de modelado basado en ecuaciones)
solicitamos a los estudiantes que planteen tres modelos distintos de la vida real de
tal manera que se aplique, en cada uno, un tipo diferente de restricciones de las
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que habiamos trabajado en clase: Restricciones de flujo, Restricciones simples de
recursos, Restricciones de balance de material, Restricciones de Calidad,
Restricciones Contables, Restricciones de Mezcla, Restricciones de diferentes
modos y Restricciones suaves. Dicho trabajo podian realizarlo en forma individual o
en grupos de no mas de dos integrantes.

En la actividad mencionada en el parrafo anterior, los alumnos también
realizaron su autovaloracion, descubriendo su capacidad para formular problemas
en lenguaje matematico y su capacidad para formular problemas de optimizacion
(Competencias mencionadas segin Tuning América Latina). Muy pocos alumnos
tuvieron que rehacer dicho trabajo.

Con respecto a la covaloracidn, nosotras no creamos un espacio especial para
ello. El motivo fundamental fue la falta de tiempo, ya que los encuentros eran una
vez por semana y teniamos muchos conceptos nuevos para trabajar. Lo que no
significa que a lo mejor se haya dado en forma particular cuando realizaban los
trabajos en grupo, pero no lo podemos asegurar.

Por ultimo la heterovaloracion, la realizamos en forma paulatina y constante, a
través de las sucesivas actividades que dimos durante el desarrollo de la materia y
por medio de un “examen” final que se realizd en el gabinete de informatica con
todo el material tedrico disponible. Alli observamos que la mayoria de los
alumnos pudieron aplicar los nuevos conocimientos, fueron capaces de usar
conocimientos en forma transversal, estaban motivados para hacer uso de los
propios conocimientos para resolver la situacion planteada y construir nuevos
conocimientos.

5. CONCLUSIONES

Esta es nuestra primera experiencia docente basada en Competencias, fue un
primer intento y la consideramos muy enriquecedora.

Como toda primera experiencia, permite, al mirar hacia atras, visualizar las
cuestiones que habria que modificar como asi también lo que se deberia rescatar
para mejorar el seminario en caso de presentarse la posibilidad de darlo
nuevamente.

El desarrollo del seminario nos permitid comprender cuan dificil y complejo,
pero no imposible, es formar y evaluar competencias. Es claro que las
competencias no se logran con el dictado de una materia optativa, por eso es tan
importante que se implemente desde las curriculas de las carreras. La educacién
basada en Competencias es un gran desafio que nos toca enfrentar a los docentes
actuales y futuros, para lo cual deberiamos volver a formarnos desde esta postura.
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GUIAS DE TRABAJO QUE FAVORECEN EL APRENDIZAJE

Maria Cecilia Municoy

INTRODUCCION

Formo parte del equipo de investigadores que lleva a cabo el proyecto de
investigacién denominado “La evaluacién de competencias en el debate de la
valuacién de los aprendizajes universitarios” el cual esta inserto dentro del
programa: “Problematicas del desarrollo curricular en la FCE: diagndsticos y
perspectivas para la mejora de la calidad” de la Universidad Nacional del Litoral.

En el marco de este proyecto nos encontramos frente a la necesidad de definir
y analizar distintas competencias para luego poder evaluarlas. Entre otras,
consideramos la competencia “Dominio de los conceptos basicos de Matematica
para aplicar en Matematica para Economistas”. El desarrollo y la adquisicion de la
misma se logran a partir de dos aspectos. El primero de ellos es que se vincula
con determinadas competencias especificas, como ser:

- Capacidad para construir y desarrollar argumentaciones logicas con una
identificacion clara de hipdtesis y conclusiones.

- Capacidad para expresarse correctamente utilizando el lenguaje de la
matematica.

- Capacidad para interpretar modelos matematicos aplicados a economia.

- El segundo aspecto lo conforman los elementos a través de los que dicha
competencia se genera, por ejemplo:

- La motivacion, al plantear diversos ejemplos que den origen al concepto
sometido a estudio, y al presentarlo en forma tanto intuitiva como formal.

- La participacion activa del estudiante en todo momento del proceso
educativo.

- Lecturas previamente orientadas que se relacionan con los temas de estudio.

- Suministro de materiales en los que se ejercite la comprensién, uso, manejo y
aplicacion de conceptos previos.

Si se pretende que los estudiantes desarrollen las competencias esperadas, lo
cual implica una “mejora de la calidad educativa”, se hace imprescindible generar
un ambiente de aprendizaje donde los estudiantes se involucren y muestren
disposicién para aprender, para reconocer la importancia de razonar, analizar y
argumentar con claridad defendiendo sus puntos de vista. El presente trabajo
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pretende mostrar una estrategia metodoldgica que intenta favorecer la generacion
de un ambiente propicio de aprendizaje.

1. LA IMPORTANCIA DE LAS GUIAS DE TRABAJO

La propuesta enfatiza la significatividad, para el aprendizaje de la matematica,
que revisten los materiales educativos, en particular las guias de trabajo y su
relevancia segun el encuadre pedagdgico con el que se utilizan.

En este sentido, se considera que para garantizar un proceso de ensefianza y
aprendizaje exitoso, el empleo de guias de trabajo debe disefiarse con criterio
sistémico, entrelazando los mdltiples factores que conforman el encuadre
pedagogico que debe sustentar las practicas de la ensefianza, tales como:
concepciones psicoldgicas relativas a los procesos de ensefianza y aprendizaje,
abordaje didactico y materiales para la ensefianza seleccionados, entre otros.

Es pertinente destacar que se entiende por material para la ensefianza a
“cualquier instrumento u objeto que pueda servir como recurso para que,
mediante su manipulacion, observacion o lectura se ofrezcan oportunidades de
aprender algo, o bien con su uso se intervenga en el desarrollo de alguna funcion
de la ensefanza” (Gimeno, 1991). Solamente el uso de los mismos, puestos al
servicio de un proceso de ensefianza aprendizaje y analizando desde una
concepcion determinada del mismo, permitird entender si resultan Utiles, estériles
0, incluso, perjudiciales.

Los materiales para la ensefianza deben propiciar un papel significativo en la
construccion de conocimientos y competencias. Es deseable que a partir de la
incorporacion y buen uso de las guias

de trabajo, los estudiantes puedan lograr, por ejemplo, una mejor interaccién
con los objetos de estudio, pues este sistema de trabajo exige del alumno una
participacion activa y a la vez resulta una propuesta atractiva, favoreciendo un
cambio de actitud del mismo.

2. CONTEXTUALIZACION

Las guias de trabajo se utilizan en la materia Matemética para Economistas,
materia que forma parte del plan de estudio de la carrera de grado Licenciatura en
Economia de la Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad Nacional del
Litoral.

Por la idiosincrasia de la asignatura las clases tienen desarrollos tedricos y
practicos. Estas clases comprenden, por un lado, el desarrollo de los aspectos
conceptuales de la asignatura, habilitando y orientando a la lectura previa de la
bibliografia, y por otro, el desarrollo de ejercitacion, trabajos practicos y andlisis de
determinados problemas econdmicos.
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Se proponen guias de trabajo, que son resueltas por los estudiantes con la
orientacion del docente y con el propodsito de que el alumno sea protagonista de su
propio proceso de aprendizaje.

En general las guias tienen una estructura en la que:

- En primer lugar, teniendo en cuenta el tema que se desarrollara a través de
ellas, se dan respecto de ese tema, algunos conceptos o definiciones tedricas,
minimos.

- En base a las conceptualizaciones dadas, se proponen ejemplos, que de alguna
manera ayuden a la comprension.

- Luego a través de diferentes preguntas se orienta al estudiante para que logre
obtener un modelo nuevo, relacionado con los conceptos dados, pero no
presentado por el docente.

- Obtenido ese modelo, la guia continla con la aplicacion del mismo en
diferentes actividades o situaciones problematicas de distinta dificultad, en las que
es necesaria la comprension del nuevo modelo para transferirlo a situaciones
nuevas y poder justificar los procedimientos empleados.

Las guias de trabajo se deben proponer en el momento adecuado. Por ejemplo,
la que se expone en el anexo de esta propuesta se presenta cuando el alumno ya
estudid ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes y esta en condiciones de transferir esos conceptos aprendidos a la
deduccién de las féormulas que le permitiran resolver ecuaciones en diferencias
lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Los estudiantes realizan
desarrollos tedricos sin padecerlos, no se limitan a copiar o repetir lo que transmite
el docente, sino que deben construir por ellos mismos y ayudados por los
conceptos previos el modelo tedrico al que se pretende llegar completando la guia
de trabajo. De esta manera el estudiante se involucra tanto con el aprendizaje que
las clases le resultan dinamicas.

Cabe destacar que, ademas de las guias de trabajo, los alumnos resuelven
trabajos practicos basados en tareas de ejercitacion sobre temas y procesos de
resolucion conocidos por los estudiantes. También se estimula el trabajo grupal
tanto para la interpretacion tedrica como para la ejercitacion practica.

A modo de conclusidn, considero que propiciar la participacion activa de los
estudiantes, en todo momento, es primordial para que se involucren en su propio
aprendizaje. Ademas la propuesta didactica hace que las clases se tornen
dindmicas y favorece la comprensién, aplicacion y analisis, por parte de los
estudiantes, de ciertos temas especificos de la disciplina.
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ESTABILIDAD EN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Carolina Vanesa Catoira

INTRODUCCION

El presente trabajo realiza un relevamiento de los aspectos principales
asociados a la estabilidad de los sistemas dindmicos, centrandose
fundamentalmente en la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
El analisis de estabilidad involucra tanto la estabilidad a nivel local (estudio de los
autovalores de aproximaciones lineales del sistema en el entorno del estado
estacionario) como asi también a nivel global (segundo método de Liapunov).

1. CONCEPTO DE ESTABILIDAD

El estudio de la estabilidad de un sistema dinamico consiste en determinar si
pequeias variaciones de los valores iniciales pueden cambiar mucho o generan un
minimo cambio de la solucién con el transcurso del tiempo.

En términos generales, se dice que un sistema dindmico es estable si al
perturbar levemente su estado de equilibrio dinamico (es decir, su solucion), todos
los movimientos posteriores permanecen cerca de éste. Si, ademas de ser estable,
cualquier perturbacion préxima al punto de equilibrio converge a él a medida que
t — o, se dice que es asintdticamente estable. Finalmente, si no se cumple
ninguna de las situaciones antes mencionada, se esta en presencia de un sistema
lnestable.

Formalmente, consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales de la
forma: y'=f(y,¢)

donde ) es un vector de ecuaciones diferenciales no auténomo, es decir, que

depende del tiempo (#). Su solucién, en forma genérica, puede ser expresada
como:

y(t)=¢(t:voits)
donde y/, y £, representan las condiciones iniciales (el estado de la variable y -
Y, -y el tiempo - £ - en el momento inicial).
Un estado de equilibrio y.es estable si:

f(y.,t)= 0 para todo £, o bien, ¢(t;y.;t,)=y. para todo ¢
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1.1 Primer y segundo método de Liapunov

Para poder analizar la estabilidad en los sistemas generales de ecuaciones
diferenciales, podemos encontrar dos métodos diferentes:

1) El método indirecto (conocido como el primer método de Liapunov), el cual
consiste en el calculo explicito de la solucion para analizar su trayectoria a lo largo
del tiempo (es decir, si converge o no al punto de equilibrio) y por lo tanto, su
estabilidad.

2) El método directo (o bien, el segundo método de Liapunov), el cual no requiere
el calculo de la solucion del sistema para establecer conclusiones de estabilidad,
permitiendo un andlisis en sentido global. Es fundamentalmente, un método
cualitativo.

Muchas veces resolver un sistema de ecuaciones puede generar problemas
para encontrar una solucion, particularmente cuando no es lineal, por lo que el
segundo método de Liapunov puede resultar muy (til si se verifican determinadas
condiciones. Por otra parte, si bien es posible arribar a una solucién de un sistema
no lineal bajo el primer método (a través de una aproximacion lineal al punto de
equilibrio), el analisis de estabilidad resultante serd exclusivamente local’. Mas
adelante se profundizara sobre este tema.

1.2 Estabilidad en el sentido de Liapunov

Se dice que un estado? de equilibrio Y. de un sistema dinamico es estable en
sentido de Liapunov si, para cualquier escalar real positivo, existe un nimero real
6(5, l‘o)> 0 tal que, dada la desigualdad ||y0 —ye|| <o, existeun £ >0 tal

(6 ¥oits)— Ve

que ‘ <& paratodo £ > .

En otras palabras, se dice que un punto de equilibrio es estable en el sentido
de Liapunov si, al perturbarse levemente su estado, todos sus movimientos
posteriores se mantienen cerca de su posicion de equilibrio.

! Esto se debe a que al efectuar una aproximacion lineal de un sistema no lineal, el anlisis
sera realizado en un entorno lo suficientemente pequefio del punto de equilibrio.

2 Recordemos que un sistema dindmico es un conjunto de elementos que interactdan entre si
y donde la evolucidon de sus estados se encuentra determinada por ecuaciones funcionales
cuyo comportamiento depende del tiempo. El conjunto de estados presentes evoluciona a un
conjunto de estados futuros, definiendo al sistema como dinamico. Una solucion particular de
una ecuacion que no depende de la variable ¢ se dice que es una solucion de equilibrio y., 0
bien, un estado de equilibrio.
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Estabilidad:Ejemplo de una sola variable
Grafico 1

. ||y0 —ye” < O significa que el punto inicial ), se encuentra dentro o en el

limite del circulo de radio O centrado en )/, (es decir “arbitrariamente cerca”).

<& refleja que los movimientos expresados por

(£ Voits)- V.
(p(l'; yo;to) se mantienen dentro o sobre la frontera del circulo de radio & con

centroen V..

1.3 Estabilidad asintotica en el sentido de Liapunov
Un estado de equilibrio y,, es estable en sentido asintdtico, si:

1) Es estable en sentido de Liapunov.

2) Si cualquier pequefia perturbacion en las cercanias del punto de equilibrio
termina por converger nuevamente a €l a medida que & — oo . Es decir, si a cada

numero real ¢ > 0 le corresponde un nimero real T(,u,yo,to)> 0, tal que

cuando ||y0 — ye|| < /‘(l‘o) con r (to) constante real positiva se verifique:

lo(t:voity)-v.|< uparatodot>t, + T, siendo Ve =liMmo(t;y,ity)
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Estabilidad asintotica: Ejemplo de una sola variable

Grafico 2

o La desigualdad ||y0 - ye|| <r(t,) define la circunferencia en el hiperplanot,= ¢.

‘(/’(t;yo;to)_ye
Partiendo de cualquier punto y,, las diferentes soluciones quedaran dentro del
hipercilindro a partir del tiempo #+ T( £ ), por mas reducido que sea (cuyo

. < p determina el cilindro de radio x alrededor del eje ¢

tamafio dependera del valor que adopte el parametro ,u).

En ambos casos, se trata de estabilidad en sentido local, dado que partimos de
una perturbacion cercana al equilibrio. En cambio, si la estabilidad es
independiente de la distancia del estado inicial del punto de equilibro, estamos en
presencia de una estabilidad (asintdtica) en sentido global.

Para ello, es necesario que:

1) El estado de equilibrio sea estable

2) Cualquier perturbacién converja a y/, para ||y0 —ye|| <r cuando £ — oo,
siendo runa constante arbitrariamente alta.

1.4 Inestabilidad

Se dice que un equilibrio es inestable cuando, partiendo de un punto de
equilibrio, cualquier perturbacion producida lo aleja del mismo.
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Ejemplo de una sola variable

Grafico 3

2. PRIMER METODO DE LIAPUNOV
2.1 Sistemas diferenciales lineales

Condiciones de estabilidad a través del andlisis de las raices del polinomio
caracteristico

Los sistemas auténomos lineales presentan caracteristicas particulares que
facilitan su estudio respecto del caso general. En este sentido, puede encontrarse
la solucidn analitica de sus trayectorias y analizar el comportamiento asintético.

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineal y homogéneo puede definirse
como un conjunto de ecuaciones simultaneas entre varias funciones incégnitas de
una variable y sus respectivas derivadas sucesivas®.

Fl(t,X‘/X"/---/y',y",---)=0 x=x(t);y =y(t)

C Co Coax . oady . . d*x . d?
IEZ(tIXIX s 44 l"'):0 X :Ey y __y. Y

= X = =—=
dF a VY T

F, (t,x',x",...,y',y",...) =0

donde las F; son ecuaciones en las cuales las funciones desconocidas (x(%) e y(t))
se encuentran bajo el signo de derivada o diferencial.

3 Aqui se reducird el estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales al campo de la
estabilidad. Sdlo se sefialaran algunos conceptos clave para poder comprender mejor el
tema.
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En forma matricial, dicho sistema se puede expresar de forma normal®, es
decir:

y=Ay
Una solucién puede ser expresada como
y =a.e*’ donde a=| o, a,,...,a,, | €s un vector de constantes no nulo. Si
reemplazamos en (I) el valor de y tendremos: Aa.ett = Aa.e™t

e*“|A-All.a=0 (1)

Esta Ultima ecuacion solo tendra solucién no trivial paraa # 0 siy solo si:
|A-41|=0

Resolviendo la ecuacion caracteristica de Aen A: |A—/1[ | =0 vy hallando
sus diferentes raices (ﬂ,) podremos establecer conclusiones sobre el
comportamiento del sistema:

1) Si todos los valores propios tienen parte real negativa, la estabilidad sera
asintotica.

2) Si los valores propios de la matriz tienen parte real negativa y aquellos
con parte real nula tienen multiplicidad algebraica igual a 1°, el equilibrio
sera estable.

3) Si al menos uno de los valores propios es positivo entonces el equilibrio
serd inestable.

Notese que estas conclusiones pueden derivarse de la ecuacion (II). Al ser o
un vector no nulo y el determinante |/4—}J| independiente de ¢ para que

!im et |A—/U | .« =0 todos los valores propios (/;) tienen que tener parte
—o©

real negativa. Si fueran positivos, con el transcurso del tiempo nos estaremos

* Vale aclarar que incluso si el sistema es lineal puede ocurrir que no pueda expresarse de
esta forma. Para ello, siempre es posible formular este sistema por otro equivalente mediante
operaciones elementales entre las diferentes ecuaciones y/o la definicién de variables
auxiliares. De esta manera, podria arribarse a otro sistema con la misma solucién que el
sistema inicial.

> La multiplicidad algebraica de un autovalor es el niimero de veces que aparece como raiz

del determinante |A— 7| =0.
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alejando de su solucion y por lo tanto, el equilibrio serd inestable:
lime* |A-A1|.a = oo
t—wo

Al tratarse de un sistema lineal, en caso de existencia de estabilidad, esta sera
siempre global.

A medida que se incrementa el nimero de ecuaciones e incognitas en los
sistemas de ecuaciones diferenciales, encontrar el polinomio caracteristico y hallar
los valores propios resulta mas laborioso. Para ello, se puede utilizar otro
procedimiento para analizar la estabilidad: Las condiciones modificadas de Routh-

Hurwit? .Estas resultan de desarrollar |A—}J |:0 y obtener el polinomio

caracteristico correspondiente. Con él podemos aplicar las condiciones originales
de Routh-Hurwitz (trabajando, en este caso, sobre los coeficientes de |A - Al | ).

Otro procedimiento para analizar la estabilidad consiste en trabajar
directamente con los coeficientes de la matriz 4, sin la necesidad de encontrar los
valores propios del polinomio caracteristico. Lo que se busca, en realidad, son
condiciones para que éstos tengan la parte real negativa.

2.2 Condiciones de estabilidad para un sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma:

X' (t)=D X(t)= A, X(t) > (A-DI).X(t) =0

e CONDICION NECESARIA: Que la traza de Ay, Sea negativa:
n
> a,<0
i=1

En otras palabras, si los valores propios tienen parte real negativa, su suma es
necesariamente negativa (las partes imaginarias se cancelan).’

o CONDICION NECESARIA: Que el determinante de A tenga el mismo signo de
1"

% Las condiciones Routh-Hurwitz fueron vistas para el andlisis de estabilidad de ecuaciones
diferenciales.

7 Recordemos que, por propiedad, dos matrices semejantes tienen la misma traza (en este
caso, A y una matriz diagonal, que tiene en su diagonal principal los valores propios

resultantes de resolver la ecuacién caracteristica en A de ‘A - Al ‘ = 0) .
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A=|a; a, ... d; |=sgn(-1)"

3, . a

Esta condicion refleja que si los valores propios tienen parte real negativa

entonces, su producto es necesariamente negativo (positivo) para 7 impar
8

(par).

o  CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE: Si la matriz A es simétrica

(3,=2,)

que sea definida negativa. En este caso, la matriz A representa una forma
cuadratica que al ser definida negativa, tiene todos sus valores propios reales

y negativos.
4. a. a dyy Gppeee dg3
a a 11 12 13 a a a
|71 T2 . .21 Geeer 3
a, <0, 5 >0, 1@y @, a;|<0; =sgn(-1)”
21 22 531 a32 a33 .......................
anl anZ' ann

Es decir, que los menores principales dominantes alternen signo comenzando
por negativo.

e CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE: Si todos los elementos de A, que no
pertenecen a la diagonal principal son no negativos, es condicién necesaria y
suficiente, que sus menores principales dominantes alternen de signo
comenzando por el negativo.

Aqui podemos aplicar el siguiente teorema para las matrices no negativas:
Dada una matriz B >0, donde Ag €s la raiz dominante, es condicion

necesaria y suficiente para que un nimero real A sea mayora A, que todos

los menores principales dominantes de la matriz AI — B sean definidos
Positivos.

8 El producto de los valores propios de la matriz A es igual a su determinante.
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Entonces, supongamos que tenemos una matriz A donde los elementos que
no pertenecen a la diagonal principal son no negativos. Sea A un numero real

positivo tal que la matriz B = A+ Al sea no negativa. Las raices de la
matriz B seran las

raices de la matriz A sumado A (A, + A, Sfendo 2, los valores
propios de A) por lo que Ay = A,+ A, siendo A, la raiz dominante de la
matriz A.

Por lo tanto, Ay < A si y solo si todas las raices de A tienen parte real

negativa.

Aplicando el teorema antes mencionado tenemos: —A= Al —B (A sera
definida negativa por lo que los menores principales dominantes alternaran de
signo comenzado por el negativo).

CONDICION SUFICIENTE: Si la matiz A no es simétrica

(a,]. = a,), que lamatriz B = 1/ 2‘A+ AT‘ tenga sus menores

principales dominantes de signo alternado, comenzando por negativo.

a, 1/2(a, + @y ). 1/2(a, +4a,,)
5 1/2(a, +a,, ) 3y e 1/2(a,, +a,,)
1/2(a,, +a,) 1/2(8,,+ @y, )erereeeseererenn. a,,

sea definida negativa.

Como se puede observar, la matriz B es una matriz simétrica, donde
1 1 _ ,

b,=b, = E(a ;Tai) = E(a ;+d;). Dicha matriz representa la forma

cuadrdtica asociada a la matriz no simétrica A. Al ser la matriz definida
negativa B (y por lo tanto, tener todos los valores propios reales y negativos),
la matriz A también lo sera.

Esto se puede probar aplicando el segundo método de Liapunov (que se vera
posteriormente):
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Dado un sistema diferencial de la forma: X = AX y considerando la
1 1
siguiente funcion de LiapunovE.XT.X. Entonces, d[Z.XT.X dt <0

implica estabilidad.

Calculando:

,
d(;.xr.xj/dt _lax X+%XT ax lXTATX—i-lXTAX =

2 ar a2 2
=XT1(AT+A)X<0
2

o CONDICION SUFICIENTE: Si todos los elementos de la diagonal principal de A
son negativos, es condicidn suficiente que cada uno de estos resulte, en valor
absoluto, mayor que la suma de los valores absolutos de todos los otros
elementos que pertenecen a la misma fila o columna (es decir, si la matriz de
coeficiente A tiene diagonal dominante).

a;

n
a, <0; |a,.,.|>z
y

Para demostrar esta condicidn, utilizaremos una propiedad de las matrices que
asegura que toda matriz con diagonal cuasi-dominante® es no-singular. Sea

A—ATI, puesto que @, <0, si A tiene parte real no negativa, entonces
|a, — 2| =|a,| paratodo /. Estas desigualdades implican que A— Al
tiene diagonal cuasi-dominante, por lo tanto es no singular. Por ende, A no
puede ser valor propio de A.

En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales de orden superior, las
mencionadas condiciones se pueden aplicar realizando una transformacién del
sistema original, llevandolo a uno de primer orden. Para ello, se puede crear
variables artificiales de la forma:

y =Z(t); y' =U(t); y asi sucesivamente

° Una matriz tiene diagonal cuasi-dominante si todos los elementos de la diagonal principal
son negativos y cada uno de ellos no supera en valor absoluto la suma de los valores
absolutos de los restantes elementos de la misma linea (fila o columna).
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Asegurandose, de esta manera, que quede expresado de manera normal
(caso contrario, habria que triangular el sistema para llevarlo a un sistema
normal equivalente, es decir, que posea la misma solucion).

2.3 Estabilidad local: Aproximacion lineal de sistemas dinamicos
generales

Como anteriormente se ha sefialado, el estudio de la estabilidad a través del
primer método de Liapunov (o método indirecto) permite alcanzar soluciones de
estabilidad en sentido local, a excepcion del analisis de sistemas lineales con
coeficientes constantes, cuya solucion estable es global.

Asimismo, encontrar una solucion en un sistema no lineal de forma cuantitativa
no siempre resulta facil (incluso a menudo es imposible). En muchos estudios y
aplicaciones econdmicas, se asume una forma funcional precisa (como la conocida
funcion Cobb-Douglas), dando lugar a una clase particular de ecuaciones
diferenciales para hallar su solucion. Sin embargo, generalmente no conocemos la
forma de la funcion F(y,t), pero si algunas de sus propiedades como los signos de
las derivadas parciales. Asi, podremos establecer conclusiones sobre la estabilidad
del equilibrio del sistema como por ejemplo a través de un analisis grafico-
cualitativo®®.

Otra técnica cualitativa para el estudio de sistemas dinamicos generales no
lineales, es el método de aproximacion lineal, permitiendo conclusiones de
estabilidad exclusivamente locales. En este sentido, el procedimiento habitual
consiste en linealizar el sistema a través de la serie de Taylor sobre la solucién de
equilibrio y abandonar todos los términos de orden superior. Esto es, basicamente,
reducirlo a aplicar el primer método sobre una aproximacion lineal del sistema en
un entorno del estado de equilibrio.

En el punto de equilibrio, la aproximacion lineal puede determinar con precision
el mismo equilibrio que el sistema no lineal original. En un entorno pequefio de
aquél, este método proporcionard unas trayectorias con la misma configuracion
general que el sistema originario. Por lo tanto, mientras reduzcamos el andlisis de
estabilidad a las cercanias del punto de equilibrio, este método serad concluyente.
Por este motivo, esta técnica brinda un andlisis del equilibrio Gnicamente en
sentido local.

Volviendo al sistema de ecuaciones diferenciales general, no lineal, no
autonomo: '=f(y,¢) (I)

. * e . . . .
siendo y (£) la solucién del sistema. Para analizar las propiedades del sistema,
en las cercanias de la solucion, introducimos las siguientes variables:

10 ver diagramas de fases.
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)_/(l') = y(t) -y (t) (II) Representando el comportamiento del desvio de la
solucién.

donde y(£) =0, o bien, y(t) =y (), la solucién nula o de equilibrio (estado
estacionario).

Mientras las variables y,(t) satisfacen (I), las nuevas variables }_/,(l‘)
satisfacen: }_/ = g(}_/,t) (111)
donde gy, t)=F(y +y ', 6)—F(y",t) V)
En el caso donde " (¢) = y,(¢), la ecuacion anterior puede ser reducida a:
I ) =F(Y +Yer) = F(Yer ) V)

Expandiendo la ecuacion (III) a través de la serie de Taylor sobre la solucion
nula, tendremos: y (£) = A(t).y + A(y, t) (vI)
siendo A(t) la matriz Jacobiana de la funcién g valuada en y(£) =0 y A(y,t)

el orden superior de la serie de Taylor.

Considerando solamente la parte lineal del sistema (VI):

y (£) = At).y

este sistema resulta ser una buena aproximacion del sistema original no lineal si:

H/?(}_/,l')H/H}_/H — 0 uniformemente®* en t cuando ||y|| -0

2.4 Teorema de Poincaré-Lyapunov-Perron

Si el sistema linealizado en las cercanias del punto de equilibrio es
asintdticamente estable (en forma auténoma) y es una buena aproximacion del
sistema no lineal original cerca de y , entonces el sistema no lineal es

uniformemente asintéticamente estable en y_ .

1 Cuando se hace mencién a la convergencia uniforme, generalmente se refiere a la
convergencia de funciones. La convergencia uniforme de funciones es una convergencia que
se da para todo valor de la variable independiente. Es decir, en este caso, el cociente
sefialado converge a 0 para todo valor de &
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Algunas consideraciones a tener en cuenta:

e Si el sistema original no lineal es autonomo, entonces el sistema linealizado es
una aproximacion auténoma, siendo, ademads, la matriz A una matriz de
constantes. En este sentido, si el sistema original es auténomo, la funciéon A en el
desarrollo de la serie de Taylor no depende de ¢, entonces el sistema linealizado es
siempre una buena aproximacion uniforme. Esto se debe a que, cuando h no
depende exclusivamente del tiempo, el problema de la convergencia uniforme no

aparece, dado que es independiente de ¢y se verifica que H/‘I(}_/)H/H)_/H -0

cuando ||y|| — 0, dado que Hh()_/)Hrepresenta a todos los términos de orden

superior.

e La matriz A es independiente de ¢ si el jacobiano del vector valuado en la
funcion depende solo de las variables independientes.

Es importante resaltar que cuando el sistema no lineal no es autdnomo hay que
chequear cuidadosamente si las condiciones antes mencionadas se verifican.

Como vimos anteriormente, el comportamiento de un sistema lineal con
coeficientes constantes, depende de los valores propios de la matriz de
coeficientes del sistema. Para el caso de la linealizacion de sistemas diferenciales
generales se puede llegar a conclusiones semejantes:

= Si las raices de la matriz del sistema poseen parte real negativa, el
equilibrio sera asintéticamente estable en sentido local.

= Si al menos una de las raices tiene parte real positiva, el equilibrio serd
inestable.

= Si las raices tienen parte real<0 pero al menos una de ellas tiene parte
real igual a 0, el proceso de linealizacion no brinda informacion sobre la
estabilidad del equilibrio.

= Para el caso de un sistema con dos variables, si los autovalores de la matriz
son distintos entre si y distintos de cero se puede agregar a lo dicho
anteriormente, lo siguiente:

¢ Si 4, <4, <0, el punto de equilibrio es un nodo asintéticamente

estable.

A >4 >0 . o
+ Si h>A , €l punto de equilibrio es un nodo asintéticamente
inestable.

+ Si A < 0< % , €l punto de equilibrio es un punto de silla.
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+ Si 4 es un numero complejo con parte real negativa, entonces el
punto de equilibrio es un foco asintdticamente estable.

¢ Si & es un nimero complejo con parte real positiva, entonces el
punto de equilibrio es un foco inestable*?.

= A su vez, podemos analizar la estabilidad de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales con dos variables sin necesidad de encontrar sus
raices: observando el signo del determinante de la matriz Jacobiana del
sistema y el signo de su traza:

Tabla 1

+ - Nodo estable
(trde)* > 4lJg| + + Nodo intestable

- +,0,- Punto de silla
(trJe)? = 4|J,] + - Nodo.estable

+ + Nodo inestable

+ - Foco estable
(trde)’ < 4Jg| + + Foco inestable

+ 0 Vértice

2.5 Dos casos practicos

A continuacion aplicaremos, a través de dos ejemplos, algunos de los
conceptos vistos previamente.

2.5.1 Ejemplo 1

Determinar la estabilidad del punto critico (0,0) para el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

X =—X—-y-2Xy
y =-2.Xx-4.y + y.sen(x)

El sistema linealizado correspondiente resulta ser (al tomar Unicamente parte
lineal):

12 ] a descripcion de cada uno de los puntos de equilibro se encuentra detallada en la seccién
Diagramas de fase.
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X =—x-y
y =-2x-4.y

donde la traza de la matriz Jacobiana del sistema resulta ser igual a -5 y el
determinante igual a 2. Los valores propios del sistema resultan ser ambos
negativos. Entonces se puede concluir que el punto (0,0) es, para el sistema no
lineal, asintdticamente estable. También se puede concluir que se trata de un nodo
estable.

2.5.2  Ejemplo 2

Hallar el punto de equilibrio y analizar su estabilidad:
{x' =x’-y
y =1-y

Primero debemos buscar el punto estacionario donde x'=0 e y'=0.
Resolviendo tal sistema, podemos hallar dos puntos de equilibrio: £, =(1,1)y

E, =(-1,1). Evaluando la matriz Jacobiana del sistema: { } en los dos

equilibrios obtenemos:

2 -1 2 A
J, = J, =

El primero tiene un determinante negativo, por lo que se trata de un punto de
silla. El segundo, su determinante es positivo y su traza es igual a -3, por lo que se
trata de un nodo estable (estamos en presencia del primer caso del cuadro
sefialado anteriormente).

3. SEGUNDO METODO DE LIAPUNOV

Ya estuvimos viendo la manera indirecta de analizar la estabilidad de un
sistema diferencial, ahora veremos la forma directa de resolucion, el cual se basa
en el conocido Teorema fundamental de Liapunov.
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3.1 Teorema fundamental de Liapunov®?

Consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales autbnomo:

ay, :
0{;’=f,-(y1,y2,y3,---/yn) i=12,3,..n

dondef, =0 para y, =y’ i=1,2,3,..,.n
Si existe una funcion escalar V (yl 2 2 Y 2 —yf;') con

derivadas parciales continuas respecto de y, — )7 para todo / tal que:
1) V es definida positiva, es decir, V>0 si al menos una de las
variables y, —y; # 0; yV=0siysdlosi y,—y; =0 para

todo /.
2) V no esta acotada superiormente, es decir

V — +o0 cuando ‘

3 ﬁ(

d(y,-—yf)
YV, y) at

es definida negativa, es

AV g _ .
decir, ar <0 si al menos una de las variables y, —y; # 0y

av . , .
E =0 siy solo s Yy, —y; =0 paratodo /

entonces el estado de equilibrio (yf,yf,y;,...,yj) vi=1,2,3..,n
es globalmente estable.

Se puede mencionar que la inversa del teorema también resulta ser verdadero,
es decir, si un estado de equilibrio es globalmente estable, entonces existe una
funcion de Liapunov que satisface todas las condiciones antes sefialadas. De esta
manera, la existencia de una funcién de Liapunov es condicidn necesaria y
suficiente para la estabilidad en sentido global. Asimismo, este segundo método
sirve también para probar la inestabilidad, la cual ocurriria si existe una funcion V

que cumpla con las propiedades 1y 2y ‘;’V 0-
it

3 F| teorema correspondiente puede ser aplicado tanto a un sistema de ecuaciones en
diferencias como diferenciales (realizando los ajustes pertinentes).
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Este método permite determinar cuan lejos puede estar la trayectoria de un
sistema de un punto de equilibrio y seguir acercandose a él a medida que
transcurre el tiempo.

Cuando nos acercamos al equilibrio o nos alejamos de él, en realidad estamos
haciendo referencia a la distancia (decreciente o creciente) existente entre el punto

cuya posicién esta dada por la solucién del sistema diferencial Y; y el punto de
equilibrio 7 .

Recordemos que la distancia O()) desde el origen de un punto en un espacio
n-dimensional se define como una funcién escalar de variables V¥, V,,.., ¥, que

poseen ciertas propiedades, tales como:

e D(y)>0siy=#0
e« D(y)=0 siysolosi y, =0 paratodo i

o D(uy)= |/¢| D(y), siendo i una constante real cualquiera

. D(y' + y") < D(y')+ D(y ), donde ' e )" son dos puntos
(o vectores) cualesquiera
Si bien existen muchas funciones que satisfacen dichas condiciones, las mas
utilizadas son:

1/2
- Distancia Eudlidiana: D(y) = ( VE+ VI +at y,f)

S . ) 2 2 2\!/2
- Distancia Euclidiana Modificada: ~ D(y) = (al Vi +ay, +..+ay; )

/

n
- Distancia en valor absoluto:D(y) =Z/7,.| y,.| siendo A,
i=1

constantes positivas.
- Distancia Méxima: D(y') = max; C,.|y,.| siendo C, constantes
positivas.

La forma mas sencilla de encontrar la funcion de Liapunov es tratar de buscar
funciones que definan distancia. Estas, por su propia definicion, satisfacen las dos
primeras condiciones del Teorema de Liapunov, por lo que quedaria probar la
tercera. Es importante resaltar que a cierta distancia las funciones pueden no ser
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diferenciables. En estos casos, siempre que la distancia sea una funcién continua,
la tercera condicion puede ser reemplazada, exigiendo que en los puntos de no
diferenciabilidad, la funcion sea estrictamente decreciente.

3.2 Ejemplo practico

Podemos aplicar lo mencionado previamente al analisis de estabilidad del
Equilibrio General Walrasiano, formalizado a través del siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

ap,
at

donde, los prepresentan los precios de los n bienes, £ es la funcion que refleja el
exceso de demanda agregada y loskson constantes positivas.

= /(/'E(p11p21p3l"'lpn) i=1,2,...n(I)

Eligiendo como funcién de Liapunov el cuadrado de la Distancia Euclidiana
Modificada:

(p-pr) @

kll—*

V(= VEVs = Verd—¥E)=Y

i=1
Derivando V respecto del tiempo:

(Vo =ViVs—VsiVo—VE)
at -

Y-
;(p,——p,- )E (1)

N
B\

Reemplazando (I) en (III), tendremos:

%=2; (B, =P )Ei (Pus Pa1een )

_Zzp, ,(pupzl Ipn) zzp, (p1lp21 :p,,)14

\ J"
Y

Es igual a 0 por la Ley de Walras
n
='22p}9E/ (pupz/---/pn)
i=1

(D1 Pyys ;) = O PO la Ley de Walras, se tendria que asumir que

4 Nétese que para que Z”:ng (
i=1 !
todos los precios son de equilibrio, es decir, que también deberiamos tener £,(2) para todo
i
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Bajo cumplimiento de la Ley de Walras, es condicion suficiente para la
estabilidad del equilibrio que:
n
Zp‘?Ei (pl,pz,...,pn) > 0 para cualquier vector de precios positivos

i
i=1

fuera del equilibrio.

oE J o
(+) (+) dado que —= >0 para todo 7/ y j
op;
, . av . .
Por lo que se podria concluir que Eﬂempre sera negativa fuera del

equilibrio. Entonces, si tal caso ocurriera, se verificarian las tres condiciones'® del
Teorema de Liapunov, con lo cual se podria afirmar la estabilidad global del
Equilibrio General Walrasiano. Sin embargo, no hay razones econdmicas a priori
para justificar este comportamiento de las funciones de exceso de demanda.

4. DIAGRAMAS DE FASE DE DOS VARIABLES

El estudio de la estabilidad a través de un diagrama de fase consiste en un
anadlisis grafico-cualitativode un sistema de ecuaciones diferenciales /ineales o no,
autonomos de primer orden, que permite analizar la solucion y estabilidad del
sistema sin necesidad de resolverlo cuantitativamente.

X =f(x,y)
y =g(x,y)

Notese que las funciones fy g dependen Unicamente de xy de yy que la
variable £no entra como un argumento mas en ellas. Esta caracteristica, que hace
que el sistema sea autdbnomo, es un requisito para poder utilizar esta técnica.

Comenzamos partiendo del siguiente sistema: {

En todo andlisis vamos a tener que estudiar:

e Las curvas de demarcacion. Aquellos pares (x,y) que anulan las
funciones f y g.

e Las diversas trayectorias. Es decir aquellos senderos que seguiran x e y
en el tiempo cuando se encuentren fuera del equilibrio.

15 Las condiciones (I) y (II) se pueden verificar en la ecuacién (II) de nuestro ejemplo, donde
V'siempre es positivay I/ — oo cuando |p, — p,.e
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4.1 Curvas de demarcacion

Considerando el sistema anterior, las dos curvas de demarcacion (denotadas
por x =0 ey =0) representan las siguientes ecuaciones:

f(x,y)=0 [Ia curva x' = 0]
g(x,y)=0 [Ia curvay = 0}

En caso de conocerse la funcion £, puede resolverse para y en términos de xy

graficar la solucién en el plano xy como la curva X =0 Lo mismo, en el caso de
la funcién g.

Sin embargo, como se sefald previamente, este método permite alcanzar
conclusiones de estabilidad sin la necesidad de conocer explicitamente las

funciones con las que se estd trabajando. En este sentido, se puede recurrir a la
regla de la funcion implicita y asegurar:

ay| _ offox _ f
al|,, ofloy f,

f(x,y)=0 [Ia curva x' = 0] -

4 ——6g/6x:—& parag, #0
‘ ax|,, ogloy g,
Enlascurvas X =0 e y =0 , las funciones x e y no varian en el tiempo.

El punto de interseccidn de ambas es un punto en el cual ambas funciones son
estacionarias, es decir, alli estamos en presencia del equilibrio intertemporal del
sistema.

g(x,y)=0 [Ia curvay = 0] N

Supongamos que tenemos la siguiente informacion:

f,<0;f >0;g,<0;g, <0

Entonces:
. ay of [ox f. )
f(x,y)=0 |l =0|>+ =-———"=-F=—2L=(+
(x,¥)=0 [lacurva x' =0] > & oy T (+)
: ay aglox _ g (-
g(x,y)=0 |lacurvay =0|—> — =——= - =-ZX=_2"=(-)
[ ] a|,, ogloy g, ()

Por lo que la curva X'=0 tendrd pendiente positiva y la curva y' =0,
pendiente negativa.
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Graficamente:

Grafico 4

Como se puede observar, las dos curvas de demarcacion, que se intersectan en
el punto E (siendo el equilibrio intertemporal), dividen el espacio de fases en
cuatro regiones distintas. Fuera de él, x e/o y cambiaran en el tiempo, en distintas

direcciones que en cada punto indiquen los signos de las derivadas x'e y'

4.2 Las trayectorias

Como antes se menciond, fuera del equilibrio las funciones tomaran diferentes
trayectorias, las cuales podemos identificarlas a través de un conjunto de flechas
direccionales para indicar el movimiento (dindmico) intertemporal de x e y. Debido
a que todo punto del espacio de fases se encontrara sobre una o mas trayectorias,
existe un numero infinito de ellas, todas siguiendo los requisitos direccionales
impuestos. Sin embargo, para describir el comportamiento cualitativo del sistema,
es suficiente senalar algunas trayectorias significativas.

Las trayectorias se encuentran definidas por: ox' =Ff
ox
oy'
D2

y

que indican qué sucede con X' a medida que varia xy qué sucede con Y' a

medida que varia y. En base a los signos que adopten, podremos graficar distintas
trayectorias y establecer conclusiones cualitativas sobre la estabilidad del equilibrio
del sistema.!®

16 Cuando no tenemos la informacién sobre el comportamiento de x ' (o ¥') cuando varia x

(v), se puede tomar como alternativa el comportamiento de x' ( ¥'') cuando varia y (x).
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Siguiendo nuestro ejemplo:

ai:f;( <0
ox

Y _f <o
oy 7

Esto implica que a medida que crece x, X' decrece y que a medida que y
crece, Y' también decrece. Graficamente:

Grafico 5

y
g
>

0 X

X crece
Algunas trayectorias
pueden cortar las curvas de demarcacion. En esos casos, éstas deben tener:

. pendiente oo | cuando corta a x' =0 ]
. pendiente 0 [cuando cortaay'=0]

Dibujando algunos movimientos direccionales:

Grafico 6

y crece

X crece
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En este ejemplo, puede observarse que cualquier trayectoria posible, nos lleva
al punto de equilibrio, por lo que E es un equilibrio estable. Asimismo, se puede
observar que los movimientos direccionales pueden pasar de una region a otra, o
bien quedarse dentro de ella.

4.3Clases de equilibrio

De acuerdo a las diferentes trayectorias configuradas alrededor de un equilibrio
intertemporal, este puede ser:

e Nodo: Es un equilibrio donde todas las trayectorias asociadas con él fluyen no
ciclicamente hacia él (tratandose de un nodo estable) o hacia fuera de él (nodo
inestable).

e Punto de silla: Es estable en algunas direcciones e inestable en otras, por lo
que se trata de un equilibrio inestable.

e Foco: Es una clase de equilibrio donde las trayectorias son ciclicas, pudiendo
aproximarse al equilibrio (entonces se trata de un equilibrio estable) o hacia fuera
de él (equilibrio inestable).

e Vértice: Es un equilibrio donde las trayectorias son ciclicas y dan vuelta,
formando circulos o espirales concéntricos. En este caso, al describirse drbitas
alrededor del equilibrio, en continuo movimiento, sin lograr alcanzarlo, se trata de
un equilibrio inestable.

Veamos unos ejemplos graficamente!”:

7 En el caso del grafico del Foco estable, se dibujé Gnicamente una sola trayectoria. El
movimiento giratorio es provocado por la posicion de las curvas de demarcacion, que se
encuentran inclinadas de forma tal que delimitan el movimiento de la trayectoria, formando
un espiral.
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y crece

y crece

Grafico 7

Nodo inestable Punto de silla
y X =0 Y
- |+
Sou
Vs i >
- |+
0 X 0
Foco estable
y Yy y' =0
+ -
© + :/E\ +
g - \ . x=0
) P i '
~ + -
0 x 0 X
X crece X crece

En todos los casos antes sefialados, se presenta un solo equilibrio, dado que
trabajamos con sistemas lineales. Cuando aparece la no linealidad, las curvas de
demarcacién se pueden cruzar mas de una vez, apareciendo equilibrios multiples.
En este sentido, pueden existir mas de cuatro regiones a considerar.

5. LIMITACIONES DEL ANALISIS DINAMICO

A lo largo de todo este trabajo se han expuesto los diversos métodos existentes
para el estudio de la estabilidad en los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales o no lineales.*®

En cada uno de ellos se sefialaron algunas limitaciones existentes para su
utilizacion, entre ellas se encuentran:

Para hacer manejable el estudio y obtener sencillez, los modelos se suelen
formular en términos de ecuaciones lineales. En la realidad, la mayoria de los
sistemas no gozan de esta caracteristica.

18 Un andlisis similar puede ser aplicado a los sistemas de ecuaciones en diferencias.
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En la mayoria de los sistemas dinamicos se emplean coeficientes constantes en
las ecuaciones, con el objeto de especificar los parametros del modelo y “congelar”
el entorno del problema, evitando asi la intervencion de factores exdgenos al
mismo.

Sin embargo, mientras el andlisis dinamico se interprete y se aplique
correctamente, ejerce una funcion relevante en el estudio de diversos fendmenos
econdmicos.
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EL DESAFIO DE ENSI;ﬂAR CAILCULO INCORPORANDO LA
TECNOLOGIA EN CATEDRAS MASIVAS

Viviana Camara
Claudia Zanabria
Luis Cordoba

INTRODUCCION

Hasta hace algunos afios, el docente ha sido la fuente de informacion mas
disponible para los estudiantes en el acompafiamiento del aprendizaje de las
ciencias, pero el advenimiento de las nuevas tecnologias de la informacion abrio el
escenario permitiendo obtener informacion de diferentes sitios, como la web-site
de su profesor, de otros profesores mediante Internet.

Especificamente, en matematicas, se dispone de sitios web donde es posible
“bajar” programas (software) matematicos, en modo “free” o “en modo de prueba”
por un tiempo determinado. Estos programas permiten realizar ademas de la
operatoria numérica basica, calculos en forma simbdlica, como por ejemplo,
calcular una derivada, resolver una ecuacion diferencial o sistemas de ecuaciones
diferenciales, calcular un determinante, solo por nombrar algunas de los célculos
que se pueden realizar. Es de destacar también la visualizacion de relaciones que
involucran dos o mas variables lo cual implica abordar los conceptos matematicos
desde el tratamiento de imagenes.

Ante este nuevo panorama y compartiendo las expresiones de James Stewart
(2008:2): “El énfasis esta en entender conceptos” y “Los temas deben presentarse
de manera geométrica, numérica, algebraica, grafica y también con un caracter
descriptivo, verbal” nos propusimos incorporar en la ensefianza de la asignatura
Andlisis Matematico la tecnologia superando la problemética de tratarse de una
catedra numerosa en cuanto a la cantidad de alumnos que debemos atender.

En nuestro caracter de docentes de matematica nos preguntamos écomo
incorporamos las herramientas tecnoldgicas en nuestras clases en especial cuando
se trata de catedras masivas de modo que podamos aprovechar sus
potencialidades? y équé lugar le damos a la tecnologia en el proceso de ensefianza
y aprendizaje del Calculo? En primer lugar acordamos que las tecnologias de la
informacién en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica son ante
todo y sobre todo instrumentos y en segundo lugar entendemos que solamente el
uso de estas herramientas tecnoldgicas, puestas al servicio de un proceso de
ensefianza aprendizaje, permitira entender si resultan Utiles, estériles o, incluso,
perjudiciales. Es decir el éxito no depende sdélo de su utilizacién sino de un
entrelazado de mdltiples factores como: contenidos bien seleccionados,
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articulacion correcta de los mismos, actividades adecuadas, funcion del docente,
funcion del pasante alumno y funcién del alumno.

1. FUNDAMENTOS DE LA PROPUESTA

Hoy en dia, las nuevas tecnologias han cambiado profundamente el mundo de
las matematicas y el de las ciencias, ya que no sdlo han afectado las
preocupaciones propias de su campo y la perspectiva como éste se ve, sino
también, el modo en que las ciencias y las matematicas se hacen, se ensefian y se
transmiten. Desde una perspectiva tedrica, donde la tecnologia no queda excluida
pero tampoco es central, consideramos a Duval (1998) que sefala lo siguiente:
“estamos entonces en presencia de lo que se podria llamar la paradoja cognitiva
del pensamiento matematico: por un lado, la aprehension de los objetos
matematicos no puede ser otra cosa que una comprension conceptual y, por otro
lado, solamente por medio de las representaciones semidticas es posible una
actividad sobre los objetos matematicos”.

Ademas, teniendo en cuenta que uno de los propositos de la educacion
matematica es formar al estudiante para que adquiera fluidez representacional,
entendida esta, como la representacion verbal, grafica, geométrica, tabular,
iconica, algebraica, pictorica; mediante la que exprese conceptos y procedimientos
matematicos; en el disefio de las actividades se busca una perspectiva multimodal
donde se propicie la construccion de diferentes representaciones por parte de los
estudiantes y la interpretacién de significados y sentidos de conceptos
matematicos.

Por otro lado, desde el punto de vista pragmatico, "comprender" o "saber" un
objeto matematico consiste en ser capaz de reconocer sus propiedades y
representaciones caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos
matematicos y usar este objeto en toda la variedad de situaciones problematicas
prototipicas que le son propuestas en el aula. Desde este punto de vista la
comprension alcanzada por un sujeto en un momento dado dificilmente sera total
o nula, sino que sera parcial y progresiva.

Desde esta perspectiva consideramos que un alumno ha comprendido un
determinado contenido cuando lo utiliza de manera competente en diversas
practicas. Se entiende pues, la comprensidn, basicamente, como una capacidad
que tiene el alumno y no tanto como un proceso mental que se produce en su
mente cuando articula representaciones.

La ensenanza de los principios del Calculo presenta tensiones al momento de
su tratamiento, y aunque seamos capaces de ensefar a los estudiantes a resolver
de forma mas o menos mecdnica algunos problemas estandar, o bien, realizar
algunas derivadas o integrales, tales acciones estan muy lejos de lo que supondria
una verdadera comprension de los conceptos y métodos de pensamiento de esta
rama de la matematica.
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A continuacion detallamos una propuesta didactica que incluye el uso de dos
software matematicos. La metodologia que utilizamos es la resolucion de
problemas ya que ella nos permite desarrollar actividades de integracion de
contenidos y de transferencia conceptual al area de la economia.

2. LA PROPUESTA

La asignatura Analisis Matematico tiene en el Plan de estudios de las carreras
de grado de la Facultad de Ciencias Econdmicas de la UNL un total de 70 horas,
esta ubicada en el 2do. cuatrimestre del primer afo del plan de estudios y se
inscriben anualmente entre 400 y 500 alumnos. La propuesta presencial contempla
el desarrollo de la materia en 8 comisiones de aproximadamente 50 alumnos. Las
clases se organizan en forma tedrica — practica.

El contenido programatico esta planificado por mddulos conceptuales: Limite
funcional y continuidad, Derivada, Integral, Funcion de varias variables, Ecuaciones
diferenciales y Sucesiones y series.

La catedra ofrece a los estudiantes los siguientes recursos para abordar su
aprendizaje:

- clases presenciales

- material de estudio preseleccionado por el docente responsable de la catedra
- pagina virtual de la catedra

- clases abiertas a cargo de un alumno tutor de la catedra

- clases en la sala de informdtica.

La propuesta se aplico en el segundo semestre del 2010 a la totalidad de los
estudiantes inscriptos a la asignatura y se desarrollaron cuatro encuentros en el
Laboratorio de Computacion con un total de 12 hs.

Llevar adelante esta modalidad, es decir, incorporar la tecnologia en el aula de
Calculo, implico la realizacién de las siguientes etapas, previas a la implementacion
en el aula de informatica: a) apertura de una convocatoria a estudiantes
avanzados de las carreras de grado de la Facultad con la finalidad de participar en
este proyecto en caracter de estudiantes pasantes y su correspondiente seleccion,
b) formulacion por parte de dos profesores de la catedra de las actividades, c)
formacion de los alumnos pasantes tanto en el manejo de los software que
utilizamos como en la formacion docente y disciplinar, d) prueba piloto de las
actividades que propusieron los profesores efectuando un analisis de factibilidad de
las mismas, con la participacion de los alumnos pasantes; donde a partir de este
andlisis se hicieron las correcciones respectivas. Y por Ultimo, €) se realizd un
Seminario Taller donde participaron todos los profesores de la catedra que
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tuvieron, asi, la oportunidad de realizar las modificaciones y observaciones que
estimaron necesarias.

Las actividades se formularon en base a los siguientes objetivos:

*Ofrecer al estudiante la oportunidad de fortalecer su saber acerca de
conceptos matematicos de la asignatura Analisis Matematico, desde la resolucion
de problemas.

*Crear un ambito de aula que propicie el aprender a aprender en matematica
mediante el empleo de la tecnologia.

Es importante tener presente que la propuesta de cada software demanda un
conocimiento basico de los conceptos fundamentales del Calculo. Por tal motivo las
actividades centraron su eje en las relaciones conceptuales sin dispersar la
atencion en extensos calculos.

El primer encuentro abordd el tema limite de funciones reales en una variable y
continuidad. Se eligio el software Graph V4.3. La importancia de este software,
radica especialmente en que a los estudiantes les permite explorar las ideas
geométricas y numéricas. El software permitié trabajar el concepto de limite con
un abordaje numérico donde se evidenciaron los criterios de validacion de los
saberes dados en las clases presenciales.

El segundo encuentro abordd el concepto de derivada, especialmente, la
resolucion de problemas de optimizacion inherentes a las ciencias econdmicas. Se
hizo especial referencia a la relacion entre maximos relativos y puntos de inflexion
en el contexto de un problema econémico.

En el tercer encuentro se trabajo el célculo de areas mediante la integral
definida. Y por Ultimo, en el cuarto encuentro se resolvieron problemas de
optimizacion de indole econdmica que involucran funciones de varias variables.

3. ACTIVIDADES PROPUESTAS

Problema 1: Organizacion de un viaje de turistas, en euros...pero que me
alcance.

Se sabe que a una empresa de turismo internacional llega la siguiente
informacidn:

Un hotel Gnico como el Melid De Mar, abierto para todo tipo de Convenciones
ha motivado una decisidn sin precedentes. A partir de ahora acoge grupos durante
todo el afio y ademas ofrece la oportunidad de reservar el establecimiento en
exclusiva. El hotel Melia De Mar (Calvia, Islas Baleares) ha presentado su oferta de
servicios para el segmento MICE (Meeting, Incentivos, Convenciones vy
Exposiciones). El establecimiento anuncia asi por primera vez su apertura
indefinida para grupos durante todo el ano. Los clientes de Melid De Mar
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encontraran a su disposicion las mejores instalaciones para celebrar grupos de
reuniones, convenciones e incentivos, sin renunciar a la comodidad de un hotel
que goza de un entorno privilegiado frente al mar Mediterraneo.

Ante esta oferta, una agencia de turismo, decide planificar una salida a un
grupo de 1000 personas. La idea es formar subgrupos con la misma cantidad de
gente en cada uno.

Existen distintos costos que la empresa ha calculado:

Costo 1: que se refiere a gastos administrativos de € 200 por millar de
personas.

Costo 2: que comprende el pago de los coordinadores grupales y es de € 50
por grupo.

Costo 3: que depende solamente del nimero de personas de cada grupo y es
para otorgar un premio al grupo ganador de un concurso. El valor del costo es de
20 centavos de € por cada integrante del grupo.

Ademas existen los costos basicos (viaje, alojamiento, seguro), que no seran
tenidos en cuenta para este caso.

El gerente de planificacion de viajes desea ofrecer este hotel a un grupo de
1000 personas siendo conveniente formar subgrupos de igual cantidad de
personas. El problema que se le presenta al gerente es:

¢Cuantos grupos conviene formar y de qué tamafio para minimizar los costos?

Problema 2Cria en feelots, ...las penas son de nosotros, las vaquitas...son
ajenas. (A. Yupanqui)

En base a los datos de crecimiento del peso de un novillo Holando Argentino
tipo Exportacion durante sus primeros cuatro afios de vida se ha encontrado que el
crecimiento responde a la expresion:

~ 650
1+5,32489.6 07"

Donde y representa el peso en kg. y x los meses de vida del animal.

y

Obs: Esta funcién fue desarrollada por un grupo de estudiantes de la Facultad
en base a datos experimentales en el Seminario Optativo denominado Modelacion
Matematica en el afio 2004.

Todos sabemos la importancia que tiene la carne vacuna en una sociedad como
la nuestra, que ademas de ser un aparte indispensable de la pirdmide nutricional,
forma parte de nuestras costumbres argentinas. Sin embargo la faena ocupa un
lugar destacado en la cria de ganado vacuno y redunda en el logro de buenos
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beneficios. La primera campaia de vacunacién anti-aftosa de la Direccién Nacional
de Sanidad Animal (Senasa) del afio 2008 (el modo mas fiable de determinar
cuantos animales hay en el pais) dio que el stock rondaba los 53 millones de
cabezas, contra los 61 millones que contabilizaba en 2006. Al parecer, la segunda
campaiia, que se estd terminando, daria peores resultados, pues computaria lo
liquidado por la sequia. Ante esta situacion, surge lo que se denomina “cria en
Feed-lot”, engorde a corral. Un ejemplo de este tipo de emprendimiento lo
constituye Pilaga Ganadera S. A. de Venado Tuerto - Argentina. Ante esta situacion
los veterinarios reconocen un momento de faena adecuado, écudl es entonces, el
tiempo optimo de faena?

Para responder esta pregunta resuelve los siguientes items:
a) Representa graficamente a las funciones: y, y'ey”’
b) ¢cudles son las intersecciones con el eje x en cada una de ellas?

c) Observa conjuntamente la tabla de valores asociadas de la funcion, su
derivada primera y segunda.

d) Observa de a pares: la grafica de y - la grafica de y’, la gréfica de y’-la
graficadey’’, la grafica de y- la graficadey”’

e) ¢Puedes estimar la raiz de y” "?. Utiliza la opcion tabla.

f) ¢éQué relacion puedes establecer entre la raiz de y” * con el punto extremo de
y?
g) ¢Qué significa en el contexto de la situacién la raizdey” "?

Puedes identificar el tiempo optimo de faena épor qué dices lo que dices?

Problema 3: Eficiencia de un operador de maquinas en una empresa.

El departamento estadistico de una empresa ha realizado un estudio referido a
la eficiencia de las personas que operan las maquinas. Se deduce que esta varia
con el tiempo de trabajo realizado durante un dia (8 hs) a una variacién de 10 %
por hora, siendo creciente en las primeras cuatro horas de trabajo y después
decrece en las 4 horas restantes,

a) Escribe la expresion algebraica de E’(t), si llamamos E a la eficiencia,
expresada en porcentaje, y t al tiempo (en horas) de trabajo del operador.

b) Representa graficamente la funcidén hallada y analiza los signos de E’(t)
segun el dominio.

c) Halla la expresion analitica de la funcidén que representa la eficiencia del
operador. Representa graficamente estas curvas.
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d) Si suponemos que para una tarea especifica el operador Ricardo Pérez tiene
una eficiencia de 72% después de haber trabajado 2 horas. Obtenga la funcion
eficiencia de este caso particular.

e) éCual es la eficiencia de Ricardo Pérez después de 8 horas de trabajo? ¢y
cual es su eficiencia al iniciar el trabajo?

f) ¢Después de cuantas horas de trabajo Ricardo Pérez logra su maximo en
eficiencia?

g) Bajo las condiciones descritas por el modelo, étodos los operadores alcanzan
su maximo de eficiencia a las 4 hs de trabajo?

h) Halla E” " (t), équé significa este valor en el contexto del problema?

Problema 4: Un problema de integracién en contexto matematico.

.y 1 . . .y
La funcion y = % presenta un punto maximo y un punto de inflexion. Calcula
el area bajo la curva, sobre el eje x y entre los dos puntos criticos nombrados.

Problema 5: En referencia al problema ya abordado relativo a la cria de novillos
Holando Argentino tipo exportacion, cuyo crecimiento se describe mediante el
modelo:

- 650
1+ 5,32489.¢0:0780%

siendo x su edad expresada en meses de vida y la variable y el peso en Kg.

y

a) Obtiene la expresion analitica y la grafica la funcion derivada y realiza una
descripcion de su comportamiento en el marco del problema.

b) Calcula la integral definida de la funcién hallada en a), en el intervalo
comprendido desde x = 0 hasta la abscisa del punto de inflexion e indica qué
representa el resultado de dicha integral en el problema.

Como lo mencionamos anteriormente estas actividades se propusieron a los
estudiantes que cursaron Analisis Matematico en el segundo semestre de 2010.
Los pasantes acompafiaron a los docentes y rescatamos su opinion respecto a la
implementacién de esta propuesta.

Resultados

Al finalizar el semestre se les solicité a los alumnos pasantes que respondieran
lo siguiente:

*Considerando los conceptos trabajados, ésurgieron dudas de parte de los
estudiantes, indica cudles son?
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*¢Cuadles fueron tus impresiones, conversaciones, acontecimientos que han
retenido mas tu atencion en los encuentros?

*Detalla anécdotas o vivencias surgidas en las clases.

*Qué reflexiones puedes hacer sobre tu experiencia en las clases de
laboratorio.
A partir de sus respuestas formulamos las siguientes categorias de analisis, las
cuales se transcriben a continuacion:

-Aspectos relacionados con el conocimiento matematico necesario para afrontar
la resolucion de las guias: Los estudiantes presentan dificultades en conocimientos
previos (por ejemplo, construir la ecuacion de una recta o la expresion analitica de
una funcién cuadratica o exponencial). No identifican la representacion grafica de
una funcion a partir de la expresion analitica. Falta de manejo de las escalas en las
graficas. Carecen de informacion respecto del significado de muchas palabras
(unido a esto, la falta de voluntad para buscar las palabras desconocidas en el
diccionario). No dedican tiempo a la lectura reflexiva. Por otro lado, expresan que
el software les ayudd a comprender mejor temas vistos en materias anteriores.

-Aspectos relacionados a cuestiones técnicas de software: En general, los
estudiantes asumian muy rapidamente el manejo y las funciones de los programas
utilizados. Su dificultad residia en la identificacion de elementos de los conceptos
matematicos.

-Con respecto a la motivacion: S6lo una minoria se mostraba interesada y
trabajaba activamente en clase, mientras que los demas se dispersaban y utilizan
las computadoras como entretenimiento. Muchos estudiantes preguntaban: ¢Qué
fines practicos tiene esto? éQué tan importante es?

-Con respecto a las relaciones alumnos-docente-pasante: Los estudiantes
recurrian mas al alumno pasante que a la docente para hacer consultas. Se
observa mayor relacion de confianza entre pares: alumno- alumno pasante. Sin
embargo, para los pasantes las preguntas de los alumnos fueron insignificantes y
limitadas.

-Con respecto a las guias los pasantes opinaron que estaban muy bien
elaboradas y fueron sencillas. Cumplian con el objetivo de los docentes. Para los
estudiantes resultaban realmente integradoras de los conceptos dados en la clase
presencial.

-Con respecto a la propia practica o a la experiencia frente a alumnos. Los
pasantes expresaron lo siguiente: “Esta fue para mi, la primera experiencia frente
a un curso. Crei que iban a ser demasiado alborotados, me supuse lo peor. Me
sorprendi cuando estuve frente a ellos explicando. Ahora, mas alld de que su
silencio se deba a la vergiienza por preguntar, me tocd un grupo respetuoso”
(pasante A). “La primera clase estaba bastante nerviosa y es la que mas tengo
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presente. Me encantd que los alumnos me prestaran atencion y poder realizar
todas las consignas. Fue una gran experiencia el tener que hacerme cargo de una
comision por la gran cantidad de alumnos ya que las docentes depositaron en mi
toda su confianza, y espero haber hecho las cosas lo mejor posible” (pasante B).

4. CONCLUSIONES

Las caracteristicas de la Educacion Superior requieren que quien inicia los
estudios universitarios debe tener competencias generales como: interés por
aprender, pensamiento critico, autonomia en el estudio y habitos de estudio. Sin
embargo, los estudiantes muestran un determinado grado de insuficiencia en estas
competencias basicas. Destacamos la expresion de un pasante respecto a un
estudiante: “les falta informacion respecto al significado de muchas palabras
(unido a esto, la falta de voluntad para buscar un diccionario). Son puntos que
tienen en comun seglin como lo entiendo, la falta de lectura, el habito de lectura”.

Nos preocupa la falta de interés que muestran los adolescentes por el
conocimiento disciplinar, en general por el conocimiento en si mismo.

Mencionamos que ni en la evaluacion final ni en las evaluaciones parciales de la
asignatura se evallo directamente el software utilizado, sin embargo se
incorporaron items que evaluaban los significados de algunos conceptos
matematicos. Somos conscientes de que no es posible determinar aldn si la
propuesta tuvo éxito, puesto que la comprension e internalizacion de los conceptos
abordados se desarrolla en forma lenta y paulatina.

Cabe destacar la importancia de la incorporaciéon de estudiantes pasantes a la
catedra. Y por ende, la formacion de los recursos humanos, ya que como ellos lo
mencionan, su rol de “docente” fue muy significativo y les ayuddé a comprender los
modos de gestién del conocimiento de esta catedra, a superar miedos y conflictos
personales y por sobre todo les ayudd a crecer en la autonomia de su estudio.
Destacan, ademas, la confianza que los docentes depositamos en ellos.

En nuestro rol de docentes de Calculo de una catedra masiva estamos
convencidos de que para lograr incentivar el interés de nuestros alumnos por
matematica es fundamental el tipo de actividad propuesta y la comunicacién entre
alumnos y docentes. El empleo de estas nuevas herramientas tecnoldgicas puede
resultarnos Utiles en estos aspectos pues ellas producen la ruptura de las rutinas o
habitos perceptivos, y poseen distintas funciones didacticas como: a) instrumento
para aprender a aprender, b) instrumento para la propiciar la motivacion y c)
instrumento  para reforzar la comunicacién  docente-alumno.  Aspectos
fundamentales, sobre todo si se trata de una catedra masiva.
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ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL POR COMPETENCIAS EN
CARRERAS DE CIENCIAS ECONOMICAS

Claudia D. Guzner

INTRODUCCION

El papel que en la actualidad tiene la Mateméatica en general, y el Algebra
Lineal en particular, en las Ciencias Econdmicas, hace que la “alfabetizacion
matemdtica” de los alumnos de carreras relacionadas con aquella se vuelva
relevante. Sin embargo, se observa que la situacion en materia de su ensefianza y
aprendizaje resulta en extremo preocupante. En relacién con la naturaleza del
problema, la reflexion sobre la propia practica docente, muestra que no se trata
solo de la cantidad de tiempo que se le dedica en los planes de estudio sino que,
una parte sustancial del problema, radica en el enfoque utilizado para abordarla.

A la luz de estas reflexiones, este trabajo pone a discusion los nuevos modelos
de ensefianza y de aprendizaje basados en problemas de creciente complejidad,
que privilegien el desarrollo de competencias del Algebra aplicadas a diferentes
campos disciplinares relacionados con las Ciencias Econdmicas.

El interés reposa en que se advierte que las transformaciones plasmadas en los
sucesivos materiales de estudio utilizados, no han logrado superar la
sobrevaloracién de la formacidn tedrica en detrimento de la formacion practica. Se
espera que la puesta en acto de las ideas que aqui se presentan provoque un
impacto significativo en el mejoramiento de la ensefianza y el aprendizaje del
Algebra, a partir de un abordaje no convencional, basado en la comprension, la
visualizacion, la objetivacién y la conceptualizacién, con el objeto de fortalecer una
vision unificada entre la Matematica y sus aplicaciones.

El escrito ha sido organizado en dos partes. En tanto que la primera conjuga
aspectos ontoldgicos, analiticos interpretativos y valorativos, con la finalidad de
enmarcar la problematica bajo estudio, en la segunda se da respuesta a las
cuestiones planteadas acerca de la competencia en general, y de la competencia
matematica en particular, en el contexto de carreras la ensefianza del Algebra
Lineal en carreras de Ciencias Econdmicas.

1. COMPETENCIAS Y COMPETENCIAS MATEMATICAS

1.1 Aproximaciones conceptuales a la nocion de competencia

Mltiples y variadas aproximaciones conceptuales se han hecho de la idea de
competencia, muchas de ellas ligadas a la acepcién que la Real Academia
Espanola da para este término (Del lat. competentia; cf. competente): 'pericia,
aptitud, idoneidad para hacer algo o intervenir en un asunto determinado”.
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Sin embargo, el uso diverso que se hace de esta nocién ha dado lugar a un
desorden conceptual que requiere consensuar una definicion operativa. Una idea
generalmente aceptada es la que define competencia como la capacidad real y
demostrada para llevar a cabo exitosamente una actividad plenamente
identificada, en un entorno real o en otro contexto (Guzner, 2005).

Tacitamente, esta concepcion involucra una caracteristica inherente a una
parte profunda de la personalidad de los individuos, asociada a la capacidad de
actuar de manera eficaz en un tiempo dado, frente a una situacion definida, pero
que, como bien afirma Perrenoud (1999) se apoya en conocimientos, pero no se
reduce a ellos.

Es decir, la competencia involucra no sélo el conocimiento, sino también la
puesta en marcha de ese conocimiento. En otras palabras, competencia es lo que
una persona hace dentro de un contexto determinado —a partir de un contenido
mediador-con el objeto de alcanzar un resultado y manifestarlo.

En este contexto, desde una perspectiva estrictamente conceptual, hablar de
competencias supone referirse a la capacidad del sujeto para movilizar los recursos
que ha adquirido: los conocimientos, las habilidades y las actitudes, para afrontar y
resolver una situacion problematica. Se acepta que competencia es el conjunto de
conocimientos, habilidades, aptitudes y actitudes observables, medibles,
modificables y entrenables- de un individuo a llevar a cabo una tarea determinada.

Como bien sefiala Thierry Garcia (2001), esta concepcién del término subsume
tres caracteristicas:

- la competencia esta asociada a criterios de ejecucién o desempefio
(niveles de dominio);

- la competencia es el resultado de un proceso de integracion,
- la competencia implica responsabilidad del sujeto por su aprendizaje.

Esta tipologia delimita claramente las diferentes dimensiones de una
competencia:

1.1.1 SABER, entendida como la capacidad para adquirir y comprender
conocimientos teoricos, asociado al conocimiento conceptual. Un sujeto “sabe”
cuando tiene conocimientos sobre un campo disciplinar, reconoce y distingue sus
elementos como datos aislados de su estructura cognitiva y los retiene en la
memoria temporalmente, incorporando, por medio de la abstraccion o
conceptualizacion, nuevos conocimientos a sus conocimientos previos;

1.1.2 SABER HACER, en relacion a la capacidad de utilizar el conocimiento en la
practica, en referencia al conocimiento procedimental. Un sujeto “sabe hacer”
cuando “hace uso comprensivo de los objetos o elementos de un sistema de
significacion”, es decir, cuando es capaz de transferir los conocimientos adquiridos
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a situaciones hipotéticas o reales. Pero también el sujeto “sabe hacer” cuando crea
nuevas alternativas, a fin de responder en diferentes situaciones o contextos
(frente a diferentes casos con un problema similar), poniendo en juego su
potencial de analizar, sintetizar, inferir, asociar, “navegando en un océano de
incertidumbres a través de archipiélagos de certeza”. (Morin, 2000);

1.1.3 SABER SER, en cuanto a la capacidad de desenvolverse a partir de
actitudes y valores determinados. Un sujeto “sabe ser” cuando es capaz de dar
sentido a las otras dos dimensiones de una competencia a lo largo de toda su vida.

Estas dimensiones tienen un significado intrinseco y se las puede percibir en los
resultados o productos esperados. Tienen sentido solo en funcion del conjunto,
aunque se pueden explicitar separadamente, por si solas no constituyen la
competencia: ser competente implica el dominio de la totalidad de las dimensiones
y no sdlo de alguna(s) de ellas.

Cuanto mas se desarrolle, en un sujeto, cada uno de estos niveles de
competencia, mas competente serd el sujeto. Es de sefialar que este progreso
queda ligado a distintas capacidades, segln sea la dimension a que se atienda.

1.2 Aproximaciones conceptuales a la nocion de competencia
matematica

Particularmente, una competencia matematica es una conducta que se expresa
en un saber hacer o actuar frente a tareas que plantean requerimientos
matematicos, que suponen conocimientos, saberes y habilidades que emergen en
la interaccidn que se establece entre el individuo y una determinada situacion
(Guzner, 2009). A grandes rasgos, podria decirse que la competencia es la puesta
en acto, con habilidad, del conocimiento. Implica la capacidad de pensar y actuar
con flexibilidad a partir de lo se conoce.

Bajo esta concepcion, la competencia no es una finalidad general de la
educacién matematica, ni tampoco un listado tedrico de procesos cognitivos, sino
que estd estrechamente asociada a conocer objetos, definiciones, resultados,
procedimientos y estructuras; a razonar deductiva e inductivamente; a conocer
términos, notaciones y convenciones, a utilizar el lenguaje adecuando en contextos
sociales de comunicacion.

Esta concepcidén delimita claramente los alcances de cada una de las
dimensiones de la competencia si se las traslada a la nocion de competencia
matemdtica — Figura 1.- :
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Figura 1.Operacionalizacion competencia matematica

Dimension Descripcion Indicadores
® usar diferentes registros
identificacién y descripcion E'?”Quale simbolico,  coloquial,
de objetos mateméticos, ecnico) By
-§, de atributos, de 0_comprender la relguon entre
] relaciones, de diferentes representaciones
« E propiedades, de e operar
o H represgntaaones y de e encontrar  regularidades vy
& I operaciones patrones
§ e reconocer  isomorfismos  con
g problemas ya conocidos
> construccién de modelos y | ® refinar y ajustar modelos
0 ; . .
'g:')' 8 S representaciones, e combinar e integrar modelos
o i .
T SE formulacion de problemas, | o traducir un problema a un
x § % exploracion, investigacion | modelo
o .
b g e interpretar resultados
e validar procesos
e argumentar y generalizar
= interaccion  social, desde | ® plantear interrogantes
& .§ los que se construyen los | e enunciar problemas
v ®©° iAnifi . . .
o S S significados, e explicar y justificar resultados
[1H) .
o 3 2 _arfgumeptaaones, e comunicar el proceso y la
& SE inferencias Y | solucion

generalizaciones

e criticar el modelo y sus limites

Fuente: elaboracion propia.

La mencionada operacionalizacion hace que el desarrollo de la competencia
matemadtica, en cada sujeto, se evidencie a través de su capacidad para plantear
problemas y abordarlos a partir de teorias adecuadas, su conocimiento de técnicas
diversas para resolverlos, su comprension acerca de las implicancias matematicas
del abordaje escogido, pero a la vez teniendo en cuenta su adaptacion para
trabajarlos en grupo, su vision de aplicar ideas matematicas tanto a los estandar
como a los mas complejos, asi como su predisposicion para enfrentar los abiertos.
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Luego,

si lo que se persigue es el logro de un sujeto “matematicamente”

competente, el curriculo debe impregnarse de acciones que promuevan:

v
v

v
de

v
v
v

la desmitificacion del tradicional binomio teoria-practica;
la integracion de la ensefanza y el aprendizaje,

la resolucién de problemas, la formulacion de hipdtesis, la recopilacion
evidencia, la elaboracion de argumentos,

el logro de un pensamiento critico, reflexivo, autdnomo y creativo,
el desarrollo de la capacidad inquisitiva y autogestionaria,

la participacion activa, la busqueda de alternativas propias y la toma de

decisiones razonadas,

v

la interaccion en un equipo de trabajo,

Queda claro que, a partir de esa concepcion, los contenidos ya no se
identifican Unicamente como tradicionalmente se lo hace con los disciplinares, sino
que una apropiada refuncionalizacién redunda en que se los entienda como
“conocimientos, actitudes, valoraciones, habilidades, métodos, procedimientos,
etc., que se ensefian tanto explicita como implicitamente”. Se tipifican en:

a) conceptuales: conceptos y teorias, sistematizados y organizados, que
configuran el campo de la disciplina;

b)

9

procedimentales: estrategias cognoscitivas generales, habilidades, reglas,
métodos que se emplean para producir el conocimiento o para operar
sobre objetos y conceptos,

actitudinales: actitudes, valoraciones y disposiciones significativas para el
desarrollo personal y social.

2. ENSENANZA DEL ALGEBRA LINEAL POR COMPETENCIAS

2.1 El caso de la licenciatura en Economia FCE-UNCuyo

Si bien la adhesién a la implantacion de un sistema por competencias no esté
exenta de polémica, particularmente interesante resulta la extrapolacion de las
ideas expuestas a la asignatura Algebra Lineal de la carrera Licenciatura en
Economia FCE-UNCuyo.

La misma es una asignatura de primer afio, primer semestre, con una carga
horaria presencial de siete horas semanales. La poblacion estd compuesta por
sujetos cuyas edades promedio, al momento del comienzo del curso, son 18.3
anos para los de sexo masculino y 18.29 para los de femenino. La distribucion por
género revela que la proporcion de sujetos de sexo femenino es levemente
superior que la de sexo masculino (50% vs. 49%).
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La gestion del aula esta basada en una metodologia aula-taller. Sintéticamente,
se persigue un aprendizaje activo, donde el alumno se apropia de los
conocimientos, y, el profesor ejecutor responsable de la administracion de la
curricula, acompafia este proceso con la sola intencién de provocar en aquél la
construccion de las ideas basicas del Algebra Lineal y la posterior reflexion sobre
ellas. Ambos- docente y discente- estan abiertos a escuchar, a recibir, a incorporar.

Hacia el interior del aula-taller, la actividad se divide en tres momentos:

i.  actividad inicial: practica que estimula a los sujetos a poner en acto lo que
ya saben, lo que les interesa, o su sentido comun, adelantando la
elaboracion del marco tedrico;

ii. desarrollo del marco tedrico: orientacion y guia que el docente,
generalmente a partir de un texto informativo, realiza para que los sujetos
puedan elaborar el conocimiento que se pretende ensefiar;

iii. actividades de afianzamiento: tareas que deben permitir que los sujetos
reelaboren y recreen el marco tedrico, entendidas estas acciones no como
una aplicacién, sino como una apropiacion.

Para gestionar contenidos, se conviene en hacerlo a partir de modulos de
aprendizaje, entendidos éstos como “... la unidad de ensefianza y aprendizaje con
sentido completo, que integra los conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes
requeridas para el logro de una capacidad, a través del desarrollo de diversas
experiencias y actividades complejas, que se relacionan con el contexto real del
campo laboral. Los médulos deben contemplar: el saber, el saber hacer y el saber
ser integrados en desempefios practicos que se ponen en acto en situaciones
concretas, mostrando determinados niveles de logro de la conducta o niveles de
competencia en el desempeio, los que se expresan curricularmente como
indicadores de logro”.

Si bien el marco politico-pedagdgico-institucional en el cual se inserta la
titulacion mencionada no es flexible, se realiza una desagregacion de contenidos
segun los siguientes criterios:

- funcionalidad: en relacién a la posibilidad de articularse con otros
contenidos, de aplicarse en situaciones diversas para la comprension,
andlisis y modificacion de la realidad, como mediadores del logro de las
capacidades previstas en los objetivos generales de la asignatura;

- actualizacion disciplinar: en cuanto al estado del arte del
conocimiento en el area, a modo de aporte a la comprension del modo en
que se elaboran nuevos conocimientos;

- significatividad psicoldgica: en funcidon de las caracteristicas
evolutivas y necesidades de los estudiantes del nivel, como facilitadores del
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proceso de construccion del conocimiento; resultando — Figura 2.- una
organizacion en torno a cinco ejes disciplinares organizadores.

Hacia el interior de cada uno de los mencionados e€jes, las actividades
quedan clasificadas segun el contenido conceptual que abordan, el contexto al que
se refieren y la forma en que se socializan. Presentan distintos niveles de
complejidad segun sea el item propuesto.

Figura 2. Contenidos Algebra Lineal FCE-UNCuyo

CONCEPTUALES
Organizados en torno a seis gjes
organizadores disciplinares de los

contenidos que articulan.

PROCEDIMENTALES
Trabajados
transversalmente a los
contenidos conceptuales,
con soporte informatico

1. Matrices y determinantes: introduccion de herramientas
matematicas necesarias para la manipulacion de grandes
conjuntos de datos, asi como para el tratamiento algebraico de
las relaciones lineales entre variables de distinta indole

Orden, elemento, igualdad-
Trasposicion, simetria,
antisimetria- Algebra de matrices:
suma, diferencia, producto por un
escalar, multiplicacién, potencia-
Matrices elementales, matrices
equivalentes- Inversion-
Determinante

Identificar, interpretar,
comparar, operar,
relacionar, clasificar,
generalizar

2. Sistemas de ecuaciones lineales: tratamiento del Algebra a

un nivel logico y especifico, principalmente orientado a la
resolucién de problemas, que potencia la aplicacion del Algebra

a otros campos del conocimiento

Matrices y sistemas - Eliminacion
gaussiana- Sistemas lineales y
matriz inversa

Detectar problemas y
resolverlos, tomar
decisiones, elaborar
informe, planificar, obtener
manejar y procesar
informacion

Sojeuostadiajul SOIUOD
Jefouew ‘sauoispap Jewo) ‘onjnw 03adsal ap 0dJew un ud ‘sepusiiadxe
‘sauoluido ‘seapl 9p UQIDRIUOIJUOD A OIqUIEDISIUI ‘BILIISD A [BIO UOIDRIIUNWOD
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3. Vectores en R? y R3: introduccién a la geometria vectorial.

Segmentos de recta - Vector como
segmento de recta dirigido-
Vectores equivalentes- Vectores en
el plano: igualdad, direccion,
norma, paralelismo, suma,
diferencia, producto por un Comparar, relacionar,
escalar, producto escalar- Vectores clasificar, ordenar
en el espacio: igualdad, direccion,
paralelismo, angulos directores,
suma, diferencia, recta,
combinacion lineal, producto
escalar, plano

4. Espacios vectoriales: sistematizacion del concepto de vector,
desde una perspectiva analitica, avanzando hacia un nivel de
abstraccion que permite desarrollar un aprendizaje intuitivo,
global y formal del comportamiento de diferentes conjuntos.

Espacios vectoriales- Subespacios-
Espacio generado por un conjunto
de vectores- Espacios asociados a
una matriz- Independencia lineal,

base y dimension

Deducir, identificar,
interpretar, comparar,
relacionar, clasificar,
generalizar

5. Diagonalizacién: desarrollo de algunas herramientas
matematicas necesarias para el estudio de problemas dindmicos

Representar, intuir,
describir, construir,
generalizar

Autovalores y autovectores-
Espacios propios- Diagonalizacion

6.Transformaciones lineales: abordaje una herramienta
matemdtica apta para manipular un tipo especial de funciones
gue ocurren a menudo en un numero importante de aplicaciones.

Nucleo imagen de una
transformacion lineal- Matriz
asociada a una transformacion
lineal- Semejanza

Identificar, interpretar,
operar, relacionar, clasificar,
generalizar

Fuente: elaboracién propia
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2.2 Algebra Lineal para estudiantes de Ciencia Econémicas

Las derivaciones obtenidas llevaron a concretar la
redaccion de un texto de Algebra Lineal
especialmente orientado a alumnos de Ciencias
Econdmicas. La primera edicion tuvo lugar en el afio
encontrandose en la actualidad en uso la segunda
edicién, fruto de la revision y ajustes posteriores al ALGEBRA LINEAL
primer afo de uso. i e e st

La version impresa consta de seis capitulos, cada uno
de los cuales, en correspondencia con la metodologia
descrita up Sutra consta de una apertura, un cuerpo
y un cierre. Cada capitulo se organiza en secciones.

Figura 3. Estructura capitulos Algebra Lineal para estudiantes de Ciencias
Econdmicas

~

epresentacion y sintesis, sin explicitar, de los contenidos conceptuales que se
desarrollaran a lo largo del eje

APERTURA

J

~N

esecciones en las que, a partir de las definiciones iniciales, se intenta llegar a
propiedades generales, a través de una lista exhaustiva de ejemplos, que
intentan reflejar las tres dimensiones de la competencia matematica

J

~N

eAutoevaluacion integradora de los conceptos, procedimientos y actitudes
abordadas en el desarrollo global del eje

J

Fuente: elaboracion propia.

La presentacion recurre a diferentes registros de representacion semiotica —
lenguaje coloquial, lenguaje simbdlico, lenguaje computacional, tablas-. Asimismo,
se retrotrae a contenidos abordados en capitulos anteriores y se los trabaja desde
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los nuevos que se estan aprendiendo, a fin de mostrar la coherencia interna del
Algebra.

Cada seccion finaliza con una serie de EJERCICIOS y PROBLEMAS, siendo el
primero de la lista una reflexion “algebraica” sobre la actividad de comienzo de
capitulo. Los ejercicios, al igual que los ejemplos, se organizan en torno a las tres
dimensiones de la competencia matematica.

El Anexo 1. ilustra la propuesta en el caso particular del contenido MATRICES Y
DETERMINANTES.

3. CONCLUSIONES

El surgimiento de un nuevo modelo productivo, fundado en la utilizacion
intensiva del conocimiento, obliga a revalorizar la gestién del saber y de la
informacién. Sin perder de vista el horizonte de la calidad en educacién —formal o
informal-, ni el interés por sus resultados y efectos en el ambito personal y social
de los sujetos, una adaptacion a la realidad actual se torna imprescindible y se
considera que el enfoque por competencias responde a aquellos nuevos
requerimientos del contexto.

En este marco, se considera que las ideas plasmadas en el texto Algebra Lineal
para estudiantes de Ciencias Econdmicas atienden a las tres categorias tedricas —
saber, saber hacer y saber ser -, las cuales contemplan tanto a los aspectos mas
formales de la disciplina como a los de modelizacién y resolucién de problemas y
confrontacion de resultados.

En relacion a los logros obtenidos a la fecha, no puede decirse que sean
representativos ni de todos los alumnos, ni de todas las instituciones, ni de todo el
curriculo, pero, en nuestra opinién, es una buena aproximacion a la problematica
planteada. Habra que ampliar la llegada a mas actores del sistema educativo, y
disefiar bibliotecas como las explicitadas para la ensefianza de otros objetos
matematicos.

Si bien la adhesidén a la implantaciéon de un sistema por competencias no esta
exenta de polémica, no puede soslayarse que el avance hacia la educacién por
competencias optimiza la educacién integral, ya que el enfoque recupera el valor
instrumental del conocimiento, tornandolo relevante.
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ANEXO 1
Al consultar:

http://mip.cba.gov.ar/matriz.php?idMatriz= 1&nombreMatriz=Matriz%20Insumo%2
0-%20Producto%20(%?20simétrica)

Encontrara los sectores y subsectores en que se divide la economia de la
provincia de Cdrdoba y las transacciones intersectoriales en miles de
pesos corrientes a precios de mercado en un afo dado.

Responda:

i. ¢Cudles son los sectores en que se divide la economia de la provincia de
Cérdoba?

ii. éCuales son los subsectores del sector A. y B. AGRICULTURA, GANADERIA,
CAZA, SILVICULTURA Y PESCA?

Para el sector A. y B. AGRICULTURA, GANADERIA, CAZA, SILVICULTURA Y PESCA:
i. Sise consideran los subsectores:
O CULTIVOS DE CEREALES, OLEAGINOSAS Y PASTOS FORRAJEROS;

O CULTIVO DE HORTALIZAS, LEGUMBRES, FLORES Y PLANTAS
ORNAMENTALES;

O CULTIVO DE FRUTAS;

O CULTIVOS INDUSTRIALES;

O PRODUCCION DE SEMILLAS;

se obtendran los datos! de la Figura 1.
ii. Diga en relacién a los datos:

O ¢Qué representa el nimero 2.138,7563? Podria darse otra interpretacion del
mismo valor?

O ¢Cuadl es, en miles de pesos, la compra que el subsector PRODUCCION DE
SEMILLAS realiza en el de CULTIVOS INDUSTRIALES?

O ¢la compra que realiza el subsector PRODUCCION DE SEMILLAS en el
subsector CULTIVO DE FRUTAS es la misma que realiza éste Ultimo en el primero?

L' N. del autor: eventualmente, los datos seran truncados para facilitar los calculos.
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http://mip.cba.gov.ar/matriz.php?idMatriz=1&nombreMatriz=Matriz%20Insumo%20-
http://mip.cba.gov.ar/matriz.php?idMatriz=1&nombreMatriz=Matriz%20Insumo%20-

Responda:

¢Qué se le deberia agregar al cuadro anterior si se desea registrar también las
transacciones con el subsector CRIA DE GANADO, PRODUCCION DE LECHE Y
LANA?

Responda:

¢Como deberian rotularse las filas y las columnas del siguiente cuadro de
nlimeros — Figura 2.- para que el mismo represente las transacciones entre los
subsectores CULTIVOS DE CEREALES, OLEAGINOSAS Y PASTOS
FORRAJEROS; CULTIVO DE HORTALIZAS, LEGUMBRES, FLORES Y PLANTAS
ORNAMENTALES; CULTIVO DE FRUTAS; CULTIVOS INDUSTRIALES Y
PRODUCCION DE SEMILLAS?

! columnas
329.959,502 2.138,75634 0,1830472 111,72205 4.694,16047

- 0 15.129,6233 0,00144882 0,84512902 0

filas 0 0 0 0 0
11,6866011 6,64337222 0,00056858 0,36926404 8,33819351
10.717,3386 82,5188808 0,00706245 4,42844855 177,543136

iv. ¢Como deberian rotularse las filas y columnas del siguiente cuadro - Figura 3.-

de forma tal que la informacién represente las transacciones entre los
subsectores CULTIVOS DE CEREALES, OLEAGINOSAS Y PASTOS
FORRAJEROS; CULTIVO DE HORTALIZAS, LEGUMBRES, FLORES Y PLANTAS
ORNAMENTALES; CULTIVO DE FRUTAS; CULTIVOS INDUSTRIALES Y
PRODUCCION DE SEMILLAS?

{ columnas
329.959,502 0 0 11,6866011 10.717,3386
2.138,75634 15.129,6233 0 6,64337222 82,5188808
aas 0,1830472 0,00144882 0 0,00056858 0,00706245
111,72205 0,84512902 0 0,36926404 4,42844855
4.694,16047 0 0 8,33819351 177,543136
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Consulte: www.indec.gov.ar busqueda tematica Cuentas Nacionales / Matriz
insumo producto.

Encontrara los sectores y subsectores en que se divide la economia
nacional y las respectivas transacciones intersectoriales en miles de
pesos corrientes a precios de mercado en un aiio dado.

Diga cual es a nivel nacional la compra que el subsector CULTIVO DE CEREALES,
OLEAGINOSAS Y FORRAJERAS realiza en el de PRODUCCION DE SEMILLAS.

Diga, de ser posible, cual es a nivel nacional la compra que el subsector
CULTIVO DE CEREALES, OLEAGINOSAS Y FORRAIJERAS realiza en el de CULTIVO
DE FRUTAS.

Construya un cuadro que muestre las transacciones intersectoriales nacionales
entre los sectores CULTIVOS DE CEREALES, OLEAGINOSAS Y PASTOS
FORRAJEROS; CULTIVO DE HORTALIZAS, LEGUMBRES, FLORES Y PLANTAS
ORNAMENTALES; CULTIVO DE FRUTAS; CULTIVOS INDUSTRIALES Y
PRODUCCION DE SEMILLAS.

A partir de los datos de 3. y 8., responda:

v. (¢Es posible obtener la informacion relativa a transacciones intersectoriales en
el pais, sin considerar la region Cordoba, entre los CULTIVOS DE CEREALES,
OLEAGINOSAS 'Y PASTOS FORRAJEROS; CULTIVO DE HORTALIZAS,
LEGUMBRES, FLORES Y PLANTAS ORNAMENTALES; CULTIVO DE FRUTAS;
CULTIVOS INDUSTRIALES Y PRODUCCION DE SEMILLAS?

vi. Sisu respuesta es afirmativa, équé deberia tenerse en cuenta?

Si se estima que el crecimiento en el nivel de transacciones intersectoriales en el
pais sera constante e igual al 3% anual:

vii. Responda: éseria posible obtener la nueva informacién a partir de los datos
actuales?

viii. Si su respuesta es afirmativa, obtenga el cuadro de transacciones
intersectoriales para los mismos sectores:

correspondientes al afio 2005,

o correspondiente al afo en curso.
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http://www.indec.gov.ar/

Si en 1. Los sectores de la Economia de Cdrdoba se agrupan solo en tres: Sector I
o PRIMARIO DE ACTIVOS EXTRACTIVOS, Sector II o MANUFACTURERO vy Sector
ITI o de SERVICIOS no stockeable.

Responda:

iX. ¢éA qué sector de estos tres pertenecen los subsectores de 2.?

X. ¢El subsector ELECTRICIDAD, pertenece al Sector MANUFACTURERO?
Xi. ¢Qué subsectores componen el Sector SERVICIOS?

xii. ¢Como se interpreta el siguiente cuadro — Figura 4.- de transacciones
intersectoriales?

SECTOR 1 SECTOR I1 SECTOR III
SECTOR 1 2.392.169,324 | 2.758.564,737 284.330,6231
SECTORII | 290.720,717 2.414.017,046 1.350.511,12
SECTORIII | 577.262,452 1.188.497,866 4.666.116,526

Xiii. éQué representa el valor 5.435.064,685?
Xiv. ¢Cual es el total de ventas del Sector II?
Xv. ¢Cudl es el total de compras del Sector 1?

De 1. también se obtienen los siguientes datos, que representan, respectivamente,
las demandas internas de cada uno de los Sectores I, II y III: 11.396.905,7;
17.278.884,7 y 25.221.688,7.

xvi. Construya un nuevo cuadro que incorpore estos valores.
xvii. Diga qué representan los valores :
e 16.831.970,4; 21.334.133,6 y 31.653.565,5;
290.720,77
16.831.9704

xviii. Responda qué representa el siguiente cuadro — Figura 5.-, llamado matriz
de coeficientes técnicos.

0,142120576 0,129302872 0,008982578
0,017271936 0,113152805 0,042665371
0,034295596 0,055708748 0,147412035
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Si se supone que los coeficientes técnicos se mantienen constantes durante dos
afos consecutivos, y x; es la compra total que subsector i realiza en esos afios,
responda qué representa:

0,1421205%

XiX. x4 [ 0,0172719%

0,0342955%
0,142120576 x, + 0,129302872 x, + 0,008982578 x3
xx. 0,017271936 x4 + 0,113152805 x, + 0,042665371 x3
0,034295596 x, + 0,055708748 x, + 0,147412035 x;

Recapitulando, en:

1. Se construye un cuadro de nuUmeros dispuestos en lineas verticales y
horizontales;

2. Se interpreta la informacién en funcién de la relacion entre cada una de las
lineas horizontales y cada una de las lineas verticales del cuadro construido
segun 1.;

3. Se interpreta un dato del cuadro construido seguin 1. en funcién de su posicién
dentro del mismo;

4. Se observa como cambia el cuadro construido segln 1. si se agregan nuevos
datos;

5. Se reconstruye la informacién a partir de un nuevo cuadro de nimeros
ordenados por filas y columnas sin rotular, de dos maneras diferentes;

Se procede como en 1., con los mismos datos relevados para otros actores;
Se procede como en 2., con los datos de 6;

Se procede como en 3., con los datos de 6;

W ® N>

Se opera con los cuadros 3. y 8. para obtener la misma informacién para
otros actores;

10. Se opera con el cuadro 8. indistintamente 3. para obtener informacion
relativa a los mismos actores, en otros periodos;

11. Se interpretan valores en un nuevo cuadro;

12. Se interpretan valores en un nuevo cuadro y se presenta la matriz de los
coeficientes técnicos,
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13. Se interpreta informacion obtenida a partir de los nuevos cuadros y de los
nuevos datos.

1.1 Definiciones basicas

Definicién 1., Una matriz es un arreglo de numeros dispuestos por filas y por
columnas.

e Las matrices se nombran con letras mayusculas A, B, etc.

e Un elemento de una matriz se identifica con la letra minuscula
respectiva a, b, etc. y dos subindices, uno por la fila y otro por la
columna en la cual se encuentra.

Ejemplo:

1 -1 0O
xxi. Si A= 1

12 — 0.5

2
o) A es una matriz de orden 2x3;
1

@ an =1, ap=-1; a3 =0; ay =12; ap = E} a; = 0.5;

A no es una matriz columna, A tiene tres columnas;
A no es una matriz fila, A tiene dos filas;
A no es una matriz cuadrada, A es una matriz rectangular;

A no es una matriz triangular, A no es una matriz cuadrada;

o O O O O

A no es una matriz diagonal, A no es una matriz cuadrada.

Ejercicios y Problemas

Antes de encarar la resolucién de los siguientes ejercicios y problemas, revise
cuidadosamente las notaciones especificas y propiedades enunciadas y/ o
demostradas relativas a:

matriz; elemento de una matriz; orden de una matriz; ; matrices
cuadradas; igualdad de matrices; matriz traspuesta; matriz simétrica;
matriz antisimétrica.
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Identifique las tareas que en los items 1-13 pags. 1- 4 corresponden a los
conceptos de:

matriz;
O elemento de una matriz;
O orden de una matriz;
O igualdad de matrices;
O matriz traspuesta.
1 ..
Dada la matriz A = |.. 1|, indique si es posible completar las columnas de A

de forma tal que se cumplan cada una de las condiciones que se listan a
continuacion. Si su respuesta es afirmativa, muestre la matriz A.

B 1 0
XXii. A= . O
01
r T
1 0O
xxiii. A= . O
010

XXiv.  az= 2.
XXV. dz; = adjp.

XXvi. A es una matriz
simétrica.

Xxvii. A es una  matriz O
triangular superior.

xxviii. A es una matriz columna. O

Escriba, de ser posible, una condicion:

xXiX. Necesaria y suficiente para que la traspuesta de una matriz sea una matriz
de orden mxn;

xxX. Necesaria y suficiente para que la traspuesta de una matriz sea una matriz
simétrica;
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Suponga que tres empresas — A, B, C- comparten actualmente el mercado de un
cierto bien. Para el afio entrante, se espera un cambio en las preferencias de los

85 1 1
consumidores representado por la matriz T =|.05 .55 .05]|.
1 .35 .85

XxXi.  Responda:

O ¢Qué significa el valor ty4?

O ¢Qué significa el valor ty3?

O por qué los elementos de cualquier columna de la matriz T suman 1?

O ¢éComo deberia cambiar la matriz T si para el afio subsiguiente si se espera
que 0.18 clientes de la empresa B cambien sus preferencias a la empresa C?

xxxii.  Escriba una matriz T que represente el cambio, en un cierto periodo, de
preferencias en los consumidores de cierto bien cuyo mercado es compartido
por cuatro empresas.

Consulte — en el sitio de la Direccidén de Estadisticas y censos de la provincia de
Mendoza (www.deie.mendoza.gov.ar) - la pagina correspondiente a tematicas/
participacion electoral.

xxxiii.  Si se desea confeccionar una matriz A que represente el niimero de votos
emitidos en las Ultimas elecciones presidenciales, discriminados por
departamento y por positivos, en blanco y anulados, responda:

O ¢Cudl es el orden de la mencionada matriz A?
O (..an = 0?
O ¢A es una matriz simétrica?

Xxxiv. Si se construyera una matriz B con iguales caracteristicas que la matriz A,
pero respecto del afio 2003, responda: qué tiene en comin las matrices A y
B?

Una empresa produce cantidades no negativas z;, z,, ... ,z, de n bienes distintos, a
partir de cantidades no negativas Xy, X, ...., X, de los mismos bienes.

Para cadai entre 1, .., n se define la produccién neta del bien i como como y; = z;
— X;. Si p; es el precio unitario del bien i, sean las matrices:
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Pn Xn Ya z

Matriz de matriz de matriz produccion . L
X . matriz produccion

precios inputs neta

XXXV.  Suponiendo que la empresa produce y vende el total de sus n bienes,
calcule los ingresos y costos de la empresa.

Xxxvi. Suponiendo que la empresa produce y vende el total de sus n bienes,
determine una expresion que le permita calcular las ganancias totales de la
empresa.

Xxxvii. Suponga que la empresa tiene tres plantas, A, B, C, cada una de las
cuales produce los n bienes. Suponga ademas que a; representa la produccion
del bieni ientre 1 y nen la planta A, bii entre 1 y n la produccion del bien i
en la planta B y ¢ la produccidon del bien i i entre 1 y n en la planta C.
Suponga ademas que los precios unitarios de cada bien en las tres plantas son
los mismos.

o Escriba una matriz que represente la produccion en las tres plantas;

o Indique los ingresos en las tres plantas mediante una Unica operacion
matricial.

Ejemplo:

59560
jerarquicos con que cuenta la empresa del Ejemplo. Seccion 1.2.2, si:

1100 660 ] '[56000
representa la cantidad de empleados jerarquicos y no
1232 686.4

O En un nuevo contrato, se conviene en aumentar los aportes mensualmente y
por individuo el 12% para el personal jerarquico y el 4% para el personal no
jerarquico;

O Y el monto total de $56000 aportado por la empresa mensualmente aumenta
a $59560 después del nuevo contrato.
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AUTOEVALUACION DEL CAPiTULO

Lea atentamente la siguiente definicion:

Una matriz cuadrada es ortogonal si y sdlo si su inversa es igual a su transpuesta.

Xxxviii. Escriba la definicion de matriz ortogonal en simbolos.
xxxix. Compruebe que:

o I, es una matriz ortogonal;

1 1
O Q=1I-2UU" esuna matriz ortogonal si UT = | — —|.
V2 2
xl. Proporcione, de ser posible, un ejemplo de una matriz ortogonal de orden 2
distinta de la de ii. Sugerencia: utilice Mathematica.
xli. Proporcione, de ser posible, un ejemplo de una matriz ortogonal de orden 3.

xlii. Para las matrices de ii. respectivamente iii. tenga en cuenta que cada columna
G j = 1, 2 respectivamente j = 1, 2,3 es una submatriz de orden 2x1
respectivamente 3x1 y verifique que:

@) Cg Ck h # k; h, k = 1,2 es cero respectivamente h # k; h, k=1, 2,

o) Cg C,, h = 1,2 es uno respectivamente h =1, 2, 3.
xliii.Diga por qué si o por qué no es suficiente que una matriz cuadrada A =

[C1 Cn] satisfaga que CI Ck h+k h k=1,.,n seaceroy Cg Ch

h = 1,2,..,n sea uno para que A sea una matriz ortogonal. Responda: la
condicion también es necesaria?

xliv.Responda, justificando su respuesta:
O Si A es una matriz ortogonal de orden n, cuanto vale det A?

O Si Ay B son matrices ortogonales conformables, puede decir lo mismo de AB?
Y de A+B?

xlv. Diga por qué si o por qué no si A es una matriz ortogonal, existe una Unica X
conformable con A tal que la igualdad matricial AX= B tiene solucion, para
cualquier B.
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ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO DEL MODELO DE PATINKIN

Nicolds Giri
Priscila Fischer

INTRODUCCION

El modelo de Patinkin es de aparicion recurrente en materias como “Dinero,
crédito y bancos” entre otras. Sin embargo, al querer consultar bibliografia, el
alumno se encuentra con un desarrollo del modelo demasiado complejo. Por este
motivo se decidid escribir el presente trabajo, de manera que se encuentre
disponible un analisis mas simple del modelo que permita llegar a los mismos
resultados.

Se utilizara el modelo de Patinkin como eje para desarrollar dos temas
centrales de la materia “Matematica para Economistas”: el analisis estatico y el
andlisis dinamico.

En primera instancia se realizard una breve resefia del modelo, para luego
trabajar con el andlisis dinamico. Resolviendo por una aproximacion lineal
(mediante una expansion de Taylor) se buscara la ecuacidon caracteristica para
poder conocer las raices y asi determinar la convergencia del modelo.

Finalmente, como el modelo tiende al equilibrio, se desarrollard el analisis
estatico del mismo. Se buscara estudiar el efecto de un cambio de preferencia en
la liquidez sobre los valores de equilibrio del modelo.

1. MODELO

El modelo de Patinkin es una teoria monetaria en una economia de produccion
que funciona en un régimen de competencia perfecta y bajo los supuestos de
pleno empleo.

El modelo posee un total de 11 ecuaciones que reemplazadas en las
respectivas ecuaciones de equilibro se pueden reducir al siguiente sistema:

Mercado de trabajo Q (%; Ko)=R (%)
Mercado de Mercancias F(Yo; 1; %) =Y,
Mercado de Valores rpH (YO;MT‘P)[; %) =rp J(Yo;M?g; %
Mercado de dinero p L(Yo;M;g;r)=Mo
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Para simplificar el modelo se va a suponer que existe una reaccion instantanea
a la presion ejercida por el excedente de demanda u oferta en el mercado de
trabajo.

Si el mercado de trabajo, mercancias y valores esta en equilibrio, por medio de
la ley de Walras podemos afirmar que el mercado de dinero estara en equilibrio
también.

De esta manera se circunscribe el modelo a los mercados de valores y
mercancias para simplificar el trabajo.

2. ANALISIS DINAMICO

Se parte de las ecuaciones del mercado de bienes y valores para el analisis:
B (YO0; 1/r; MT°)=°

F(Y0; r; 5¢) = YO

Luego, se expresa en funcion de excesos de demanda

B (YO; 1/r; MT")=O
F (YO; r; 1\%")— Y0=0

Para facilitar el analisis, se trabajara en el mercado de bienes con el precio de
los bonos en vez de con la tasa de interés. Siendo de esta forma el precio de los
bonos y el precio de los bienes las variables enddgenas de nuestro modelo.

Ecuacion de exceso de demanda de bonos=B (Y0; Pb; MO; P)=0
Ecuacion de exceso de demanda de bienes=F (YO; Pb; MO; P)=0
dB 0B
_|apb ap
I=1 or oF
aPb dp
Para que el sistema sea estable el determinante de la matriz Jacobiana
evaluada en el punto de equilibrio debe ser mayor a cero y su traza negativa.
El comportamiento de las derivadas parciales es el siguiente:

0B <0
dPb
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A medida que sube el precio de los bonos cae el exceso de demanda de los
mismos:
dF

%<0

Si sube el precio de los bienes cae la demanda de los mismos:

J0B <0
dp
El aumento de precios provoca un aumento en la misma proporcion de las
cantidades ofrecidas de bonos. Si los precios suben las firmas quieren producir
mas y por lo tanto ofertan mas bonos. La oferta por el aumento de precios es
mayor que el aumento de la demanda, lo cual implica que caiga el exceso de
demanda de bonos.
JdF -0
dPb
Si sube el precio de los bonos las familias que poseen su riqueza en bonos,
seran mas ricas y consumiran mas bienes, generando un Exceso de demanda de
bienes

Se concluye entonces que:
_ 0B OF 0B OF
dPb Jdp dp 0Pb
JN=E*E =) *(+)>0
El signo del determinante de la matriz Jacobiana es positivo.

] >0

La traza de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio estd dada
por
0B OF

Tr] = —+

app tap = D+ (<0

Por lo tanto el sistema es dinamicamente estable.

3. ANALISIS ESTATICO

Se vera ahora como afecta el cambio de una preferencia por la liquidez a los
valores de equilibrio del modelo, para ello se realizara un andlisis estatico del
modelo en cuestién agregandole a este una variable adicional (1/ a), que
representa la preferencia por la liquidez.

B (YO; Pb; MO; P; 1/a)=0
F (YO; Pb; MO; P)=0
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Primero se comprobard que cumpla las condiciones necesarias para la

aplicacion del analisis estatico:

Todas las funciones del sistema anterior poseen derivadas parciales continuas

respecto a todas las variables (ya se

analizaron sus signos previamente), el

determinante jacobiano en un punto que satisface el equilibrio del sistema resulta
positivo, y por lo tanto distinto de cero. Entones es valido realizar el analisis.

Luego se diferencia las ecuaciones con respecto a 1/ a se obtiene:

dB dPb 0B

dp

aPba(l/a)
9F 9Pb

dpa(1/a)
dF dp

—1/a2=0

aPba(i/a)

apa(l/a)

Se expresa el sistema en su forma matricial

AT\
| dPb ap | oo __(1/a2>
dF OF op 0
\555 ap ) \oa/®

A través del Método de Cramer se buscan las incognitas, que en este caso son
las derivadas parciales de las variables enddégenas respecto de la variable 1/a.

2 0B
1/a a
OF
opb | O wl_—_,
a(1/c) ~ |2B 3B T}
aPb  adp
OF oF
aPb  adp
98 2
. 1/@
dF
ol O |_-_,
a(1/a) ~ |9B 9B T 4
aPb  dp
OF OF
aPb  dp

Se puede concluir que un aumento de la preferencia por la liquidez trae como
consecuencia la caida del precio de los bonos, dado que los individuos preferiran
tener mas saldos reales y por lo tanto ante la falta de demanda, se genera un
exceso de oferta de los mismos, que hace caer su precio.
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En la segunda derivada se puede observar que un aumento de la liquidez
provoca a su vez una disminucion de los precios de los bienes, ya que las familias
desean mantener sus saldos reales y como consecuencia reducen su consumo de
bienes.

4. CONCLUSIONES

A través de una simplificacion del modelo original se comprobd la estabilidad
del mismo y se realizé un analisis estatico que arrojé6 como resultado el impacto
negativo de un aumento de la preferencia por la liquidez en el precio de los bonos
y en los precios de los bienes. Siendo estos resultados coincidentes, como era de
esperarse, con los del modelo original.
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LA TRAMPA DE POBREZA EN ARGENTINA"

Saif Ellafi

Gonzalo Garcia
Agostina Santurio
Ana Silvia Vilker

INTRODUCCION

El siguiente trabajo ha tomado como punto de partida el modelo econdmico
desarrollado por Jeffrey Sachs llamado “La trampa de pobreza”. El reconocido
economista estadounidense ha debatido durante afios acerca de la problematica de
los paises con elevado endeudamiento externo, sumidos en el estancamiento
econdmico. Dentro de las actividades del autor se destacan la participacién en “El
proyecto del milenio” de las Naciones Unidas (ONU), en el que se propusieron 8
objetivos a cumplir hasta el afio 2015 para mejorar las condiciones sociales de los
paises mas empobrecidos del mundo.

El modelo a ser analizado surge de uno de sus informes llamado “Resolviendo
las crisis de deuda de paises de bajos ingresos” publicado en el afo 2002,
posteriormente mencionado en su libro “El fin de la pobreza” (2005).

El objetivo del trabajo es estimar con los valores reales de las variables del
modelo correspondientes a Argentina entre los afios 1993 y 2006, para analizar los
resultados obtenidos del mismo, con la meta de observar si Argentina superd o no
el valor del capital necesario para no caer en la “trampa de pobreza”.

1. EL MODELO

El modelo de la trampa de pobreza, analiza variables econdmicas per capita
que contemplan el ahorro, el ingreso, el nivel de endeudamiento y la ayuda
externa, como también el nivel y la evolucién del capital. El objetivo es buscar el
nivel optimo de capital, o también llamado de equilibrio, a partir del cual la
economia de un pais pueda entrar en un proceso de crecimiento. El capital de
equilibrio se obtiene a partir de la resolucién de una ecuacién diferencial de grado
uno que se deduce de la ecuacion de acumulacién de capital y de las condiciones
del modelo.

Al comparar dicho resultado con el capital real per capita, se podra concluir si
la economia del pais en estudio se encuentra atrapada en una trampa de pobreza

! Este trabajo se realizd en el marco de los proyectos UBACYT 432: Riesgo de precios de

commodities. Propuesta de elaboracion de un indice para América Latina, dirigido por Ana S.

Vilker y UBACyT 478: Aspectos financieros que impactan en dindmicas industriales

innovadoras en Argentina: Agro, Medicamentos y Turismo, dirigido por Maria Teresa Casparri.
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0 no. Es decir, cuando el capital real es inferior al de equilibrio se estara ante una
trampa de pobreza y en caso contrario el pais no se encontrara atrapado en la
pobreza y su economia estara apta para crecer.

1.1 Presentacion del modelo

En este apartado se presentaran las variables del modelo y las ecuaciones que
lo conforman, asi como también la resolucion del mismo para luego derivar en su
analisis y aplicacion.

El modelo examinara las siguientes variables:
s. Ahorro per capita

- Ingreso per capita

0. Propension Marginal del ahorro

m: Linea de Pobreza

g- Producto

£ Ayuda externa

d: Servicios de deuda

m Tasa de crecimiento de la poblacion

O: Tasa de depreciacién del capital

El andlisis parte de la ecuacion representativa del ahorro en funcion del
ingreso, la linea de pobreza y la propension marginal al ahorro. Si se encuentra en
el caso de un pais en el que los ingresos per capita son inferiores a la linea de
pobreza, no permitiendo cubrir las necesidades basicas, entonces no hay ahorro.
En cambio, cuando el ingreso supera dicha linea, existe la posibilidad de ahorro en
base a una propensién marginal, es decir por cada peso que el ingreso supere a la
linea de pobreza, el individuo ahorrara o pesos.

0 siy<m
(1) s = 0_( _ ) .
y-m)siy>m
El ingreso resulta de la suma de la produccién nacional y la ayuda externa
menos los pagos de los servicios de la deuda:

2) y=q+f-d

Asi reemplazando (2) en (1) se obtiene una reexpresién del ahorro en funcién
de las Ultimas variables mencionadas.

3 0 siy<m
(3) 5= { o(qg + f-d-m)siy>m
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Como aclaracién el autor destaca que la diferencia entre la ayuda externa y los
servicios de la deuda no alcanzan a cubrir la linea de pobreza (f —d < m). Por lo
tanto serd necesario tener una produccion mayor a la parte no cubierta de las
necesidades basicas para poder ahorrar (q >m- f + d). Ahora bien, el producto
sera expresado como una funcion lineal del capital:

(4 q = Ak

En este caso “A” sera el coeficiente lineal que los relaciona, el cual sera una
productividad marginal del capital.

Por Ultimo plantea la ecuacion que representa la acumulacién de capital, que es
la variacién del capital en una unidad de tiempo (se supone el afo), que
dependera positivamente del ahorro y negativamente de la tasa de natalidad vy la
tasa de depreciacion del capital.

dk

(5) pri s—(n+ 8k

Reemplazando (3) y (4) en (5) se obtiene la siguiente ecuacion:
dk

6 —= o(Ak + f-d-m)— (n+ Ok

Reordenando se llega a:
dk
7 P k(cA—n—-8)+ o (f—d—m)
Donde k es el Unico valor intrinseco al modelo, quedando asi una ecuacion
diferencial de orden uno en torno a la variable k, que es posible de resolver con los
conocimientos adquiridos en Analisis II y Matematica para Economistas.

De esta manera se procede con la resolucion primero de la ecuacion
homogénea asociada dando como resultado:

kh — C1 e(crA—n—z?)t
Posteriormente se halla la solucién complementaria, la que resulta ser:
o(m+d-—f)
k+=k(t)P = —-—=
= k() (cA—n—-906)

Esta dltima solucién serd equivalente al punto de equilibrio de la ecuacién, es
decir aquel punto donde la derivada se anula —como se podra apreciar mas
adelante- no se producird ni un aumento ni una disminucion del capital.

Uniendo ambas soluciones se obtiene la solucién general2:

o(m+d—-f)

— (cA-n-6)t

2 Desarrollo de la solucién en el anexo al final del trabajo.
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reemplazando t=0 se puede obtener la constante C;:

om+d-f)
G =kO -5
Y sustituyendo:
= om+d-f)
T (6A—-n-96)

Se tiene la siguiente expresion:
k(t) = [ko — k #]e©@An=8t 4+ o «

Esta solucién permitira apreciar el diagrama de fases, el grafico de la
acumulacion del capital en funcidn del capital, que posibilita entender el
comportamiento del modelo y de la trampa de pobreza en si misma ante distintos
valores de sus variables. Para ello es necesario reemplazar dicha solucidn en la
ecuacion de la acumulacion del capital, quedando expresada del siguiente modo:
dk_ [(ko — K)e@4=9t](gA —n — &)
dt
Nuevamente, se hard un reemplazo de la expresion entre corchetes por k — k*,
igualdad que se desprende del despeje en la solucion general obtenida
anteriormente.

@)% = (k—k*)(0A—n—5)
1.2 Diagrama de fases

Tomando la Ultima expresién de la ecuacion de acumulacion del capital se
graficara y analizara el diagrama de fases resultante de ella. Este representara una
funcidon que exprese la variacion del capital segin el monto de capital inicial de un
pais. La ordenada al origen sera el valor de la acumulacién del capital cuando el

capital inicial sea 0, y esto sera % = —k*(6A —n — §). Como condiciéon del modelo

se plantea que (¢4 —n — §) > 0 para poder asegurar el crecimiento, por lo tanto la
pendiente de la recta serd positiva. Al ser esta positiva podemos observar que, a
valores de k >k*, la acumulacién del capital sera positiva y por lo tanto la
economia crecerd. Por el contrario, para valores de k<k*, habrd una des
acumulacion del capital, y la economia se vera atrapada en la trampa de pobreza.

dk—k k A é
G = k—k)A-n=15)
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Grafico 1.Diagrama de fases. Acumulacion del capital en funcion del
capital actual

dk A

dt

kA% (A -r-8)

1.3. Analizando el modelo

A continuacion se recopilan las ecuaciones mas importantes derivadas del
modelo para su analisis.

1 0 si y<m
(){s=a(q+f—d—m) si y>m
2 y=q+f-d

(3) qa =4k

@) L= s—m+ok

at
(13) k(t) = [ky — k +]e@A=n=9t 4«

Si el ingreso es insuficiente para cubrir con las necesidades basicas, (y < m)
entonces tendremos un ahorro nulo:

q+ f-d<m
Ak + f-d <m
k< m-f+ d)JA < kx
s=0
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Y por lo tanto al pasar a la ecuacion de acumulacién de capital (4) esta tomaria
la siguiente forma:

dk
—=—-(+d8k
it ( )

Como se puede ver, estamos en presencia de una desaceleracion en la
acumulacion del capital con una tasa igual a (n + 8)k

Ahora bien, si la economia se encuentra en un punto intermedio, es decir hay
ahorro (y > m) pero no se llega al capital de equilibrio ‘k x=k(t)P = M{

— (cgA-n=-8)|"

q+ f-d>m
Ak + f-d>m
m-f +d)JA <k < k=

Como hay ahorro, ahora la ecuacion de acumulacion de capital tomara la

siguiente forma: = = o(Ak + f-d-m) = (n + §)k< 0

Ecuacidn igual a la obtenida en (6). Pero sin embargo si se analiza la ecuacion
(8) se puede afirmar que como el capital en este caso no alcanza al de equilibrio -
K*-como para impulsar el crecimiento, la economia decrecera a la tasa indicada
hasta el punto en el que el capital sea igual o inferior a (m —f + d)/A, donde
comenzara a disminuira la tasa (n + §)k.

En los casos en que se llegue a esa tasa, el decrecimiento llegard hasta el
punto extremo en donde el capital tienda a cero, punto en el que la tasa de
decrecimiento tendera a:

dk

E=—k*(0A—n—6)

expresion que surge de reemplazar k= 0 en la ecuacion (7) de la seccién anterior.

Con esta informacién se puede elaborar el diagrama de fases, en el que se puede
observar la inestabilidad del punto de equilibrio —la curva tiene pendiente positiva-.
Al encontrarse un pais fuera del valor de capital necesario para el equilibrio nunca
se tenderd a llegar a él a menos que se produzcan cambios en las condiciones
iniciales del modelo. Asi, un pais con capital insuficiente se verd sumido en el
empobrecimiento prolongado de su economia, esto es una “trampa de pobreza” de
la que no podra salir por si solo. Es aqui donde Sachs propone que se aumente la
ayuda externa (f) y se disminuyan los servicios de deuda para poder disminuir
dicho capital minimo necesario para poder impulsarse al crecimiento.
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2. DESCRIPCION DE LAS VARIABLES

En este trabajo se ha tomado el valor real de las variables involucradas en el
modelo descripto en los apartados anteriores, correspondientes a los afos
comprendidos entre 1993 a 2006. A continuacién se comentara el origen y el
tratamiento realizado a los datos utilizados. Para neutralizar el efecto de la
inflacion a lo largo de los afos se trabajara con las variables a precios de 1993.

2.1. Producto bruto interno, ingreso y ahorro

Las variables producto, ingreso y ahorro han sido desagregadas de un cuadro
estadistico llamado “Ingreso Nacional y Ahorro Nacional a precios de 1993”,
informacién provista por el Ministerio de Economia. Al estar expresado en millones
de pesos se lo transformd multiplicando por 1.000.000, y luego para obtener los
valores per capita se los dividid por el nimero de habitantes proporcionados por
estimaciones del Instituto Nacional de Estadistica y Censos (INDEC) en base al
Censo del afio 2001.

Cuadro 1. Ingreso Nacional y Ahorro Nacional a precios de 1993

1993

Producto Interno Bruto a Precios de Mercado 236,505

mas: Ganancia (+) O Pérdida (-) Real del Intercambio 0
igual: | Ingreso Interno Bruto 236,505
menos: | Remuneracion Neta a Factores del Exterior 2,995
| igual: | Ingreso Nacional Bruto 233,510
mas: Transferencias Corrientes Netas 520
| igual: | Ingreso Nacional Bruto Disponible 234,030
menos: | Consumo Nacional Total (privado y publico) 195,628
| igual: | Ahorro Nacional Bruto 38,402

_38402+1000000 .
1998 = 733917440 :

236505 = 1,000,000

Q1993 = 33917220 00296
2340301000000 _
1993 = T33917.440 :
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2.2 Propension marginal al ahorro

La propension marginal al ahorro se calculd haciendo el cociente entre el
ahorro y el ingreso disponible. Calculo equivalente a uno menos la propension
marginal al consumo que surgiria del cociente entre el consumo total y el ingreso
disponible.

g . Ahorro;
l_IngresoDisponiblei

38402
Ahorro1994

IngresoDisponible1994 234030

o = 0.164089388
1993=

2.3 Linea de pobreza

Ante la falta de un indicador de esta variable que represente el valor anual y
que sea representativo de todo el pais se decidid utilizar el valor correspondiente al
mes de septiembre elaborado con informacion del Gran Buenos Aires provista por
la Encuesta Permanente de Hogares.

La fuente fueron dos cuadros estadisticos del INDEC con series histdricas, uno
desde 1988 al 2003 y el otro del 2000 al 2011.

Al no contar con los valores a precios de 1993, se elabord un indice deflactor
que permite expresar los datos en valores constantes de 1993. Para su elaboracion
se parti6 de los datos del Producto bruto interno que se tenian tanto en valores
corrientes como en valores constantes. La relacion entre ambos valores es la
siguiente:

Valoryg9z = ValorCorriente; * Deflactor;

Por ello, el deflactor para el afo i sera el cociente entre el valor a precios de
1993 y el valor corriente del afio i.

D lact Va107”1993
eflactor; = ————
f ' ValorCorriente;

Una vez obtenido el deflactor, se procedi6 a multiplicarlo por los datos
referentes a la linea de indigencia para cada afio entre 1993-2006, y asi obtener
los valores a precios contantes de 1993.

Con los datos del afio 1994 se elabor6 el siguiente ejemplo:
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Cuadro 2. Producto bruto interno a precios corrientes y precios de

mercado
En millones de
pesos
Producto interno bruto de 1994 a precios de 250307.90
1993
Producto interno bruto a precios de mercado 257440.00
El calculo del deflactor esel siguiente:
Deflactorygg, = ——oi0hios 2503979 _ 3 977796069

ValorCorriente,gg, T 257440

Cuadro 3. Linea de indigencia, linea de pobreza e inversa del coeficiente

de Engel
CBA: linea de Inversa del CBT: linea de
Mes indigencia coeficiente pobreza
de Engel

Abril 1993 60.89 2.25 137.01
Septiembre 1993 62.44 2.21 137.99
Abril 1994 61.59 2.32 142.89
Septiembre 1994 62.82 2.33 146.38

Dado que se tomaran los valores de Septiembre, multiplicando estos por el
deflactor del afio 1994 se los obtiene a precios constantes de 1993:

Myges = 146.38 x 0.972296069 = 142.3247128

2.4 Tasa de crecimiento de la poblacién

La tasa de crecimiento poblacional se encuentra en los informes estadisticos de
la CEPAL y del INDEC a valores quinquenales, para hallar el dato anual se ha
tomado la informacién de las estimaciones de poblacién del pais provistas por el

INDEC.

Cuadro 4. Poblacion estimada anual

Ao 1993

1994

Total 33,917,440 | 34,353,066

Varones | 16,645,978 | 16,858,144

Mujeres | 17,271,462 | 17,494,922
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Para medir el crecimiento de un afio a otro se realizo el siguiente calculo:

P

L Pi
siendo: n;la tasa de crecimiento poblacional para el periodo .
P;.1 poblacion total en el periodo j+1.
P; poblacion total en el periodo /.

Pigos . 34353066

= =1.289
P1oos 33917440 %

Ni993 =

2.5 Depreciacion del capital

Para el parametro 8, depreciacion del capital, se utilizd la estimacion realizada
en el trabajo: Simulacion experimental y calibracion de los parametros de un
modelo de ciclo real para la economia de M. Cecilia Gémez y Agustin A. Alonso, en
el que se fijo el parametro en un 2%.

2.6 Ayuda externa y servicios de la deuda

Tanto la informacion de la ayuda externa como los servicios de deuda pagados,
fueron extraidos de un estado de la deuda publica al 31-12-2009 publicado por el
Ministerio de Economia. Uno de sus cuadros especifica los flujos netos con
organismos internacionales. De alli se relacionaron los conceptos de Desembolsos
de las instituciones financieras con la ayuda externa (f) y la suma de los intereses
mas los reintegros de capital con los servicios de la deuda (d). Al estar las
variables expresadas en dolares se procedié a transformarlas a pesos mediante un
indice anual del tipo de cambio elaborado por la Comisiéon Econdmica para América
Latina CEPAL.

Cuadro 5

1993
Total de desembolsos (1) 4,170
Total capital reembolsado (2) | (813)

Capital neto (1) - (2) 3,356
Total intereses pagados (762)
Flujo neto total 2,594
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2.7 Capital y productividad marginal del capital

Para el capital se tomo la valuacion realizada por el INDEC cuyas componentes
son: El equipo durable (maquinaria y material de transporte), Construccion
(residencial y no residencial) y activos cultivados.

Cuadro 6. Stock de capital

STOCK DE CAPITAL
Afio AGREGADO
1993 543,164,234
1994 564,398,250
1995 580,000,768
1996 593,887,427
1997 615,345,507
1998 636,592,081
1999 652,936,506
2000 663,113,276

La productividad marginal del capital se obtuvo realizando el siguiente calculo:

qi
A =+
L ki

siendo: A;La productividad marginal del capital del periodo i.
giProducto del periodo i.
k; Capital del periodo i.
por ejemplo para el afo 1993 este valor resultd ser el siguiente:

A iom _ 6972960819
1993 = 4 s 16014.30514

3. APLICACION DEL MODELO

Las siguientes ecuaciones, correspondientes al modelo tratado en este estudio,
se calcularon con los valores de las variables descriptas en el apartado anterior,
entre los afios 1993 y 2006, con el objetivo de comparar los resultados obtenidos
con lo sucedido en la economia argentina en ese mismo periodo.

= 0.435420754
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s=o0(q+ f-d-m) siy>m
y=q+ f-d
q = Ak
., _O0(m+d-0
(cA—n—-26)
dk

E=(k—k*)(aA—n—8)

Resolviéndolas se hallaron los valores anuales de s (ahorro), Mingreso), g
(producto),% (acumulacion del capital) y k* el capital de equilibrio.

Estas estimaciones arrojan valores muy cercanos a los del ahorro, ingreso y
producto real. Los valores del capital de equilibrio anual obtenidos, se presentan
en el siguiente cuadro enfrentandolos a la medida real del capital.

Cuadro 7.Capital real contra capital de equilibrio

15089.0058 264.364879
15031.5162 597.394509
15097.4684 297.988123
15432.7422 542.946539
15851.9411 550.752155
16108.7219 466.19366

16316.2265 735.351534
16728.6827 647.883887
17132.8652  -583.587662
17404.3851 2427.92974
17510.3777 1415.08938
17496.9959 1519.03561
17150.3869 1751.80753
17106.7414 2976.20878

Al ser superado en todo momento el requerimiento minimo de capital que
surge del modelo, se puede concluir que el pais contd durante todos estos afos del
capital necesario para que la economia crezca, hallandose fuera de una trampa de
pobreza. Puede notarse que en 2001, segin el modelo, el capital de equilibrio es
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negativo, ya que aumentd en gran proporcion la ayuda externa que provoco que el
capital necesario para crecer sea muy pequefio, virtualmente nulo®,

Finalmente, para una profundizacion del analisis matematico, especificamente
grafico, del modelo se graficd el diagrama de fases correspondiente a cada uno de
los afos, partiendo de la ecuacion de capital obtenida en Ultima instancia en la que
se expresa la acumulacion del capital en funcién del mismo, tomando el resto de
las variables como dadas. Si bien no se grafica cada uno de los afios analizados, se
tomo el afio de partida y de finalizacion del analisis, como también el 2001, donde
se puede observar un cambio importante en el capital de equilibrio del pais.

Desde la ecuacion de acumulacién de capital:

%z(k—k*)(aA—n—&)

reemplazando cada una de las variables tomadas como constantes, en este caso:
k *, 0, A, n,y §,surgiran las siguientes ecuaciones para cada afio seleccionado.

dk/dt;e9; = 0.038231049 x k — 10.1069465
dk /dty00, = 0.027549081 x k + 16.077304
dk /dt 006 = 0.09292715 x k — 276.570601

Grafico 2
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® En el afio 2001 durante la presidencia de Fernando de la Rla, el ministro de Economia
Domingo Cavallo llevo a cabo el “Megacanje” que consistio en la postergacion de los
vencimientos de deuda del periodo 2001-2005, valuada en aproximadamente 50000 millones
de dolares. Al suspenderse los pagos los ingresos por ayuda externa pasaron a ser mayores
que los egresos, por cumplimientos de la deuda, permitiendo asi que el modelo encuentre un
punto de equilibrio de capital negativo.
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El grafico muestra como durante los afios transcurridos el diagrama de fases
fue cambiando y junto con este, el capital de equilibrio y la velocidad de
crecimiento o decrecimiento de la economia. Como punto de partida, si se toma el
afio 1993, en el que el capital de equilibrio es de 264.36, se puede observar una
acumulacion del capital de 0.038231049 por unidad de capital existente. Ya
pasando al afio 2001, la recta se desplaza hacia la izquierda disminuyendo asi el
capital necesario para estar en equilibrio que pasa a ser de -583.59, como fue
explicado, fue causado por un aumento de las transferencias de capital del exterior
que se convertian en deuda y una disminucion de los pagos de sus amortizaciones.
Como se puede desprender del grafico y también de los calculos, el capital de
equilibrio se torna negativo, situacion que solo se puede presentar en las
estimaciones pero no en la realidad. Por Ultimo, en el afio 2006 se observa un
deslizamiento de la recta hacia la derecha, aumentando el capital de equilibrio a
2976.21, debiéndose este resultado al desembolso de dinero para la cancelacion
de la deuda con el Fondo Monetario Internacional (FMI), produciendo una
necesidad de capital mayor para el crecimiento de la economia.

4. CONCLUSIONES

A partir de los célculos realizados se puede concluir que en el periodo analizado
la economia argentina nunca se encontré dentro de una trampa de pobreza, es
decir el capital nacional supera durante todo el periodo al capital de equilibrio
definido por el modelo.

Por otro lado, el ahorro a nivel general y durante los afios comprendidos entre
1993 y 2006, ha sido positivo, por lo tanto no hubo un decrecimiento del capital
igual a la tasa de crecimiento de la poblacién mas la tasa de depreciacion del
capital.

Tampoco se encontré la economia argentina en una situacién en la que el
capital es menor que el capital de equilibrio y por lo tanto se produzca un
decrecimiento, hasta el extremo en que la tasa de decrecimiento tienda a valores
tales que el pais se encontraria con una economia en caida continua.

Queda para préximos trabajos, que estan supeditados a la disponibilidad de los
datos, reproducir el modelo para otros paises latinoamericanos que presenten una
economia mas vulnerable que la argentina.
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ANEXO
Resolucion de la ecuacion diferencial asociada al modelo

En el presente apartado se ampliard el desarrollo de resolucion de la ecuacion
diferencial de orden uno necesaria para desarrollar el modelo tratado en el trabajo.
Siendo la ecuacion a resolver:

dk

— —kleA-n-8)=o(f-d-m)
Como primer paso se resuelve la ecuacidon homogénea asociada a la ecuacién
diferencial, utilizando el reemplazo de la variable por el valor e™.

dk
E—k(JA—n—S)—O
k=ert
dk
e ot
e

Reemplazando en la ecuacion dichos valores se obtiene la siguiente expresion, de
la cual despejando el valor de r se obtendra el valor de la raiz.

ret—e"(cA—-n—-6)=0
et[r—(cA—-n—-6)]=0
r—(A—-n—-6)=0

Una vez obtenida la raiz se presenta la solucion homogénea: [k = ¢, e(v4-1-9){

Para obtener la solucién complementaria de la ecuacién, al estar igualada a una
constante, se debe ensayar con un valor de la variable igual a una constante
arbitraria:k = B
dk
dt
Reemplazando obtenemos la siguiente re expresion de la ecuacion completa de

grado uno, de la cual despejando el valor de B se obtendra la solucion
complementaria:

0

0—-B(A—-n—-6)=0d(f—d—m)
_o(—-f+d+m)
" (cA—n-10)

176



Por lo tanto la solucién particular, a la cual llamaremos k*, sera:

*_ "G mFd=h
=k = Ca—n=0)

Sumando ambas soluciones obtenemos la solucidn general de la ecuacién
diferencial de primer orden que se utiliza en la resolucion del modelo:
o(m+d-1f)

— (cA-n-6)t
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UNA FORMALIZACION DEL SISTEMA ECONOMICO DE LA “TEORIiA
GENERAL"” DE KEYNES

Eduardo A. Rodriguez

INTRODUCCION

La presente nota propone una formalizacion del sistema econémico descripto por
John Maynard Keynes en su “Teoria general de la ocupacion, el interés y el
dinero”. Se busca llegar a una representacion lo mas fidedigna posible
exclusivamente a partir de las discusiones y analisis del propio Keynes en dicha
obra. De esta manera se evita deliberadamente la consulta de otros trabajos del
autor como asi también estudios de otros autores al respecto.

Dado el caracter de la obra que se intenta formalizar, es esperable que haya
puntos aqui expuestos que puedan ser interpretados por otros de manera
diferente. Por ello, trataremos de aclarar qué puntos son formalizados
expresamente por Keynes y cudles se derivan de una interpretacion propia de su
discusion.

Siguiendo estas premisas, se concluye que, en definitiva, lo que Keynes realizd es
un analisis de la volatilidad del nivel de ocupacion al exponer su elevada
dependencia de las expectativas. El instrumento fundamental utilizado a tal efecto
es la llamada “funcién de ocupacién” que vincula de manera univoca el nivel de
ocupacion con la demanda global efectiva medida en unidades de salario. Visto de
esta manera, la Teoria General es una exposicion de los determinantes de la
demanda global efectiva y de cdmo su elemento mas volatil (la inversidén) depende
de escenarios de muy dificil prediccién (rendimientos esperados y liquidez futura)
y, por ende, sujetos a revisiones bruscas en periodos de tiempo muy cortos.

Plan de trabajo

La nota comienza presentando el principio de demanda efectiva, para luego
analizar la propension marginal a consumir y a invertir. Una vez definido esta
Ultima, se discute la presentacién de Keynes del mercado de dinero. Una vez
presentada la funcién de ocupacion, la nota finaliza con la determinacion del nivel
de ocupacion, poniendo en evidencia su alta dependencia de las expectativas.

En un anexo se desarrollan las demostraciones de cuatro igualdades presentadas
en los capitulos 20 y 21 de la Teoria General que Keynes utiliza para mostrar que
su teoria es mas general que la teoria “clasica”.
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1. PRINCIPIO DE DEMANDA EFECTIVA

La demanda efectiva de una economia capitalista viene determinada por su nivel
de ocupacion, el cual surge surge como resultado del siguiente conjunto de
relaciones (cap. 3):

(N)

®
F(N)
D

N U N
I

donde @ es la funcion de oferta global y f Ia funcién de demanda global. Z
expresa, en palabras de Keynes, “el precio de oferta global resultante del empleo
de N hombres”, el cual viene determinado por los costos (cap. 6, Apéndice),
mientras que D es “el importe del producto que los empresarios esperan recibir
con el empleo de N hombres”. La tercera relacién exige la igualacién de ambas
funciones que determina el nivel de ocupaciéon N, siendo el valor de D
resultante la “"demanda efectiva”.

El problema a estudiar, para Keynes, se encuentra en la demanda?, ya que es la
que presenta mayor volatilidad. El nivel de ocupacion efectiva genera un nivel de
demanda global determinado. Si su precio es igual al de la oferta, el nivel de
ocupacién se mantiene ya que las previsiones de costo y ganancia esperada se
cumplen. Por otra parte, si el precio de la demanda es inferior al de la oferta, el
nivel de ocupacion es insostenible para las empresas, con lo cual se reduce.

La demanda en la Teoria General de Keynes tiene dos componentes: la propensidn
a consumir (caps. 8 a 10) y la propensidn a invertir (cap. 11). La combinacién de
ambas con la funcién de oferta global (dependiente de los costos y mas estable
que la demanda global) es lo que determina el nivel de ocupacion.

Tal vez, una manera mas apropiada de describir el principio de demanda efectiva
sea mediante la siguiente sucesion:

T

Demanda => Precio Demanda { = ¢ Precio Oferta = { = Ocupacién

\Y

N
<«

! para Keynes, la doctrina “clasica” supone que @ = f , es decir que “la oferta crea su
propia demanda” (cap. 3).
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lo que llevara a Keynes a poder definir una funciéon de ocupacion dependiente de la
demanda. Por ello, tal vez convenga ver la igualdad Z =D, no como una
condicién que permite “cerrar” un sistema, sino como una funcion identidad que,
para cada valor de D asigna un tnico (e igual) valor de Z .

2. PROPENSION A CONSUMIR

Keynes establece una relacion causal entre el ingreso neto medido en términos de
salarios Y, =Y /S, el nivel de salarios S  la propensién a consumir medida en
dinero C :

C:SZ(YS):Cszgz;((YS).

La relacion entre “consumo medido en salarios” C, e “ingreso neto medido en

salarios” Y, viene dada por la funcion y . A esta funcién Keynes la llama
“propension a consumir”, la cual describe como “caracteristica psicoldgica”.

La propiedad fundamental de la propension a consumir es
dC d*C

<1 y —
dv, (dY,)

El requisito de propensidon marginal a consumir menor a la unidad impide que
cualquier crecimiento del ingreso neto medido en salarios se traslade integramente
al consumo. La negatividad de la derivada segunda dice que este traslado es cada
vez menor mientras mayor sea el ingreso neto. De esta manera queda definido un
limite al crecimiento del ingreso, ya que para poder ser mantenido, se requerira
que el otro componente de la demanda (la inversién) crezca cada vez mas para
cerrar la brecha ingreso-consumo.

<0.

3. PROPENSION A INVERTIR

La inversidn es consecuencia de un diferencial de tasas: la eficiencia marginal del
capital y la tasa de interés.

Keynes define la eficiencia marginal del capital como “la tasa de descuento que
lograria igualar el valor presente de la serie de anualidades dada por los
rendimientos esperados del bien de capital, en todo el tiempo que dure, a su
precio de oferta” (cap. 11). Es decir, se define en términos de expectativas del
rendimiento probabley del precio de oferta corriente del bien de capital.
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Cabe aclarar que “precio de oferta del bien de capital” no es el precio al cual es
adquirido en el mercado, sino “el precio que bastaria exactamente para inducir a
un fabricante a producir una nueva unidad adicional del mismo, es decir lo que
alguna vez se llama costo de reposicion” (cap. 11).

Se supone ademas que la eficiencia marginal del capital se reduce a medida que
aumenta la inversion. Para Keynes esto es asi porque la capacidad de los bienes de
capital de generar renta se fundamenta en su escasez (los rendimientos esperados
seran menores mientras mayor sea el stock de capital existente) y, a su vez,
porque la produccidon de una unidad de capital adicional genera presiones alcistas
sobre su precio de oferta (costo).

La propension a invertir crecera mientras la eficiencia marginal del capital sea
superior a la tasa de interés corriente. Una vez alcanzada la igualacion de ambas
tasas, la inversion dejara de crecer. No habra inversion si la eficiencia marginal del
capital es inferior a la tasa de interés corriente.

Si llamamos d a la eficiencia marginal del capital y I a la tasa de interés
corriente, podriamos escribir la propension a invertir como una funcion x (Keynes
no la expresa formalmente):

| |
| =Sx| Max<0,d S —-r jlssgzk(Max{O,d(ls)—r})

con k' >0, K'(O) =0y d'<0, donde d resuelve la ecuacion

I ’ 1
PA@:Z% Q' <0 P’ >0

siendo PK el precio de oferta del bien de capital y Qt su rendimiento esperado al

momento t. Nétese que la negatividad de d'pone un limite al crecimiento del
stock de capital.

Claramente, la eficiencia marginal del capital tiene un alto componente de
expectativas, siendo precisamente esta caracteristica la que la torna volatil y, por
ende, también a la propensidn a invertir.

De hecho, Keynes destaca la precariedad de los prondsticos que se realizan sobre
las condiciones econdmicas futuras, tanto en lo que respecta al mecanismo en si
como a la confianza en los prondsticos obtenidos. En particular Keynes distingue
dos tipos de expectativas (cap. 5):
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e Expectativas de corto plazo: Son relativamente estables. Por ser de corto
plazo pueden bien aproximarse mediante una proyeccién o extrapolacion
de las condiciones econdmicas actuales.

e  Expectativas de largo plazo: Son muy volatiles. Pueden ser revisadas en
cualquier momento de manera imprevista y no pueden ser reemplazadas
por los resultados pasados.

Con expectativas de corto plazo extrapolables a partir de la situacion actual, la
eficiencia marginal del capital resulta muy dependiente de las de largo plazo. Su
precariedad® torna muy inestable los rendimientos probables y, por ende, la
propension a invertir ya que una fuerte revision a la baja en los rendimientos
futuros esperados puede reducir la eficiencia marginal del capital de manera tal de
ubicarla por debajo de la tasa de interés corriente.

La extrema volatilidad de la eficiencia marginal del capital torna imposible que la
propension a invertir sea siempre exactamente igual a la diferencia entre el ingreso
neto y la propension al consumo. Cuando esta brecha no es cerrada por la
inversion, el ingreso neto se reducira para poder restablecer la igualdad.

El otro factor decisivo de la inversion es la tasa de interés corriente. Su
determinacion hay que buscarla en el mercado de dinero, mas precisamente en la
demanda especulativa de dinero.

4. DEMANDA DE DINERO

El mercado de dinero se describe por una Unica ecuacion
M :Ll(Y)+L2(I‘) con />0y L;<0

donde Y es el ingreso neto medido en dinero, I' la tasa de interés monetaria
corriente y M la cantidad de dinero (independiente de Y e I'). La funcién L,

capta la demanda transaccional y precautoria de dinero, que se caracteriza por
depender del ingreso y ser relativamente estable respecto de la tasa de interés.

Por su parte, L2 capta la demanda especulativa de dinero.

2 En el capitulo 12 de la Teoria General Keynes discute cémo la bolsa de valores convierte en
liquidas las inversiones y como tal situacion torna mas inestable el sistema econdmico al
requerirse un continuo recalculo del valor de las empresas. En efecto, dado que la existencia
de la bolsa de valores permite al duefio de una empresa desprenderse de ella de manera
relativamente facil en cualquier momento y que los participantes de la bolsa buscan
maximizar su ganancia derivada de la compraventa de instrumentos financieros, las
inversiones terminan rigiéndose por el precio de las acciones (vinculados a la “psicologia de
masas” y la especulacion) y no por un calculo profesional de los rendimientos de la empresa
en su periodo Util.
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La demanda especulativa de dinero surge de la existencia de incertidumbre
respecto del comportamiento futuro de la tasa de interés, es decir de cuan costoso
sera hacerse de liquidez en el futuro cuando ésta sea necesaria.

La funcion L, cambiard (se desplazard) si lo hacen las expectativas futuras sobre

la tasa de interés o, en términos mas generales, la politica futura el Banco Central.
De hecho, si no hubiera incertidumbre, L2 seria siempre cero porque no tendria

sentido mantener dinero si existen otros activos que pagan una tasa de interés
positiva.

En este contexto, la tasa de interés es la “recompensa por desprenderse de
liquidez y su determinacidn es el resultado de la igualacién del nivel de ventas de
los “bajistas” (aquellos que esperan que la tasa de interés futura se reduzca
respecto de un nivel “seguro”, es decir de un nivel de tasa de interés que no les
genere problemas de liquidez) y del nivel de compras de los “alcistas” (los que
esperan que la tasa a futuro aumente en relacion al nivel “seguro”).

Al respecto, Keynes afirma que “es evidente, pues, que la tasa de interés es un
fendmeno altamente psicoldgico” y que “su valor esta determinado en gran parte
por la opinidn que prevalezca acerca del valor que se espera va a tener”. De
hecho, para Keynes " cualguier nivel de tasa de interés que se acepte con suficiente
conviccion como probablemente duradero, serd duradero” (cap. 15).

5. RESUMEN DEL SISTEMA

Hasta ahora se han analizado los componentes y determinantes de la demanda
global. Escritos formalmente:

D=C+l
Y\J Z,<l Z”<O

C:S"[E con {&'>0 x(0)=0 d'<0

|=S;{Max{o,d[£j_r}j >0 L;<0

M =L (Y)+Ly(r)

3 Keynes sefiala que todos los bienes (mercancias o dinero) tienen un rendimiento igual a
g—c+I,donde ( es el rendimiento derivado de su uso, C su costo de almacenamiento y

| “prima de liquidez”, es decir el valor de disponer de él durante un periodo determinado
siendo ésta “una cosa por la cual la gente esta dispuesta a pagar algo” (cap. 17). Las

mercancias se caracterizan por tener un elevado (| —C pero un | muy bajo, mientras que

en el caso del dinero | es muy altoy ( —C es despreciable.
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De esta manera, el sistema consta de tres elementos: los factores psicoldgicos ( ,,

Ky L2 ), la unidad de salarios S vy la cantidad de dinero M . Las “variables
independientes” de la demanda son la propensién a consumir Y, la eficiencia
marginal del capital k v la tasa de interés I .

Si quisiéramos “cerrar” el sistema, necesitariamos introducir la “oferta global”. A tal
efecto, Keynes aclara que la relacion @ entre el ingreso neto Y y el nivel de
ocupacién N es una relacién uno-a-uno, con lo cual, también lo serd para una
unidad de salaros S determinada. Una vez incorporada la oferta global en el
sistema, Y y N serian las variables dependientes, pero como la relacién es uno-
a-uno, solo bastaria determinar una de ellas para luego obtener la otra.

Sin embargo, por aplicacion del principio de la demanda efectiva, el ingreso neto
es determinado por la demanda, a partir del cual se obtiene el nivel de ocupacion
correspondiente. De esta manera, Keynes termina vinculando el nivel de ocupacion
a la demanda global de la economia mediante lo que llama la “funcién de
ocupacion”.

6. FUNCION DE OCUPACION
Partiendo de la funcién de oferta global Z = CD(N) y sabiendo que la relacién
® es uno-a-uno, podemos escribir su funcién inversa N = o (Z ) Pero, como

la oferta global debe ser igual a la demanda global (Z = D), entonces

-1 .7 .7 . ’ .
N=0] (D), obteniéndose una funciéon que vincula univocamente el nivel de
demanda global con el nivel de ocupacién. Si esta misma funcién es definida sobre
la demanda global en unidades de salario D, = D/S, la relacion resultante
N=F(D

uno.

S) sera la funcion de ocupacién que también es una relacién uno-a-

6.1 Determinacion del nivel de ocupacion

El consumo es relativamente estable respecto del ingreso. Pero la inversion no lo
es ya que esta afectada tanto por la eficiencia marginal del capital (que depende
de los rendimientos esperados de la inversidn) y la tasa de interés (determinada
por las perspectivas de liquidez futura). Partiendo de una situacion inicial de
igualacion entre oferta y demanda global, dada la unidad de salarios, la cantidad
de dinero, la propension a consumir, la propension a invertir y las demandas
transaccional y precautoria de dinero, una revision “pesimista” de las expectativas
(caida de los rendimientos esperados de la inversién, menor liquidez esperada a
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futuro o combinacion de ambos) reduce la demanda global y consecuentemente, el
nivel de ocupacion. De hecho,

N=F(D,)=F(C,+1,)=F(z(Y,)+x(Max{0,d -r}))

con lo cual una caida de d o una suba de I' necesariamente deriva en una
retraccion de N .

Para Keynes, ningln mecanismo asegura que, para un nivel de ingreso neto dado,
la propension a invertir medida en unidades de salario (altamente volatil) sea
exactamente igual a la diferencia entre el ingreso neto medido en salarios (dado) y
la propension a consumir medida en salarios (también dada porque lo esta el
ingreso neto medido en salarios)®.

De esta manera, las razones del ciclo econdmico (y de las crisis econdmicas)
habria que buscarlas, segiin Keynes, en las variaciones de la eficiencia marginal del
capital y su impacto en la inversion. Esta ultima depende de expectativas volatiles
y calculos precarios, determinandose en parte en la bolsa de valores.

Por ello, Keynes reflexiona que para mantener un nivel de actividad determinado
se requiere promover la propension a consumir, porque la inversion determinada
por los privados no puede asegurarse que sea la necesaria (cap. 22).

7. CONCLUSIONES

La funcion de ocupacion vincula de manera univoca el nivel de ocupacién con la
demanda global efectiva. Su alta dependencia de la eficiencia marginal del capital
(afectado por los rendimientos futuros esperados) y de la tasa de interés
monetaria corriente (influido por las perspectivas futuras de liquidez) tornan al
sistema econdmico muy inestable al depender de escenarios de muy dificil
prediccion y, por ende, de calculos que son fuertemente revisados en un sentido u
otro en periodos muy cortos de tiempo.
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ANEXO
Las formulas derivadas en los capitulos 20 y 21 de la Teoria General

En los capitulos 20 y 21 Keynes calcula algunas relaciones para demostrar que su
teoria es mas general que la teoria “clasica”. Para ello, hay que tener presente el
uso recurrente de las siguientes igualdades:

D= pO, D=SD,, p=pS y D, = pO

donde D es la demanda global medida en dinero, O la oferta global medida en
“cantidades”y P el nivel de precios.

Las primeras dos igualdades conciernen a la situaciéon de una industria en
particular. Las dos restantes a la economia en su conjunto.

Primera igualdad: Si el precio [P, es igual al costo primo marginal CMg,
entonces

donde P es la ganancia esperada y €, E(DS/O)(dO/dDS) .

Partiendo de la igualdad D, = p,O = dD, = pst+OdpS =

a)D, = D, —dO +0dp, = Odp, =dD, - — db, =dD, —e,dD, =
0 0 )
=dD, (1-¢,)
b) Odp, = dD, — p,dO = dD, —~CMgdO =dP .
A partir de a) y b) se deduce que
dD, (1-e,)=dP =dD, = dP.QED.

— eO

Keynes destaca que de esta relacién se sigue que si e, =0, “el alza de la
demanda efectiva ira a dar al empresario como ganancia”, mientras que si e, =1
“no se esperaria que parte alguna del aumento de la demanda efectiva se
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convierta en ganancia, siendo el total del mismo absorbido por los elementos que
entran dentro del costo primo marginal”.

Respecto a este dltimo caso €, = 1 resulta relevante la siguiente igualdad.

Segunda igualdad: Si la produccion es funcion CD(N) de la mano de obra

empleada, entonces bajo la condicion de equilibrio del productor es cierto que
_ @" N

1—%=—E#)2, siendo eOE(DS/O)(dO/dDS) y
€, P [@'(N)]

e, =(D,/N)(dN/dD,).

Partimos de la igualdad:
D, = p,O0=dD, =0Odp, + p,dO = db, =0 dp + P, do =
dD dD dD

S S S

_1-0d. DO _odp o 1-e . dp, [dDS sz

dD, O dD,  dD, e, dD, | dN D,
_n O dp, N dp,
D,dN p, dN°

Teniendo en cuenta la condicién de equilibrio del productor

o (N)op oL _dp_ ®"(N)
E_CD(N) ps_‘D'(N) dN [CD'(N)T

resulta entonces

1_eo _ N CD”(N)

=—————=.QED
€ P [@'(N)]
Esta igualdad le permite a Keynes afirmar que la condicién €, =1 implica

CD"( N ) =0, es decir que hay rendimientos constantes a escala en respuesta al
aumento de la ocupacion.
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Tercera igualdad: e =1-g,(1-¢,), donde €, E(D/ p)(dp/dD),
e, =(D,/0)(dO/dD,) y e, =(D/S)(dS/dD).

Partimos de la igualdad

p = p,S = dp=Sdp, + p,dS = dp = Sdp, +§pds.

Definiendo €, E(D/ ps)(dps/st):> dp, =€, ( pS/DS)dDS, lo cual

reemplazando en la formula anterior resulta

S

dp = Se/ [&dis+£ds.
D s

También sabemos que
D=D,S=dD=D.4dS +SdD, = SdD, =dD -D.dS =
= SdD, =dD—(D/S)dS

con lo cual reemplazando tenemos
dp=e, = (dD——de +Ras e p(dD——de +Pas-
D, S S S S
e, SdD-e, 20S+2dS=¢, DdD+JdS(L-e]).
S S S

Multiplicando la Gltima expresién miembro a miembro por D, y luego dividiéndola
miembro a miembro por PAD obtenemos:

p dD "D pdD S p ) dD
! DdS ’ ! ’
:ep+§d_D(l e,)=e,+e (1-€,)
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A su vez, también es cierto

dD dp do
D, =0 dD, =Od do £ =0—"2
£ =P = O =R T RAE = T ap, TP b,
:1=&%+D do :e +e, =1
p, dD, O dD,

Reemplazando esto tltimo en la ecuacion anterior €, = e'p +€, (1—6;)) tenemos

e, =€ +e, (1—(1—e0))=(1—e0)+eS —e, (1-¢)=
=1-e,+e,—e, +e.6, =1-¢,(1-¢,). Q.E.D.

Nétese que si €, = Oo €, =1, la produccién permanecerd invariable y todo
aumento en la demanda se trasladara a precios. Por ello Keynes afirma que esta
ecuacion es “el primer paso hacia una teoria cuantitativa del dinero generalizada”.

Cuarta igualdad: ezedep =€, (1 €.6, +eeeoes) donde se define

=(M/p)(dp/dM), e, =(D/p)(dp/dD), &, =(M/D)(dD/dM) y
e, =(D,/N)(dN/dD;).

La “demostracion” de Keynes no es presentada de manera formal, sino discursiva
(al menos en sus instancias decisivas).

En primer lugar es inmediato que € = edep , ya que

_M dp deMdD
de p dD D dM

=€,8-

Lo que resta demostrar es que €, =1l-ee (1—es). Nétese que esta igualdad

difiere de la “tercera igualdad” sdlo en el hecho de que €, aparece multiplicado

por €,. Sobre la validez de este ‘“reemplazo”, ndtese que

=(D,/0)(dO/dD,) mientras que (recordando que O = D,)
D, dN D, dO OdN D, dO D, dN

ee =————
e NdDOdD NdOOdD NdD
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Si bien es cierto que por la funcién de ocupacién existe una relacién uno-a-uno
entre D y N, esto no habilita a realizar el mencionado reemplazo.

Para que la igualdad de Keynes quede demostrada, se requieren verificar las
condiciones bajo las cuales el “reemplazo” de €, por €,€; en la “tercera igualdad”

es valido. Para ello partimos de la definicion de €, :

D, d0 D, dONdN D, dONdO _ NdO

=== ——

"0dd, OdD,NdN NdNOdN ‘OdN’
por ello la igualdad €, = €,€, requiere que
N dO
B=——.
O dN
Pero como ya sabemos que €, =(D,/0)(d0/dD;), la igualdad de ambas
expresiones implica
D,dO NdO dN dD, D, dN
O dD, OdN N D N dD,

S S

es decir que la demanda global medida en términos de unidades de salario y el
nivel de ocupacién crezca a la misma tasa.® En términos de las definiciones de

Keynes, que la funcién de ocupacion N = F(DS) sea homogénea de grado 1.
Solo asi Q.E.D.

* Una situacion tal podria darse, por ejemplo, si D = SN para algin 4> 0. Si bien la

dependencia de la demanda global D del nivel de ocupacién N estd en el centro del

principio de demanda efectiva en la Teoria General de Keynes, no resulta evidente a lo largo
de su presentacion la homogeneidad de grado 1 de la funcion de ocupacion.
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