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INTRODUCCION A LA SERIE 

 

El objetivo último de esta serie de Cuadernos sobre Teoría de la Probabilidad 
para Modelos Econométricos y Actuariales es el tratamiento de aquellos 

aspectos de la teoría de la probabilidad necesarios para “explicar” el 

comportamiento de fenómenos dinámicos de las ciencias económicas y 

actuariales. Fenómenos cuyo estado natural es de no-equilibrio. Un no-

equilibrio constructivo que, como consecuencia de su propiedad fundamental 

de auto-organización, genera nuevos estados y nuevas estructuras infinitamente 

complejas en el ámbito de la irreversibilidad temporal y que, por tanto, permite 

asimilarlos a procesos estocásticos que evolucionan en el dominio del tiempo y 

cuya configuración varía en el dominio de los estados, definidos éstos por la 

realización simultánea de infinitas variables aleatorias. Esta interpretación de 

un proceso como una sucesión de variables aleatorias ordenadas en el tiempo 

implica, en consecuencia, la necesidad de analizar la naturaleza estocástica de 

sus características individuales, intentando una aproximación a las 

distribuciones de probabilidades que, sin resentir la rigurosidad del tratamiento 

de los complejos formalismos de su fundamento matemático, evite la distorsión 

de la esencia de los fenómenos analizados.  

Mediante un riguroso tratamiento conceptual y aplicado se pretende no sólo 

ofrecer una fuente acabada de conocimiento para la enseñanza y aprendizaje 

sino brindar una herramienta integral para las aplicaciones profesionales en 

economía y finanzas, el análisis de riesgo y los problemas actuariales. Cada 

Cuaderno presentará un contenido preciso y autónomo de un capítulo de la 

teoría de la probabilidad, adecuado para su uso por profesores y alumnos de 

grado y posgrado, investigadores y profesionales de las ciencias económicas y 

actuariales. A todos les damos la bienvenida.  

 

 Alberto Landro y Mirta González 
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INTRODUCCION AL PRIMER CUADERNO 

 

 

Teniendo en cuenta que, el objetivo de esta serie es “explicar” el 

comportamiento de fenómenos dinámicos y que éstos son asimilables a 

procesos estocásticos cuyas características varían de acuerdo con el tipo de 

aplicación de que se trate, se consideró conveniente comenzar con un número 

inicial dedicado a la teoría general de las variables aleatorias. 

El contenido de este Cuaderno incluye el tratamiento de las características de 

las variables continuas y discretas, unidimensionales y multidimensionales. En 

particular está dedicado al estudio de la convergencia estocástica y a las 

propiedades de las funciones características y generatrices de momentos y 

probabilidades. 

Los números siguientes estarán dedicados al estudio de variables individuales. 

En particular, aquellas utilizadas más frecuentemente en aplicaciones 

econométricas y actuariales.  
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1.- Las variables aleatorias unidimensionales 

1.1.- Definición 

Una variable aleatoria se define como una función real de una partición (ߝ) del 
espacio muestral (Ω) asociado a un fenómeno de comportamiento no-
determinístico, formada por los eventos incompatibles ߝ ൌ ሼܧଵ, ,ଶܧ ,ଷܧ … ሽ que 
representan el conjunto exhaustivo de resultados posibles de dicho fenómeno: 
ܺሺݓሻ ൌ |ଵܧ|ଵݔ ൅ |ଶܧ|ଶݔ ൅ |ଷܧ|ଷݔ ൅ ⋯ ሺ߳ݓΩሻ, donde los |ܧ௜| denotan 
indicadores que pueden asumir los valores 1 ó 0 según que el evento ܧ௜ ocurra 
o no y los ݔ௜ son números reales1. De esta forma, la definición de variable 
aleatoria traslada el ámbito del análisis del espacio Ω de los eventos al 
“dominio” (o “soporte”) Թ௡ al cual pertenecen los valores que puede asumir 
(este traslado implica una importante simplificación conceptual, en la medida 
que Ω es un espacio abstracto en tanto que Թ௡ es un espacio Euclidiano sobre 
el cual las operaciones son más simples)2. 

La teoría de las variables aleatorias está dirigida fundamentalmente a la 
asignación de sus probabilidades asociadas. Es decir, dada una variable 
aleatoria ܺ, su análisis está relacionado, en principio, con la asignación de las 
probabilidades de realización de cada uno de los valores de su dominio 
 o, en términos más generales, de las probabilidades de asumir (Ωሺܺሻ߳ݔ)
valores pertenecientes a un conjunto ߳ܤΩሺܺሻ: 

ሻܤ߳ݔሺ݌ ൌ ሿܤሻ߳ݓሾܺሺ݌ ൌ ሿሽܤሻ߳ݓሾܺሺ/ݓሼ݌ ൌ  ሻሿܤሾܺିଵሺ݌

(donde ܤ está definido por un intervalo o por un número finito o una infinidad 
numerable de operaciones y ܺିଵሺܤሻ denota la imagen inversa de 3(ܤ. 

La partición ߝ que define a una variable aleatoria puede ser numerable o 
poseer la cardinalidad del continuo (es decir, ser biunívocamente 
correspondiente con el conjunto de los números reales, ܿܽ݀ݎሺߝሻ ൌ  .(ሺԹሻ݀ݎܽܿ
En el primer caso se dice que la variable es discreta, en el segundo que es 
continua. 

                                                            
1 En términos más intuitivos, una variable aleatoria (según la nomenclatura de de Finetti (1970)) 
es un número unívocamente definido pero no conocido (o no conocido aún). 
2 De acuerdo con Slutsky (1925), la denominación de “variable aleatoria” fue introducida por 
Nekrasov (1901) y difundida por Chuprov. En realidad, ya en 1850 Chebychev había utilizado 
las expresiones “cantidad”, “variable” y “cantidad variable” al tratar la teoría de los errores 
de observación no-sistemáticos. 
3 Si los eventos ݔ௜ que forman el conjunto ܺሺݓሻ son incompatibles, entonces los eventos 
ܺିଵሺܤሻ también serán incompatibles. 
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Como una extensión de la definición anterior, se dice que ܼሺݓሻ ൌ ܺሺݓሻ ൅
ܻ݅ሺݓሻ es una variable aleatoria compleja si ܺሺݓሻ e ܻሺݓሻ son variables 
aleatorias reales. 

Ejemplo n° 1: 

Sea una prueba consistente en arrojar tres monedas “clásicas”. La variable 
aleatoria que representa el número de veces que se puede obtener el resultado 
“cara” está definida de la siguiente forma: 

 

De acuerdo con el supuesto de “perfección” de las monedas, la probabilidad a 
asignar al evento “que la variable asuma el valor 0”, es decir la probabilidad 
de que ocurra el evento: 

:	଴ܧ  "ܽݎܽܿ"	݋݀ܽݐ݈ݑݏ݁ݎ	݈݁	ݖ݁ݒ	ܽ݊ݑ݃݊݅݊	ݎ݁݊݁ݐܾ݋	݋݊

será ݌ሺܧ଴ሻ ൌ
ଵ

଼
. De la misma forma, las probabilidades a asignar a la 

ocurrencia de los eventos: 

:௜ܧ ሺൌ	݅	ݎ݁݊݁ݐܾ݋ 1,2,3ሻ	ݏ݁ܿ݁ݒ	ܽݎܽܿ"" 

serán, respectivamente: ݌ሺܧଵሻ ൌ
ଷ

଼
ଶሻܧሺ݌ ,  ൌ

ଷ

଼
 y ݌ሺܧଷሻ ൌ

ଵ

଼
 . 

1.2.- Las variables aleatorias unidimensionales discretas 

Sea ܺሺݓሻ una variable aleatoria discreta y sea Ωሺܺሻ ൌ ሼݔ௜, ݅ ൌ 1,2, … ሽ su 
dominio y sea la sucesión: 

௜݌ ൌ ሻݓሾܺሺ݌ ൌ ௜ሿݔ ൌ ሻݓሾܺሺ/ݓሼ݌ ൌ ௜ሿሽݔ ൌ ௜ሻሿሺ݅ݔሾܺିଵሺ݌ ൌ 1,2,3, … ሻ 

la asignación de la probabilidad de que la variable asuma cada uno de estos 
valores, la cual define la “función de probabilidades” de la variable. 
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Teniendo en cuenta que los eventos ܺሺݔ௜ሻ son incompatibles, de acuerdo con 
los axiomas de no-negatividad de la probabilidad y de aditividad numerable, 
se obtiene que la función de probabilidades posee las siguientes propiedades: 

i) ݌௜ ൒ 0								ሺ݅ ൌ 1,2,3, … ሻ 

ii) ݌ሾܺሺݓሻ߳Ωሺܺሻሿ ൌ ሼܺିଵሾΩሺܺሻሿሽ݌ ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൌ ଵሻݔ ∪ ሺܺଶ ൌ ଶሻݔ ∪ … ሿ ൌ 

     =	∑ ௜݌ ൌ 1௫೔ఢஐሺ௑ሻ  

Esta propiedad de “aditividad numerable” o “completa” o “monótona” o “ߪ-
aditividad” fue introducida por Borel (1896)(1897)(1898), quien la convirtió 
en el tema central de la teoría de la probabilidad al demostrar su ley fuerte de 
los grandes números. Deben reconocerse, además, los aportes de Lebesgue 
(1901)(1904), Radon (1913)(1915), Fréchet (1915a)(1915b)(1930a)(1930b), 
Daniell (1918)(1919a)(1919b)(1920)(1921), Wiener (1920)(1921a)(1921b) 
(1923)(1924) y Steinhaus (1923)(1930a)(1930b). Si bien Kolmogorov (1933), 
a partir del teorema de continuidad, incorporó a su axiomática la condición de 
aditividad numerable, manifestó ciertas reservas sobre su validez y la justificó 
exclusivamente en virtud de su utilidad en ciertos ámbitos de la investigación 
con respecto a la interpretación frecuencista de la probabilidad (la aditividad 
numerable no siempre puede derivarse de colectivos que satisfacen los 
axiomas de aleatoriedad y convergencia)4. Por su parte, de Finetti (1937) 
considera que la aditividad numerable constituye un ejemplo del riesgo que 
traen aparejadas las conclusiones que se obtienen de un sistema axiomático 
basado exclusivamente en conveniencias matemáticas (ver Landro (2010)). 

La función de probabilidades puede ser graficada en un plano cartesiano en el 
que los valores de la variable figuran en el eje de abcisas y las probabilidades 
respectivas están representadas por segmentos de longitud proporcional a cada 
probabilidad: 

      

                                                            
4 Ver Landro, González (2016). 
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El dominio Ωሺܺሻ ൌ ሼݔ௜, ݅ ൌ 1,2, … ሽ de la variable ܺ y la función de 
probabilidades ሼݔ௜, ,௜݌ ݅ ൌ 1,2, … ሽ componen su “distribución de 
probabilidades”. 

En este caso particular de las variables unidimensionales, cualquier conjunto 
de valores de su dominio puede ser definido a partir de intervalos, utilizando 
operaciones de unión y negación. Se puede concluir, entonces, que los 
intervalos de la recta constituyen la base para la definición de la distribución 
de probabilidades de una variable unidimensional: el conjunto de posibles 
valores de la variable comprendidos en un intervalo ሾݔ௛, ௛ݔ ௞ሿ (paraݔ ൏  (௞ݔ
puede ser expresado por la diferenciaሾݔ௛, ௞ሿݔ ൌ ሿെ∞, ௞ሿݔ െ ሿെ∞,  ௛ሿ a partirݔ
de la cual se obtiene que: 

௛ݔሺ݌ ൑ ܺ ൑ ௞ሻݔ ൌ ሺܺ݌ ൑ ௞ሻݔ െ ሺܺ݌ ൑  ௛ሻݔ

En resumen, para calcular la probabilidad de un evento ሺܺ߳ܤሻ basta conocer, 
para todo ߳ݔΩሺܺሻ, la probabilidad del intervalo ሿെ∞,  ሿ; es decir, bastaݔ
conocer la función: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ሺܺ݌ ൑ ሻݔ ൌ ଵିܺൣ݌ ∈ ሿെ∞, ሿ൧ݔ ൌ ෍ ሺܺ݌ ൌ ௜ሻݔ ൌ ෍ ௜݌
௫೔ஸ௫௫೔ஸ௫

 

௛ݔሺ݌ ൑ ݔ ൑ ௞ሻݔ ൌ ௞ሻݔ௑ሺܨ െ ௛ሻݔ௑ሺܨ ൌ ∆௫೓
௫ೖܨ௑ሺݔሻ 

denominada “función de distribución” o “de probabilidades acumuladas” de la 
variable ܺ, la cual posee las siguientes propiedades: 

1) Es una función no-negativa: ܨ௑ሺݔ௜ሻ ൒ 0		ሺ݅ ൌ 1,2,3, … ሻ y continua por la 
izquierda: ܨ௑ሺݔ௜ െሻ ൌ  ௜ se denominan “puntos deݔ ௜ሻ (los valoresݔ௑ሺܨ
continuidad” de ܺ).  

2) Dados dos eventos: ܣ ൌ ሼܺ ൑ ܤ ௜ሽ yݔ ൌ ൛ܺ ൑ ௜ݔ ௝ൟ, dondeݔ ൑  ,௝ (es decirݔ
tales que ܣ ⊆  de acuerdo con el axioma de aditividad, se verificará que ,(ܤ
ሻܣሺ݌ ൑ ௜ሻݔ௑ሺܨ ,௑ሺ∙ሻ es una función no-decrecienteܨ ሻ. Es decir queܤሺ݌ ൑
௜ݔ∀௝൯൫ݔ௑൫ܨ ൑  .௝൯5ݔ

3) Se verifica que: 

lim
௫→ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ௑ሺെ∞ሻܨ ൌ 0																							 lim
௫→ାஶ

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ௑ሺ൅∞ሻܨ ൌ 1 

                                                            
5 Dado que se trata de una variable aleatoria discreta y debido a las consiguientes 
discontinuidades de la función de probabilidades, en este caso la función de distribución crece 
“a saltos”. 
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Estas condiciones son necesarias y suficientes para que una función pueda ser 
considerada una función de distribución. Es decir, si una función real ܨ௑ሺݔሻ 
satisface las condiciones enunciadas, se puede asegurar que existe una única 
función de distribución de probabilidades correspondiente a la variable ܺ que 
es igual a ܨ௑	ሺݔሻ, para el intervalo ሿെ∞,  .ሿݔ

4) Sean dos variables aleatorias, ܺ e ܻ, con funciones de distribución ܨ௑ሺݔሻ y 
ܺ|ሺ݌ ሻ, respectivamente y tales queݕ௒ሺܨ െ ܻ| ൑ ሻߟ ൐ 1 െ  ߝ y ߟ donde) ߝ
denotan dos constantes positivas). De acuerdo con el teorema de la 
probabilidad total, se puede escribir: 

ܺ|ሾሺ݌ െ ܻ| ൑ ሻߟ ∪ ሺܻ ൑  ሻሿݕ

ൌ ܺ|ሺ݌ െ ܻ| ൑ ሻߟ ൅ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ െ ܺ|ሾሺ݌ െ ܻ| ൑ ሻߟ ∩ ሺܻ ൑  ሻሿݕ

De las relaciones anteriores se obtiene que: 

ܺ|ሾሺ݌ െ ܻ| ൑ ሻߟ ∩ ሺܻ ൑ ሻሿݕ ൌ ሺܺ݌ ൑ ܻ ൅ ሻߟ ൒ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ െ  ߝ

y, por lo tanto, que ݌ሺܺ ൐ ݕ െ ሻߟ ൒ ሺܻ݌ ൐ ሻݕ െ  :Es decir, resulta que .ߝ

ݕ௑ሺܨ െ ሻߟ െ ߝ ൑ ሻݕ௒ሺܨ ൑ ݕ௑ሺܨ ൅ ሻߟ ൅  ߝ

ݕ௑ሺܨ െ ሻߟ െ ݕ௑ሺܨ ൅ ሻߟ െ ߝ ൑ ሻݕ௑ሺܨ െ ሻݕ௒ሺܨ ൑ ݕ௑ሺܨ ൅ ሻߟ െ ݕ௒ሺܨ െ ሻߟ ൅  ߝ

ሻݕ௑ሺܨ| െ |ሻݕ௒ሺܨ ൑ ሾܨ௑ሺݕ ൅ ሻߟ െ ݕ௑ሺܨ െ ሻሿߟ ൅  ߝ

La función de distribución puede ser graficada de la siguiente forma: 

 

 

La función ܨ௑ሺݔሻ asume el valor ݌௜ para todos los valores de ܺ comprendidos 
en el intervalo ሾݔଵ,  ଶ y para todos los puntos incluidos en el intervaloݔ ଶሾ. Enݔ
ሾݔଶ, ଶሻݔ௑ሺܨ ଷሾ, seráݔ ൌ ଵ݌ ൅  .ଶ, y así sucesivamente݌
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Ejemplo n° 2: 

Sea ܺ una variable aleatoria definida como la diferencia de los puntos a 
obtener entre la primera y la segunda tirada de un dado “clásico”. Su dominio 
está definido de la siguiente forma:  

                 

 

  y las funciones de probabilidades y de distribución asumen los valores: 
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Ejemplo n° 3: La variable tiempo de espera 

Supóngase una serie de lanzamientos independientes de una moneda tal que la 
probabilidad de que en una prueba dada se produzca el resultado “cara” (ܥ) es 
igual a ݌ y la probabilidad de que se produzca el resultado “ceca” (ܺ) es igual 
a ݍ ൌ 1 െ  .݌

Sean los eventos: 

:௡ܥ ݊	݈݁	݊݁ "cara"	݋݀ܽݐ݈ݑݏ݁ݎ	݈݁	ܽܿݖݑ݀݋ݎ݌	݁ݏ	݁ݑݍ െ é݋݉݅ݏ	݋ݐ݊݁݅݉ܽݖ݈݊ܽ 

ܺ௡: ݊	݈݁	݊݁	"ceca"	݋݀ܽݐ݈ݑݏ݁ݎ	݈݁	ܽܿݖݑ݀݋ݎ݌	݁ݏ	݁ݑݍ െ é݋݉݅ݏ	݋ݐ݊݁݅݉ܽݖ݈݊ܽ 

De modo que ݌ሺܥ௡ሻ ൌ ሺܺ௡ሻ݌ y ݌ ൌ  ݊ La probabilidad de que en .ݍ
lanzamientos de la moneda se produzca una sucesión dada de ݇ resultados 
“cara” y ݊ െ ݇ resultados “ceca” (por ejemplo, la sucesión ܥଵ, ,ଶܥ … ,  ,௞ܥ
ܺ௞ାଵ, ܺ௞ାଶ, … , ܺ௡) será, entonces: 

ଵܥሺ݌ ∩ ଶܥ ∩ …∩ ௞ܥ ∩ ܺ௞ାଵ ∩ ܺ௞ାଶ ∩ …∩ ܺ௡ሻ ൌ  ௡ି௞ݍ௞݌

Sea ܼሺ௡ሻ la variable aleatoria que representa el número de resultados “cara” a 
obtener en una serie de ݊ lanzamientos. Su distribución de probabilidades será 
de la forma: 

൫ܼሺ௡ሻ݌ ൌ ݇൯ ൌ ଵܥሾሺ݌ ∩ ଶܥ ∩ …∩ ܺ௞ ∩ ௞ାଵܥ ∩ …∩ ܺ௡ሻ ∪ 

∪ ሺܥଵ ∩ ଶܥ ∩ …∩ ܺ௞ିଵ ∩ ௞ܥ ∩ ௞ାଵܥ ∩ …∩ ܺ௡ሻ ∪ 

∪ …∪ ሺ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ …∩ ܺ௡ି௞ ∩ ௡ି௞ାଵܥ ∩ …∩ ௡ሻሿܥ ൌ 
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ൌ ଵܥሾ⋃ሺ݌ ∩ ଶܥ ∩ …∩ ௞ܥ ∩ ܺ௞ାଵ ∩ …∩ ܺ௡ሻሿ ൌ 

ൌ ௡ି௞ݍ௞݌ ൅ ௡ି௞ݍ௞݌ ൅ ⋯൅ ௡ି௞ݍ௞݌ ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݌

௞ݍ௡ି௞						ሺ݇ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ 

Sea ܶ la variable aleatoria que representa el número de tiradas hasta la 
aparición por primera vez del resultado “cara”: 

ሺܶ ൌ ݊ሻ ൌ ሺ ଵܺ ∩ ܺଶ ∩ …∩ ܺ௡ିଵ ∩ ሺ݊									௡ሻܥ ൌ 1,2,3, … ሻ 

Su distribución de probabilidades será de la forma: 

ሺ݊ሻ்݌ ൌ ൜ݍ݌
௡ିଵ														݅ݏ															݊ ൌ 1,2, ….										

0																																										݊ ൌ 0																				
 

 
Se comprueba fácilmente que: 

෍்݌ሺ݊ሻ
ஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍ݍ݌௡ିଵ
ஶ

௡ୀଵ

ൌ ௡ିଵݍ෍݌
ஶ

௡ୀଵ

ൌ
݌

1 െ ݍ
ൌ 1 

La función de distribución queda, entonces, definida de la siguiente forma: 

ሺ݊ሻ்ܨ ൌ ሺܶ݌ ൑ ݊ሻ ൌ 1 െ ሺܶ݌ ൐ ݊ሻ ൌ 1 െ ሺܶ݌ ൒ ݊ ൅ 1ሻ 

ൌ 1 െ ෍ ሺܶ݌ ൌ ݆ሻ ൌ

ஶ

௝ୀ௡ାଵ

 

ൌ 1 െ ෍ ௝ିଵݍ݌
ஶ

௝ୀ௡ାଵ

ൌ 1 െ ௡෍ݍ݌
௡ݍ݌

1 െ ݍ
ൌ 1 െ ௡ݍ

ஶ

௝ୀ଴

 

 

Un problema interesante relacionado con la variable ܶ, es el referido a la 
distribución de la denominada “espera residual”, es decir, a la probabilidad de 
que el resultado “cara” se produzca al cabo de ݊ଶ lanzamientos de la moneda, 
si ya sufre un retraso de ݊ଵ tiradas (en  otros términos, la probabilidad de que 
el tiempo de espera del resultado “cara” sea ݊ଵ ൅ ݊ଶ, sabiendo que debe ser 
mayor que ݊ଵ). De acuerdo con el análisis precedente, se tiene que: 

ሾܶ݌ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶ ሺܶ ൐ ݊ଵሻ⁄ ሿ ൌ
ሾሺܶ݌ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶሻ ∩ ሺܶ ൐ ݊ଵሻሿ

ሺܶ݌ ൐ ݊ଵሻ
	ൌ 
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ൌ
ሺܶ݌ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶሻ

ሺܶ݌ ൐ ݊ଵሻ
ൌ 

ൌ
௡భା௡మିଵݍ݌

௡భݍ
ൌ ௡మିଵݍ݌ ൌ ሺܶ݌ ൐ ݊ଶሻ 

De lo que se concluye que la variable espera residual tiene la misma 
distribución de probabilidades que la variable “espera desde el inicio”. Un 
resultado que contradice la idea intuitiva que el tiempo de espera ya 
transcurrido debería de alguna forma reducir el tiempo de espera no 
transcurrido. En realidad, debido a la independencia postulada entre estos 
eventos, el tiempo de espera se reproduce con las mismas características que 
poseía al inicio, sin que se vea afectado por la extensión del tiempo de espera 
ya transcurrido6. 

_________________________________ 

Asociada a una variable aleatoria ܺ es posible definir también una “función de 
supervivencia”: 

ܵ௑ሺݔ௜ሻ ൌ 1 െ ௜ሻݔ௑ሺܨ ൌ ሺܺ݌ ൐ ௜ሻݔ ൌ ෍ ௝݌
௫வ௫೔

						൫ݔ௜߳Ωሺܺሻ൯ 

Se denomina “espectro” de una variable aleatoria al conjunto de puntos con 
probabilidad no-nula; es decir, al conjunto de puntos de discontinuidad de 
 ሻ. Se puede concluir en forma inmediata que, para una variable aleatoriaݔ௑ሺܨ
discreta, el espectro coincide con su dominio (Ωሺܺሻ) y, por lo tanto, tiene 
probabilidad igual a uno.  

Como se verá en la sección siguiente, para una variable aleatoria continua el 
espectro es vacío y con probabilidad nula. Por lo que se puede concluir que 
como máximo el espectro puede ser un conjunto numerable. Sea una variable 
ܺ tal que: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ሺ௫வ௔ሻୀܫ ቄ
ݔ						݅ݏ								0 ൑ ܽ
ݔ						݅ݏ							1 ൐ ܽ

 

(donde ܫሺ௫வ௔ሻ denota una función indicadora del conjunto ሾݔ ൐ ܽሿ). Su 
espectro está definido por el punto ܽ, de modo que ܨ௑ሺݔሻ representa la 
función de distribución del caso límite de una variable aleatoria cuyo dominio 

                                                            
6 Es una creencia generalizada (e injustificada) suponer que, a pesar de la independencia de los 
eventos, el tiempo de espera de un resultado dado depende de un retardo acumulado. Una 
hipótesis que, obviamente, contradice la condición de coherencia de la interpretación 
deFinettiana (ver Landro (2010, p. 58)). 
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es Ωሺܺሻ ൌ ሼܽሽ y su función de probabilidades es ݌ሺܺ ൌ ܽሻ ൌ 1. Estas 
variables se denominan “constantes” o “quasi constantes” o “quasi constantes 
con certeza” o “degeneradas” o “concentradas en un punto”. 

1.3.- Las variables aleatorias unidimensionales continuas 

Se dice que ܺ es una variable aleatoria continua si su función de distribución, 
 Թଵ y si existe, además, una߳ݔ ሻ (no-decreciente), es continua para todoݔ௑ሺܨ
“función de densidad de probabilidad” ( ௑݂ሺߠ,  :ሻ) no-negativa tal queݔ

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ሺܺ݌ ൑ ሻݔ ൌ න ௑݂ሺߠ, Թሻ߳ݔ∀ሺ												ݕሻ݀ݕ

௫

ିஶ

 

(donde ߠ denota un vector de parámetros). 

De modo que, si ܨ௑ሺݔሻ es absolutamente continua, será7: 

௑݂ሺߠ, ሻݔ ൌ
݀
ݔ݀

ሻݔ௑ሺܨ ൌ 

ൌ lim
∆௫→଴

ݔ௑ሺܨ ൅ ሻݔ∆ െ ሻݔ௑ሺܨ

ݔ∆
ൌ lim

∆௫→଴
ݔሺ݌ ൏ ܺ ൏ ݔ ൅ ݔ∆ሺ					ሻݔ∆ ൐ 0ሻ 

Si bien desempeña el mismo rol que la función ݌௜ሺ݅ ൌ 1,2, … ሻ para las 
variables aleatorias discretas, estrictamente hablando, ௑݂ሺߠ,  ሻ no es unaݔ
función de probabilidades, ya que, para las variables continuas la probabilidad 
en cada punto es nula: 

ሺܺ݌ ൌ ܽሻ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 0

௔

௔

 

Se puede concluir entonces que, en este caso, por razones puramente 
matemáticas, el concepto de probabilidad resulta en sí mismo insuficiente para 
atribuir distintos grados de confiabilidad a los diferentes eventos de la 
partición que define a la variable aleatoria, ya que los grados de creencia están 
todos identificados con la probabilidad del evento imposible. En 
consecuencia, se conviene que, si ௑݂ሺݔሻ ൒ ௑݂ሺݕሻ, debe interpretarse que el 
grado de confiabilidad en la ocurrencia del evento ሺܺ ൌ  ሻ es mayor o igualݔ

                                                            
7 Que 

ௗ

ௗ௫
 ሻ esté definida sólo para casi todos los valores de ܺ, no afecta a la determinaciónݔ௑ሺܨ

unívoca de la integral ܨ௑ሺݔሻ ൌ ׬
ௗ

ௗ௫
ሻݔ௑ሺܨ

௫
ି∞ . 
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que el correspondiente al evento ሺܺ ൌ  ሻ (aun sabiendo que a los dos eventosݕ
les corresponde la misma probabilidad, ݌ሺܺ ൌ ሻݔ ൌ ሺܺ݌ ൌ ሻݕ ൌ 0ሻ8. 

De acuerdo con una interpretación de la probabilidad en términos de teoría de 
la medida, una probabilidad nula es asimilable a la probabilidad de acertar en 
un blanco definido por un punto con una flecha cuya punta tiene espesor cero. 
Se genera entonces una paradoja que podría ser expresada de la siguiente 
forma: si es imposible acertar en cada punto, ¿cómo se puede explicar que la 
probabilidad de acertar por lo menos en un punto sea igual a la unidad? En 
realidad, este planteo es ficticio y surge del error de intentar transformar la 
probabilidad en certeza, de ignorar que entre un evento “posible”, aunque de 
probabilidad nula y un evento “imposible” existe una diferencia de carácter 
cualitativo. 

Según la definición Boreliana, la probabilidad de que la variable ܺ asuma 
valores incluidos en un conjunto cualquiera de su dominio queda definida por 
la siguiente integral de Lebesgue-Stieltjes9: 

ሻܤሺܺ߳݌ ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀
஻

ൌ න ௑݂ሺߠ, ݔሻ݀ݔ
஻

									ሺ߳ܤԹଵሻ 

De acuerdo con el concepto de densidad y, teniendo en cuenta la propiedad de 
aditividad completa, será: 

௑݂ሺߠ, ݔሻ݀ݔ ൌ න ௑݂ሺߠ, ݑሻ݀ݑ

௫ାௗ௫

௫

ൌ ݔሺ݌ ൑ ܺ ൑ ݔ ൅  ሻݔ݀

La función de densidad posee las siguientes propiedades: 

1) ௑݂ሺߠ, ሻݔ ൒ 0								ሺ∀߳ݔԹଵሻ 

׬ (2 ௑݂ሺߠ, ሻݔ
ஶ
ିஶ ݔ݀ ൌ 1 

Estas condiciones son suficientes para poder asegurar que ௑݂ሺߠ,  ሻ es unaݔ
función de densidad. Es decir, si una función ௑݂ሺߠ,  ሻ en Թଵcumple estasݔ
condiciones, entonces se puede asegurar que la función ܨ௑ሺݔሻ definida en la 
página precedente, es una función de distribución de la variable ܺ y, por lo 

                                                            
8 Se puede concluir, entonces que, como se mencionó en la sección precedente, para una 
variable aleatoria continua el espectro es vacío y, por lo tanto, con probabilidad nula. 
9 Se concluye fácilmente que ݌ሺܺ ൌ ሻݔ ് 0 si y sólo si ܨ௑ሺݔሻ es discontinua en ݔ. Pero ܨ௑ሺݔሻ 
posee puntos de discontinuidad en los puntos Ωሺܺሻ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … ሽ que definen el dominio de 
una variable discreta. 
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tanto, que ௑݂ሺߠ, ,ߠሻ define una función de densidad. Obsérvese que ௑݂ሺݔ  ݔሻ݀ݔ
es el valor del área de un rectángulo de base ݀ݔ y altura proporcional a 
௑݂ሺߠ,  ሻ. En general, dada una variable aleatoria ܺ que existe en el intervaloݔ
Ωሺܺሻ ൌ ሾܿ, ݀ሿ, la probabilidad de que ܺ asuma valores comprendidos en un 
intervalo ሾܽ, ܾሿ (ܿ ൑ ܽ ൑ ܾ ൑ ݀), puede ser representada como la suma de las 
áreas de ݊ rectángulos (݊ → ∞) de base ݀ݔ: 

ሺܽ݌ ൑ ܺ ൑ ܾሻ ൌ lim
௡→ஶ

෍ ௑݂ሺߦ௜ሻ
௡

௜ୀଵ

ݔ݀ ൌ ቌ݌ ራ ௑ܧ
௫ఢሾ௔,௕ሿ

ቍ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔

ൌ 

ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

ିஶ

െ න ௑݂ሺݔሻ

௔

ିஶ

ݔ݀ ൌ ௑ሺܾሻܨ െ ௑ሺܽሻܨ ൌ 

ൌ ∆௔௕ܨ௑ሺݔሻ												ሺെ∞ ൏ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ሻ 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de distribución ܨ௑ሺݔሻ ൫߳ݔΩሺܺሻ൯, 
entonces toda potencia positiva (ߙ ൐ ௑ܨ (0

ఈሺݔሻ es una función de distribución. 
Una propiedad similar se cumple para las funciones de supervivencia. 

Ejemplo n°4:  

Como se vio en la página precedente, para variables continuas la condición 
ሺܺ݌ ൌ ሻݔ ൌ 0 (para cualquier valor de ݔ) no deriva de ninguna hipótesis de 
equiprobabilidad. Para definir una distribución continua que atribuya el 
mismo grado de creencia a todos los puntos de su dominio o de cualquiera de 
sus subconjuntos, es natural imponer la condición que, para cualquier par de 
valores ݔ, ሻݔΩሺܺሻ, se verifique que ௑݂ሺ߳ݕ ൌ ௑݂ሺݕሻ. Es decir, que la función 
de densidad sea constante sobre el conjunto de puntos que se suponen 
equiprobables. La selección de esta constante obviamente debe ser realizada 
de modo que se cumpla la condición ׬ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1

ஶ
ିஶ . Luego, dado un 

dominio Ωሺܺሻ ൌ ሾܽ, ܾሿ, sea una variable aleatoria continua ܺ con función de 
densidad de la forma10: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൞

ݔ													ܽݎܽ݌															0 ൏ ܽ
1

ܾ െ ܽ
ܽ								ܽݎܽ݌											 ൑ ݔ ൑ ܾ

ݔ												ܽݎܽ݌																0 ൐ ܾ

 

                                                            
10 La utilización de intervalos cerrados o abiertos es indiferente ya que, como se mencionó más 
arriba, dado que la distribución de probabilidades es continua, la probabilidad en un punto es 
igual a cero. 
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La función de distribución está definida por: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ න ௑݂ሺݕሻ݀ݕ

௫

ିஶ

ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ න0݀ݑ ൌ 0																																																			ሺݔ ൏ ܽሻ

௔

ିஶ

න0݀ݑ ൅ න
1

ܾ െ ܽ
ݑ݀ ൌ

ݔ െ ܽ
ܾ െ ܽ

									

௫

௔

௔

ିஶ

ሺܽ ൑ ݔ ൑ ܾሻ

න ݑ0݀ ൅ න
1

ܾ െ ܽ
ݑ݀ ൅ න0݀ݑ ൌ 1									ሺݔ ൐ ܾሻ

௫

௕

௕

௔

௔

ିஶ

 

          

De acuerdo con lo mencionado en las páginas precedentes, la densidad 
constante en el intervalo ሾܽ, ܾሿ traduce la idea intuitiva de equiprobabilidad 
para todos los puntos del intervalo. De modo que la probabilidad de que la 
variable asuma valores comprendidos en el intervalo ሾݔଵ, ܽ ଶሿ, siendoݔ ൑
ଵݔ ൑ ଶݔ ൑ ܾ, es directamente proporcional a la longitud de dicho intervalo: 

ଵݔሺ݌ ൑ ݔ ൑ ଶሻݔ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

௫మ

௫భ

ൌ න
1

ܾ െ ܽ
ݔ݀

௫మ

௫భ

ൌ
ଶݔ െ ଵݔ
ܾ െ ܽ

 

Luego, a intervalos de igual longitud les corresponderán iguales 
probabilidades. Esta propiedad es análoga a la de la distribución discreta que 
asigna probabilidades iguales a un número finito de puntos. 

Esta distribución –a la que se conoce como “uniforme” y se denota por 
ܷሺܽ, ܾሻ- es un ejemplo de los peligros que trae aparejado un planteo 
axiomático de la teoría de la probabilidad y la pretensión de extender 
conclusiones abstractas a aplicaciones concretas: la probabilidad unitaria del 
evento cierto surge como la suma de infinitas probabilidades nulas relativas a 
los puntos racionales, lo cual conduce a las consideraciones sobre la 
insuficiencia del concepto de aditividad completa realizadas en la Sec.1.2. 
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2.- Las variables aleatorias de más de una dimensión 

2.1.- Las variables aleatorias multidimensionales continuas 

Sea ሼ ଵܺሺݓሻ, ܺଶሺݓሻ, … , ܺ௡ሺݓሻሽሺ߳ݓΩሻ un conjunto de variables aleatorias 
unidimensionales continuas. La combinación de estas variables permite 
definir una variable de ݊ dimensiones ࢄሺ࢝ሻ cuyo dominio está dado por el 
producto cartesiano de los dominios de las “variables marginales” (o 
“variables componentes”). Se dice, entonces, que el vector: 

ሻ࢝ሺࢄ ൌ ሾ ଵܺሺݓሻ ܺଶሺݓሻ… ܺ௡ሺݓሻሿ்					ሺ∀߳ݓΩሻ 

puede ser considerado una variable aleatoria continua ݊-dimensional con 
“función de distribución de probabilidades conjunta”: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 

ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻݔ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൑ ,ଵݔሺ				௡ሻሿݔ ,ଶݔ … , ,ܤ௡߳ݔ  Թ௡ሻ߳ܤ

si existe una función de densidad ௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺࣂ, ,ଵݔ ,ଶݔ … ,  :௡ሻ tal queݔ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ሻ࢞ሺࢄܨ ൌ ࢄሺ݌ ൑ ሻ࢞ ൌ 

ൌ න න … න ௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺࣂ, ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௡ሻݕ

௫೙

ିஶ

௫మ

ିஶ

௫భ

ିஶ

ଶݕଵ݀ݕ݀  ௡ݕ݀…

donde ࢄ ൑  debe ser entendida como la desigualdad entre dos vectores, de ࢞
modo que cada componente del primer vector es menor o igual que el 
correspondiente componente del segundo. 

Si se verifica que: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 

ൌ න න … න
߲௡ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ

ଶݔଵ߲ݔ߲ ௡ݔ߲…
ଶݔଵ݀ݔ݀ ௡ݔ݀…

௫೙

ିஶ

௫మ

ିஶ

௫భ

ିஶ

 

la función ࢄܨሺ࢞ሻ es absolutamente continua. 

Esta función de densidad posee las siguientes propiedades: 

1) ௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺࣂ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൒ 0 
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׬ (2 ௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺࣂ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ଶݔଵ݀ݔ௡ሻ݀ݔ ௡ݔ݀… ൌ 1ஐሺ௑ሻ  

     ሺΩሺܺሻ ൌ Ωሺ ଵܺሻ ൈ Ωሺܺଶሻ ൈ …ൈ Ωሺܺ௡ሻ ∈ Թ௡ሻ. 

La función de distribución conjunta para cualquier subconjunto 
ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௞ሽሺ݇ ൏ ݊ሻ del vector ࢄሺ࢝ሻ define la llamada “función de 
distribución de probabilidades marginal”. 

A partir de la definición de la función de densidad conjunta es posible calcular 
la probabilidad de que la variable ࢄ esté incluida en una región cualquiera de 
su dominio: 

ሻܤ߳ࢄሺ݌ ൌ න ௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺࣂ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ଶݔଵ݀ݔ௡ሻ݀ݔ ௡ݔ݀…
஻

						ሺ߳ܤԹ௡ሻ 

Sea, en particular, una variable aleatoria de dos dimensiones, ࢄሺ࢝ሻ ൌ
ሾ ଵܺሺݓሻ, ܺଶሺݓሻሿ. Entonces será: 

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻሿݔ ൌ 

ൌ ൫ൣ/ݓ൛݌ |ܺ ൑ ଵ൯ݔ ∩ ሺܺଶ ൑  =ଶሻ൧ൟݔ

ൌ ሺ/ݓሼሾ݌ ଵܺ ൑ ଵሻሿݔ ∩ ሾݓ/ሺܺଶ ൑ ଶሻሿሽݔ ൌ 

ൌ න ,ଵݕ௑భ,௑మሺܨ݀ ଶሻݕ
௬భஸ௫భ
௬మஸ௫మ

ൌ න න ,ଵݕ௑భ,௑మሺܨ݀ ଶሻݕ

௫మ

ିஶ

௫భ

ିஶ

				ሺ ଵܺ, ܺଶ߳ܤ,  Թଶሻ߳ܤ

La probabilidad de que la variable ࢄ asuma valores comprendidos en un 
rectángulo ሺݔଵᇲ ൑ ଵܺ ൑ ,ଵᇲᇲݔ ଶᇲݔ ൑ ܺଶ ൑ ଵᇲݔ ଶᇲᇲሻ, paraݔ ൑ ଵᇲᇲݔ , ଶᇲݔ ൑ ଶᇲᇲݔ  -
definido por el producto Cartesiano Ωሺ ଵܺሻ ൈ Ωሺܺଶሻ, entonces está definida de 
la siguiente forma: 
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ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺݔଶᇲ ൑ ܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻሿݔ ൌ න ,ଵݑ௑భ,௑మሺܨ݀ ଶሻݑ
௫భᇲஸ௨భஸ௫భᇲᇲ
௫మᇲஸ௨మஸ௫మᇲᇲ

ൌ 

ൌ ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻሿݔ െ ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲሻሿݔ ൌ 

ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻሿݔ െ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲሻሿݔ െ 

െሼ݌ሾሺ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲሻሿݔ െ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵᇲሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶᇲሻሿሽݔ ൌ 

ൌ ଵᇲᇲݔ௑భ,௑మሺܨ , ଶᇲᇲሻݔ െ ,ଵᇲݔ௑భ,௑మሺܨ ଶᇲᇲሻݔ െ ଵᇲᇲݔ௑భ,௑మሺܨ , ଶᇲሻݔ ൅ ,ଵᇲݔ௑భ,௑మሺܨ  ଶᇲሻݔ

Introduciendo un operador diferencia simple de la función ܨ con respecto a la 
variable ଵܺ, de ݔଵᇲ a ݔଵᇲᇲ , de la forma: 

∆௑భ
൫௫భᇲ,௫భᇲᇲ൯ܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ଵᇲᇲݔ௑భ,௑మሺܨ , ଶሻݔ െ ,ଵᇲݔ௑భ,௑మሺܨ  ଶሻݔ

y, teniendo en cuenta que las diferencias múltiples se obtienen de la iteración 
de las diferencias simples con respecto a distintas variables, resulta que la 
definición anterior puede ser expresada de la siguiente forma: 

ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺݔଶᇲ ൑ ܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻሿݔ ൌ 

ൌ ∆௑భ
൫௫భᇲ,௫భᇲᇲ൯∆௑మ

൫௫మᇲ,௫మᇲᇲ൯ܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 

ൌ ∆௑భ
൫௫భᇲ,௫భᇲᇲ൯ൣܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶᇲᇲሻݔ െ ,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ  ଶᇲሻ൧ݔ

La función de distribución ܨ௑భ,௑మሺݔଵ,  ଶሻ posee las mismas propiedades queݔ
las correspondientes a la variable unidimensional: 

1) Es no-decreciente, es decir, para ݔଵᇲ ൏ ଵᇲᇲݔ  y ݔଶᇲ ൏  ଶᇲᇲ todas lasݔ
diferencias de segundo orden son no-negativas: 

∆௑భ
൫௫భᇲ,௫భᇲᇲ൯∆௑మ

൫௫మᇲ,௫మᇲᇲ൯ܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 

ൌ ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺݔଶᇲ ൑ ܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻሿݔ ൒ 0 

2) Es continua por la izquierda para cada una de las variables marginales. 

3) Por definición ܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑  ,ଶሻሿ. Ahora bienݔ
cuando ݔଵ → ∞, el conjuntoሺ ଵܺ ൑ ଵሻݔ → ∅. Luego, la intersección ሺ ଵܺ ൑
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ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻݔ → ∅ y, por lo tanto, ݌ሾሺ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻሿݔ → 0. Es 
decir, se verifica que: 

lim
௫భ→ିஶ

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ lim
௫మ→ିஶ

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ 0 

4) Supóngase que ݔଵ → ൅∞ y ݔଶ → ൅∞, entonces ሺ ଵܺ ൑ ଵሻݔ → Ω y ሺܺଶ ൑
ଶሻݔ → Ω. Luego, la intersección ሺ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻݔ → Ω y, por lo tanto 
ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻሿݔ → 1. Es decir, se verifica que: 

lim
௫భ→ାஶ
௫మ→ାஶ

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ 1 

5) Supóngase que sólo ݔଵ → ∞, entonces se verifica: i) que ሺ ଵܺ ൑ ଵሻݔ → Ω u 
ii) que la intersección Ω ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻݔ ൌ ሺܺଶ ൑  :ଶሻ. Luego, seráݔ

lim
௫భ→ାஶ

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ lim
௫భ→ାஶ

න ቎ න ௑݂భ,௑మሺߠ, ,ଵݕ ଵݕଶሻ݀ݕ

௫భ

ିஶ

቏ ଶݕ݀ ൌ

௫మ

ିஶ

 

න ௑݂మሺݕଶሻ݀ݕଶ

௫మ

ିஶ

ൌ ሺܺଶ݌ ൑ ଶሻݔ ൌ  ଶሻݔ௑మሺܨ

De la misma forma, resulta que: 

lim
௫మ→ାஶ

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ lim
௫మ→ାஶ

න ቎ න ௑݂భ,௑మሺߠ, ,ଵݕ ଶݕଶሻ݀ݕ

௫మ

ିஶ

቏ ଵݕ݀ ൌ

௫భ

ିஶ

 

ൌ න ௑݂భሺݕଵሻ݀ݕଵ

௫మ

ିஶ

ൌ ሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ൌ ଵሻݔ௑భሺܨ  

donde ܨ௑భሺ∙ሻ y ܨ௑మሺ∙ሻ denotan las funciones de distribución marginales y 

௑݂భሺߠ, ଵሻݔ ൌ න ௑݂భ,௑మሺߠ, ,ଵݔ ଶݔଶሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

 

௑݂మሺߠ, ଶሻݔ ൌ න ௑݂భ,௑మሺߠ, ,ଵݔ ଵݔଶሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ
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denotan las funciones de densidad marginales (obsérvese que, a partir de la 
función de la función de distribución conjunta de una variable 
multidimensional ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ es posible analizar las relaciones –
estocásticas- entre las variables componentes). 

6) A partir de las propiedades 1) y 3) se demuestra que: 

ଵᇲݔ	݅ݏ ൑ ଵᇲᇲݔ ⇒ ,ଵᇲݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൑ ଵᇲᇲݔ௑భ,௑మሺܨ , ଶሻݔ ⇒ 

⇒ ∆௑భ
ቀ௫భᇲ,௫భᇲᇲቁܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൒ 0 

ଶᇲݔ	݅ݏ ൑ ଶᇲᇲݔ ⇒ ,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶᇲሻݔ ൑ ,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶᇲᇲሻݔ ⇒ 

⇒ ∆௑భ
ቀ௫మᇲ,௫మᇲᇲቁܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൒ 0 

Es decir que la función de distribución correspondiente a una variable 
bidimensional es no-decreciente con respecto a cada una de las variables 
marginales. 

El conjunto de funciones de distribución ܨ௑,௒ሺݔ,  ሻ yݔ௑ሺܨ ሻ que admite aݕ
 ”ሻ como funciones de distribución marginales define la “clase de Fréchetݕ௒ሺܨ
asociada a las funciones ܨ௑ሺݔሻ y ܨ௒ሺݕሻ”, ࣠൫ܨ௑ሺݔሻ,  ሻ൯11. De la mismaݕ௒ሺܨ
forma, dadas las funciones de supervivencia ܵ௑ሺݔሻ y ܵ௒ሺݕሻ marginales, es 
posible definir una clase de Fréchet asociada a  ܵ௑ሺݔሻ y ܵ௒ሺݕሻ, 
࣠൫ܵ௑ሺݔሻ, ܵ௒ሺݕሻ൯. 

Dado que, como se mencionó más arriba, ܨ௑,௒ሺݔ, -ሻ es una función noݕ
decreciente en ݔ e ݕ, será ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൑ ሻ∞,ݔ௑,௒ሺܨ ൌ ,ݔ௑,௒ሺܨ ሻ yݔ௑ሺܨ ሻݕ ൑
,∞௑,௒ሺܨ ሻݕ ൑  ,ሻ y, por lo tantoݕ௒ሺܨ ,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൑ ݉݅݊ሾܨ௑ሺݔሻ, ሻሿݕ௒ሺܨ ൌ

௑,௒ܨ
ሺ௠ሻሺݔ,  .ሻݕ

Por otra parte, dado que: 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ܵ௑,௒ሺݔ, ሻݕ െ 1 ൅ ሻݔ௑ሺܨ ൅  ሻݕ௒ሺܨ

y, teniendo en cuenta que ܵ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൒ 0, será: 

                                                            
11 Fréchet (1935) (1951) (1957). Dada la importancia de las contribuciones realizadas por 
Hoeffding (1940) (1941) sobre este tema, a esta clase se la debería denominar como de 
“Fréchet-Hoeffding”. 
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,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൒ ,ሾ0ݔܽܯ ሻݔ௑ሺܨ ൅ ሻݕ௒ሺܨ െ 1ሿ ൌ ௑,௒ܨ
ሺெሻሺݔ,  ሻݕ

Estas distribuciones “mínima” y “máxima” definen las “cotas de Fréchet”. 

En general, el conjunto de funciones de distribución ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ
que admite a ܨ௑భሺݔଵሻ, ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻ como funciones de distribuciónݔ௑೙ሺܨ
marginales, define la clase de Fréchet asociada a dichas funciones, 
,ଵሻݔ௑భሺܨൣ࣠ ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻ൧, cuyas cotas están dada por lasݔ௑೙ሺܨ
desigualdades: 

,0ൣݔܽܯ ଵሻݔ௑భሺܨ ൅ ଶሻݔ௑మሺܨ ൅ ⋯൅ ௡ሻݔ௑೙ሺܨ െ ሺ݊ െ 1ሻ൧ ൑ 

൑ ,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൑ min
௝
ቂܨ௑ೕ൫ݔ௝൯ቃ 

Se demuestra que ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙
ሺெሻ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  .௡ሻ es una función de distribuciónݔ

Pero ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙
ሺெሻ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ será un función de distribución si y sólo si seݔ

verifica una de las siguientes condiciones: i) que ∑ ௝൯ݔ௑ೕ൫ܨ ൑ 1௡
௝ୀଵ  (siendo 

0 ൏ ௝൯ݔ௑ೕ൫ܨ ൏ 1, ݆ ൌ 1,2, … , ݊) y ii) que ∑ ௝൯ݔ௑ೕ൫ܨ ൑ ݊ െ 1௡
௝ୀଵ  (siendo 

0 ൏ ௝൯ݔ௑ೕ൫ܨ ൏ 1, ݆ ൌ 1,2, … , ݊))12. 

Ejemplo n° 5: 

Sea una variable aleatoria bidimensional ሺܺ, ܻሻ con función de densidad de la 
forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
0																ܽݎܽ݌																ݕݔ4 ൑ ݔ ൑ 1,0 ൑ ݕ ൑ 1										
 	ݕ	݁݀	ݕ	ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌																				0

El valor de la función de distribución ܨ௑,௒ሺݔ,  ሻ depende de la región a la queݕ
pertenece el punto ሺܺ, ܻሻ. Efectuando los cálculos correspondientes, se 
obtiene que: 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ නන4ݕ݀ݔ݀ݕݔ ൌ ሺ0						ଶݕଶݔ ൑ ݔ ൑ 1,0 ൑ ݕ ൑ 1ሻ

௫

଴

௬

଴

 

                                                            
12 Ver Dall’Aglio (1972).
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,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ නන4ݕ݀ݔ݀ݕݔ ൌ ଶݔ2 නݕ݀ݕ ൌ ሺ0						ଶݔ ൑ ݔ ൑ 1, ݕ ൐ 1ሻ

ଵ

଴

௫

଴

ଵ

଴

 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ නන4ݕ݀ݔ݀ݕݔ ൌ ଶݕ2 නݔ݀ݔ ൌ ݔሺ								ଶݕ ൐ 1,0 ൑ ݕ ൑ 1ሻ

ଵ

଴

ଵ

଴

௬

଴

 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ න4ݕ݀ݔ݀ݕݔ ൌ 1										ሺݔ ൐ 1, ݕ ൐ 1ሻ

ଵ

଴

 

 

 

 

El área sombreada representa el conjunto sobre el cual se integra la función 
௑݂,௒ሺݔ, ,ݔ௑,௒ሺܨ ሻ para obtenerݕ  :ሻ. En resumen, se puede escribirݕ
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,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ 	ൌ 		

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

0												ܽݎܽ݌											ଶݕଶݔ ൑ ݔ ൑ 1; 0 ൑ ݕ ൑ 1
0																																												ଶݔ ൑ ݔ ൑ 1; ݕ ൐ 1			
ݔ																																													ଶݕ ൐ 1; 0 ൑ ݕ ൑ 1		
ݔ																																															1 ൐ 1, ݕ ൐ 1											

	ݕ	݁	ݔ	݁݀	ݏ݁ݎ݋݈ܽݒ	ݏ݋ݎݐ݋	ܽݎ݁݅ݑݍݏ݈݁ܽݑܿ	ܽݎܽ݌		0						

 

 

Las funciones de probabilidades marginales están definidas por: 

௑݂ሺݔሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ න4ݕ݀ݕݔ ൌ ሺ0										ݔ2 ൑ ݔ ൑ 1ሻ

ଵ

଴

ଵ

଴

 

௒݂ሺݕሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ ൌ න4ݔ݀ݕݔ ൌ

ଵ

଴

ሺ0							ݕ2 ൑ ݕ ൑ 1ሻ

ଵ

଴

 

___________________ 

Las propiedades enunciadas para las funciones de distribución 
correspondientes a variables aleatorias bidimensionales pueden ser 
generalizadas a variables aleatorias de ݊ dimensiones. Es decir, se puede 
escribir: 

ଵᇲݔሾሺ݌ ൑ ଵܺ ൑ ଵᇲᇲሻݔ ∩ ሺݔଶᇲ ൑ ܺଶ ൑ ଶᇲᇲሻݔ ∩ …∩ ሺݔ௡ᇲ ൑ ܺ௡ ൑ ௡ᇲᇲሻሿݔ ൌ 

ൌ ∆௑భ
ቀ௫భᇲ,௫భᇲᇲቁ∆௑మ

ቀ௫మᇲ,௫మᇲᇲቁ …∆௑೙
ቀ௫೙ᇲ,௫೙ᇲᇲቁܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 

ൌ ∆௑భ
ቀ௫భᇲ,௫భᇲᇲቁ∆௑మ

ቀ௫మᇲ,௫మᇲᇲቁ …∆௑೙
ቀ௫೙ᇲ,௫೙ᇲᇲቁࢄܨሺ࢞ሻ 

Con un razonamiento similar al del caso bidimensional, se demuestra que 
 :ሻ posee las siguientes propiedades࢞ሺࢄܨ

1) Es una función no-decreciente, es decir que, para ݔଵᇲ ൏ ,ଵᇲᇲݔ ଶᇲݔ ൏
,ଶᇲᇲݔ … , ௡ᇲݔ ൏ ௡ᇲᇲݔ , se verifica que: 

∆௑భ
ቀ௫భᇲ,௫భᇲᇲቁ∆௑మ

ቀ௫మᇲ,௫మᇲᇲቁ …∆௑೙
ቀ௫೙ᇲ,௫೙ᇲᇲቁࢄܨሺ࢞ሻ ൒ 0 

2) Es continua por la izquierda para cada una de las variables marginales. 

3) Tiende a cero cuando alguna de las variables marginales tiende a െ∞: 
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lim
௫భ→ିஶ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ lim
௫మ→ିஶ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 

ൌ lim
௫೙→ିஶ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 0 

4) Tiende a 1 cuando todas las variables marginales tienden a ൅∞: 

lim
௫భ→ାஶ
௫మ→ାஶ…
௫೙→ାஶ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 1 

5) Cuando ݇	ሺൌ 1,2, … , ݊ െ 1ሻ variables marginales tienden a ൅∞ queda 
definida la función de distribución de la variable aleatoria formada por la 
combinación de las ݊ െ ݇ variables restantes: 

lim
௫భ→ାஶ
௫మ→ାஶ…
௫ೖ→ାஶ

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ,௞ାଵݔ௑ೖశభ,௑ೖశమ,…,௑೙ሺܨ ,௞ାଶݔ … ,  ௡ሻݔ

6) La diferencia de orden ݇	ሺൌ 1,2, … , ݊ െ 1ሻ respecto de ݇ de las ݊ variables 
marginales es no-negativa:  

∆௑భ
ቀ௫భᇲ,௫భᇲᇲቁ∆௑మ

ቀ௫మᇲ,௫మᇲᇲቁ … ∆௑೙
ቀ௫ೖᇲ,௫ೖᇲᇲቁܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൒ 0 

ଵᇲݔ) ൏ ,ଵᇲᇲݔ ଶᇲݔ ൏ ,ଶᇲᇲݔ … , ௞ᇲݔ ൏  .(௞ᇲᇲݔ

7) Toda potencia ߙ ൒ ݊ െ 1 de la función de distribución conjunta, 
௑భ,௑మ,…,௑೙ܨ
ఈ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ es una función de distribución. Una propiedadݔ

similar se cumple para la función de supervivencia conjunta. 

8) Si la potencia ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙
ఈ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ define una función de distribuciónݔ

para todo ߙ ൐ 0, entonces la función ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , -௡ሻ es “maxݔ
infinitamente divisible”. 

9) Si la potencia ൣ1 െ ,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻ൧ݔ
ఈ
ൌ ܵ௑భ,௑మ,…,௑೙

ఈ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ
define una función de supervivencia para todo ߙ ൐ 0, entonces la función de 
distribución conjunta, ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ es “min-infinitamenteݔ
divisible”. 

Sea una variable ݊-dimensional ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ. Su función de 
supervivencia será: 

ሻ࢞ሺࢄܵ ൌ ܵ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 1 െ ሻ࢞ሺࢄܨ ൌ 
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ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൐ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൐ ଶሻݔ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൐  ௡ሻሿݔ

Como ya se mencionó en la Sec. 1.2, para  ݊ ൌ 1, ܵ௑భሺݔଵሻ ൌ 1 െ  .ଵሻݔ௑భሺܨ
Para ݊ ൒ 2, será: 

ܵ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 1 െ ଵሻݔ௑భሺܨ െ ଶሻݔ௑మሺܨ ൅ ,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ  ଶሻݔ

ܵ௑భ,௑మ,௑యሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ ൌ 1 െ ଵሻݔ௑భሺܨ െ ଶሻݔ௑మሺܨ െ ଷሻݔ௑యሺܨ ൅ 

൅ܨ௑భ,௑మሺݔଵ, ଶሻݔ ൅ ,ଵݔ௑భ,௑యሺܨ ଷሻݔ ൅ ,ଶݔ௑మ,௑యሺܨ ଷሻݔ െ ,ଵݔ௑భ,௑మ,௑యሺܨ ,ଶݔ  ଷሻݔ

……………………………………… 

ܵ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 1 ൅ ሺെ1ሻ෍ܨ௑೔ሺݔ௜ሻ
௡

௜ୀଵ

൅ 

൅ሺെ1ሻଶ෍ ෍ ,௜ݔ௑೔,௑ೕ൫ܨ ௝൯ݔ

௡

௝ୀ௜ାଵ

൅ ሺെ1ሻଷ෍ ෍ ෍ ,௜ݔ௑೔,௑ೕ,௑೓൫ܨ ,௝ݔ ௛൯ݔ

௡

௛ୀ௝ାଵ

௡ିଵ

௝ୀ௜ାଵ

௡ିଶ

௜ୀଵ

௡ିଵ

௜ୀଵ

 

൅⋯൅ ሺെ1ሻ௡ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ

2.2.- Las variables multidimensionales discretas 

Dado un conjunto ܵ finito o infinito numerable cuyos puntos son vectores de 
݊ componentes, es posible definir una variable discreta ݊-dimensional tal que 
ሻܵ߳ࢄሺ݌ ൌ 1. 

En particular, dada una variable aleatoria de dos dimensiones formada por la 
combinación de las variables marginales ሺܺ, ܻሻ la probabilidad de que asuma 
valores comprendidos en un conjunto ܵ߳ܤ de su dominio, está definida por 
,ሾሺܺ݌ ܻሻ߳ܤሿ ൌ ∑ ௜௝൫௫೔,௬ೕ൯ఢ஻݌

, donde ݌௜௝ ൌ ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ,௝൯൧ሺ݅ݕ ݆ ൌ

1,2, … ሻ representa la función de probabilidades conjunta, la cual posee las 
siguientes propiedades: 

௜௝݌ (1 ൒ 0						ሺ݅ ൌ 1,2, … ; ݆ ൌ 1,2, … ሻ 

2) ∑ ∑ ௜௝݌ ൌ 1௝௜  

A partir de la función de probabilidades conjunta es posible definir las 
funciones de probabilidades marginales de la siguiente forma: 

.௜݌ ൌ ෍݌௜௝ ൌ෍ൣ݌ሺܺ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ ሺܺ݌ ൌ ௜ሻݔ
௝௝
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௝.݌ ൌ෍݌௜௝ ൌ෍ൣ݌ሺܺ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ ൫ܻ݌ ൌ ௝൯ݕ
௜௜

 

pero la definición de la función de probabilidades conjunta a partir de las 
probabilidades marginales sólo es posible si las variables son estocásticamente 
independientes entre sí. 

En general de la combinación de un conjunto ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ de variables 
aleatorias unidimensionales discretas, queda definida una variable aleatoria 
 ݊-dimensional, cuya función de probabilidades conjunta será de la	ሺ௡ሻࢄ
forma: 

ሻࢄሺ݌ ൌ ௜,௝,…,௛݌ ൌ 

ൌ ሺൣ݌ ଵܺ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܺଶ ൌ ௝൯ݔ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൌ ,ሺ݅							௛ሻ൧ݔ ݆, … , ݄ ൌ 1,2, … ሻ 

Las definiciones y propiedades de las funciones de distribución 
correspondiente a las variables aleatorias multidimensionales discretas pueden 
obtenerse como una extensión inmediata del caso continuo. 

Ejemplo n° 6: 

Sea ሺܺ, ܻሻ una variable aleatoria bidimensional discreta, cuya función de 
probabilidades conjunta figura en la siguiente tabla: 
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En la última columna y la última fila de la tabla figuran los valores 
correspondientes a las distribuciones de probabilidades marginales de ܺ e ܻ, 
respectivamente.  

La función de distribución conjunta queda definida de la siguiente forma: 

 

,ݔ௑,௒ሺܨ                            ሻݕ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
ݔ																							ܽݎܽ݌													0 ൏ 1, ݕ ൏ 2
ଵ

ଶସ
																												1 ൑ ݔ ൏ 2,2 ൑ ݕ ൏ 4

ସ

ଶସ
																																			1 ൑ ݔ ൏ 2, ݕ ൒ 4

଺

ଶସ
																										2 ൑ ݔ ൏ 5,2 ൑ ݕ ൏ 4

ଵ଻

ଶସ
																																		2 ൑ ݔ ൏ 5, ݕ ൒ 4

ଵଵ

ଶସ
ݔ																																		 ൒ 5,2 ൑ ݕ ൏ 4

ݔ																																												1 ൒ 5, ݕ ൒ 4

 

 

             

 

En el gráfico precedente los valores numéricos que figuran en los respectivos 
intervalos de ܺ e ܻ deben ser interpretados como los volúmenes de los 
prismas representativos de los correspondientes valores de ܨ௑,௒ሺݔ,  .ሻݕ
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3.- Igualdad y semejanza de variables aleatorias 

Se dice que dos variables aleatorias, ܺ e ܻ son “iguales” (o “equivalentes”) 
cuando son iguales los valores que asumen las funciones de densidad para sus 
correspondientes valores sobre el dominio Ω que las definen (obviamente, en 
consecuencia, los valores a asumir por las variables son necesariamente los 
mismos, ܺሺݓሻ ൌ ܻሺݓሻሺ∀߳ݓΩሻ). 

Como corolario de la definición precedente se puede concluir que, si las 
variables ܺ e ܻ son iguales, entonces la expresión ܺ ൌ ܻ define un evento 
cierto, es decir ሼݓ: ܺሺݓሻ ൌ ܻሺݓሻሽ ൌ Ω y, por lo tanto, será ݌ሺܺ ൌ ܻሻ ൌ 1 y 
ሺܺ݌ ് ܻሻ ൌ 0. Esto significa que la distribución de probabilidades de la 
variable bidimensional ሺܺ, ܻሻ está centrada sobre la recta ݕ ൌ  ,Entonces .ݔ
será: 

ሻݑ௑ሺܨ ൌ ሺܺ݌ ൑ ሻݑ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݑ ൌ  ሻݑ௒ሺܨ

Si las variables ܺ e ܻ son tales que ݌ሺܺ ൌ ܻሻ ൎ 1 (es decir, si el evento 
ሺܺ ൌ ܻሻ es “quasi-cierto”) entonces se dice que son “quasi-iguales”13. 

Se dice que la variable aleatoria ܺ es “menor” que la variable aleatoria ܻ 
cuando se verifica que ܺሺݓሻ ൏ ܻሺݓሻሺ∀߳ݓΩሻ. Como corolario de esta 
definición, si se verifican simultáneamente las condiciones ௜ܺାଵሺݓሻ ൏
௜ܺሺݓሻ	ሺ݅ ൌ 1,2, … ሻ, se dice que ሼ ௜ܺ , ݅ ൌ 1,2, … ሽ constituye una sucesión 

decreciente de variables aleatorias. 

Se dice que dos variables aleatorias ܺ e ܻ son “semejantes” (o 
“marginalmente iguales”) cuando poseen la misma distribución de 
probabilidades. Obviamente la propiedad de igualdad implica la de semejanza 
pero la implicación inversa no se verifica, la propiedad de semejanza no 
implica la de igualdad: para cada par de funciones ܨ௑ሺݔሻ y ܨ௒ሺݕሻ existe más 
de una función conjunta, ܨ௑,௒ሺݔ,  ሻ, que las admite como funcionesݕ
marginales. 

4.- La distribución de probabilidades condicionada 

Sea ሺܺ, ܻሻ una variable aleatoria discreta bidimensional con distribución de 
probabilidades ൛൫ݔ௜, ,௝൯ݕ ,௜௝݌ ݅ ൌ 1,2, … ; ݆ ൌ 1,2, … ൟ. La probabilidad de que 
la variable ܺ asuma un valor particular ݔ௜ condicionado por el supuesto que ܻ 
asuma un valor dado, ݕ௝, define la función de probabilidades condicionada por 
el evento condicionante ൫ܻ ൌ  :௝൯ݕ

                                                            
13 Esta condición puede ser expresada alternativamente como ݌ሺ|ܺ െ ܻ| ൐ ሻߝ ൏  .ߟ
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ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ
ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ

൫ܻ݌ ൌ ௝൯ݕ
ൌ
௜௝݌
௝݌
			ሺ݅, ݆ ൌ 1,2, … ሻ 

que posee las siguientes propiedades: 

ሺܺൣ݌  (1 ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ ൒ 0											ሺ݅, ݆ ൌ 1,2, … ሻ 

2) ∑ ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ 1௜  

Obviamente, la probabilidad condicionada sólo puede ser definida si ݌௝ ് 0. 
Por lo tanto, la definición anterior es aplicable únicamente a variables 
aleatorias discretas. Dada una variable aleatoria continua ሺܺ, ܻሻ con función 
de densidad ௑݂,௒ሺߠ, ,ݔ  ሻ continua, teniendo en cuenta que la función deݕ

densidad marginal ௒݂ሺߠ, ሻݕ ൌ ׬ ௑݂,௒ሺߠ, ,ݔ ݕሻ݀ݕ
ஶ
ିஶ  también será continua, si se 

verifica que ௒݂ሺߠ, ሻݕ ് 0, será: 

଴ݕሺ݌ ൑ ݕ ൑ ଴ݕ ൅ ݄ሻ ൌ න ௒݂ሺߠ, ݑሻ݀ݑ

௬బା௛

௬బ

് 0									ሺ݄ ൐ 0ሻ 

De modo que la probabilidad condicionada puede ser definida de la siguiente 
forma: 

ሾሺܺ݌ ൑ ଴ݕሻ/ሺݔ ൑ ܻ ൑ ଴ݕ ൅ ݄ሻሿ ൌ
൫ሺܺ݌ ൑ ሻݔ ∩ ሺݕ଴ ൑ ܻ ൑ ଴ݕ ൅ ݄ሻ൯

଴ݕሺ݌ ൑ ܻ ൑ ଴ݕ ൅ ݄ሻ
ൌ 

ൌ
׬ ׬ൣ ௑݂,௒ሺߠ, ,ݑ ݑሻ݀ݒ

௫
ିஶ ൧݀ݒ

௬బା௛
௬బ

׬ ௒݂ሺߠ, ݕሻ݀ݕ
௬బା௛
௬బ

ൌ

ଵ

௛
׬ ׬ൣ ௑݂,௒ሺߠ, ,ݑ ݑሻ݀ݒ

௫
ିஶ ൧݀ݒ

௬బା௛
௬బ

ଵ

௛
׬ ௒݂ሺߠ, ݕሻ݀ݕ
௬బା௛
௬బ

 

Luego, será: 

lim
௛→଴

ሾሺܺ݌ ൑ ଴ݕሻ/ሺݔ ൑ ܻ ൑ ଴ݕ ൅ ݄ሻሿ ൌ න ௑݂,௒ሺݑ, ሻݕ

௒݂ሺߠ, ሻݕ
ݑ݀

௫

ିஶ

 

Donde la integral que figura en el segundo miembro define indudablemente 
una función de distribución de probabilidades correspondiente a una variable 
continua y el integrando la función de densidad de la variable aleatoria ܺ, 

condicionada por el supuesto que ܻ ൌ ሻݕ/ݔሺ݂ ,ݕ ൌ
௙೉,ೊሺఏ,௫,௬ሻ

௙ೊሺఏ,௬ሻ
. 

Si se verifica que: 
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ሾሺܺ݌ ൐ ሻݔ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ 1 െ ሾሺܺ݌ ൑ ሻݔ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ 

ൌ 1 െ ௑ܨ ௒⁄ ሺݔ ോ ሻݕ ൌ ܵ௑ ௒⁄ ሺݔ ോ ሻݕ ↑  ݕ

es decir, si se verifica que es más probable que ܺ asuma valores más grandes 
cuando ܻ crece, se dice que ܺ es “estocásticamente creciente” respecto de ܻ 
(ܺ ↑௘௦௧ ܻ) o que ܨ௑ ௒⁄ ሺݔ ോ  .Ωሺܻሻ൯ es “estocásticamente creciente”14߳ݕሻ൫ݕ

En forma similar, si se verifica que  ሾሺܺ݌ ൐ ሻݔ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ 1 െ
௑ܨ ௒⁄ ሺݔ ോ ሻݕ ↓  se dice que ܺ es “estocásticamente decreciente” respecto de ,ݕ
ܻ (ܺ ↓௘௦௧ ܻ). 

En general, dado un conjunto de variables aleatorias, ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡, si se 
verifica que ௜ܺ es estocásticamente creciente respecto de ଵܺ, ܺଶ, … , ௜ܺିଵ (݅ ൌ
1,2, … , ݊ሻ es decir, si ൣ݌ሺ ௜ܺ ൐ ௜ሻݔ ോ ൫ ௝ܺ ൌ  ௝൯൧ݔ  (݅ ൌ 1,2, … , ݊ ) es creciente 
respecto de  ଵܺ, ܺଶ, … , ௜ܺିଵ	ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, se dice que el vector es 
“condicionadamente creciente en sucesión”15. A partir de esta definición se 
puede concluir en forma inmediata que, para    ݊ ൌ 2, la propiedad de 
condicionalidad creciente es equivalente a ܺ ↑௘௦௧ ܻ. 

Sea una variable aleatoria bidimensional ሺܺ, ܻሻ con función de distribución 
conjunta ܨ௑,௒ሺݔ,  :ሻ, si se verifica queݕ

ሾሺܺ݌ ൐ ሻݔ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ ܵ௑ോ௒ሺݔ, ሻݕ ൌ
ܵ௑,௒ሺݔ, ሻݕ

ܵ௒ሺݕሻ
↑  ݕ

es decir, si es más probable que ܺ asuma valores más grandes en la medida 
que ܻ crece, se dice que ܺ es “creciente por la ‘cola’ de la derecha” respecto 
de ܻ (de acuerdo con la nomenclatura de Esary; Proschan (1972)). En forma 
similar, si se verifica que: 

ሾሺܺ݌ ൑ ሻݔ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ ,ݔ௑ോ௒ሺܨ ሻݕ ൌ
,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ

ሻݕ௒ሺܨ
↓  ݕ

es decir, si es más probable que ܺ asuma valores más pequeños en la medida 
que ܻ decrece, se dice que ܺ es “decreciente por la ‘cola’ de la izquierda” 
respecto de ܻ16. 

                                                            
14 Esta condición –que es más fuerte que la de Kimeldorf-Sampson (ver Seccción 8.1) - se 
denomina también como de “dependencia de regresión positiva” (Lehmann (1966), 
Yanagimoto; Okamoto (1969), Schriever(1986)(1987), Fang;Joe(1992)). 
15 Como se verá en la Sección 10.2.5, se demuestra que esta condición implica la asociación 
positiva. 
16 Ver Caperaá; Genest (1990). 
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En general, dada una variable aleatoria ݊-dimensional  ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡, si se 
verifica que ൣ݌ሺ ௜ܺ ൐ ௜ሻݔ ോ ൫ ௝ܺ ൌ ௝൯൧ݔ ↑ ,ܣ௞ ሺ݅߳̅ݔ ݆,  denota un ܣ ሻ (dondeܣ߳݇
subconjunto no-vacío del conjunto ሼ1,2, … , ݊ሽ) y ൣ݌ሺ ௜ܺ ൑ ௜ሻݔ ോ ൫ ௝ܺ ൌ ௝൯൧ݔ ↓
,ܣ௞ ሺ݅߳̅ݔ ݆,  ሻ, se obtienen las respectivas extensiones de las condicionesܣ߳݇
anteriores. 

Todas estas condiciones son invariantes con respecto a cualquier 
transformación estrictamente creciente de las variables marginales. 

5.- Una introducción a las cópulas 

Sean: i) un vector de variables aleatorias, ܺ ൌ ሾ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሿ, todas con 
distribución ܷሺ0,1ሻ; ii) ܨ௑భሺݔଵሻ, ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻݔ௑೙ሺܨ     sus correspondientes 
funciones de distribución y iii) ܨሺ∙ሻ una función de distribución ݊-
dimensional para la que las variables marginales  ܨ௑ೕ൫ݔ௝൯ ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, son  

tales que ܨሺ࢞ሻ߳࣠ൣܨ௑భሺݔଵሻ, ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻ൧. Se denomina “cópulaݔ௑೙ሺܨ
asociada con ܨሺ∙ሻ” a la función de distribución ܥሺ∙ሻ que satisface en forma 
unívoca la relación ܨሺݔሻ ൌ ,ଵሻݔ௑భሺܨൣܥ ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  . ௡ሻ൧ݔ௑೙ሺܨ

Ahora bien, se demuestra que: i) Si ܪሺ∙ሻ denota una función de distribución 
unidimensional con función de distribución inversa ିܪଵሺ∙ሻ, entonces ିܪଵሺܷሻ 
se distribuye como ܪሺܷሻ y ii) Si ܪሺ∙ሻ es una función de distribución continua  
unidimensional y la variable  ܺ se distribuye como   ሺܺሻ seܪ entonces ,ܪ
distribuye de acuerdo con una función uniforme ܷሺ0,1ሻ. Es decir, si ࢄ se 
distribuye como ܨሺ∙ሻ y ܨሺ∙ሻ es una función continua, entonces 
,ଵሻݔ௑భሺܨൣ ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ሺ∙ሻ y si ܷ se distribuyeܥ ௡ሻ൧ se distribuye comoݔ௑೙ሺܨ

como ܥሺ∙ሻ, entonces ൣܨ௑భ
ିଵሺݔଵሻ, ௑మܨ

ିଵሺݔଶሻ, … , ௑೙ܨ
ିଵሺݔ௡ሻ൧ se distribuye como ܨሺ∙ሻ 

(donde ିܨଵሺ∙ሻ denota la inversa de la función de distribución ܨሺ∙ሻ).  

Luego, a partir de estas propiedades se puede concluir que, si ܨሺ∙ሻ es una 
función de distribución ݊-dimensional continua con variables marginales 
,ଵሻݔ௑భሺܨ ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻ y funciones inversasݔ௑೙ሺܨ ௑భܨ

ିଵሺݔଵሻ, ௑మܨ
ିଵሺݔଶሻ, … ,

௑೙ܨ
ିଵሺݔ௡ሻ, entonces será: 

ሻݑሺܥ ൌ ,ଵݑሺܥ ,ଶݑ … , ௡ሻݑ ൌ ௑భܨൣܨ
ିଵሺݔଵሻ, ௑మܨ

ିଵሺݔଶሻ, … , ௑೙ܨ
ିଵሺݔ௡ሻ൧ 

Este teorema fundamental, debido a Sklar (1959), define el rol que juegan las 
cópulas en la relación entre las funciones de distribución multidimensionales y 
las correspondientes a sus variables marginales. Establece que en el contexto 
de vectores aleatorios continuos, es posible construir una función de 
distribución ݊-dimensional en términos de ݊ funciones continuas 
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unidimensionales y una cópula que permite relaciones de dependencia entre 
variables aleatorias individuales17. 

Dado que una cópula ܥሺ∙ሻ es la función de distribución de un vector aleatorio 
ܷ ൌ ሾ ଵܷ, ܷଶ, … , ܷ௡ሿ en el cual las variables marginales ௝ܷ : ܷሺ0,1ሻ	ሺ݆ ൌ
1,2, … , ݊ሻ, se puede concluir que es una función continua. 

Sea en particular una variable bidimensional ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ cuyas variables 
marginales se distribuyen de acuerdo a una función ܷሺ0,1ሻ, entonces será 
,ݑሺܥ ௑ܨሾܨ=ሻݒ

ିଵሺݔሻ, ௒ܨ
ିଵሺݕሻሿ ൫ሺݑ, ሻ߳ݒ ൈଶ ሾ0,1ሿ൯. Esta cópula asociada a la 

función ܨ௑,௒ሺݔ, ,ݑሺܥ (ሻ posee las siguientes propiedades: iݕ 0ሻ=ܥሺ0, ሻݒ ൌ 0; 
ii) ܥሺݑ, 1ሻ ൌ ,ሺ1ܥ y ݑ ሻݒ ൌ ଵݑ iii) para todo ;ݒ ൑ ଵݒ ଶ yݑ ൑  : ଶݒ

,ଶݑሺܥ ଶሻݒ െ ,ଶݑሺܥ ଵሻݒ െ ,ଵݑሺܥ ଶሻݒ ൅ ,ଵݑሺܥ ଵሻݒ ൒ 0 

y iv) para todo ߳ݒሾ0,1ሿ y casi todo ݑ se verifica que 0 ൑
డ

డ௨
,ݑሺܥ ሻݒ ൑ 1 y, 

para todo ߳ݑሾ0,1ሿ y casi todo ݒ resulta que 0 ൑
డ

డ௩
,ݑሺܥ ሻݒ ൑ 118. 

Ejemplo n° 7 

 Sea ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ una variable bidimensional con función de distribución: 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ݌ݔ݁ ቄെ ቂ݁ି௫ ൅ ݁ି௬ െ ൫݁ఋ௫ ൅ ݁ఋ௬൯
ିଵ ఋ⁄

ቃቅ 

ߜ) ൐ 0,െ∞ ൏ ,ݔ ݕ ൏ ∞). 

Entonces, será: 

lim
௬→ஶ

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ሻݔ௑ሺܨ ൌ  ሺെ݁ି௫ሻ݌ݔ݁

lim
௫→ஶ

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ሻݕ௒ሺܨ ൌ  ሺെ݁ି௬ሻ݌ݔ݁

Aplicando la sustitución ݑ ൌ ݒ ሻ  yݔ௑ሺܨ ൌ ݔ ሻ oݕ௒ሺܨ ൌ െ݈݃݋ሾെ݈݃݋ሺݑሻሿ e 
ݕ ൌ െ݈݃݋ሾെ݈݃݋ሺݒሻሿ, se obtiene la cópula: 

,ݑሺܥ ሻݒ ൌ ݌ݔ݁	ݒݑ ቊቂ൫െ݈݃݋ሺݑሻ൯
ିఋ

൅ ൫െ݈݃݋ሺݒሻ൯
ିఋ
ቃ
ିଵ ఋ⁄

ቋ 

Ejemplo n° 8 

Sea ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ una variable bidimensional con función de distribución: 
                                                            
17 Ver Schweizer (1974) y Sklar (1973)(1996). 
18 Ver Seeley (1961). 
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,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ

ە
۔

ۓ
ሺݔ ൅ 1ሻሺ݁௬ െ 1ሻ

ݔ ൅ 2݁௬ െ 1
																	ሺݔ, ሻ߳ሾെ1,1ሿݕ ൈ ሾ0,∞ሿ

1 െ ݁ି௬																																ሺݔ, ሻ߳ሾെ1,∞ሿݕ ൈ ሾ0,∞ሿ
ݕ	݁	ݔ	݁݀	ݏ݁ݎ݋݈ܽݒ	ݏ݋ݎݐ݋	ܽݎ݁݅ݑݍݏ݈݁ܽݑܿ	ܽݎܽ݌						0

 

y funciones de distribución marginales: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ൞

0																																															ሺݔ ൏ െ1ሻ
ݔ ൅ 1
2

ሾെ1,1ሿ߳ݔ																																								

ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌								0

 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ൜
0																								ሺݕ ൏ 0ሻ
1 െ െ݁ି௬									ሺݕ ൒ 0ሻ

 

Las correspondientes inversas de estas funciones de distribución son de la 
forma ܨ௑

ିଵሺݑሻ ൌ ݑ2 െ 1 y ܨ௒
ିଵሺݒሻ ൌ െ݈݊ሺ1 െ ,ݑሻ ሺݒ ,ሾ߳ݒ 1ሿሻ. Como 

ܴܽ݊ሺܨ௑ሻ ൌ ܴܽ݊ሺܨ௒ሻ ൌ ሾ0,1ሿ, será: 

,ݑሺܥ ሻݒ ൌ
ݒݑ

ݑ ൅ ݒ െ ݒݑ
 

Ejemplo n° 9 

Sea ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ una variable bidimensional con función de distribución: 

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ൜1 െ ݁ି௫ െ ݁ି௬ ൅ ݁ିሺ௫ା௬ାఏ௫௬ሻ			ሺݔ, ݕ ൒ 0, ሾ0,1ሿሻ߳ߠ
ݕ	݁	ݔ	݁݀	ݏ݁ݎ݋݈ܽݒ	ݏ݋ݎݐ݋	ܽݎ݁݅ݑݍݏ݈݁ܽݑܿ	ܽݎܽ݌								0

 

y funciones de distribución marginales ܨ௒ሺݕሻ ൌ 1 െ ݁ି௬ ሺݕ ൒ 0ሻ  y ܨ௑ሺݔሻ ൌ
1 െ ݁ି௫ ሺݔ ൒ 0ሻ. Las funciones inversas son de la forma ܨ௑

ିଵሺݑሻ ൌ
െ݈݊ሺ1 െ ௒ܨ ሻ yݑ

ିଵሺݒሻ ൌ െ݈݊ሺ1 െ ,ݑ ሻ (paraݒ  ሾ0,1ሿ ). Por lo tanto, la cópula߳ݒ
correspondiente será: 

,ݑሺܥ ሻݒ ൌ ݑ ൅ ݒ െ 1 ൅ ሺ1 െ ሻሺ1ݑ െ  ሻ݁ିఏ௟௡ሺଵି௨ሻ௟௡ሺଵି௩ሻݒ

________________________ 

Sea ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ una variable ݊-dimensional cuyas variables 
marginales son discretas, Ωሺ ௜ܺሻ ൌ ൛ ௜ܺ,ଵ, ௜ܺ,ଶ, … , ௜ܺ,௠೔

ൟ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ     y 
sean ݌ሺ ௜ܺ ൌ  ௜ሻ las correspondientes funciones de probabilidades yݔ௑೔ሺܨ ௜ሻ yݔ
de distribución de las variables marginales y ݌ሺࢄሻ y ࢄܨሺ࢞ሻ  las funciones de 
probabilidades y de distribución de la variable ݊-dimensional. Una cópula 
asociada a la función ݌ሺࢄሻ satisface la siguiente relación: 
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ሻࢄሺ݌ ൌ ሺ݌ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ൌ ,ଵሻݔ௑భሺܨൣܥ ,ଶሻݔ௑మሺܨ … ,  ௡ሻ൧ݔ௑೙ሺܨ

Para que se verifique la unicidad de esta relación es condición necesaria que 
los restantes valores de ܥሺ∙ሻ se distribuyan uniformemente en cada rectángulo  

ൈ௜ୀଵ
௡ ቂܨ௑೔,ೕషభ൫ݔ௜,௝ିଵ൯ െ  .௜,௝൯ቃݔ௑೔,ೕ൫ܨ

6.- La independencia estocástica de las variables aleatorias 

Se dice que las variables ܺ e ܻ son independientes (ܺ ٣ ܻ en la nomenclatura 
de Dawid (1979)) si y sólo si se verifica la relación ൣ݌ሺܺ ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ
,௜.ሺ݅݌ ݆, ൌ 1,2, … ሻ. Es decir, si el supuesto que ܻ asume el valor ݕ௝ no modifica 
la asignación de probabilidades de que la variable aleatoria ܺ asuma uno 
cualquiera de sus posibles valores. 

En general la condición de independencia puede ser definida como 
,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ  ሻ y, dado que la función de distribución determina enݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ
forma unívoca la función de probabilidades de la variable aleatoria, a partir de 
esta expresión se puede escribir: 

௑ሻܣሾሺܺ߳݌ ∩ ሺܻ߳ܣ௒ሻሿ ൌ ,௑߳Ωሺܺሻܣ൫						௒ሻܣሺܻ߳݌௑ሻܣሺܺ߳݌  ௒߳Ωሺܻሻ൯ܣ

(es decir, que los eventos relativos a la variable ܺ son independientes de los 
eventos relativos a la variable ܻ). Este concepto es generalizable a todo 
conjunto ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ de variables aleatorias: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ  ௡ሻݔ௑೙ሺܨ…ଶሻݔ௑మሺܨଵሻݔ௑భሺܨ

e, igual que en el caso bidimensional, esta expresión implica que: 

ሾሺ݌ ଵܺ߳ܣଵሻ ∩ ሺܺଶ߳ܣଶሻ ∩ …∩ ሺܺ௡߳ܣ௡ሻሿ ൌ 

ൌ ሺ݌ ଵܺ߳ܣଵሻ݌ሺܺଶ߳ܣଶሻ…݌ሺܺ௡߳ܣ௡ሻ 

ଵ߳Ωሺܣ) ଵܺሻ, ,ଶ߳Ωሺܺଶሻܣ … ,  .(௡߳Ωሺܺ௡ሻܣ

De esta relación se puede concluir que –contrariamente a lo que ocurre con la 
propiedad de independencia para ݊ eventos- si ݊ variables aleatorias son 
independientes, entonces ݇	ሺ൑ ݊ሻ cualesquiera de ellas también son 
independientes. 

En particular, si la función de distribución de la variable ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ es 
absolutamente continua, la condición necesaria y suficiente para la 
independencia de las ݊ variables está dada por: 
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݂ሺߠ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ݂ሺߠ, ଵሻݔ ௑݂మሺߠ, …ଶሻݔ ௑݂೙ሺߠ,  ௡ሻݔ

Ejemplo n° 10: 

Sea ሺܺ, ܻሻ una variable aleatoria bidimensional cuya función de densidad 
conjunta está definida de la siguiente forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ ቐ
2

ሺ݁ଷ െ 1ሻሺ݁ସ െ 1ሻ
݁ଶ௫ା௬					ܽݎܽ݌								0 ൑ ݔ ൑ 2,0 ൑ ݕ ൑ 3

					ݕ	݁	ݔ	݁݀	ݏ݁ݎ݋݈ܽݒ	ݏ݋ݎݐ݋	ܽݎ݁݅ݑݍݏ݈݁ܽݑܿ	ܽݎܽ݌											0																			
 

Las correspondientes funciones de densidad marginales serán: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
2݁ଶ௫

ሺ݁ଷ െ 1ሻሺ݁ସ െ 1ሻ
න݁௬݀ݕ ൌ

2
݁ସ െ 1

݁ଶ௫							ሺ0 ൑ ݔ ൑ 2ሻ

ଷ

଴

 

௒݂ሺݕሻ ൌ
2݁ଶ௬

ሺ݁ଷ െ 1ሻሺ݁ସ െ 1ሻ
න݁ଶ௫݀ݔ

ଶ

଴

ൌ
1

݁ଷ െ 1
݁௬					ሺ0 ൑ ݕ ൑ 3ሻ 

A partir de las cuales se obtiene que: 

௑݂ሺݔሻ ௒݂ሺݕሻ ൌ
2

ሺ݁ଷ െ 1ሻሺ݁ସ െ 1ሻ
݁ଶ௫ା௬ ൌ ௑݂,௒ሺݔ,  ሻݕ

De lo que se concluye que las variables ܺ e ܻ son independientes. 

Ejemplo n° 11:  

Sea ሺܺ, ܻሻ una variable aleatoria bidimensional cuya función de densidad 
conjunta está definida de la siguiente forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ߩ
ൌ 

݌ݔ݁ ቊെ
1

2ሺ1 െ ଶሻߩ
ቈ൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ ߩ2

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൅ ൬

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ቋ 

(െ∞ ൑ ݔ ൑ ൅∞,െ∞ ൑ ݕ ൑ ൅∞, donde ݉௑, ݉௒, ,௑ߪ |ߩ| ௒ yߪ ൑ 1 son 
constantes reales). El exponente de esta función puede ser expresado como: 
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൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ ߩ2

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൅ ൬

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
ൌ 

ൌ ൬
ݔ െ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ ߩ2

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൅ ଶߩ ൬

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
െ ଶߩ ൬

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
ൌ 

൅൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
ൌ ൬

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
൅ ሺ1 െ ଶሻߩ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
 

Luego, la definición de la función de densidad marginal correspondiente a la 
variable ܻ asumirá la forma: 

௒݂ሺݕሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݔሻ݀ݕ

ஶ

ିஶ

ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
 

݌ݔ݁ ቈെ
1
2
൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ න ݌ݔ݁ ቈെ

1
2ሺ1 െ ௑ߪଶሻߩ

ଶ ൬ݔ െ ݉௑ െ ௑ߪߩ
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ ݔ݀

ஶ

ିஶ

 

ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
ඥ1ߨ2√ െ ݌ݔ௑݁ߪଶߩ ቈെ

1
2
൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ ൌ 

ൌ
1

ߨ௒√2ߪ
݌ݔ݁	 ቈെ

1
2
൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ 

Con un razonamiento similar, se obtiene que: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁	 ቈെ

1
2
൬
ݔ െ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ 

A partir de las definiciones anteriores, se demuestra en forma inmediata que la 
función de densidad de la variable ܺ condicionada por la variable ܻ será: 

݂ሺݔ ോ ሻݕ ൌ ௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ

௒݂ሺݕሻ
ൌ 

ൌ
1

ඥ1ߨ௑√2ߪ െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቈെ

1
௑ߪ2

ଶሺ1 െ ଶሻߩ
൬ݔ െ ݉௑ െ ௑ߪߩ

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ 

Expresión que permite concluir que las variables marginales ܺ e ܻ pueden ser 
consideradas independientes sólo si ߩ ൌ 0. 
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Ejemplo n° 12: 

Sea una urna de la que se sabe que contiene bolillas blancas y de otros colores 
en una proporción desconocida, sea ܺ	ሺ0 ൑ ܺ ൑ 1ሻ la variable aleatoria 
(continua) que representa la proporción de bolillas blancas y sea ௑݂ሺݔሻ su 
función de densidad. 

Supóngase que de dicha urna se efectúen ݊ extracciones al azar con 
reposición, considerando como éxito obtener una bolilla blanca y sea ܼ la 
variable aleatoria discreta que representa el número de éxitos a obtener en las 
݊ extracciones. Entonces, será: 

ሾሺܼ݌ ൌ ሻ/ሺܺݖ ൌ ሻሿݔ ൌ ቀ
݊
ቁݖ ݔ

௭ሺ1 െ ݖሺ									ሻ௡ି௭ݔ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ 

Supóngase que se consideran más probables las composiciones de la urna con 
aproximadamente la mitad de bolillas blancas y poco probables (en forma 
simétrica) aquellas composiciones con casi todas o casi ninguna bolilla blanca 
y, en consecuencia, se asigne a la variable ܺ (continua), por ejemplo, una 
función de densidad de la forma ௑݂ሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ6 െ ሻሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ (cuyo 

máximo se encuentra en ݔ ൌ
ଵ

ଶ
 y es simétrica con respecto a ese valor). La 

función de probabilidades conjunta de la variable bidimensional ሺܺ, ܼሻ será, 
en este caso: 

ሾሺܺ݌ ൌ ሻݔ ∩ ሺܼ ൌ ሻሿݖ ൌ 6 ቀ
݊
ቁݖ ݔ

௭ାଵሺ1 െ  ሻ௡ି௭ାଵݔ

Esta variable ሺܺ, ܼሻ posee una componente continua y una discreta. La 
distribución de probabilidades de la variable marginal ܼ queda definida, 
entonces, por la expresión: 

ሺܼ݌ ൌ ሻݖ ൌ න݌ሾሺܺ ൌ ሻݔ ∩ ሺܼ ൌ ݔሻሿ݀ݖ ൌ 6 ቀ
݊
௭ାଵሺ1ݔቁනݖ െ ݔሻ௡ି௭ାଵݔ

ଵ

଴

ൌ

ଵ

଴

 

ൌ 6ቀ
݊
ቁݖ
ሺ݊ െ ݖ ൅ 1ሻ! ሺݖ ൅ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ 3ሻ!
ൌ

6ሺݖ ൅ 1ሻሺ݊ െ ݖ ൅ 1ሻ
ሺ݊ ൅ 3ሻሺ݊ ൅ 2ሻሺ݊ ൅ 1ሻ

 

ݖ) ൌ 0,1,2, … , ݊). 

De esta expresión se puede concluir que, a partir de la distribución de las 
posibles composiciones de la urna, la probabilidad de obtener, por ejemplo, 

una bolilla blanca de una extracción al azar, será ݌ሺܼ ൌ 1ሻ ൌ
ଵ

ଶ
. De la misma 

forma, si se supone, por ejemplo, que todas las composiciones de la urna son 
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igualmente probables, es decir, si se supone una distribución para la variable 
ܺ de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
0																		ܽݎܽ݌																			1 ൑ ݔ ൑ 1
 ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌					0

se obtiene, entonces, que los valores de la variable ܼ son equiprobables: 

ሺܼ݌ ൌ ሻݖ ൌ
ଵ

௡ାଵ
ሺݖ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ. 

__________________________ 

Sean ܺ, ܻ y ܼ tres variables aleatorias. Se dice que ܺ e ܻ son 
condicionadamente independientes supuesto un valor dado de ܼ (ܺ ٣ ܻ/ܼ), si 
se verifica que: 

൛ሺܺ݌ ൌ ௜ሻ/ൣ൫ܻݔ ൌ ௝൯ݕ ∩ ሺܼ ൌ ௛ሻ൧ൟݖ ൌ ሾሺܺ݌ ൌ ௜ሻ/ሺܼݔ ൌ  ௛ሻሿݖ

Es decir, si dado el supuesto que ܼ ha asumido un valor ݖ௛, cualquier supuesto 
sobre el comportamiento de ܻ no modifica la asignación de probabilidades de 
que la variable aleatoria ܺ asuma uno cualquiera de sus posibles valores. 

7.- Independencia condicionada y teoría de la información 

De acuerdo con Dawid (1979) y Spohn (1980), la relación de independencia 
condicionada posee las siguientes propiedades: 

1) Dado un estado condicionante ܼ, si un supuesto comportamiento de ܻ no 
agrega información sobre el comportamiento de ܺ, entonces se puede asegurar 
que ܺ no agregará información sobre el comportamiento de ܻ, es decir, si se 
verifica que ሺܺ ٣ ܻ/ܼሻ, entonces también se verificará que ሺܻ ٣ ܺ/ܼሻ. 

2) Dadas cuatro variables aleatorias ܺ, ܻ, ܼ y ܹ, si se verifica que para un 
estado condicionante ܼ, el supuesto comportamiento de las variables ܻ y ܹ 
no agrega información sobre el comportamiento de ܺ, entonces se puede 
asegurar que cualquier supuesto sobre el comportamiento de cualquiera de las 
dos variables tomadas individualmente, no agregará información sobre el 
comportamiento de ܺ, es decir, si se verifica que ሾܺ ٣ ሺܻ ∩ܹሻ/ܼሿ, entonces 
se verificará que ሺܺ ٣ ܻ/ܼሻ. 

3) Dados un estado condicionante ܼ y dos variables, ܻ y ܹ, ninguna de las 
cuales agrega información sobre el comportamiento de ܺ, la incorporación de 
un supuesto sobre el comportamiento de una de estas variables, por ejemplo 
ܹ, al conjunto original ܼ, no logrará que el supuesto sobre la otra variable 
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agregue información sobre el comportamiento de ܺ, es decir, si se verifica que  
ሾܺ ٣ ሺܻ ∩ܹሻ/ܼሿ, entonces se verificará que ሾܺ ٣ ܻ/ሺܼ ∩ܹሻሿ. 

4) Dados un estado condicionante ܼ y una variable ܻ, la cual no agrega 
información sobre el comportamiento de ܺ, si la incorporación de una variable 
ܹ al conjunto ሺܼ ∩ ܻሻ no agrega información sobre el comportamiento de ܺ, 
entonces se puede asegurar que la incorporación de cualquier supuesto sobre 
la variable ܹ al conjunto original ܼ, tampoco agregará información sobre el 
comportamiento de ܺ, es decir, si se verifican simultáneamente las 
condiciones ሺܺ ٣ ܻ/ܼሻ y ሾܺ ٣ ܹ/ሺܺ ∩ܹሻሿ, entonces se verificará que 
ሾܺ ٣ ሺܻ ∩ܹሻ/ܼሿ. 

5) Dado un estado de conocimiento ܼ, si la incorporación al conjunto ሺܼ,ܹሻ 
de un supuesto sobre una variable ܻ no agrega información sobre el 
comportamiento de ܺ y, si la incorporación al conjunto ሺܼ ∩ ܻሻ de un 
supuesto sobre la variable ܹ no agrega información sobre el comportamiento 
de ܺ, entonces se puede asegurar que ni la variable ܻ, ni la variable ܹ, ni 
cualquier combinación de ellas, agregará información sobre el 
comportamiento de ܺ, es decir, si se verifican simultáneamente las 
condiciones ሾܺ ٣ ܹ/ሺܼ ∩ ܻሻሿ y ሾܺ ٣ ܻ/ሺܼ ∩ܹሻሿ, entonces se verificará que 
ሾܺ ٣ ሺܻ⋂ܹሻ ോ ܼሿ. 

Obsérvese que las propiedades 3) y 4) establecen que la incorporación de una 
variable irrelevante a un conjunto de información dado no modifica el status 
del resto de las variables que componen el mismo. Es decir, si una variable de 
dicho conjunto es irrelevante, seguirá siendo irrelevante. 

8.- Una introducción a la dependencia estocástica 

8.1.- Definiciones 

Sea una variable aleatoria bidimensional ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ con funciones de 
distribución marginales, ܨ௑ሺݔሻ y ܨ௒ሺݕሻ, conocidas y función de distribución 

conjunta ܨ௑,௒ሺݔ, ௑,௒ܨ ,ሻ que posee cotas de Fréchet superiorݕ
ሺ௠ሻሺݔ, ሻݕ ൌ

݉݅݊ሾܨ௑ሺݔሻ, ௑,௒ܨ ,ሻሿ, e inferiorݕ௒ሺܨ
ሺெሻሺݔ, ሻݕ ൌ ,ሾ0ݔܽܯ ሻݔ௑ሺܨ ൅ ሻݕ௒ሺܨ െ 1ሿ. Si 

se verifica que  ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൒  :ሻ o, lo que es lo mismo, queݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ

,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ

ሻݔ௑ሺܨ
ൌ ݕሾܨ ോ ሺܺ ൑ ሻሿݔ ൒  ሻݕ௒ሺܨ

es decir, si se verifica que la probabilidad de que las variables ܺ e ܻ asuman 
sus valores más grandes –o los más pequeños- en forma conjunta, es mayor 
que la probabilidad de que se verifique la misma condición si las variables 
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fueran independientes entre sí, se dice que las variables ܺ e ܻ pertenecen a la 
familia de variables con “dependencia de cuadrante positiva” (en términos 
compactos ሺܺ, ܻሻ ∈ ࣠ሺାሻ), condición conocida como “de Kimeldorf-
Sampson”19. 

Esta propiedad es equivalente a: 

1 െ ,ݔ௑,௒ሺܨ ሻݕ ൌ ܵ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൒ ሾ1 െ ሻሿൣሾ1ݔ௑ሺܨ െ ሻሿ൧ݕ௒ሺܨ ൌ ܵ௑ሺݔሻܵ௒ሺݕሻ 

Es decir, es equivalente a ܵ௒ോ௑ሺݕ ോ ܺ ൒ ሻݔ ൒ ܵ௒ሺݔሻ. 

A partir de estas definiciones se puede concluir que: i) como ya se vio en la 
Sec.6, dada una función ܨ௑,௒ሺݔ, -ሻ que satisface la condición de Kimeldorfݕ
Sampson, si ܺ ٣ ܻ, se verifica que ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ሻ; ii) si ሺܺݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ ܻሻ ∈
࣠ሺାሻ entonces, dada una función ݃ሺ∙ሻ creciente, se verifica que 
ሾ݃ሺܺሻ, ܻሿ߳࣠ሺାሻ; iii) si ሺܺ, ܻሻ߳࣠ሺାሻ, entonces ሺܻ, ܺሻ߳࣠ሺାሻ; iv) si ሺܺ, ܻሻ߳࣠ሺାሻ, 
entonces ሺെܺ,െܻሻ߳࣠ሺାሻ. 

En forma similar, si se verifica que ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൑ ,ݔሻ o ܵ௑,௒ሺݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ ሻݕ ൑
ܵ௑ሺݔሻܵ௒ሺݕሻ, se dice que ܺ e ܻ pertenecen a la familia de variables con 
“dependencia de cuadrante negativa”, ሺܺ, ܻሻ߳࣠ሺିሻ.  

Generalizando estas definiciones al caso ݊-dimensional, sea una variable 
aleatoria ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ si se verifica que: 

ܵ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൒ ܵ௑భሺݔଵሻܵ௑మሺݔଶሻ…ܵ௑೙ሺݔ௡ሻ 

(es decir, si se verifica que la probabilidad de que las variables ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ 
asuman simultáneamente los valores más grandes es mayor que la 

correspondiente a un vector ܺሺூሻ ൌ ቂ ଵܺ
ሺூሻ, ܺଶ

ሺூሻ, … , ܺ௡
ሺூሻቃ de variables iid), se 

dice que entre las variables marginales existe “dependencia positiva de ortante 
superior”. 

Si se verifica que: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൒  ௡ሻݔ௑೙ሺܨ…ଶሻݔ௑మሺܨଵሻݔ௑భሺܨ

                                                            
19 Kimeldorf; Sampson (1975a)(1975b)(1978).
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se dice que entre las variables ௜ܺ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ existe “dependencia positiva 
de ortante inferior” y, si se verifican estas dos relaciones simultáneamente, se 
dice que las variables  ௜ܺ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ existe “dependencia de ortante 
positiva”. 

En forma similar, si se verifica que: 

ܵ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൑ ܵ௑భሺݔଵሻܵ௑మሺݔଶሻ…ܵ௑೙ሺݔ௡ሻ 

se dice que entre las variables marginales existe “dependencia negativa de 
ortante inferior”. Si: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൒  ௡ሻݔ௑೙ሺܨ…ଶሻݔ௑మሺܨଵሻݔ௑భሺܨ

se dice que entre las variables ௜ܺ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ existe “dependencia negativa 
de ortante superior” y, si se verifican estas dos relaciones simultáneamente, se 
dice que entre las variables ௜ܺ ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ existe “dependencia de ortante 
negativa”20. 

Por otra parte, si se verifica que la variable ൫ ௜ܺ ോ ௝ܺ൯ ሺ݅ ് ݆ሻ es tal que 
ሺ ௜ܺ ↑௘௦௧ ሻሺ݅ݔ ൌ 1,2, … , ݊ሻ , se dice que la variable ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ observa un 
“orden de dependencia estocástica positiva”. 

De esta definición se puede concluir en forma inmediata que, para ݊ ൌ 2, el 
orden de dependencia positiva es equivalente al cumplimiento de las 
condiciones ܺ ↑௘௦௧ ܻ y ܻ ↑௘௦௧ ܺ. 

Se demuestra que este orden de dependencia implica las dependencias de 
ortante positivas21.  

8.2.- Las medidas de dependencia 

Hasta aquí el concepto de dependencia sobre dos variables se basó en la 
comparación de las funciones de distribución bidimensionales, ܨ௑,௒ሺݔ,  ሻ, conݕ
el producto ܨ௑ሺݔሻܨ௒ሺݕሻ, obtenido a partir del supuesto que ܺ ٣ ܻ. Una forma 
de cuantificar la intensidad de la dependencia consiste en comparar funciones 
de distribución bidimensionales utilizando los coeficientes ߬ de Kendall 
(1938) y ߷௦ de Spearman (1904), los cuales son: i) invariantes con respecto a 
transformaciones estrictamente crecientes y ii) iguales a 1 para la cota 
                                                            
20 Ver Block; Ting (1981), Block; Savits; Shaked (1985). 
21 Para un tratamiento más riguroso de estos conceptos, ver Joe (2001).
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superior de Fréchet (es decir cuando una variable es una transformación 
creciente de la otra) e iguales a -1 para la cota inferior de Fréchet (es decir 
cuando una variable es una transformación decreciente de la otra): െ1 ൑ ߬ ൑
1 y െ1 ൑ ߷௦ ൑ 122 

Dadas dos variables aleatorias bidimensionales ሺܺ, ܻሻ y ሺܺ∗, ܻ∗ሻ 
independientes entre sí con funciones de distribución ܨሺ∙ሻ el coeficiente ߬ de 
Kendall considera la diferencia entre la probabilidad de dos pares aleatorios 
concordantes (es decir de aquellos pares ሺܺ, ܻሻ y ሺܺ∗, ܻ∗ሻ tales que uno de los 
dos posee el valor más grande para ambos componentes, en otros términos, 
tales que,  ܺ ൐ ܺ∗ e ܻ ൐ ܻ∗ o  ܺ ൏ ܺ∗ e ܻ ൏ ܻ∗o lo que es lo mismo, que, 
ሺܺ െ ܺ∗ሻሺܻ െ ܻ∗ሻ ൐ 0) y la probabilidad de dos pares aleatorios discordantes 
(es decir de aquellos pares ሺܺ, ܻሻ y ሺܺ∗, ܻ∗ሻ en los que para cada par un 
componente es más grande que el correspondiente componente del otro par y 
uno es más chico, en otros términos, tales que  ܺ ൐ ܺ∗ e ܻ ൏ ܻ∗ o  ܺ ൏ ܺ∗ e 
ܻ ൐ ܻ∗ y, por lo tanto, que ሺܺ െ ܺ∗ሻሺܻ െ ܻ∗ሻ ൏ 0). Como se mencionó más 
arriba, si una variable es una transformación creciente de la otra, la ocurrencia 
de un par concordante es cierta y la ocurrencia de un par discordante es 
imposible y, viceversa, si una variable es una transformación decreciente de la 
otra, la ocurrencia de un par concordante es imposible y la ocurrencia de un 
par discordante es cierta. Formalmente este criterio de medición asume la 
forma: 

߬ ൌ ሾሺܺ݌ െ ܺ∗ሻሺܻ െ ܻ∗ሻ ൐ 0ሿ െ ሾሺܺ݌ െ ܺ∗ሻሺܻ െ ܻ∗ሻ ൏ 0ሿ ൌ 

ൌ ሾሺܺ݌2 െ ܺ∗ሻሺܻ െ ܻ∗ሻ ൐ 0ሿ െ 1 ൌ 4නܨሺݑሻ	݀ܨሺݑሻ െ 1 

Por otra parte, sea una variable bidimensional continua con función de 
distribución ܨ௑,௒ሺݔ,  ሻ. Bajo la condición de que las variables marginales seݕ
distribuyen de acuerdo con una función ܷሺ0,1ሻ con parámetros ܧሺܺሻ ൌ
ሺܻሻܧ ൌ

ଵ

ଶ
 y ߪଶሺܺሻ ൌ ଶሺܻሻߪ ൌ

ଵ

ଵଶ
, el coeficiente ߷௦ de Spearman se define 

como la medida de correlación entre las variables ܨ௑ሺݔሻ y ܨ௒ሺݕሻ: 

߷௦ ൌ 12	නනܨ௑ሺݔሻܨ௒ሺݕሻ	݀ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ െ 3 ൌ 

ൌ 12	නනܵ௑,௒ሺݔ, ሻݕ௒ሺܨሻ݀ݔ௑ሺܨ݀	ሻݕ െ 3 

 

                                                            
22 Ver Nelsen (2001). 
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9.- Funciones de variables aleatorias  

Dada una variable aleatoria ܺ, se puede definir una función ܭሺܺሻ -que 
también es una variable aleatoria- obtenida de aplicar una transformación ܭ a 
cada uno de los valores de su dominio. La distribución de probabilidades de la 
variable ܻ ൌ  :ሺܺሻ está dada por la funciónܭ

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ ሺܺሻܭሾ݌ ൑ ሿݕ ൌ ሾܺ݌ ൑ ሻሿݕଵሺିܭ ൌ 

ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
௄ሺ௑ሻஸ௬௄ሺ௑ሻஸ௬

 

Supóngase el caso más simple en el que las variables aleatorias ܺ e ܻ sean 
unidimensionales e ܻ esté definida como una transformación lineal de la 
forma ܭሺܺሻ ൌ ܽܺ ൅ ܾሺܽ ൐ 0ሻ. Se verificará, entonces, que: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀
௔௑ା௕

ൌ ܲ ൬ݔ ൑
ݕ െ ܾ
ܽ

൰ ൌ 

ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀

௫ஸ
೤ష್
ೌ

ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀

೤ష್
ೌ

ିஶ

ൌ 

ൌ ௑ܨ ൬
ݕ െ ܾ
ܽ

൰ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

೤ష್
ೌ

ିஶ

ൌ
1
ܽ
න ௑݂ ൬

ݔ െ ܾ
ܽ

൰ ݔ݀

௬

ିஶ

 

Para ܽ ൏ 0, se tiene que: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ 1 െ ௑ܨ ൬
ݕ െ ܾ
ܽ

൰ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

೤ష್
ೌ

ൌ
1
ܽ
න ௑݂ ൬

ݔ െ ܾ
ܽ

൰ ݔ݀

ஶ

௬

 

ൌ
1
|ܽ|

න ௑݂ ൬
ݔ െ ܾ
ܽ

൰ ݔ݀

௬

ିஶ
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Se puede concluir entonces que, si ܨ௑ሺݔሻ es absolutamente continua y ܽ ് 0, 
entonces ܨ௒ሺݕሻ también será absolutamente continua, con función de densidad 

௒݂ሺݕሻ ൌ
ଵ

|௔| ௑݂ ቀ
௬ି௕

௔
ቁ. 

Esta propiedad puede ser generalizada para toda transformación ܭሺܺሻ 
estrictamente monótona con derivada continua. Si ܭሺܺሻ es creciente, se 
verificará que: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
௄ሺ௑ሻஸ௬

ൌ න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

௄షభሺ௑ሻ

ିஶ

ൌ
݀
ݔ݀

ሻݔଵሺିܭ න ௑݂ሾିܭଵሺݔሻሿ݀ݔ

௬

ିஶ

 

Si ܭሺܺሻ es decreciente, igual que en el caso lineal, será: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ 1 െ ሻሿݕଵሺିܭ௑ሾܨ ൌ න ௑݂ሺݑሻ݀ݑ

ஶ

௄షభሺ௬ሻ

 

ൌ ฬ
݀
ݕ݀

ሻฬݕଵሺିܭ න ௑݂ሾିܭଵሺݑሻሿ݀ݑ

௬

ିஶ

 

Es decir, se demuestra que, si ܺ es absolutamente continua, entonces ܻ ൌ
 ሺܺሻ también es absolutamente continua con función de densidad de laܭ
forma: 

௒݂ሺݕሻ ൌ ฬ
݀
ݕ݀

ሻฬݕଵሺିܭ ௑݂ሾିܭଵሺݕሻሿ 

Ejemplo n° 13: 

Sea ܺ una variable aleatoria unidimensional con función de densidad de la 
forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ2√ߪ
݌ݔ݁ ൜െ

1
2
ቀ
ݔ െ ݉
ߪ

ቁ
ଶ
ൠ													ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

(donde ݉ y ߪ son constantes) y sea una variable ܻ definida a partir de la 
aplicación de la transformación lineal ܻ ൌ ሺܺሻܭ ൌ ܽܺ ൅ ܾ		ሺܽ ൐ 0ሻ. La 
función de densidad de ܻ estará dada, entonces, por: 
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௒݂ሺݕሻ ൌ
1
ܽ

1

ߨ2√ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݕ െ ܾ െ ܽ݉

ߪܽ
൰
ଶ

቉									ሺെ∞ ൑ ݕ ൑ ∞ሻ 

Ejemplo n° 14: 

Sea ܺ una variable aleatoria unidimensional con función de densidad de la 
forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
0																	ܽݎܽ݌																		ݔ2 ൑ ݔ ൑ 1
 ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌					0

y supóngase la transformación ܻ ൌ െܺ. Se verificará, entonces, que: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺെܺ݌ ൑ ሻݕ ൌ ሺܺ݌ ൒ െݕሻ ൌ 1 െ ሺܺ݌ ൏ െݕሻ ൌ 1 െ  ሻݕ௑ሺെܨ

donde: 

ሻݕ௑ሺെܨ ൌ ቐ
ݕ										ܽݎܽ݌										0 ൐ 0
ଶݕ 														െ 1 ൑ ݕ ൑ 0
ݕ																											1 ൐ െ1

 

Luego, será: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ 1 െ ሻݕ௑ሺെܨ ൌ ቐ
ݕ										ܽݎܽ݌										1 ൐ 0
1 െ ଶݕ 							െ 1 ൑ ݕ ൑ 0
ݕ																											0 ൏ െ1

 

De modo que la función de densidad de la variable ܻ estará dada por: 

௒݂ሺݕሻ ൌ ൜
െ2ݕ																ܽݎܽ݌															 െ 1 ൑ ݕ ൑ 0
 ݕ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌										0

Ejemplo n° 15: 

Sea ܺ una variable aleatoria unidimensional con función de densidad de la 
forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ2√ߪ
݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ଶݔ

ଶߪ
ቇ									ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

(donde ߪ denota una constante) y sea ܻ una variable aleatoria definida por la 
transformación ܻ ൌ ܺଶ. Se verificará, entonces que: 
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ሻݕ௒ሺܨ ൌ
1

ߨ2√ߪ
න ݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ଶݔ

ଶߪ
ቇ ݔ݀ ൌ න ݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ଶݔ

ଶߪ
ቇ ݔ݀

√௬

ି√௬௫మஸ௬

 

Ahora bien, dado que el integrando es una función par, se puede escribir: 

௒ሺܻሻܨ ൌ
2

ߨ2√ߪ
න ݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ଶݔ

ଶߪ
ቇ݀ݔ

√௬

଴

 

de modo que la función de densidad de la variable ܻ queda definida de la 
siguiente forma: 

௒݂ሺݕሻ ൌ
݀
ݕ݀

ሻݕ௒ሺܨ ൌ
2

ߨ2√ߪ

1

2ඥݕ
݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ଶݔ

ଶߪ
ቇ݀ݔ ൌ 

ൌ
1

ඥݕ
൤

1

ߨ2√ߪ
݁ି

భ
మ
ఙమ൨ ሺݕ ൐ 0ሻ 

____________________ 

Sea una variable aleatoria ݊-dimensional ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ y un conjunto 
de transformaciones ௜݂ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ሺ݅ ൌ 1,2, … ,݉; 1 ൑ ݉ ൏ ݊ሻ tales que: 

൞

ଵܻ ൌ ଵ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ

ଶܻ ൌ ଶ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ
………………

௠ܻ ൌ ௠݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ

 

La función de distribución de probabilidades de la variable ݉-dimensional 
ሺ ଵܻ, ଶܻ, … , ௠ܻሻ está dada por: 

݌ ൝ሩሺ ௜ܻ ൑ ௜ሻݕ
௠

௜ୀଵ

ൡ ൌ නන…න݀ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ

(la integral múltiple es sobre el dominio ⋂ ሾ ௜݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൑ ௜ሿݕ
௠
௜ୀଵ ). En 

particular, si ݉ ൌ  es una variable absolutamente continua y las ࢄ ,݊
transformaciones ௜݂ሺ∙ሻ tienen derivadas parciales continuas y son tales que: 
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,ଵݔଵሺିܬ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ ଵ݂

ଵݔ߲

߲ ଵ݂

ଶݔ߲
…

߲ ଶ݂

ଵݔ߲

߲ ଶ݂

ଶݔ߲
…

… … …

			

߲ ଵ݂

௡ݔ߲
߲ ଶ݂

…௡ݔ߲

	
߲ ௡݂

ଵݔ߲

߲ ௡݂

ଶݔ߲
				…

߲ ௡݂

ے௡ݔ߲
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

് 0 

Denotando por ݕ ൌ ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  ௡ሻ el conjunto de puntos para los cuales elݕ
sistema ௜݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ௜ ሺ݅ݕ ൌ 1,2, … , ݊ሻ posee soluciones ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ
∈  entonces entre las variables ܺ e ܻ existe una correspondencia biunívoca , ࢄ
y bicontinua y las transformaciones inversas ݔ௜ ൌ ௜݂

ିଵሺݕଵ, ,ଶݕ … , ௡ሻ ሺ݅ݕ ൌ
1,2, … , ݊; ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  ௡ሻܻ߳ሻ existen y son continuas y la función de densidadݕ
conjunta de ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  :௡ሻ es de la formaݕ

௒݂భ,௒మ,…,௒೙ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ௡ሻݕ ൌ ቐ
௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሾ ଵ݂

ିଵሺܺሻ, ଶ݂
ିଵሺܺሻ, … , ௡݂

ିଵሺܺሻሿ.

. หܬሾ ଵ݂
ିଵሺܺሻ, ଶ݂

ିଵሺܺሻ, … , ௡݂
ିଵሺܺሻሿห					ሺݕଵ െ ௡ሻܻ߳ݕ

0																																																			ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ௡ሻݕ ∉ ܻ

 

Un caso particularmente importante por sus aplicaciones es aquél en el que ܺ 
es una variable de ݊ dimensiones, ࢄ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, cuyas variables 
marginales son independientes y la transformación ܭሺܺሻ está definida por la 
suma de las mismas, ܭሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅⋯൅ ܺ௡. En particular, de 
acuerdo a lo expresado en la Sec. 2.1, para ݊ ൌ 2, la condición de 
independencia estará dada por la relación: 

,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ ଶሻݔ ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ଵሻݔ ∩ ሺܺଶ ൑ ଶሻሿݔ ൌ ሺ݌ ଵܺ ൑ ሺܺଶ݌ଵሻݔ ൑ ଶሻݔ ൌ 

ൌ  ଶሻݔ௑మሺܨଵሻݔ௑భሺܨ

Luego, se puede escribir: 

ሻݕ௑భ,௑మሺܨ ൌ න ,ଵݔ௑భ,௑మሺܨ݀ ଶሻݔ
௫భା௫మஸ௬

ൌ න ଶሻݔ௑మሺܨଵሻ݀ݔ௑భሺܨ݀
௫భା௫మஸ௬

 

y, de acuerdo con los postulados del teorema de Fubini23, se demuestra que: 

                                                            
23 Propiedad de las integrales de Stieltjes. Denominado también teorema de inversión del orden 
de integración. Según el cual, si ܨ௑,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ ሻ, paraݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ  ,Թ௡, entonces߳ݕ

׬ ቂ׬ ݃ሺݔ, ሻԹ೙ݔ௑ሺܨሻ݀ݕ
ቃ ሻԹ೙ݕ௒ሺܨ݀

ൌ ׬ ቂ׬ ݃ሺݔ, ሻԹ೙ݕ௒ሺܨሻ݀ݕ
ቃ ሻԹ೙ݔ௑ሺܨ݀

. 
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ሻݕ௑భ,௑మሺܨ ൌ න ቎ න ଵሻݔ௑భሺܨ݀
௫భழ௬ି௫మ

቏ ଶሻݔ௑మሺܨ݀

ஶ

ିஶ

ൌ 

ൌ න ቎ න ଵሻݔ௑భሺܨ݀

௬ି௫మ

ିஶ

቏ ଶሻݔ௑మሺܨ݀

ஶ

ିஶ

ൌ න ݕ௑భሺܨ െ ሻݔ௑మሺܨሻݔ

ஶ

ିஶ

 

Donde la operación que aparece en el segundo miembro se denomina 
convolución de las funciones de distribución ܨ௑భሺ. ሻ y ܨ௑మሺ. ሻ y se denota por 
.௑భሺܨ ሻ ∗ .௑మሺܨ ሻ. Esta propiedad puede ser expresada, entonces, de la siguiente 
forma: la función de distribución de una suma de dos variables aleatorias 
independientes está dada por la convolución de las funciones de distribución 
de las variables sumando,ܨ௑భା௑మሺݕሻ ൌ ሻݕ௑భሺܨ ∗  .ሻݕ௑మሺܨ

Debe tenerse en cuenta que la igualdad ܨ௑భሺݕሻ ∗ ሻݕ௑ሺܨ ൌ ሻݕ௑మሺܨ ∗  ሻ noݕ௑ሺܨ
implica necesariamente que ܨ௑భሺݕሻ ൌ  ሻ. Es decir, debe tenerse en cuentaݕ௑మሺܨ
que es posible hallar funciones de distribución de probabilidades 
,ሻݕ௑భሺܨ  ሻ pero susݕ௑మሺܨ ሻ sea distinta deݕ௑భሺܨ ሻ tales queݕ௑ሺܨ ሻ yݕ௑మሺܨ
convoluciones con ܨ௑ሺݕሻ sean iguales. Por otra parte, dado que la suma de 
dos variables aleatorias es conmutativa, la operación de convolución también 
es conmutativa. 

En particular, si las funciones ܨ௑భሺݕሻ y ܨ௑మሺݕሻ son continuas, se verifica que: 

ሻݕ௑భା௑మሺܨ ൌ න ቎ න ௑݂భሺ௨ሻௗ௨

௬ି௫మ

ିஶ

቏ ௑݂మሺݔଶሻ݀ݔଶ

ஶ

ିஶ

 

y aplicando la sustitución ݑ ൌ ݒ െ  :ଶ, seráݔ

ሻݕ௑భା௑మሺܨ ൌ න ቎ න ௑݂భሺݒ െ ݒሻ݀ݔ

௬

ିஶ

቏ ௑݂మሺݔሻ݀ݔ ൌ

ஶ

ିஶ

 

ൌ න ൥ න ௑݂భሺݒ െ ሻݔ ௑݂మሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

൩ ݒ݀

௬

ିஶ

 

Lo que demuestra que la función de densidad de la suma de dos variables 
aleatorias independientes es igual a la convolución de las funciones de 
densidad de las variables sumando: 
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௑݂భା௑మሺݕሻ න ௑݂భሺݒ െ ሻݔ ௑݂మሺݔሻ݀ݔ ൌ ௑݂భሺݕሻ ∗ ௑݂మሺݕሻ

ஶ

ିஶ

 

Como la convolución es asociativa, es fácil demostrar que, dadas tres 
variables aleatorias independientes, se verifica que: 

௑భା௑మା௑యܨ ൌ ሺ௑భା௑మሻା௑యܨ ൌ ௑భା௑మܨ ∗ ௑యܨ ൌ ௑భܨ ∗ ௑మܨ ∗  ௑యܨ

y, en general, dadas ݊ variables independientes, se verifica que 
௑భା௑మା⋯ା௑೙ܨ ൌ ௑భܨ ∗ ௑మܨ ∗ … ∗  ௑೙. En particular, dada una variable aleatoriaܨ
ܻ definida como la suma de ݊ variables independientes, ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, todas 
con la misma función de distribución de probabilidades, ܨ௑, se verificará que 
௒ܨ ൌ ௑భܨ ∗ ௑మܨ ∗ … ∗ ௑೙ܨ ൌ ሼܨ௑ሽ௡∗, denominada convolución de orden ݊ de la 
función ܨ௑. 

Ejemplo n° 16: 

Sea ሺܺ, ܻሻ una variable aleatoria bidimensional con función de densidad de la 
forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
0										ܽݎܽ݌										1 ൑ ݔ ൑ 1,0 ൑ ݕ ൑ 1
݋ݏܽܿ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	݊݁																							0  

La función de densidad de la variable ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ está dada por la convolución 
de las funciones de densidad de las variables marginales, definidas de la 
siguiente forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
0										ܽݎܽ݌											1 ൑ ݔ ൑ 1
 ݋ݏܽܿ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	݊݁					0

௓݂ି௑ሺݖ െ ሻݔ ൌ 

ൌ ൜
0							ܽݎܽ݌							1 ൑ ݖ െ ݔ ൑ 1	ሺ݁ݏ	ݎ݅ܿ݁݀	ܽݎܽ݌	ݖ െ 1 ൑ ݔ ൑ ሻݖ
݋ݏܽܿ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	݊݁																																																																0

 

Es decir, será: 

௓݂ሺݖሻ ൌ න ௑݂ሺݔሻ ௓݂ି௑ሺݖ െ ݔሻ݀ݔ ൌ

ஶ

ିஶ
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ൌ න ݔ݀ ൌ න ݔ݀ ൌ ሻݖሺܫ	݁݀	ܽ݀݅݀݁݉
௭ିଵஸ௫ஸଵ
଴ஸ௫ஸଵ

଴ஸ௭ି௫ஸଵ
଴ஸ௫ஸଵ

 

(donde ܫሺܼሻ denota el conjunto obtenido de la intersección de ሾ0,1ሿ y ሾܼ െ
1, ܼሿ). 

Las igualdades segunda y tercera de la expresión anterior resultan del hecho 
que el integrando es no-nulo (igual a 1) sólo cuando ambos factores son 
distintos de cero y esto ocurre cuando los argumentos de las funciones 
௓݂ି௑ሺݖ െ  :ሻ asumen valores en el intervalo ሾ0,1ሿ. Por lo tanto, seráݔሻ y ௑݂ሺݔ

௓݂ሺݖሻ ൌ ൞

ݖ										ܽݎܽ݌										0 ൐ 0	ሺܫሺݖሻ ൌ ∅ሻ
0																																											ݖ ൑ ݖ ൑ 1
2 െ 1																																			ݖ ൏ ݖ ൑ 2
ݖ																														0 ൐ 2	ሺܫሺݖሻ ൌ ∅ሻ

 

Sea una tercera variable ܹ (independiente de ܺ y de ܻ) con distribución de 
probabilidades uniforme en el intervalo ሾ0,1ሿ. 

La función de densidad de la variable ܸ ൌ ܺ ൅ ܻ ൅ܹ está dada por la 
convolución entre las funciones ௓݂ሺݖሻ, calculada más arriba y ௐ݂ሺݓሻ, 

௏݂ሺݒሻ ൌ ׬ ௏݂ି௓ሺݒ െ ሻݖ ௓݂ሺݖሻ݀ݖ
ஶ
ିஶ . Donde: 

௏݂ି௓ሺߟ െ ሻݖ ൌ ൜
ߟ										ܽݎܽ݌										1 െ 1 ൑ ݖ ൑ ሺ0	ߟ ൑ ߟ െ ݖ ൑ 1ሻ
ߟ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌																											0

 

௓݂ሺݖሻ ൌ ൝
0																				ܽݎܽ݌																							ݖ ൑ ݖ ൑ 1
2 െ 1																																													ݖ ൏ ݖ ൑ 2
ݖ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌											0

 

Luego, será: 

௏݂ሺߟሻ ൌ න ݖ݀ݖ ൅ න ሺ2 െ ݖሻ݀ݖ
ఎିଵஸ௭ஸఎ
ଵஸ௭ஸଶ

ఎିଵஸ௭ஸఎ
଴ஸ௭ஸଵ

 

Es decir, se obtiene que: 
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௏݂ሺߟሻ ൌ

ە
ۖۖ
ۖ
۔

ۖۖ
ۖ
ۓ
ߟ																			ܽݎܽ݌																		0 ൐ 0
ଶߟ

2
																																				0 ൑ ߟ ൑ 0

3
4
െ ൬ߟ െ

3
2
൰ 																			1 ൏ ߟ ൑ 2

1
2
ሺ3 െ 2																							ሻଶߟ ൏ ߟ ൑ 3

ߟ																																																0 ൐ 3

 

Obsérvese que, si bien las funciones de densidad de las variables marginales 
son rectangulares, la función de densidad de la variable ܺ ൅ ܻ es triangular y 
la correspondiente a la variable ܺ ൅ ܻ ൅ܹ asume una forma campanular. 
Estas consideraciones están relacionadas con los postulados del teorema 
central del límite según el cual, en condiciones bastante generales, la variable 
aleatoria definida como la suma de ݊ variables independientes tiende a una 
distribución de probabilidades Normal, cuando el número de sumandos crece 
indefinidamente24. 

Ejemplo n° 17: 

Sean ଵܺ y ܺଶ dos variables aleatorias independientes, ambas con distribución 
de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
ݔ										ܽݎܽ݌										0 ൑ 0
ݔ																				ఒ௫ି݁ߣ ൐ 0

 

(siendo ߣ ൐ 0). Entonces, la distribución de probabilidades de la variable 
ଶܻ= ଵܺ ൅ ܺଶ estará dada por: 

௒݂మሺݕሻ ൌ න ௒݂మି௑ሺݕ െ ሻݔ

ஶ

ିஶ

ݔ݀ ൌ ଶߣ න ݁ିఒሺ௬ି௫ሻ݁ିఒ௫݀ݔ
௬ି௫வ଴
௫வ଴

ൌ 

ൌ ଶ݁ିఒ௬ߣ න ݔ݀

௬

଴

ൌ  ఒ௬ି݁ݕଶߣ

Es decir, será: 

                                                            
24 Ver Sección 12.2. 
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௒݂మሺݕሻ ൌ ൜
ݕ										ܽݎܽ݌										0 ൑ 0
ݕ																	ఒ௬ି݁ݕଶߣ ൐ 0

 

Sea, ahora, una tercera variable, ܺଷ (independiente de las anteriores) y con 
distribución de probabilidades similar a la de ଵܺ y ܺଶ. La función de 
probabilidades de la variable ଷܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ܺଷ estará dada por: 

௒݂యሺݕሻ ൌ ଷߣ න ݁ିఒሺ௬ି௫ሻି݁ݔఒ௫݀ݔ ൌ ଷ݁ିఒ௬ߣ න ݔ݀ݔ ൌ
ଶݕଷߣ

2
݁ିఒ௬

௬

଴

௬

଴

 

En general la distribución de probabilidades de la variable ௡ܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅
…൅ ܺ௡, donde las ௝ܺ son variables aleatorias independientes con la misma 
distribución de probabilidades, será: 

௒݂೙ሺݕሻ ൌ
௡ିଵݕ௡ߣ

ሺ݊ െ 1ሻ!
݁ିఒ௬										ሺݕ ൐ 0ሻ 

Ejemplo n° 18: 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ un conjunto de variables aleatorias independientes 
semejantes correspondientes a ݊ ventanillas que comienzan a servir a ݊ 
clientes en forma simultánea y sean las variables aleatorias ܻ ൌ min

ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ y 

ܼ ൌ max
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ que representan, respectivamente, el momento  en que se libera 

la primera ventanilla  y el momento en el cual terminan de ser atendidos los ݊ 
clientes. Teniendo en cuenta las condiciones de independencia y semejanza de 
las variables ௝ܺ, se tiene que: 

ሻݖ௓ሺܨ ൌ ሺܼ݌ ൑ ሻݖ ൌ ݌ ൬max
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ ൑ ൰ݖ ൌ 

ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൑ ሻݖ ∩ ሺܺଶ ൑ ሻݖ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൑ ሻሿݖ ൌ 

ൌ ሺ݌ ଵܺ ൑ ሺܺଶ݌ሻݖ ൑ ሺܺ௡݌…ሻݖ ൑ ሻݖ ൌ ሾܨ௑ሺݖሻሿ௡ 

Si la función ܨ௑ es absolutamente continua, se verifica que: 

ሻݖ௓ሺܨ ൌ ሾܨ௑ሺݖሻሿ௡ ൌ න݊ሾܨ௑ሺݑሻሿ௡ିଵ ௑݂ሺݑሻ݀ݑ

௭

ିஶ
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De modo que la función de densidad queda definida como ௓݂ሺݖሻ ൌ
݊ሾܨ௑ሺݖሻሿ௡ ௑݂ሺݖሻ. De la misma forma: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ ݌ ൬ min
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ ൑ ൰ݕ ൌ 1 െ ݌ ൬ min

ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ ൐ ൰ݕ ൌ 

ൌ 1 െ ሾሺ݌ ଵܺ ൐ ሻݕ ∩ ሺܺଶ ൐ ሻݕ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൐ ሻሿݕ ൌ 

ൌ 1 െ ሺ݌ ଵܺ ൐ ሺܺଶ݌ሻݕ ൐ ሺܺ௡݌…ሻݕ ൐ ሻݕ ൌ 1 െ ሾ1 െ  ሻሿ௡ݕ௑ሺܨ

Luego, la función de densidad será ௒݂ሺݕሻ ൌ ݊|1 െ ሻ|௡ିଵݕ௑ሺܨ ௑݂ሺݕሻ. En 
particular, si las variables ௝ܺ se distribuyen de acuerdo con una función de 
probabilidades de la forma ௑݂ሺݔሻ ൌ 1ሺ0 ൑ ݔ ൑ 1ሻ. Es decir, si su función de 
distribución es de la forma ܨ௑ሺݔሻ ൌ ሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ, se obtiene que ܨ௒ሺݔሻ ൌ
1 െ ሺ1 െ ሻ௡ሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ y ௒݂ሺݔሻ ൌ ݊ሺ1 െ ሻ௡ିଵሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ y que 
ሻݔ௓ሺܨ ൌ ௡ሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ y ௓݂ሺݔሻ ൌ ௡ିଵሺ0ݔ݊ ൑ ݔ ൑ 1ሻ. Luego, para todo ݔ ൐
0, se verifica que: 

lim
௡→ஶ

ሻݔ௒ሺܨ ൌ lim
௡→ஶ

݌ ൬ min
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ ൑ ൰ݔ ൌ 1 

lim
௡→ஶ

ሻݔ௓ሺܨ ൌ lim
௡→ஶ

݌ ൬ min
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܺ ൑ ൰ݔ ൌ 0 

De lo cual se puede concluir que el mínimo tiende a concentrarse en el origen 
y el máximo tiende a aproximarse al valor 1. 

De la misma forma, si las variables ௜ܺ se distribuyen de acuerdo con una 
función de probabilidades exponencial de la forma: 

 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
ݔ												ܽݎܽ݌												0 ൑ 0
ݔ																								ఒ௫ି݁ߣ ൐ 0

 

 

será ܨ௑ሺݔሻ ൌ 1 െ ݁ିఒ௫. De lo que se puede concluir que al mínimo también le 
corresponde una función de distribución ܨ௒ሺݔሻ ൌ 1 െ ݁ି௡ఒ௫ y a ܼ le 

corresponde una función de distribución de la forma ܨ௓ሺݔሻ ൌ ൫1 െ ݁ିఒ௫൯
௡

. 
Igual que en el caso anterior, para ݔ ൐ 0, se verifica que lim

௡→ஶ
ሻݔ௒ሺܨ ൌ 1 y 

lim
௡→ஶ

ሻݔ௓ሺܨ ൌ 0, Es decir que el mínimo tiende a concentrarse en el entorno 

del origen y ܼ tiende a dispersarse en el infinito. 
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Ejemplo n° 19: 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ un conjunto de variables aleatorias iid con distribución de 
probabilidades ௑݂ሺݔሻ y función de distribución ܨ௑ሺݔሻ. 

Sean ܺሺଵሻ la variable aleatoria que representa el menor de los valores a asumir 
por las ݊ variables, ܺሺଶሻ la variable aleatoria que representa el segundo valor 
en orden de magnitud creciente y, en general ܺሺ௡ሻ la variable que denota el 
mayor de los valores a asumir por las ݊ variables25. Entonces, será: 

ሻݔሺ௞ሻሺܨ ൌ ൫ܺሺ௞ሻ݌ ൑ ൯ݔ ൌ 

ൌ 	ݏ݈ܾ݁ܽ݅ݎܽݒ	݊	ݏ݈ܽ	݁݀	݇	ݏ݋݊݁݉	൫݈ܽ݌ ௝ܺ	݊ܽ݁ݏ	ݏ݁ݎ݋݊݁݉	݋	ݏ݈݁ܽݑ݃݅	݁ݑݍ	ݔ൯ ൌ 

ൌ ൛൫ܺሺଵሻ	ݏ݋ݐ݊݁ݒ݁	ݏ݋݈	݁݀	݇	ݏ݋݊݁݉	൫݈ܽ݌ ൑ ,൯ݔ ൫ܺሺଶሻ ൑ ,൯ݔ …, 

, ቀ൫ܺሺ௡ሻ ൑ ൯ቁቅݔ ቁݏ݋ݎ݁݀ܽ݀ݎ݁ݒ	݊ܽ݁ݏ ൌ 

ൌ෍ቀ
݊
݆ቁ ሾܨ௑ሺݔሻሿ

௝ሾ1 െ ሻሿ௡ି௝ݔ௑ሺܨ
௡

௝ୀ௞

 

Si la función ܨ௑ሺݔሻ es absolutamente continua, entonces ܨሺ௞ሻሺݔሻ también lo 
es y, por lo tanto, su derivada proporciona la correspondiente función de 
densidad: 

ሺ݂௞ሻሺݔሻ ൌ
݀
ݔ݀

ሻݔሺ௞ሻሺܨ ൌ 

ൌ෍ቀ
݊
݆ቁ ݆ሾܨ௑ሺݔሻሿ

௝ିଵሾ1 െ ሻሿ௡ି௝ݔ௑ሺܨ ௑݂ሺݔሻ
௡

௝ୀ௞

െ 

െ෍ቀ
݊
݆ቁ ሾܨ௑ሺݔሻሿ

௝ିଵሺ݊ െ ݆ሻሾ1 െ ሻሿ௡ି௝ିଵݔ௑ሺܨ ௑݂ሺݔሻ ൌ

௡ିଵ

௝ୀ௞

 

ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݇ሾܨ௑ሺݔሻሿ

௞ିଵሾ1 െ ሻሿ௡ି௞ݔ௑ሺܨ ௑݂ሺݔሻ ൅ 

                                                            
25Nótese que ܺሺଵሻ y ܺሺ௡ሻ coinciden, respectivamente, con las variables ܻ y ܼ del ejemplo 
precedente. 
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൅ ෍ ቂቀ
݊
݆ቁ ݆ െ ቀ

݊
݆ െ 1ቁ ሺ݊ െ ݆ ൅ 1ሻቃ ሾܨ௑ሺݔሻሿ௝ିଵሾ1 െ ሻሿ௡ି௝ݔ௑ሺܨ ௑݂ሺݔሻ

௡

௝ୀ௞ାଵ

ൌ 

ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݇ሾܨ௑ሺݔሻሿ

௞ିଵሾ1 െ ሻሿ௡ି௞ݔ௑ሺܨ ௑݂ሺݔሻ 

(nótese que, para ݇ ൌ 1 y ݇ ൌ ݊, quedan definidas las funciones de densidad 
del mínimo y máximo, ௒݂ሺ∙ሻ y ௓݂ሺ∙ሻ, del ejemplo precedente). 

En particular, si las variables ௝ܺ tienen distribución de probabilidades tal que 

௑݂ሺݔሻ ൌ 1 y ܨ௑ሺݔሻ ൌ ሺ0ݔ ൑ ݔ ൑ 1ሻ, se obtiene que: 

 ሺ݂௞ሻሺݔሻ ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݔ݇

௞ିଵሺ1 െ  ሻ௡ି௞ݔ

________________________ 

Sea una variable aleatoria ܺ discreta con distribución de probabilidades 
൛ܺ, Ωሺܺሻ ൌ ሼ1,2, … ሽ, ሺܺ݌ ൌ ݆ሻ ൌ ௝ሺ݆݌ ൌ 1,2, … ሻൟ y sea la variable ܻ ൌ  ሺܺሻܭ
(que, obviamente, también será discreta). Entonces, será: 

൫ܻ݌ ൌ ௝൯ݕ ൌ ௝൯ݔ൫ܭൣ݌ ൌ ௝൧ݕ ൌ ෍ ௝݌
௄൫௫ೕ൯ୀ௬ೕ

 

Se puede concluir en forma inmediata que cada valor ݕ௝ puede ser generado 
por distintos valores de ܺ. En particular, si ܭሺܺሻ es una función invertible, 
existe una correspondencia biunívoca entre los valores de ܻ y de ܺ, es decir 
que ܻ asume valores distintos de ܺ con las mismas probabilidades: 

൫ܻ݌ ൌ ௝൯ݕ ൌ ܻൣ݌ ൌ ௝൯൧ݔ൫ܭ ൌ ൫ܺ݌ ൌ  ௝൯ݔ

Ejemplo n° 20: 

Sean ଵܺ y ܺଶ dos variables aleatorias independientes, cada una de las cuales 
representa los valores a obtener al arrojar un dado “clásico” de ݊ caras 
numeradas de 1 a ݊. La distribución de probabilidades de ambas variables es 

de la forma ݌ሺܺሻ ൌ
ଵ

௡
ሺܺ ൌ 1,2, … , ݊ሻ. Sea, por otra parte, la variable aleatoria 

ܻ que representala suma de los puntos a obtener al arrojar los dos dados, ܻ ൌ
ଵܺ ൅ ܺଶ. Se puede escribir, entonces: 
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ሺܻ݌ ൌ ሻݕ ൌ ሺ݌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൌ ሻݕ ൌ෍݌ሾሺ ଵܺ ൌ ݆ሻ ∩ ሺ ଵܺ ൅ ܺଶ ൌ ሻሿݕ ൌ

௡

௝ୀଵ

 

ൌ෍݌ሾሺ ଵܺ ൌ ݆ሻ ∩ ሺܺଶ ൌ ݕ െ ݆ሻሿ ൌ

௡

௝ୀଵ

 

ൌ෍݌ሺ ଵܺ ൌ ݆ሻ݌ሺܺଶ ൌ ݕ െ ݆ሻ ൌ ෍
1
݊ଶ

ൌ ෍
1
݊ଶ

ଵஸ௝ஸ௡
௬ି௡ஸ௝ஸ௬ିଵ

ଵஸ௝ஸ௡
ଵஸ௬ି௝ஸ௡

௡

௝ୀଵ

 

Es decir, la probabilidad ݌ሺܻ ൌ  ሻ estará dada por el factorݕ
ଵ

௡మ
 multiplicado 

por el número de valores enteros contenidos en el intervalo definido por la 
intersección ሼሺ1 ൑ ݆ ൑ ݊ሻ ∩ ሺݕ െ ݊ ൑ ݆ ൑ ݕ െ 1ሻሽ. Esta intersección será 
vacía si ݕ െ 1 ൏ 1 (es decir, si ݕ ൏ 2) o si ݕ െ ݊ ൐ ݊ (es decir, si ݕ ൐ 2݊)26. 
Si se verifica que 2 ൑ ݕ ൑ ݊ ൅ 1, entonces la intersección queda definida por 
el intervalo 1 ൑ ݆ ൑ ݕ െ 1, es decir, será: 

ሺܻ݌ ൌ ሻݕ ൌ ෍
1
݊ଶ

ൌ
ݕ െ 1
݊ଶ

௬ିଵ

௝ୀ

 

Asimismo, si se verifica que ݊ ൅ 2 ൑ ݕ ൑ 2݊, la intersección queda definida 
por el intervalo ݕ െ ݊ ൑ ݆ ൑ ݊. Luego, será: 

ሺܻ݌ ൌ ሻݕ ൌ ෍
1
݊ଶ

ൌ
2݊ െ ݕ ൅ 1

݊ଶ

௡

௝ୀ௬ି௡

 

Resumiendo los resultados anteriores, se puede concluir que la función de 
probabilidades de ܻ queda definida de la siguiente forma: 

ሺܻ݌ ൌ ሻݕ ൌ ൞

ݕ െ 1
݊ଶ

2													ܽݎܽ݌												 ൑ ݕ ൑ ݊ ൅ 1

2݊ െ ݕ ൅ 1
݊ଶ

																						݊ ൅ 1 ൑ ݕ ൑ 2݊
 

__________________________ 

                                                            
26 En otros términos, el dominio de la variable ܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ será Ωሺܻሻ ൌ ሼ2,3,4, … ,2݊ሽ. 
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Sea una variable aleatoria unidimensional ܻ con dominio Ωሺܻሻ ൌ
ሼݕଵ, ,ଶݕ … , ௜ݕ ௡ሽ y tal que sus valores observan el siguiente ordenݕ ൐ ݅ ௝, siݕ ൐
݆ y sean dos distribuciones de probabilidades ߨଵሺ݌íሻ y ߨଶሺ݌íሻ sobre dicho 
dominio tales que ߨଵሺ݌íሻ ൐ íሻሺ݅݌ଶሺߨ ൌ 1,2, … , ݇ െ 1ሻ, ߨଵሺ݌௞ሻ ൐  ௞ሻ y݌ଶሺߨ
íሻ݌ଵሺߨ ൌ íሻሺ݅݌ଶሺߨ ൌ ݇ ൅ 1, ݇ ൅ 2,… , ݊ሻ, de modo que: 

௞ିଵሻݕଶሺܨ ൌ ෍ߨଶሺ݌íሻ
௞ିଵ

௜ୀଵ

൏ ෍ߨଵሺ݌íሻ
௞ିଵ

௜ୀଵ

ൌ  ௞ିଵሻݕଵሺܨ

y ∑ íሻ݌ଵሺߨ ൌ ∑ íሻ݌ଶሺߨ
௡
௜ୀ௞ାଵ

௡
௜ୀ௞ାଵ  y, en consecuencia, que ܨଶሺݕ௛ሻ ൑

௛ሻሺ݄ݕଵሺܨ ൌ 1,2, … , ݊ሻ. Se dice, entonces que la distribución ሼߨଵሺ݌íሻሽ es 
estocásticamente dominante de primer orden respecto de ሼߨଶሺ݌íሻሽ. 

Con un razonamiento similar se demuestra que la condición necesaria y 
suficiente para la dominancia de segundo orden de la distribución ሼߨଵሺ݌íሻሽ 
respecto de ሼߨଶሺ݌íሻሽ es que ∑ ௜ݕ∆௜ሻݕଶሺܨ ൑ ∑ ௜ݕ∆௜ሻݕଵሺܨ

௞
௜ୀଵ

௞
௜ୀଵ (para ݇ ൏ ݊ሻ, 

donde ∆ݕ௜ ൌ ௜ାଵݕ െ ௜ݕ ൐ 0. 

De la misma forma, dadas una variable ܻ continua en el dominio Ωሺܻሻ ൌ
ሾݕଵ, ,௡ሿ y las funciones de densidad y de distribución ߶ଵሾ݃ଵሺܻሻሿݕ ߶ଶሾ݃ଶሺܻሻሿ,
 :ଶሺܻሻ, la condiciónܩ ଵሺܻሻ yܩ

නܩଶሺݑሻ݀ݑ ൑ නܩଵሺݑሻ݀ݑ

௬

௬భ

௬

௬భ

൫߳ݕΩሺܻሻ൯ 

es necesaria y suficiente para poder asegurar que ߶ଶሾ݃ሺܻሻሿ es 
estocásticamente dominante de segúndo orden respecto de ߶ଵሾ݃ሺܻሻሿ. En 
general, la condición necesaria y suficiente para poder asegurar que 
߶ଶሾ݃ሺܻሻሿes estocásticamente dominante de orden ݆	ሺൌ 2,3, … ሻ respecto de 
߶ଵሾ݃ሺܻሻሿ es que: 

ሻሿݕଶሺܩ௝ሾܫ ൌ න න … න ଵݒ݀ݑሻ݀ݑଶሺܩ ௝ିଵݒ݀… ൑ ሻሿݕଵሺܩ௝ሾܫ

௩ೕషభ

௬భ

௩భ

௬భ

௬

௬భ

ൌ 

ൌ න න … න ଵݒ݀ݑሻ݀ݑଵሺܩ ௝ିଵݒ݀…

௩ೕషభ

௬భ

௩భ

௬భ

௬

௬భ
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Luego, se puede concluir en forma inmediata que la dominancia de orden ݆ 
implica la de orden ݆ ൅ 1, pero que la implicación inversa no tiene por qué 
verificarse. 

10.- Valores esperados o momentos de una variable aleatoria 

10.1.- Definición 

Existen ciertos valores típicos de gran importancia en el estudio de las 
variables aleatorias denominados “momentos”, que describen aspectos 
particulares de las mismas o, más precisamente, de sus distribuciones de 
probabilidades y permiten, en cierta forma, su caracterización. 

En general un momento se define como el “valor esperado” o promedio 
aritmético ponderado de una función de la variable aleatoria elevada a un 
exponente real no-negativo, cuyo valor determina el orden del momento: 

ሼሾ߮ሺܺሻሿ௦ሽܧ ൌ ݉௦ሺܺሻ ൌ න ሾ߮ሺܺሻሿ௦݀ܨ௑ሺݔሻ
ஐሺ௑ሻ

ൌ න ሾ߮ሺܺሻሿ௦ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
ஐሺ௑ሻ

 

En particular, los momentos llamados “naturales” o “con origen cero” están 
definidos como los valores esperados de potencias de la variable ܺ. Según se 
trate de una variable discreta,ሼݔ௜, ,௜݌ ݅ ൌ 1,2, … ሽo de una variable continua con 
función de distribución ܨ௑ሺݔሻ, su expresión será: 

ሺܺ௦ሻܧ ൌ ݉௦ሺܺሻ ൌ෍ݔ௜
௦݌௜

ஶ

௜ୀଵ

 

ሺܺ௦ሻܧ ൌ ݉௦ሺܺሻ ൌ න ሻݔ௑ሺܨ௦݀ݔ ൌ න ௦ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
ஐሺ௑ሻஐሺ௑ሻ

 

Si ߮ሺܺሻ ൌ ܺ െ  ሺܺሻ, se generan los momentos denominados “centrados” oܧ
“con origen en el valor esperado” o “de los desvíos” de la variable ܺ: 

ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿ௦ሽܧ ൌ ௦ሺܺሻߤ ൌ෍ሾݔ௜ െ ௜݌ሺܺሻሿ௦ܧ
௜

ൌ ෍ሾݔ௜ െ ݉ሺܺሻሿ௦݌௜
௜

 

ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿ௦ሽܧ ൌ ௦ሺܺሻߤ ൌ න ሾܺ െ ሺܺሻሿ௦ܧ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
ஐሺ௑ሻ
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Los momentos naturales y centrados están relacionados mediante las 
siguientes expresiones: 

௦ሺܺሻߤ ൌ෍ሺെ1ሻ௝ ቀ
ݏ
݆ቁ ሾ݉ሺܺሻሿ

௝݉௦ି௝ሺܺሻ
௦

௝ୀ଴

ሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ 

݉௦ሺܺሻ ൌ෍ሾ݉ሺܺሻሿ௝ߤ௦ି௝ሺܺሻ
௦

௝ୀ଴

ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ 

Si ߮ሺܺሻ ൌ |ܺ| quedan definidos los momentos “absolutos-naturales”, 

݉|௦|ሺܺሻ ൌ ሺ|ܺ|௦ሻpara los cuales se verifica que ට݉|௦భ|ሺܺሻܧ ൑
ೞభ

	 ට݉|௦మ|ሺܺሻ
ೞమ

	 

ሺ1 ൑ ଵݏ ൏ ଶሻ. Asimismo, si ߮ሺܺሻݏ ൌ |ܺ െ  ሺܺሻ|, quedan definidos losܧ
momentos “absolutos-centrados”, ߤ|௦|ሺܺሻ ൌ ܺ|ሺܧ െ  .ሺܺሻ|௦ሻܧ

Otros valores típicos de una variable aleatoria son los denominados 
“momentos factoriales”, definidos para todo ݏ entero como ݉ሾ௦ሿሺܺሻ ൌ
ሾܺሺܺܧ െ 1ሻ… ሺܺ െ ݏ ൅ 1ሻሿ27. En particular, será: 

݉ሾଵሿሺܺሻ ൌ ሺܺሻܧ ൌ ݉ሺܺሻ 

݉ሾଶሿሺܺሻ ൌ ሾܺሺܺܧ െ 1ሻሿ ൌ ሺܺଶሻܧ െ ሺܺሻܧ ൌ ݉ଶሺܺሻ െ ݉ሺܺሻ 

݉ሾଷሿሺܺሻ ൌ ሾܺሺܺܧ െ 1ሻሺܺ െ 2ሻሿ ൌ ݉ଷሺܺሻ െ 3݉ଶሺܺሻ ൅ 2݉ሺܺሻ 

………………………………. 

Su utilidad radica fundamentalmente en la posibilidad de dar, en algunos 
casos, una forma más simple a ciertas expresiones que involucran a los 
momentos. De acuerdo con las relaciones anteriores, su valor puede ser 
obtenido a partir de los momentos naturales y viceversa, los momentos 
naturales pueden ser calculados a partir de los momentos factoriales. 

De la misma forma que para las variables aleatorias unidimensionales, es 
posible obtener momentos para variables de más de una dimensión. Dada, por 
ejemplo, una variable bidimensional ሺܺ, ܻሻ, se puede definir un momento 
“mixto natural” de orden ሺݏଵ, ሺܺ௦భܻ௦మሻܧ ଶሻ comoݏ ൌ ݉௦భ,௦మሺܺ, ܻሻ. 

                                                            
27 Obviamente, si ܺ asume valores enteros, ሾܺሺܺ െ 1ሻ… ሺܺ െ ݏ ൅ 1ሻሿ ൌ

௑!
ሺ௑ି௦ሻ!

.  
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Obviamente los momentos correspondientes a las variables marginales pueden 
ser expresados de la siguiente forma: ݉௦భ,଴ሺܺ, ܻሻ ൌ ,ሺܺ௦భሻ y ݉଴,௦మሺܺܧ ܻሻ ൌ
 .ሺܻ௦మሻܧ

Aplicando un criterio similar al utilizado en las variables unidimensionales, se 
pueden definir los momentos “mixtos centrados” de orden ሺݏଵ,  :ଶሻ comoݏ

ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿ௦భሾܻܧ െ ሺܻሻሿ௦మሽܧ ൌ ,௦భ,௦మሺܺߤ ܻሻ 

Entre estos momentos tiene particular importancia el momento centrado mixto 
de orden ሺ1,1ሻ, denominado comúnmente “covarianza”: 

,ሺܺݒ݋ܿ ܻሻ ≡ ,ሺܺߛ ܻሻ ≡ ,ଵ,ଵሺܺߤ ܻሻ ≡ ,ሺܺߤ ܻሻ ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ 

ൌ ሺܻܺሻܧ െ ሺܻሻሿܧሾܻܧ െ ሺܺሻሿܧሾܺܧ ൅ ሺܻሻܧሺܺሻܧ ൌ 

ሺܻܺሻܧ െ ሺܻሻܧሺܺሻܧ ൌ ݉ଵ,ଵሺܺ, ܻሻ െ ݉ሺܺሻ݉ሺܻሻ 

La covarianza proporciona una medida del grado de relación lineal entre las 
variables ܺ e ܻ28. Como corolario de su definición se obtiene en forma 
inmediata que  ߛሺܽܺ, ܾܻሻ ൌ ,ሺܺߛܾܽ ܻሻ (donde ܽ y ܾ son constantes). 

A partir de este corolario, se puede concluir que, dadas dos variables 
aleatorias, ܷ y ܸ, definidas como combinaciones lineales de sendos conjuntos 
de variables aleatorias unidimensionales, ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௠ሽ y ሼ ଵܻ, ଶܻ, … , ௡ܻሽ: 

ܷ ൌ ܽଵ ଵܺ ൅ ܽଶܺଶ ൅ ⋯൅ ܽ௠ܺ௠ 

ܸ ൌ ܾଵ ଵܻ ൅ ܾଶ ଶܻ ൅ ⋯൅ ܾ௡ ௡ܻ 

se verifica que ߛሺܷ, ܸሻ ൌ ∑ ∑ ܽ௜ ௝ܾߛ൫ ௜ܺ , ௝ܻ൯
௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ . 

 En general, dada una variable aleatoria ݊-dimensional, ࢄ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, 
los correspondientes momentos mixtos naturales y centrados de orden ࢙ ൌ
ሺݏଵ, ,ଶݏ … ,  :௡ሻ quedan definidos, respectivamente, comoݏ

ሻ=݉௦భ,௦మ,…,௦೙ሺࢄሺ࢙݉ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ൌ ܧ ቀ∏ ௝ܺ
௦ೕ௡

௝ୀଵ ቁ 

௦భ,௦మ,…,௦೙ሺߤ=ሻࢄሺ࢙ߤ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ൌ ∏ቄܧ ൣ ௝ܺ െ ൫ܧ ௝ܺ൯൧
௦ೕ௡

௝ୀଵ ቅ 

                                                            
28 Para un estudio más detallado de esta medida, ver Sec. 10.5. 
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Estos momentos se relacionan de la siguiente forma: 

ሻࢄ௦ሺߤ ൌ෍෍…෍ሺെ1ሻ௝భା௝మା⋯ା௝೙
௦೙

௝೙

ቀ
ଵݏ
݆ଵ
ቁ ቀ
ଶݏ
݆ଶ
ቁ… ቀ

௡ݏ
݆௡
ቁ

௦మ

௝మ

௦భ

௝భ

. 

. ሾ݉ሺ ଵܺሻሿ௝భሾ݉ሺܺଶሻሿ௝మ … ሾ݉ሺܺ௡ሻሿ௝೙݉௦ି௝ሺࢄሻ 

݉௦ሺࢄሻ ൌ෍෍…෍

௦೙

௝೙

ቀ
ଵݏ
݆ଵ
ቁ ቀ
ଶݏ
݆ଶ
ቁ… ቀ

௡ݏ
݆௡
ቁ

௦మ

௝మ

௦భ

௝భ

. 

. ሾ݉ሺ ଵܺሻሿ௝భሾ݉ሺܺଶሻሿ௝మ … ሾ݉ሺܺ௡ሻሿ௝೙ߤ௦ି௝ሺࢄሻ 

El conocimiento de algunos momentos de la sucesión completa 
correspondiente a una variable obviamente no es suficiente para caracterizar 
completamente a su distribución de probabilidades. En realidad, ni siquiera es 
suficiente el conocimiento de la sucesión completa de momentos de orden 
entero: dos variables, ܺ e ܻ, tales que ܧሺܺ௦ሻ ൌ ሺܻ௦ሻܧ ൌ ݉௦ (para todo ݏ 
entero), pueden distribuirse de acuerdo con funciones de probabilidades 
diferentes. Para poder asegurar el cumplimiento de la condición de unicidad 
(es decir, para poder asegurar que si dos variables tienen los mismos 
momentos son idénticamente distribuidas) es suficiente que se verifiquen las 
siguientes condiciones: i) que ܧሺܺ௦ሻ ൌ ሺܻ௦ሻܧ ൏ ൅∞	ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ29 y ii) que 

exista un valor ݓ ൐ 0, tal que la serie ∑ ௝݉ሺܺሻ
௪ೕ

௝!
ஶ
௝ୀ଴  sea convergente. 

Además del problema de la unicidad se debe considerar el de la existencia. 
Las condiciones necesarias para poder asegurar que ሼ݉௦, ݏ ൌ 1,2, … ሽ 
constituye la sucesión de momentos de una variable aleatoria son: i) que ݉௦ ൐

0 para todo ݏ par y ii) que se verifique la desigualdad ൫݉௦భ൯
ଵ ௦భൗ

൏

൫݉௦మ൯
ଵ ௦మൗ

ሺ0 ൏ ଵݏ ൏  .ଶሻ30ݏ

Dada una variable bidimensional		ሺܺ, ܻሻ, se pueden definir los “momentos 
factoriales mixtos”: 

݉ሾ௦భ,௦మሿሺܺ, ܻሻ ൌ ሼሾܺሺܺܧ െ 1ሻ… ሺܺ െ ଵݏ ൅ 1ሻሿሾܻሺܻ െ 1ሻ… ሺܻ െ ଶݏ ൅ 1ሻሿሽ 

                                                            
29 La demostración de esta propiedad será desarrollada en la Sec. 13.2, al estudiar la función 
característica. 
30 Esta expresión se obtiene inmediatamente haciendo ݃ଵሺܺሻ ൌ ܺ௦భ, ݃ଶሺܺሻ ൌ 1 y ߙ ൌ

௦మ
௦భ

 (para 

0 ൏ ଵݏ ൏  .ଶ) en la desigualdad de Schwarz-Hölder (ver Sec. 10.2.5)ݏ
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Los “momentos mixtos absolutos-naturales”: 

݉|௦భ,௦మ|ሺܺ, ܻሻ ൌ  ሺ|ܺ|௦భ|ܻ|௦మሻܧ

y los “momentos mixtos absolutos-centrados”: 

,௦భ,௦మ|ሺܺ|ߤ ܻሻ ൌ ቀหܺܧ െ ݉ଵ,଴ሺܺሻห
௦భหܻ െ ݉଴,ଵሺܻሻห

௦మቁ 

Ejemplo n° 21: 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de densidad de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ2√
݌ݔ݁ ൤െ

1
2
ቀ
ݔ െ ݉
ߪ

ቁ
ଶ
൨ ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

y sea la variable ܻ ൌ ݁௫, que puede asumir sólo valores positivos.  

La función de distribución de la variable ܻ será de la forma: 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ ሺ݁௫݌ ൑ ሻݕ ൌ ݔሾ݌ ൑ ݈݊ሺݕሻሿ ൌ 

ൌ
1

ߨ2√
න ݌ݔ݁ ൤െ

1
2
ቀ
ݔ െ ݉
ߪ

ቁ
ଶ
൨ ݔ݀

௟௡ሺ௬ሻ

ିஶ

ሺݕ ൐ 0ሻ 

y la correspondiente función de densidad será: 

௒݂ሺݕሻ ൌ
1

ߨ2√ݕߪ
݌ݔ݁ ൥െ

1
2
ቆ
݈݊ሺݕሻ െ ݉

ߪ
ቇ
ଶ

൩ ሺݕ ൐ 0ሻ 

Realizando la sustitución 
௟௡ሺ௬ሻି௠

ఙ
ൌ ݕ de modo que ݖ ൌ ݁ఙ௭ା௠, se obtienen 

los momentos naturales: 

݉௦ሺܻሻ ൌ ሺܻ௦ሻܧ ൌ න ௦ݕ
ஶ

଴

௒݂ሺݕሻ݀ݕ ൌ 

ൌ
1

ߨ2√ߪ
න ݌ݔ௦ିଵ݁ݕ ൥െ

1
2
ቆ
݈݊ሺݕሻ െ ݉

ߪ
ቇ
ଶ

൩ ݕ݀ ൌ

ஶ

଴
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ൌ
1

ߨ2√ߪ
න ݖߪሾሺ݌ݔ݁ ൅ ݉ሻሺݏ െ 1ሻሿ݁݌ݔ ቆെ

ଶݖ

2
ቇ

ஶ

ିஶ

ݖߪሺ݌ݔ݁ ൅ ݉ሻ݀ݖ ൌ 

ൌ
1

ߨ2√
න ݌ݔ݁ ቆݖߪݏ ൅ ݏ݉ െ

ଶݖ

2
ቇ

ஶ

ିஶ

 ݖ݀

y eliminando del exponente el término lineal mediante la traslación ݖ ൌ ݒ ൅
 :se puede escribir ,ߪݏ

݉௦ሺܻሻ ൌ ሺܻ௦ሻܧ ൌ
1

ߨ2√
න ݌ݔ݁ ቆ

1
2
ଶߪଶݏ ൅ ݏ݉ െ

ଶݒ

2
ቇ

ஶ

ିஶ

ݒ݀ ൌ 

ൌ ݌ݔ݁ ൬
1
2
ଶߪଶݏ ൅ ൰ݏ݉ න

݁ି
௩మ

ଶൗ

ߨ2√
ݒ݀

ஶ

ିஶ

ൌ ݌ݔ݁ ൬
1
2
ଶߪଶݏ ൅  ൰ݏ݉

Supóngase, en particular, que ݉ ൌ 0 y ߪ ൌ 1, es decir, que: 

௒݂ሺݕሻ ൌ
1

ߨ2√ݕ
݌ݔ݁ ൤െ

1
2
൫݈݊ሺݕሻ൯

ଶ
൨ 

los momentos naturales quedan definidos de la siguiente forma: 

݉௦ሺܻሻ ൌ ሺܻ௦ሻܧ ൌ න ௦ݕ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ ൌ
1

ߨ2√
න ݌ݔ௦ିଵ݁ݕ ൤െ

1
2
൫݈݊ሺݕሻ൯

ଶ
൨

ஶ

଴

ஶ

଴

 ݕ݀

Realizando la sustitución ݈݊ሺݕሻ ൌ  :se obtiene que ,ݑ

݉௦ሺܻሻ ൌ
1

ߨ2√
න ݌ݔ݁ ቆݏݑ െ

ଶݑ

2
ቇ

ஶ

ିஶ

ݑ݀ ൌ 

ൌ
݁
௦మ

ଶൗ

ߨ2√
න ݌ݔ݁ ൤െ

1
2
ሺݑ െ ሻଶ൨ݏ

ஶ

ିஶ

ݑ݀ ൌ ݁
௦మ

ଶൗ  

Como se vio, la condición suficiente para que la sucesión de momentos 

identifique a la variable es que exista un ݓ ൐ 0 tal que la serie ∑ ݉௦ሺܺሻ
ஶ
௦ୀ଴

௪ೞ

௦!
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sea convergente. En este caso el término genérico de la sucesión es de la 
forma: 

݁
௦మ

ଶൗ
௦ݓ

!ݏ
ൌ

݁
௦మ

ଶൗ ௦ݓ

ݏߨ௦݁ି௦√2ݏ
ൌ
൫݁

௦
ଶൗ ଵ݁൯ିݏݓ

௦

ݏߨ2√
 

Para ݏ suficientemente grande, cualquiera sea el valor de ݓ ൐ 0 que se elija, 
se verificará que ݁

௦
ଶൗ ଵିݏݓ ൒ 2 y, por lo tanto, resulta que: 

lim
௦→ஶ

݉௦ሺܻሻ
௦ݓ

!ݏ
൒

2௦

ݏߨ2√
ൌ ൅∞ 

De lo que se concluye que, para la variable transformada ܻ, la condición de 
unicidad no se cumple. 

10.2.- La esperanza matemática 

10.2.1.- Definición 

El momento natural de orden uno define una medida denominada “esperanza 
matemática” o “valor esperado” de ܺ: 

ሺܺሻܧ ൌ෍ݔ௜݌௜

ஶ

௜ୀଵ

ൌ ݉ଵሺܺሻ ൌ ݉ሺܺሻ 

ሺܺሻܧ ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀ݔ ൌ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 

que caracteriza la posición de la variable (dado que la integrabilidad y la 
integrabilidad absoluta son equivalentes, se puede asegurar que ܧሺܺሻ implica 
la existencia de ܧሺ|ܺ|ሻ). 

Dada una variable aleatoria compleja, ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ݅, tal que ܧሺܺሻ y ܧሺܻሻ 
existan, será ܧሺܼሻ ൌ ሺܺሻܧ ൅  .ሺܻሻܧ݅

10.2.2.- Una interpretación subjetivista 

De acuerdo con la interpretación subjetivista la probabilidad de ocurrencia de 
un evento ܣ (݌ሺܣሻ) puede ser definida como el precio equitativo a pagar para 
recibir 1 si el resultado ܣ se verifica y 0 si no se verifica. Obviamente se 
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puede apostar por un importe ݔ, distinto de 1, pagando una cantidad ݌ݔሺܣሻ 
para recibir ݔ si el resultado ܣ se verifica31. 

Sean ahora ݊ eventos incompatibles, ൛ܣ௝, ݆ ൌ 1,2, … , ݊ൟ, que definen una 
partición del dominio Ω, de modo que ܣ௜ ∩ ௝ሺ݅ܣ ് ݆ሻ y ⋃ ௝ܣ ൌ Ω௡

௝ୀଵ  y sean 

௝݌ ൌ ௝൯ሺ݆ܣ൫݌ ൌ 1,2, … , ݊ሻ sus correspondientes probabilidades de ocurrencia, 
de modo que ∑ ௝݌ ൌ 1௡

௝ୀଵ . Si se supone que en caso de ocurrencia de un 
evento ܣ௝ un apostador recibirá la cantidad variable ݔ௝, entonces las ݊ 
apuestas sobre los eventos ܣ௝ sumarán ∑ ௝݌௝ݔ

௡
௝ୀଵ . La cantidad a recibir por 

dicho apostador según cuál sea el resultado que se verifique, puede ser 
interpretada como una variable aleatoria ܺ con distribución de probabilidades 
൛ݔ௝, ,௝݌ ݆ ൌ 1,2, … , ݊ൟ. Definiendo una función indicador (la cual es en sí 
misma una variable aleatoria que puede asumir solamente los valores 0 ó 1 
con probabilidades ݌ሺ̅ܣሻ y ݌ሺܣሻ, respectivamente): 

ሻݓ஺ೕሺܫ ൌ ቊ
௝ܣ߳ݓ										ܽݎܽ݌										1
௝ܣ̅߳ݓ																													0

 

la variable aleatoria ܺ puede ser expresada como ܺሺݓሻ ൌ ∑ ሻݓ஺ೕሺܫ௝ݔ
௡
௝ୀଵ . La 

suma de las apuestas representa, entonces, el valor esperado (o la “previsión” 
en la nomenclatura subjetivista) de la variable ܺ, ℘൫ܺሺݓሻ൯ ൌ ሻ൯ݓ൫ܺሺܧ ൌ
∑ ௝݌௝ݔ
௡
௝ୀଵ . 

De estas consideraciones se puede concluir con Huygens que, en la 
interpretación subjetivista, el valor esperado representa el precio equitativo a 
pagar para recibir una cantidad aleatoria ܺ32. En particular, si la variable 
aleatoria puede asumir sólo los valores 0 y 1 y utilizando la función 
indicador		ܫ஺ (donde ܣ denota el conjunto de puntos del dominio Ω para los 
cuales la variable aleatoria asume el valor 1), se verifica que ݌ሺܣሻ ൌ  .஺ሻܫሺܧ
De modo que la probabilidad puede ser considerada como el valor esperado 
para una variable aleatoria correspondiente a una apuesta simple y, a su vez, el 
valor esperado puede ser considerado como la extensión del concepto de 
probabilidad para una apuesta múltiple. 

                                                            
31 La cantidad ݔ puede ser negativa. Los términos “pagar” y “recibir” deben ser interpretados en 
sentido algebraico. 
32 En realidad, esta apreciación tiene un alcance muy limitado en la medida que el concepto de 
equidad de la apuesta está afectado por la actitud del individuo frente al riesgo y, por lo tanto, 
no se puede hablar de equivalencia en sentido absoluto entre una cantidad aleatoria y una 
cantidad cierta. 
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Sea ahora ܣ௝ ൌ ܺିଵ൫ݔ௝൯ ൌ ൛ݓ, ܺሺݓሻ ൌ ௝ൟሺ݆ݔ ൌ 1,2, … ሻ un conjunto de 
eventos incompatibles que definen una partición del dominio Ω	. La variable 
aleatoria ܺሺݓሻ asumirá el valor ݔ௝ cuando se verifique que ܣ߳ݓ௝ y, por lo 
tanto, cuando admita una representación de la forma ܺሺݓሻ ൌ ∑ ሻݓ஺ೕሺܫ௝ݔ

ஶ∀
௝ୀଵ  

con distribución de probabilidades: 

௝݌ ൌ ൫ܺ݌ ൌ ௝൯ݔ ൌ ݌ ቀܺିଵ൫ݔ௝൯ቁ ൌ  ௝൯ܣ൫݌

De esta forma se demuestra que las consideraciones realizadas para la 
definición del valor esperado en el caso de ݊ apuestas, son generalizables a 
una variable aleatoria discreta con distribución de probabilidades ൛ݔ௝, ,௝݌ ݆ ൌ
1,2, … ൟ, de modo que se puede escribir ܧሺܺሻ ൌ ∑ ௝݌௝ݔ

ஶ
௝ୀଵ , siempre que la 

sucesión sea absolutamente convergente, es decir siempre que la suma se 
mantenga finita y no varíe ante modificaciones en el orden de los sumandos; 
en otros términos, siempre que la cantidad a pagar no dependa del orden en el 
cual se realicen las apuestas. 

10.2.3.- La apuesta de Pascal o paradoja de la salvación eterna 

La conocida como apuesta de Pascal es un ejemplo típico de cómo el 
razonamiento mediante expectativas constituyó un sinónimo del nuevo 
racionalismo imperante en la primera mitad del siglo XVII. Un ejemplo en el 
cual el espíritu religioso parece basarse más “…en el interés temporal 
individual que en un dogmatismo racional o un entusiasmo místico” (Daston 
(1988, p. 62)).  

Pascal –quien,  basado en la supuesta superioridad de la fe sobre la razón, 
había rechazado por innecesarios todos los intentos para probar la existencia 
de Dios- incluye en “Les pensées” (1669) un diálogo en el que propone un 
argumento bajo la forma de un juego que admite sólo dos alternativas 
posibles: aceptar o rechazar la existencia de Dios, de modo que la aceptación 
no implicaría ninguna pérdida en esta vida y produciría la ganancia infinita de 
la salvación eterna y el rechazo podría significar una equivocación que 
conduciría a la condenación eterna. 

La propuesta de Pascal consiste en considerar “…las proposiciones: ‘Dios 
existe’ y ‘Dios no existe’ ¿Hacia cuál de las dos nos inclinaremos? La razón 
no puede determinar nada acerca de esta cuestión. Con respecto a esas 
afirmaciones, separadas por una distancia infinita, se plantea un juego cuyos 
resultados posibles serán ‘cara’ o ‘cruz’ ¿A qué apostaremos? (…) Dos cosas 
se pueden ganar: la verdad y la beatitud, y tres cosas se pueden 
comprometer: nuestra razón, nuestra voluntad y nuestro conocimiento; y de 
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dos cosas debe huir nuestra naturaleza: el error y la miseria (…) Evaluemos 
la ganancia y la pérdida posibles considerando ‘cara’ que ‘Dios existe’: si 
ganamos, ganamos todo; si perdemos, no perdemos nada. Apostemos, pues, 
sin vacilar a que Dios existe (…) Y tendremos como ganancia posible una 
vida infinitamente feliz, una posibilidad de triunfar contra un número finito de 
posibilidades de perder, no hay que vacilar, hay que arriesgarlo todo (…) 
Pues de nada sirve decir que la ganancia es incierta y que el riesgo es cierto, 
y que la infinita distancia que media entre la certeza de lo que se arriesga y la 
incertidumbre de la ganancia iguala el bien finito que se arriesga en forma 
cierta con el infinito que es incierto. No es así. Todo jugador arriesga con 
certeza para ganar con incertidumbre y, sin embargo, sin pecar por ello 
contra la razón, arriesga con certeza lo finito para ganar con incertidumbre 
lo finito. No hay una distancia infinita entre esa certeza de lo que arriesga y 
la incertidumbre del triunfo (…) Hay, en verdad, una distancia infinita entre 
la certeza de ganar y la certeza de perder. Pero la incertidumbre de ganar es 
proporcional a la certeza de lo que se arriesga, según la proporción de las 
probabilidades de ganar y perder. Y de esto resulta que, si hay probabilidades 
iguales de un lado y del otro, la partida consiste en jugar de igual a igual y, 
entonces la certeza de lo que se arriesga es igual a la incertidumbre de la 
ganancia (…) En la medida que se arriesga lo finito, en un juego en el que 
hay iguales probabilidades de ganar y perder y la ganancia es infinita, 
nuestra propuesta posee una fuerza infinita”33 

De acuerdo con este razonamiento, si el jugador ܣ (“nosotros”) apostara a la 
ocurrencia del resultado “cara” (es decir, si confiara en que “Dios existe”), su 
posible ganancia (compuesta por infinitas “unidades de beatitud” que 
garantizan la “salvación eterna”) sería ݃ଵ ൌ ∞, con una probabilidad ݌ଵ ൐ 0 
y su pérdida posible en esta vida (de acuerdo con la hipótesis Pascaliana” sería 
݃ଶ ൌ 0, con una probabilidad ݌ଶ ൐ 0 (dado que se supone que existe “…un 
número finito de posibilidades de perder”). Luego, según la definición de 
Huygens, la esperanza matemática del juego para ܣ está dada por ܧሺܻሻ ൌ
݃ଵሺ1 െ ଶሻ݌ ൅ ݃ଶ݌ଶ ൌ ∞. 

Desde un punto de vista estrictamente probabilístico, el hecho que la 
esperanza matemática de un juego sea infinita y que, en consecuencia, se deba 
integrar una suma ideal infinita (formada por infinitas “unidades de fe”) para 
participar en él no constituye ningún contraejemplo a la definición de 
Huygens. La que se podría considerar como “la paradoja de la salvación 
eterna” surge del mismo planteo del juego en el que Pascal postula “…que la 
                                                            
33 Pasaje n° 418 en la numeración de Lafuma y 233 en la de Brunschvicg. En realidad, Pascal 
no fue el creador de este famoso ejemplo de apologética religiosa de la teología natural. Un 
argumento bastante parecido se encuentra en “La logique oul’art de penser” (1662) de Antoine 
Arnauld y Pierre Nicole -los lógicos de Port Royal- y en “Wisdom of being religious” (1664) de 
John Tillotson.  
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ganancia es infinita” y, a partir de una confusa e inexplicable interpretación 
de la “fortuna” de ܣ (“…nuestra razón, nuestra voluntad y nuestro 
conocimiento”) como una magnitud medible en unidades físicas que sólo 
puede asumir un monto finito (“…lo que comprometemos (…) es finito (…) y 
no hay una infinidad de posibilidades de perder contra la posibilidad de 
triunfo”) provoca una violación de la condición de equidad al considerar como 
natural la discrepancia entre la definición de esperanza matemática del juego y 
la presunta finitud de la “fortuna” del jugador ܣ. 

10.2.4.- La paradoja de San Petersburgo y la definición de la esperanza 
moral 

En una carta fechada el 9 de setiembre de 1713 N. Bernoulli planteó a Pierre 
de Rémond Marqués de Montmort una serie de problemas relacionados con 
juegos de azar34. En particular, el quinto y último problema se refiere a un 
juego en el que un jugador ܣ arroja sucesivamente un dado “clásico” hasta 
obtener el resultado “6”. Si esta circunstancia se produce en la primera 
“tirada”, entonces ܣ le debe entregar a su contrincante, el jugador ܤ, una 
moneda; si el resultado “6” se presenta por primera vez en la segunda tirada,	ܣ  
le debe entregar a B dos monedas; si este resultado se presenta en la tercera 
“tirada”, ܣ le debe entregar a ܤ	2ଶ monedas. En general, si el resultado “6” se 
presenta en la ݊-ésima “tirada”, ܣ le debe entregar a ܤ	2௡ିଵሺ݊ ൌ 12,… ሻ 
monedas. De modo que la esperanza matemática del juego para el jugador ܤ 
está dada por: 

ሺܻሻܧ ൌ
1
6
෍2௝ିଵ ൬

5
6
൰
ିଵஶ

௝ୀଵ

 

Este problema, que considera el incremento de la ganancia de ܤ de acuerdo 
con una progresión geométrica es, en realidad, una modificación del cuarto 
problema en el cual el jugador ܣ arroja sucesivamente un dado clásico hasta 
obtener el resultado “6”. Si esta circunstancia se produce en la ݊-ésima 
“tirada” ܣ le debe entregar al jugador ܤ	݊ሺൌ 1,2,3, … ሻmonedas35. En este 

                                                            
34 La correspondencia de Montmort-Bernoulli se publicó por primera vez, en la segunda edición 
del “Essaid’analyse sur les jeux d’azard” de de Montmort. 
35 En Cardano, G. (1564) figura un juego (una de cuyas versiones se conoce hoy como 
martingala) que podría ser considerado como un antecedente de estos problemas: Sean dos 
jugadores: ܣ, cuya fortuna consta de ܿ monedas y ܤ, que posee una moneda. Suponiendo que 
ambos arriesguen apuestas iguales, si ܤ gana, las apuestas se duplicarán en el juego siguiente y 
si ܣ gana, el juego finaliza. 
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caso N. Bernoulli, aplicando los métodos de suma de series convergentes 
desarrollados por su tío Jakob, obtuvo que la esperanza matemática del juego 
para el jugador ܤ está definida por: 

ሺܻሻܧ ൌ
1
6
෍݆

ஶ

௝ୀଵ

൬
5
6
൰
௝ିଵ

ൌ
1
6
൬1 െ

5
6
൰
ିଶ

ൌ 6 

(en general se demuestra que, en un juego de este tipo, la esperanza 
matemática es igual a la inversa de la probabilidad de que ocurra un resultado 
favorable al jugador ܤ). Una solución que, obviamente, no es aplicable al 
quinto problema, en el que la serie es divergente36. 

Posteriormente Cramer (1728), a fin de simplificar el tratamiento del 
problema, sustituyó el dado por una moneda “clásica”, de modo que, 
denotando por Y a la variable aleatoria que representa las cantidades a recibir 
por el jugador ܤ, su función de probabilidades y su función de distribución 
quedan definidas, respectivamente, de la siguiente forma: 

ሺܻ݌ ൌ 2௬ିଵሻ ൌ
1
2௬
							ሺݕ ൌ 1,2, … ሻ 

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ 2௬ିଵሻ ൌ෍
1
2௝

ൌ 1 െ
1
2௬

௬

௝ୀଵ

 

Lo cual implica que, dado que la función de pago del jugador ܣ (݂ሺݕሻ) crece 
en forma proporcional al decrecimiento de las probabilidades de ocurrencia de 
una sucesión ininterrumpida de resultados “ceca”, la esperanza matemática del 
juego para el jugador ܤ queda definida por una serie no-sumable de la forma: 

ሺܻሻܧ ൌ ෍݂ሺݕሻ݌ሺݕሻ
ஶ

௬ୀଵ

ൌ ෍2௬ିଵ
ஶ

௬ୀଵ

1
2௬

ൌ
1
2
൅
1
2
൅⋯ ൌ ∞ 

                                                            
36 De aplicar la misma solución al quinto problema se obtendría que ܧሺܻሻ ൌ

ଵ

଺
∑ ቀ

ଵ଴

଺
ቁ
௝ିଵ

ൌஶ
௝ୀଵ

െ
ଵ

ସ
, un resultado que innegablemente implica una contradicción entre la definición de Huygens 

de esperanza matemática y la ganancia que ܤ esperaría obtener del juego Es probable que los 
trabajos de Guido Grandi y la correspondencia entre Leibniz y N. Bernoulli sobre la 
convergencia y divergencia de series hayan influido en el planteo de estos problemas. 
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Este resultado obligaría al jugador ܤ a entregar a ܣ un número infinito de 
monedas antes de comenzar el juego para asegurar el cumplimiento de la 
condición de equidad pero, dado que “...es prácticamente imposible que no 
ocurra el resultado ‘cara’ al cabo de una sucesión de infinitas tiradas del 
dado” (Cramer (1728, p. 558)), es posible suponer que ningún jugador estaría 
dispuesto a pagar más de una cantidad finita (en general pequeña, si se tiene 

en cuenta que la duración esperada del juego es ܧሺ݊ሻ ൌ ∑ ௝

ଶೕ
ൌ௡

௝ୀଵ

ଵ

ଶ
ቀ1 ൅

ଵ

ଶ
൅

ଷ

ଶమ
൅ ⋯ቁ ൌ

ଵ

ଶ
ቀ1 െ

ଵ

ଶ
ቁ
ିଶ

ൌ 2) para participar en él. 

Como en el caso de la apuesta de Pascal, desde un punto de vista 
estrictamente probabilístico se puede concluir que el hecho que la esperanza 
matemática del juego de N. Bernoulli sea infinita y que, en consecuencia, se 
deba integrar idealmente una suma infinita para participar en él no constituye 
ninguna paradoja37. En realidad, la conocida como paradoja de San 
Petersburgo -igual que la de Pascal- surge de la interpretación operacional del 
juego, la cual implica una violación en la práctica, de la condición 
fundamental de equidad provocada, en este caso, por la discrepancia entre la 
definición de esperanza matemática y el presunto comportamiento racional del 
jugador. 

Para resolver esta diferencia entre la interpretación matemática de la 
expectativa y lo que indica el sentido común, los probabilistas del siglo XVIII 
y la primera mitad del siglo XIX intentaron numerosas soluciones a este 
problema (todas concebidas a partir de definiciones objetivistas de la 
probabilidad). Unas, centradas en la decisión del jugador, estuvieron dirigidas 
a la evaluación de una apuesta aceptable de acuerdo con la definición de 
esperanza matemática; otras, vinculadas con la estructura del juego, se 
basaron en redefiniciones de la función de pagos, reinterpretaciones de la 
distribución de probabilidades y consideraciones acerca de la duración del 
juego y estuvieron dirigidas a lograr la finitud de su esperanza matemática. Un 
análisis comparado permite conjeturar que la naturaleza de estas soluciones es 
una consecuencia de la falta de una definición formal para las nociones de 

                                                            
37 La calificación de aparentes atribuida a las paradojas de Pascal y de Bernoulli se basa en la 
definición canónica de Saisbury (1995), según la cual una paradoja es una argumento que, a 
partir de principios intuitivamente plausibles y a través de deducciones intuitivamente 
aceptables, conduce a una conclusión fuertemente contra-intuitiva absurda o a una verdadera 
contradicción y en la consideración que los ejemplos tratados aquí constituyen solamente 
afirmaciones no plausibes o contrarias al sentido común y no verdaderas contradicciones. 
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valor esperado y espacios de probabilidad infinitos, que fueron introducidos 
por Kolmogorov recién en 1933. 

Si bien, como se verá, ninguno de estos intentos condujo a una solución de la 
versión original del problema ni a una respuesta completa y universalmente 
aceptada a la cuestión de por qué un jugador con sentido común decide 
arriesgar una apuesta menor (o mayor) que la esperanza matemática del juego, 
cabe destacar las propuestas debidas a N. Bernoulli, G. Cramer, D. Bernoulli, 
A. Fontaine, J.-B. Le-Rond d'Alembert, G.-L. Leclerc de Buffon, M.-J.A.N. 
Caritat de Condorcet, P.S. de Laplace, S.-F. Lacroix, S.-D. Poisson, E. 
Czuber, W.A. Whitworth, H.E. Timerding, K. Menger, W. Feller y A. Martin-
Löf38. 

Cramer (1728) postuló que la solución del problema de N. Bernoulli consistía 
en redefinir la función de pagos (݂ሺݕሻ) a fin de lograr que la sucesión 
∑ ݂ሺݕሻ݌ሺݕሻஶ
௬ୀଵ  fuera convergente. A partir de la idea que “Los matemáticos 

evalúan el dinero en proporción a su monto y las personas razonables en 
proporción al uso que puedan hacer de él” (pp. 560-561), que la esperanza 
matemática identificada con el contexto legal de los contratos aleatorios no 
toma en consideración las “circunstancias financieras” individuales de los 
jugadores (tomadores de riesgo) y que, en consecuencia, es necesario 
interpretar el concepto de expectativa en un contexto económico afectado por 
la incertidumbre, propuso establecer una cota superior (݂∗) para la función de 
pagos, de modo que: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ෍
1

2௝ାଵ
݂൫ܾ ൅ 2௝൯ െ ቌ෍

1
2௝

ஶ

௝ୀଵ

ቍ ݂ሺܾሻ
ஶ

௝ୀ଴

൑ 

൑ ݂∗෍
1
2௝
െ ቌ෍

1
2௝

ஶ

௝ୀଵ

ቍ݂ሺܾሻ
ஶ

௝ୀଵ

ൌ ݂∗ ൅ ݂ሺܾሻ ൏ ∞ 

En particular, consideró razonable (sin ningún tipo de justificación) fijar una 
cota en ݂∗ ൌ 2ଶସ dado que, a partir de ese valor se podía suponer que el 
dinero poseía para la gente “de sentido común” un “valor moral” constante. 
Es decir que, estableciendo los fundamentos de una “teoría matemática de la 

                                                            
38 Para una crónica más completa sobre la numerosísima literatura referida al análisis en 
términos de probabilidad clásica de esta paradoja, ver Todhunter (1865). 
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utilidad” (Starmer (2000, p. 332) postuló que, a partir de 2ଶସel incremento de 
la utilidad de la fortuna de ܤ era nula y, en consecuencia, su utilidad marginal 
era decreciente. 

Posteriormente abandonó la hipótesis de la existencia de una cota superior 
para la función de pagos y estableció (sin ninguna justificación conceptual) 
que el valor moral del dinero podía ser considerado como equivalente a la raíz 
cuadrada de su valor matemático y propuso la definición de una versión de la 
esperanza matemática del juego para ܤ en función de dicho valor moral de la 
ganancia, a partir de la cual obtuvo que: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ ෍ඥ2௬ିଵ
1
2௬

ൌ

ஶ

௬ୀଵ

1
2
෍

1

√2௬ିଵ
ൌ

ஶ

௬ୀଵ

1
2

√2

2√2 െ 1
 

 De acuerdo con la condición de equidad, según la cual la esperanza 
matemática de ganar de ܤ debe ser igual a su esperanza matemática de perder, 
concluyó que el valor de la apuesta de debía ser: 

ቈ
√2

2൫√2 െ 1൯
቉

ଶ

ൌ
2

12 െ 8√2
ൌ 2,9 ൏ 3 

Posteriormente, como una alternativa a esta propuesta, consideró (sin intentar 
tampoco en este caso ningún tipo de justificación) la posibilidad de asignar al 
dinero un valor moral definido como la inversa de su valor matemático. 

Debe tenerse en cuenta que la pretensión de Cramer no fue dar una definición 
general de la función que representa el valor moral del dinero, sino demostrar 
que, en ciertos casos, una función de pagos que cumpliera la condición que la 
utilidad marginal de la fortuna de ܤ fuera decreciente, podría conducir a una 
esperanza matemática finita39. La falta de una justificación racional y su 
consiguiente dosis de subjetividad motivaron el rechazo de N. Bernoulli de 
estas propuestas.  

A partir de la consideración de la diferencia entre el “valor matemático” y el 
“valor moral” del dinero planteada por Cramer, D. Bernoulli (1728)(1738) 
propuso sustituir, en la definición de esperanza matemática de un juego, el 

                                                            
39 Menger (1934) demostró rigurosamente que la condición necesaria y suficiente para poder 
asegurar la finitud de la esperanza matemática de un juego construida utilizando el valor moral 
del dinero, es que la función ݂ሺݕሻ sea acotada. 
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valor de la ganancia en términos absolutos por su valor relativo o utilidad e 
introdujo el concepto de “esperanza moral”40. Basándose (sin justificación) en 
la hipótesis que considera que los incrementos infinitesimales en la utilidad de 
un jugador son directamente proporcionales a los incrementos infinitesimales 
en su fortuna e inversamente proporcionales al monto de la fortuna inicial, es 

decir suponiendo que ݂݀ሺݕሻ ൌ ݇
ௗ௬

௬
 (donde ݂ሺݕሻ denota la función de utilidad 

o “fortuna moral” o “emolumentum”, ݕ denota la “fortuna física” o “summa 
bonorum”41 del jugador y ݇ ൐ 0 es un factor de proporcionalidad que depende 
del comportamiento del jugador) y, por lo tanto, que la utilidad marginal es tal 

que 
ௗ௙ሺ௬ሻ

ௗ௬
ൌ

௞

௬
, definió la utilidad de la fortuna del jugador como proporcional 

a su logaritmo, ݂ሺݕሻ ൌ ׬
ௗ௫

௫

௬
௕ ݇ሾ݈݊ሺݕሻ െ ݈݊ሺܾሻሿ (donde ܾ, representa la fortuna 

inicial de ܤ tal que ݂ሺܾሻ ൌ 0)42. 

Que ݂ᇱᇱሺݕሻ ൏ 0 implica que la utilidad marginal de ݕ es decreciente43. Esta 
concavidad estricta de la curva le permitió a D. Bernoulli concluir que a todo 
juego equitativo le corresponde una esperanza moral negativa para ambos 

                                                            
40 Esta intención de reconciliar el significado matemático del concepto de expectativa con la 
interpretación que sugiere el sentido común, condujo a los probabilistas del siglo XVIII a 
formular diferentes definiciones matemáticas del concepto de expectativa de acuerdo con 
distintas interpretaciones de la noción de razonabilidad. Contrariamente a la posición de su 
primo Niklaus basada en la equidad, D. Bernoulli asimiló el sentido común a la prudencia, 
generando la primera expresión del concepto económico de utilidad (ver Arrow, K. (1951), 
Samuelson, P. (1977)). 
41 Ambas denominaciones de acuerdo con las nomenclaturas de Laplace (1812) y D. Bernoulli 
(1728). 
42 En términos de la teoría del valor asociada a su interpretación de expectativa, D. Bernoulli 
(1738) definió la fortuna como “... todo lo que pueda contribuir a la adecuada satisfacción de 
todos los deseos del jugador” (p. 24). Para que la función de utilidad esté definida en todo 
punto se debe verificar que y >0 (“Nadie puede alegar que no posee absolutamente nada (...) 
Para la gran mayoría la más importante de sus posesiones debe ser su capacidad productiva” 
(p. 25)). 
43Fechner, G.I. (1866) obtuvo una justificación de la hipótesis logarítmica de D. Bernoulli que 
culminó en la conocida como ley de Weber-Fechner. A partir de la propuesta de Weber, según 

la cual el incremento de un estímulo es proporcional al estímulo, 
ௗோ

ோ
ൌ ݇, Fechner interpretó a la 

constante ݇ como la “unidad de la sensación”, de modo que ݀ܵ ൌ ܿ
ௗோ

ோ
 o ܵ ൌ ܿ	݈݊

ோ

ோబ
 (donde ܴ଴ 

representa el “umbral inferior de la sensación”). Para un análisis de los alcances de la fórmula 
de Fechner, ver Guilford (1936), Stigler, G.J. (1965). 
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jugadores, debido a que la utilidad del monto de la ganancia posible es menor 
que la utilidad del monto de la pérdida posible44. 

Suponiendo que a las ganancias sucesivas,		݃ଵ, ݃ଶ, 	݃ଷ, …, les correspondan, 
respectivamente, las probabilidades ݌ଵ, ,ଶ݌ ,ଷ݌ …, la utilidad esperada o 
esperanza moral del juego para ܤ queda definida por: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ ଵ݈݊ሺܾ݌݇ ൅ ݃ଵሻ ൅ ଶ݈݊ሺܾ݌݇ ൅ ݃ଶሻ ൅ ଷ݈݊ሺܾ݌݇ ൅ ݃ଷሻ ൅ ⋯െ ݈݊ሺܾሻ 

De esta expresión se obtiene que la “fortuna física” que genera dicha utilidad 
esperada está dada por: 

ሺܾሻݕ ൌ ሻݕሾ݂ሺܧ െ ܾሿ ൌ ݇∗ሺܾ ൅ ݃ଵሻ௣భሺܾ ൅ ݃ଶሻ௣మ …ܾ∗ 

 (donde ܾ∗ ൌ ݇	݈݊ሺܾሻ∑ ௝݌ ൌ ݇	݈݊ሺܾሻஶ
௝ୀଵ ).  

En consecuencia, en el problema de N. Bernoulli la “fortuna física” del 
jugador ܤ queda definida como: 

ሺܾሻݕ ൌ ሺܾ ൅ 1ሻ
భ
మሺܾ ൅ 2ሻ

భ
రሺܾ ൅ 2ଶሻ

భ
ఴ …െ ܾ∗ 

y la esperanza moral del juego para el jugador ܤ como: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ ݈݊ሾݕሺܾሻሿ ൌ
1
2
݈݊ሺܾ ൅ 1ሻ ൅

1
2ଶ
݈݊ሺܾ ൅ 2ሻ ൅

1
2ଷ
݈݊ሺܾ ൅ 2ଶሻ ൅ ⋯െ ܾ∗ 

De acuerdo con el criterio de d’Alembert (según el cual, dada una sucesión 

൛ ௝ܽൟ൫ ௝ܽ ൐ 0, ݆ ൌ 1,2, … ൯  tal que lim
௝→ஶ

௔ೕశభ
௔ೕ

൏ 1, se verifica que lim
௡→ஶ

∑ ௝ܽ ൏
௡
௝ୀଵ

∞) y teniendo en cuenta que: 

lim
௡→ஶ

ଵ

ଶ೙శభ
݈݊ሺܾ ൅ 2௡ሻ

ଵ

ଶ೙
݈݊ሺܾ ൅ 2௡ሻ

ൌ lim
௡→ஶ

1 ൅
௟௡ቀ

್
మ೙
ାଵቁ

௟௡ሺଶ೙ሻ

1 ൅
௟௡ቀ

್
మ೙
ା
భ
మ
ቁ

௟௡ሺଶ೙ሻ

ൌ
1
2

 

se puede concluir que ܧ∗ሺܻሻ ൏ ∞. En particular, para ܾ ൌ 0 resulta que45: 

                                                            
44 La denominación de juego o paradoja de San Petersburgo -atribuida a d’Alembert- se debe a 
que la solución propuesta por D.Bernoulli (“Specimen theoriæ novæ de mensura sortis” (1730-
31)) fue publicada en Commentarii Academiæ Scientiarum Imperialis Pertropolitanæ (1738). 
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ሺܻሻ∗ܧ ൌ ݈݊ሾݕሺ0ሻሿ ൌ ݈݊ሺ2ሻ෍
݆ െ 1
2

ൌ
݈݊ሺ2ሻ

2ଶ ቀ1 െ
ଵ

ଶ
ቁ
ଶ ൌ ݈݊ሺ2ሻ

ஶ

௝ୀଵ

 

y, por lo tanto, que ݕሺ0ሻ ൌ 2. Asimismo, se demuestra en forma inmediata 
que:  

ሺܾሻݕ

ሺ0ሻݕ
ൌෑ൬1 ൅

ܾ
2௝ିଵ

൰

భ

మೕ

െ
ܾ
2
൏ෑሺ1 ൅ ܾሻ

భ

మೕ

ஶ

௝ୀଵ

െ
ܾ
2
൏ 1 ൅

ܾ
2

ஶ

௝ୀଵ

 

Lo que permite concluir que, para ܾ ൏ ∞, el producto converge y que, para 
valores pequeños de ܾ, ݕሺܾሻ crece lentamente.  

Como corolario de la propuesta de D. Bernoulli se puede concluir entonces: i) 
que, si ܾ es infinita las esperanzas matemática y moral son equivalentes46; ii) 
que la fortuna de ܤ define una cota superior a su esperanza moral y que, en 
consecuencia, si es infinita, entonces ܧ∗ሺܻሻ ൌ ∞; iii) que, a partir del 
principio de  equidad en términos de utilidad, según el cual la utilidad 
negativa de la pérdida debe ser igual a la utilidad positiva de la ganancia, la 
apuesta de ܤ debe ser menor que la esperanza matemática del juego47; iv) que 
la utilidad logarítmica es una condición suficiente, pero no necesaria, para 
explicar una tasa de aversión al riesgo mayor que la postulada por Cramer y 
está afectada por el mismo grado de subjetividad48 y v) que este análisis puede 

                                                                                                                                              
45 Una revisión del famoso “problema de los puntos” planteado por A. Gombaud, Caballero de 
Méré, permite concluir que la solución propuesta por Pascal y Fermat admite una interpretación 
en términos del problema de N. Bernoulli finito, suponiendo la linealidad de la función de 
utilidad de ܣ o de ܤ. 
46 Samuelson (1934) demuestra que, para apuestas suficientemente pequeñas, la concavidad de 
la función de utilidad, considerada en la esperanza moral, se asimila al de la función lineal de la 
esperanza matemática. 
47 A partir de esta conclusión D. Bernoulli demostró sus tres teoremas fundacionales sobre la 
teoría del riesgo. 
48. Con respecto a la actitud de aversión al riesgo, Condorcet postula que, en contradicción con 
el principio de equidad, los jugadores tienen tendencia a subvaluar circunstancias con 
probabilidades altas. Tienden a preferir una ganancia relativamente grande con una pequeña 
probabilidad a una ganancia pequeña con un alto grado de probabilidad. Esta conjetura, que 
admite una justificación formal sólo si se verifica que ݂ሺଷሻሺݕሻ ൐ 0 en el entorno de ܾ, no se 
verifica para una función de utilidad cuadrática. En la moderna teoría de optimización de 

carteras, se considera que una función de utilidad de la forma 
ଵ

௔
ሾ݂ሺݕሻሿ௔ representa, en general, 

una versión del principio de aversión al riesgo más realista que las de D. Bernoulli y Cramer, 
pero igualmente subjetiva. 
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generalizarse a funciones de utilidad lineales y aún convexas que indican una 
actitud neutral y de atracción al riesgo, respectivamente. 

N. Bernoulli consideró que la solución de D. Bernoulli implicaba una 
simplificación excesiva de la actitud del jugador frente al riesgo, que la 
introducción del concepto de esperanza moral era un argumento “ad hoc” y 
que la utilización de la función de utilidad como representación de la aversión 
al riesgo no era adecuada para explicar la discrepancia entre la interpretación 
matemática de la expectativa y el comportamiento que indica el sentido 
común y sostuvo, en consecuencia, que la solución debía plantearse, 
inevitablemente, a partir de la definición de esperanza matemática. 

En coincidencia con N. Bernoulli respecto del retorno al concepto de 
esperanza matemática, Fontaine (1764), basó su propuesta en el principio que 
la ganancia del jugador ܤ no puede superar la fortuna (ܽ) de ܣ. Suponiendo 
que 2௡ ൏ ܽ ൅ ܵ஻, es decir, que ݊ ൏ logଶሺܽ ൅ ܵ஻ሻ (donde ܵ஻ denota la apuesta 
de ܤ), la esperanza matemática del juego para ܤ será: 

ሺܻሻܧ ൌ෍
1
2௝
൫2௝ିଵ െ ܵ஻൯									ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ

௡

௝ୀଵ

 

ሺܻሻܧ ൌ
ܽ

2௝ାଵ
									ሺ݆ ൌ ݊ ൅ 1, ݊ ൅ 2,… ሻ 

De modo que, cuando ݊ aumenta indefinidamente, la esperanza matemática 
que garantizala equidad del juego será tal que: 

lim
௡→ஶ

൤
݊
2
െ ൬1 െ

1
2௡
൰ ܵ஻ ൅

1
2௡ାଵ

2ܽ൨ ൌ 0 

  y la apuesta de ܤ será ܵ஻ ൌ
௡ଶ೙షభା௔

ଶ೙ିଵ
. 

Esta solución, basada en el supuesto de finitud del capital del jugador ܣ 
(seguida, entre otros, por Poisson, Catalan y von Mises) fue rechazada por la 
interpretación Platónica de Bertrand (1889), en parte por Keynes (1921) y 
replanteada por Shapley, L.S. (1972) y Samuelson (1977). 

Si bien admitió que el enfoque probabilístico convencional no consideraba 
adecuadamente los aspectos del comportamiento psicológico del jugador ante 
la incertidumbre, d’Alembert (1768) también coincidió con N. Bernoulli en 
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que la solución del problema debería basarse exclusivamente en la definición 
de la esperanza matemática.  

Cuestionó, en general, todas las soluciones que dependían de las fortunas de 
los jugadores y postuló que la componente más importante del concepto de 
esperanza matemática del juego no era la ganancia sino la probabilidad de 
obtenerla. Que la sobreestimación de la esperanza matemática, que en general, 
conducía a una interpretación errónea del comportamiento del jugador se 
debía fundamentalmente a la sobrevaluación de las probabilidades49. 

Sus críticas se refirieron fundamentalmente a la injustificable pretensión de 
extender las propiedades matemáticas de la probabilidad al mundo físico, en 
particular, las hipótesis de equiprobabilidad y de independencia de las 
“tiradas” sucesivas, y a la utilización de las mismas ponderaciones para las 
probabilidades y para los resultados del juego, en vez de subordinar estos a los 
valores de probabilidad, empleando ponderaciones no-lineales50. Este planteo 
según el cual “... en la naturaleza nunca se verifica que los efectos sean 
siempre y constantemente los mismos” (d’Alembert (1773, p. 301), lo condujo 
a proponer en un juego de “cara” y “ceca” la siguiente (injustificada) 
definición de las probabilidades de obtener “cara” en la ݊-ésima “tirada” 

ଵ

ଶ೙ሺଵା௖௡మሻ
 (donde ܿ denota una constante arbitraria) en vez de 

ଵ

ଶ೙
 y, en 

consecuencia, una esperanza  matemática del juego para el jugador ܤ de la 
forma51: 

                                                            
49 d’Alembert (1768) (para quien el cálculo de probabilidades constituía fundamentalmente una 
descripción de la psicología común a todos los individuos frente a la incertidumbre) propuso 
varias expresiones alternativas para definir la expectativa y, en consecuencia, la apuesta según 
la situación financiera del jugador utilizando el concepto de esperanza matemática, pero no 
realizó ningún análisis comparativo entre ellas. Probablemente esto se debió a su conclusión 
que la evaluación del riesgo por un jugador según fuera de período corto o largo era totalmente 
subjetiva (“¿Cómo comparar un riesgo presente con una ganancia remota desconocida? A este 
respecto el análisis de las correspondientes aleatoriedades no nos proporciona ninguna 
enseñanza” (pp. 33-34)). Una conjetura que Buffon y Condorcet creyeron resolver a partir de la 
propuesta de definición de una “unidad de riesgo psicológico mínimo”. 
50 Yaary (1987) demostró que la concavidad de la función de utilidad y la no-linealidad de las 
ponderaciones de las probabilidades constituían explicaciones igualmente válidas de la actitud 
de aversión al riesgo. 
51 d’Alembert propuso tres variantes (igualmente injustificadas) de la función de probabilidades 

de obtener “cara”: i) 
ଵ

ଶ೙ሺభశ೎ሻ
 (que permite calcular el valor de la constante  para cualquier 

apuesta); ii) 
ଵ

ଶ೙శ೎ሺ೙షభሻ
 (que admite la equiprobabilidad de los resultados para ݊ ൌ 1) y iii) 

ଵ

ଶ೙ቂଵା
೎

ሺೖష೙ሻమ
ቃ
 (que tiende a cero cuando ݊ aumenta indefinidamente). 
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ሺܻሻܧ ൌ෍
2௝ିଵ

2௝ሺ1 ൅ ݆ܿଶሻ
ൌ
1
2
෍

1
1 ൅ ݆ܿଶ

൏ ∞

ஶ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

 

                                 

 

Esta curiosa definición arbitraria de la probabilidad lo condujo a una (más 
curiosa) demostración que surge de representar la suma del segundo miembro 

de ܧሺܻሻ mediante un cuarto de circunferencia (ver Fig. 2), donde ܣܥ ൌ ටଵ

௖
 y 

los segmentos sobre la tangente ܧܣ ൌ ݊ y ܨܣ ൌ ݊ ൅ 1. Luego, denotando por 

ሻݑሺ݃ݐ respectivamente y, dado que ,ܨܥܣ y ܧܥܣ a los ángulos ݒ y ݑ ൌ ݊√ܿ y 

ሻݒሺ݃ݐ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ√ܿ, se obtiene que ݃ݐሺݒሻ െ ሻݑሺ݃ݐ ൌ √ܿ y, dado que 

ሻݑሺݏ݋ܿܧܥ ൌ ሻݒሺݏ݋ܿܨܥ ൌ ܿି
భ
మy, por lo tanto que 

஼ி

஼ா
ൌ

௖௢௦ሺ௨ሻ

௖௢௦ሺ௩ሻ
, se obtiene que: 

ሺ݂݁ሻ݊݁ݏ
ܨܥ
ܧܥ

ൌ ݑሺ݊݁ݏ െ ሻݒ
ሻݑሺݏ݋ܿ

ሻݒሺݏ݋ܿ
ൌ 

ൌ ሾ݊݁ݏሺݒሻܿݏ݋ሺݑሻ െ ሻሿݒሺݏ݋ሻܿݑሺ݊݁ݏ
ሻݑሺݏ݋ܿ

ሻݒሺݏ݋ܿ
ൌ 

ൌ ሾ݃ݐሺݒሻ െ ሻݑଶሺݏ݋ሻሿܿݑሺ݃ݐ ൌ  ሻݑଶሺݏ݋ܿܿ√

Dividiendo por ܨܧ ൌ ܨܣ െ ܧܣ ൌ ሻݒሺ݃ݐ െ ሻݑሺ݃ݐ ൌ √ܿ, se obtiene que 
ଵ

ாி
ሺ݂݁ሻ݊݁ݏ

஼ி

஼ா
ൌ  ሻ. Ahora bien, dado queݑଶሺݏ݋ܿ

ଵ

ଵା௖௡మ
ൌ

ଵ

ாி
ሺ݂݁ሻ݊݁ݏ

஼ி

஼ா
, 

ܨܧ ൌ 1 y lim
௡→ஶ

஼ி

஼ா
ൌ 1, se puede concluir que, a partir de un cierto rango, la 

serie ∑
ଵ

ଵା௖௝మ
ஶ
௝ୀଵ  admite una aproximación por una función seno y que, 

reemplazando estos senos por los arcos correspondientes, se comprueba la 
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validez del supuesto que la serie ∑
ଵ

ଵା௖௝మ
ஶ
௝ୀଵ  puede ser representada por un 

cuarto de circunferencia y, en consecuencia que, considerando una 

probabilidad de obtener “cara” en la ݊-ésima “tirada” igual a 
ଵ

ଶೕሺଵା௖௝మሻ
, la 

esperanza matemática del juego para ܤ es finita. 

El aporte de Buffon a la solución del problema de San Petersburgo incluye un 
conjunto de propuestas heterodoxas desarrolladas en el período que va desde 
sus discusiones con Cramer (1728), hasta la publicación del “Essai 
d’arithmétique morale” (1777). Con la intención de obtener una expresión 
general para la función de utilidad, Buffon propuso su propia interpretación de 
la esperanza moral en la que la relación logarítmica entre la utilidad y la 
fortuna original del jugador planteada por Bernoulli es sustituida por una 

relación de la forma ݂ሺݕሻ ൌ
௚

௕ା௚
 (donde ݂ሺݕሻ denota la función de utilidad, ݃ 

denota la ganancia y ܾ representa la fortuna original de ܤ). A partir de la cual 

obtuvo que ܧ∗ ൌ ݍ
௚

௕
െ ݌

௚

௚ା௕
 (donde ݌ y ݍ denotan, respectivamente, las 

probabilidades de ganar o perder el juego)52.  

Alternativamente al planteo precedente y, a fin de obtener una interpretación 
más adecuada del principio de aversión al riesgo, Buffon propuso (en forma 
absolutamente subjetiva) una representación de la función de utilidad que 
incluía un umbral, al que denominó “el nivel de vida habitual” del jugador. De 
modo que arriesgar una parte del ingreso por encima de dicho umbral era 
asimilable a arriesgar un monto infinito para el cual ninguna expectativa podía 
significar una compensación adecuada53. Independientemente de D. Bernoulli, 
Buffon aplicó esta función de utilidad para demostrar los beneficios que 

                                                            
52 Si bien Buffon fue más conocido como naturalista que como matemático, es necesario 
destacar sus trabajos sobre las aplicaciones de la teoría de la probabilidad en su monumental 
“Histoire naturelle”, de la cual el “Essai d’arithmétique morale” es un suplemento. Esta obra 
marcó el comienzo de una transición (completada posteriormente por Laplace y Poisson) entre 
la interpretación netamente deductiva de los probabilistas del siglo XVIII y la orientación 
frecuencista de Quetelet 
53 Mediante un controvertido desarrollo sumamente complejo, vinculado a la incorporación del 
principio de aversión al riesgo en el cálculo de la esperanza moral, Weirich (1984) obtuvo una 
demostración de este supuesto de Buffon de existencia de una cota superior en el monto de la 
apuesta inicial (ver Martin (2008)). 
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acarrea la atomización del riesgo y concluir, como aquél, que todo juego 
equitativo es un “lost game”54. 

En otro intento de resolución del problema de la convergencia de la esperanza 
matemática definida por una progresión geométrica, Buffon (1777) introdujo 
la noción de “ganancia moral” según la cual, si en el problema de N. 
Bernoulli se consideraba una función de pagos definida como un múltiplo de  
2 െ donde 0) ߝ ൏ ߝ ൏ 2) entonces, para el jugador ܧ ,ܤሺܻሻ ൏ ∞. 

Asimismo, en coincidencia con la opinión de d’Alembert respecto de la 
sobrevaluación de las probabilidades en el cálculo de la esperanza matemática 
del juego, propuso una definición de imposibilidad moral o imposibilidad por 
analogía (“...un punto medio entre la duda y la certeza física”) basada en la 
hipótesis (innegablemente subjetiva, a pesar de su intento de justificación 
biométrica) que la significatividad de una probabilidad poseía una cota 

inferior igual a ቀ
ଵ

ଶ
ቁ
ଵ଴

. Lo cual le permitió considerar como nulas a todas las 

probabilidades menores que 1/10.000 y, por lo tanto, concluir que el valor 
esperado del juego de San Petersburgo era igual a 6,555. 

Más allá de las mencionadas propuestas acerca del comportamiento de la 
función de utilidad y la función de probabilidades, la importancia de Buffon 
en esta crónica de los intentos de solución del problema de San Petersburgo 
radica en la adopción del principio que el conocimiento se adquiere 
exclusivamente por la observación o por la analogía, el cual lo condujo a la 
conclusión que, sólo si el juego era repetido efectivamente una gran cantidad 
de veces era posible asegurar una aproximación entre la cantidad ganada por 
 a su ܤ y el monto de su apuesta y, por lo tanto, aproximar la apuesta de ܤ
esperanza matemática. 

                                                            
54 Posteriormente, Laplace (1795), Lacroix (1816), Öttinger (1848) y Liagre (1852) 
demostraron rigurosamente la equivalencia de los resultados de D. Bernoulli y Buffon. 
55 Bufon (1777): “A partir de los datos que proporcionan las tablas de mortalidad, se puede 
deducir que hay una contra 10249 posibilidades que un hombre de 56 años fallezca dentro de 
las siguientes 24 horas. Ahora bien, a pesar de esto, los hombres de dicha edad, en la cual la 
razón asume toda su madurez y la experiencia toda su fuerza, no teme morir al día siguiente. 
Luego, se puede concluir que toda probabilidad igual o menor a 1/10000 puede ser 
considerada nula y que todo temor o toda expectativa que se encuentre por debajo de este valor 
no debe afectar ni preocupar el corazón ni el pensamiento” (p. 106)). Ver Landro (2010). 
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A partir de este tratamiento netamente empirista, basado en la información 
proporcionada por sucesiones de observaciones repetidas en igualdad de 
condiciones del juego propuesto por N. Bernoulli, rechazó por irrealizable la 
posibilidad de la duración infinita del juego y comparó el resultado de sus 
observaciones con la distribución binomial según la cual, dada una sucesión 

de 2௝ juegos de San Petersburgo, el número esperado de juegos en los que el 

resultado “cara” se obtiene en la ݆-ésima “tirada” está dado por ∑ 2௝ି௜௝
௜ୀଵ ൌ

2௝ െ 1 y la ganancia esperada de ܤ es ∑ 2௝ି௜2௝ିଵ ൌ 2௝
௝

ଶ
௝
௜ୀଵ . Si bien el 

experimento no puede considerarse concluyente, de acuerdo con una 
extensión de este razonamiento y suponiendo un número ݊∗ suficientemente 
grande de juegos, se demuestra que la ganancia esperada de ܤ en un juego 

equitativo puede ser aproximada por ܧሺܤ/݊∗ሻ ൌ
௡

ଶ
logଶሺ݊∗ሻ (ver Lupton 

(1890))56. 

Una expresión límite rigurosa de este argumento de Buffon (que 
contrariamente a los otros intentos mencionados aquí, constituye el único 
análisis de un juego de San Petersburgo no modificado) puede ser obtenida a 
partir de una ley débil de los grandes números debida a Feller (1936)(1945) 
según la cual, dada una sucesión ሼ ௜ܻሽ de variables aleatorias iid, que 
representan las posibles ganancias de ܤ, con distribución de probabilidades de 
la forma ݌൫ ௜ܻ ൌ 2௜ିଵ൯ ൌ 2ି௜	ሺ݅ ൌ 1,2,3, … ሻ, se verifica que, cuando ݊∗ 
aumenta indefinidamente: 

∑ ௜ܻ
௡∗
௜ୀଵ

ሻ∗݊/ܤሺܧ
௣
→1 

es decir que, cuando ݊∗ → ∞, la posible ventaja de un jugador sobre el otro 
tiende a desaparecer. Como corolario de este teorema se puede concluir que el 
valor esperado ܧሺܤ/݊∗ሻ converge a una función asintóticamente equivalente 
de la forma: 

ሻ∗݊/ܤሺ∗ܧ ൌ
݊∗

2
logଶሾ݊∗ logଶሺ݊∗ሻሿ 

                                                            
56 Como una generalización de la definición asintótica de Buffon, a partir de la aplicación de 
técnicas de simulación, algunos autores infirieron: i) que los resultados observados presentan 
una asimetría infinitamente positiva y, en consecuencia, una distribución no-Normal; ii) que su 
varianza infinita revela su naturaleza fractal e implica el no cumplimiento de los postulados de 
la ley de los grandes números; iii) que la esperanza (matemática o moral) no es infinita, sino 
indefinida; iv) que el promedio ponderado de las ganancias constituye un estimador pobre del 
valor esperado del juego y v) que una solución de la paradoja puede ser obtenida mediante la 
aplicación de la mediana como estimador robusto de la tendencia central. 
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Como una extensión del teorema de Feller, Martin-Löf (1985) demostró que la 

variable 
ଵ

௡
ൣ∑ ௜ܻ െ ∗ሻ௡∗݊/ܤሺܧ

௜ୀଵ ൧ se distribuye de acuerdo a una función 

infinitamente divisible ݃ሺݑሻ tal que, para ݊∗ ൌ 2௡ y ݊ → ∞, asume la forma 
lim
௠→ஶ

ሾ1 െ ݃ሺ2௠ሻሿ ൎ ሺ1,8ሻ2ି௠. Lo cual implica que la probabilidad de que la 

apuesta ܵ஻ ൌ 2௠ ൅ ݊ resulte insuficiente para pagar la ganancia ∑ ௜ܻ
௡∗
௜ୀଵ  

(obtenida por ܤ al cabo de ݊∗ ൌ 2௡ juegos) es igual a ሺ1,8ሻ2ି௡ (ൎ 0). 

De los teoremas anteriores se puede concluir que, bajo el supuesto que 
ଶሺܻሻߪ ൏ ∞, la condición necesaria y suficiente para el cumplimiento de la 
equidad asintótica de Buffon para un número suficientemente grande de 
repeticiones independientes, es que la apuesta de ܤ  no sea constante, sino una 
función del número de partidas ya jugadas. 

En la segunda parte de su “Mémoire sur le calcul des probabilités” (1784) 
Condorcet plantea una severa crítica a la propuesta de Buffon sobre el 
concepto de certeza moral considerando que “...es esencialmente incorrecta 
ya que conduce a una mezcla de dos cosas de naturaleza diferente -
probabilidad y certeza; una idea similar a confundir una asíntota a una curva 
con una tangente en un punto muy distante. Tales propuestas no pueden ser 
aceptadas en las ciencias exactas sin destruir su rigor” (Todhunter (1865), p. 
347).  

El fundamento de su propuesta ((1784)(1785a)(1785b)(1789)(1805)) -que, en 
cierta forma resumió las contribuciones de sus predecesores- se basa, en 
coincidencia con d’Alembert, en el concepto de esperanza matemática 
interpretada como una representación cuantitativa común de los diferentes 
estados en que se encuentran los individuos que enfrentan riesgos diferentes, 
involucrando en su definición consideraciones de carácter legal, económico y 
psicológico.  

Igual que Buffon, Condorcet adoptó el concepto de esperanza matemática 
como promedio obtenido a partir de una sucesión de repeticiones del evento 
en igualdad de condiciones y la equivalencia asintótica entre la apuesta 
equitativa y la esperanza matemática del juego, y dedicó sus esfuerzos a la 
determinación del número finito de “tiradas” necesario para lograr la máxima 
aproximación a la equidad del juego, es decir, la máxima aproximación entre 
las ventajas de los jugadores. 

Denotando por ݊ al número máximo de “tiradas”, la esperanza matemática del 

juego para ܤ queda definida por ܧሺܻሻ ൌ ∑ 2௝ିଵ
ଵ

ଶೕ
ൌ

௡

ଶ
൅ 1௡

௝ୀଵ . De acuerdo 

con la propuesta de Condorcet, el jugador ܤ comienza a ganar cuando el 
resultado “cara” ocurre en la ݊∗-ésima “tirada”, tal que 2௡

∗ିଵ ൐
௡

ଶ
൅ 1, es 
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decir, tal que ݊∗ ൐ logଶ ቀ
௡

ଶ
൅ 1ቁ. La equivalencia entre las ventajas de los 

jugadores se produce cuando el resultado “cara” ocurre en la tirada ݊∗ ൌ

logଶ ቀ
௡

ଶ
൅ 1ቁ. En cualquier otro caso, ܤ pierde. De modo que la probabilidad 

de ܤde ganar (es decir, de perder ܣ) está dada por ∑
ଵ

ଶೕ
௡
௝ୀ௡∗ାଵ , la probabilidad 

de equilibrio (es decir, la probabilidad de que ni ܣ ni ܤ ganen o pierdan) está 

dada por 
ଵ

ଶ೙∗
 y la probabilidad de que ܤ pierda está dada por ∑

ଵ

ଶೕ
௡∗
௝ୀଵ . Luego 

resulta que la ganancia máxima de ܣ será ܵ஻ െ 1 ൌ
௡

ଶ
, si el resultado “cara” 

ocurre en la primera “tirada” y su pérdida máxima será 2௡ െ ܵ஻. Este 
resultado le permitió a Condorcet demostrar su tesis que la definición 
convencional de esperanza matemática de un juego, interpretada como un 
promedio finito de las ganancias de ܤ, consideradas como los valores posibles 
de una variable aleatoria discreta, es la única que permite lograr “...la mayor 
aproximación posible entre dos condiciones esencialmente diferentes de los 
jugadores” (p. 654). 

Contrariamente a los probabilistas del siglo XIX -quienes, siguiendo los 
trabajos de Buffon y Condorcet, basaron sus propuestas en el concepto de 
esperanza matemática y en un comportamiento asintótico de acuerdo con los 
postulados de la ley de los grandes números y consideraron a la paradoja de 
San Petersburgo como una confirmación de que la única interpretación válida 
del concepto de probabilidad era la frecuencista, Laplace, retomando -y 
generalizando- la propuesta sobre la teoría del riesgo de D. Bernoulli, 
demostró que la esperanza matemática puede ser considerada como el límite 
de la esperanza moral no sólo cuando se particiona infinitamente la fortuna, 
sino también cuando la división del riesgo resulta infinita. 

Laplace (1795) analizó la cuestión de la determinación de la apuesta en el 
problema de N. Bernoulli a partir de la definición clásica de equidad, de una 
forma vinculada estrechamente con el espíritu de la propuesta de d’Alembert, 
en particular, en lo referido a la supuesta incorrecta aplicación del principio de 
indiferencia ante la falta de información acerca del comportamiento de las 
frecuencias relativas de los resultados57. No obstante, en su “Théorie 
analitique des probabilités” (1812) Laplace abandonó esta adhesión a la 
definición Huygensiana de esperanza matemática por la Bernoulliana de 
esperanza moral. 

Denotando por ܵ஻ al valor de la apuesta de ܤ, considerando una función de 
pago de la forma 2௡ si se obtiene “cara” en la ݊-ésima “tirada” y 0 si este 
resultado no ocurre al cabo de las ݊ “tiradas'” y denotando por ܾ a la fortuna 

                                                            
57 Esta postura Bayesiana de Laplace ejerció una notable influencia en las interpretaciones del 
concepto de probabilidad de d’Alembert y Condorcet. 
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mínima de utilidad nula de ܤ, Laplace obtuvo que la utilidad esperada de ܤ 
estaba dada por: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ
1
2
݇	݈݊ሺܾ െ ܵ஻ ൅ 2ሻ ൅

1
2ଶ
݇	݈݊ሺܾ െ ܵ஻ ൅ 2ଶሻ ൅ ⋯൅ 

൅
1
2௡

݇	݈݊ሺܾ െ ܵ஻ ൅ 2௡ሻ ൅
1
2௡
݇	݈݊ሺܾ െ ܵ஻ሻ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ 

De acuerdo con la condición de equidad, la utilidad esperada de la fortuna de 
 debe ser la misma antes o después del juego, es decir, la expresión ܤ
precedente debe ser igual a ݇	݈݊ሺܾሻ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ. De modo que, suprimiendo los 
términos ݇ y ݈݊ሺݕሻ y dividiendo m. a m. por ܾ െ ܵ஻, debe verificarse que: 

1 ൅
ܵ஻

ܾ െ ܵ஻
ൌ ൬1 ൅

2
ܾ െ ܵ஻

൰

భ
మ
ቆ1 ൅

2ଶ

ܾ െ ܵ஻
ቇ

భ
మమ

…ቆ1 ൅
2௡

ܾ െ ܵ஻
ቇ

భ
మ೙

 

Esta serie satisface el criterio de d’Alembert, es decir, se verifica que:  

ቀ1 ൅
ଶೕ

௕ିௌಳ
ቁ

భ

మೕ ൏ ቀ1 ൅
ଶೕషభ

௕ିௌಳ
ቁ

భ

మೕషభ
  

o, lo que es lo mismo, que: 

 1+
ଶೕశభ

௕ିௌಳ
൅

ଶೕ

ሺ௕ିௌಳሻమ
൐ 1 ൅

ଶೕశభ

௕ିௌಳ
 

Por otra parte, dado que: 

lim
௡→ஶ

݈݊ ቆ1 ൅
2௡

ܾ െ ܵ஻
ቇ

భ
మ೙

ൌ lim
௡→ஶ

݊	݈݊ሺ2ሻ

2௡
൅
1
2௡

݈݊ ൬
1

ܾ െ ܵ஻
൅
1
2௡
൰ ൌ 0 

se puede concluir que lim
௡→ஶ

ቀ1 ൅
ଶ೙

௕ିௌಳ
ቁ
భ
మ೙ ൌ 1. Asimismo, dado que la serie 

1 ൅
ௌಳ

௕ିௌಳ
 puede ser expresada de la siguiente forma: 

݈݊ ൬1 ൅
ܵ஻

ܾ െ ܵ஻
൰ ൌ ෍

1
2௝

௡ିଵ

௝ୀଵ

݈݊ ቆ1 ൅
2௝

ܾ െ ܵ஻
ቇ ൅෍

1
2௝

ஶ

௝ୀ௡

݈݊ ቆ1 ൅
2௝

ܾ െ ܵ஻
ቇ ൌ 

ൌ ෍
1
2௝

௡ିଵ

௝ୀଵ

݈݊ ቆ1 ൅
2௝

ܾ െ ܵ஻
ቇ ൅෍

1
2௝

ஶ

௝ୀ௡

݈݊ ൬1 ൅
1

ܾ െ ܵ஻
൰ 
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൅෍
݊	݈݊ሺ2ሻ

2௝
൅෍

1
2௝

ஶ

௝ୀ௡

݈݊ ൬1 ൅
ܾ െ ܵ஻
2௝

൰

ஶ

௝ୀ௡

ൌ 

ൌ ෍
1
2௝

௡ିଵ

௝ୀଵ

݈݊ ቆ1 ൅
2௝

ܾ െ ܵ஻
ቇ ൅ 

൅݈݊ ൬
1

ܾ െ ܵ஻
൰෍

1
2௝
൅ ݈݊ሺ2ሻ ቎

1
2
෍݆ ൬

1
2
൰
௝ିଵ

െ
1
2

ஶ

௝ୀଵ

෍ ݆ ൬
1
2
൰
௝ିଵ௡ିଵ

௝ୀଵ

቏ ൅

ஶ

௝ୀ௡

 

൅෍
0,4342945

2௝
݈݊ ൬1 ൅

ܾ െ ܵ஻
2௝

൰ ൌ

ஶ

௝ୀ௡

 

ൌ ෍
1
2௝

௡ିଵ

௝ୀଵ

݈݊ ቆ1 ൅
2௝

ܾ െ ݖ
ቇ ൅

1
2௡ିଵ

݈݊ ൬
1

ܾ െ ݖ
൰ ൅

ሺ݊ ൅ 1ሻ݈݊ሺ2ሻ

2௡ିଵ
൅ 

൅
0,4342945

3
ܾ െ ݖ
2௡ିଶ

 

y, teniendo en cuenta que: 

෍
0,4342945

2௝
݈݊ ൬1 ൅

ܾ െ ܵ஻
2௝

൰ ൎ ෍
0,4342945

2௝
ܾ െ ܵ஻
2௝

ஶ

௝ୀ௡

ஶ

௝ୀ௡

ൌ 

ൌ ሺ0,4342945ሻሺܾ െ ܵ஻ሻ෍
1
2௝

ஶ

௝ୀ௡

ൌ 

ൌ ሺ0,4342945ሻሺܾ െ ܵ஻ሻቌ෍
1
2௝
െ෍

1
2௝

௡ିଵ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

ቍ ൌ
0,4342945

3
ܾ െ ܵ஻
2௡ିଶ

 

se obtiene la siguiente aproximación: 

݈݊ ൬1 ൅
ܵ஻

ܾ െ ܵ஻
൰ 

ൎ ෍
1
2௝
݈݊ ቆ1 ൅

2௝

ܾ െ ݖ
ቇ ൅

1
2௡ିଵ

݈݊ ൬
1

ܾ െ ݖ
൰ ൅

௡ିଵ

௝ୀଵ
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൅
ሺ݊ ൅ 1ሻ݈݊ሺ2ሻ

2௡ିଵ
൅
0,4342945

3
ܾ െ ݖ
2௡ିଶ

 

A partir de esta demostración Laplace obtuvo que, para ݊ ൌ 11 y ܾ െ ܵ஻ ൌ
100, B debería poseer una fortuna ܾ ൌ 107,89 y apostar ܵ஻ ൌ 7,89; para ܾ െ
ܵ஻ ൌ  ܤ debería poseer 208,78 y apostar 8,78 y que, si la fortuna de ܤ ,200
fuera infinita, entonces su apuesta debería ser infinita.  

Posteriormente, Menger (1934) demostró rigurosamente que esta conclusión 
de Laplace se verifica si y, sólo si, la función ݂ሺݕሻ es acotada y que, en caso 
contrario, siempre será posible definir un juego de San Petersburgo para el 
cual la esperanza moral es infinita aún en el caso en que ܤ poseyera una 
fortuna finita58. Debe tenerse en cuenta que, si bien estos resultados sobre las 
funciones de utilidad acotadas permitieron asegurar la finitud de la esperanza 
moral, no lograron justificar la diferencia entre la esperanza matemática de un 
juego y el comportamiento habitual de los jugadores59. 

A partir de su teoría de la esperanza moral como complemento de la esperanza 
matemática, Laplace (1812) obtuvo la siguiente versión más rigurosa de los 
tres teoremas de D. Bernoulli ya mencionados: 

1.- Sea un jugador ܣ, sea ܽ su fortuna, ݌ su probabilidad de ganar en un juego, 

஺ܵ su apuesta y ܵ஻ ൌ
௤

௣ ஺ܵ (donde ݍ ൌ 1 െ  la apuesta de su contrincante (݌

ܽ gana, su fortuna será ܣ Si .(ܤ) ൅
௤

௣ ஺ܵ, con probabilidad ݌, si pierde, se 

transformará en ܽ െ ஺ܵ, con probabilidad ݍ. De modo que la esperanza moral 

del juego para ܣ		será ܧ∗ሺܻሻ ൌ ቀܽ ൅
௤

௣ ஺ܵቁ
௣
ሺܽ െ ஺ܵሻ௤ y la esperanza 

matemática ܧሺܻሻ ൌ ቀܽ ൅
௤

௣ ஺ܵቁ ݌ ൅ ሺܽ െ ஺ܵሻݍ ൌ ܽ. Dividiendo m. a m. por ܽ 

                                                            
58 A este respecto propone el siguiente ejemplo: Supóngase que el jugador ܤ posea una fortuna 
ܾ, al cabo de la ݊-ésima "tirada" su ganancia sería ሺܾ݁ଶ௡ െ ܾሻ y su esperanza matemática 

ሺܻሻܧ ൌ ∑ ଵ

ଶೕ
൫ܾ݁ଶ௝ െ ܾ൯ ൌ ∞ஶ

௝ୀଵ . De acuerdo con la hipótesis de D. Bernoulli, la utilidad de 

cada ganancia será ݇	݈݊ ቀ
௕ା௕ଶమೕି௕

ଶ!
ቁ ൌ ݇	݈݊൫݁ଶ௝൯. De donde se obtiene que, dado que la función 

de utilidad es lineal, la esperanza matemática de las ganancias será ܧሺܻሻ ൌ ∑ ଵ

ଶೕ
݇2௝ ൌ ݇ ൅ஶ

௝ୀଵ

݇ ൅ ݇ ൅⋯ ൌ ∞, que la esperanza moral, ܧ∗ሺܻሻ ൌ ሺܾ. ݁. ݁. ݁ … ሻ െ ܾ, será infinita aún cuando ܾ 
sea finita, generando lo que Menger denominó la “súper paradoja de San Petersburgo” (ver 
Aumann (1977) , Samuelson (1977), Martin (2008)). 
59 Este trabajo de Menger despertó el interés de von Neumann en la teoría de la utilidad e 
influyó, a su vez, sobre el desarrollo del sistema axiomático de von Neumann-Morgenstern 
(1944), en el que el principio de la esperanza moral surge como un teorema, como corolario del 
cual se puede demostrar que las funciones de utilidad consistentes con dicho sistema forman 
una clase en la que cualquier función de utilidad puede ser expresada como una función lineal 
de cualquier otra de la misma clase. Los continuadores inmediatos de esta teoría de la utilidad 
fueron, entre otros, Strotz (1953), Ellsberg (1954), Savage (1954), Chipman (1969). 
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y aplicando m. a m. el operador logaritmo en la ecuación de la esperanza 
moral, se obtiene que: 

݈݊ ቆ
1
ܽ
ሺܻሻቇ∗ܧ ൌ ݈݊	݌ ൬1 ൅

ݍ
݌

஺ܵ

ܽ
൰ ൅ ݈݊	ݍ ൬1 െ ஺ܵ

ܽ
൰ ൏ 0 

Lo cual permite concluir que, en un juego equitativo, ܧ∗ሺܻሻ ൏ ܽ, es decir que 
ሺܻሻ∗ܧ ൏  debe ser menor que ܤ o, lo que es lo mismo, que la apuesta de	ሺܻሻܧ
su ganancia esperada. 

2.- Sea un comerciante ܣ que posee una fortuna igual a 1 y que desea 
despachar una suma de dinero ߝ en un barco cuya probabilidad de arribar a 
destino es igual a ݌. De acuerdo con lo demostrado más arriba, su esperanza 
matemática y su esperanza moral serán tales que ሺ1 ൅ ሻߝ݌ ൐ ሺ1 ൅  .ሻ௣ߝ
Supóngase que el comerciante divida la suma ߝ en partes iguales para ser 
despachadas en ݊ barcos. Aplicando el esquema de pruebas repetidas de 
Bernoulli, la esperanza moral de la operación puede ser expresada como: 

௡∗ሺܻሻܧ ൌ ݇ ൤݌௡݈݊ሺ1 ൅ ሻߝ ൅ ݈݊	ݍ௡ିଵ݌݊ ൬1 ൅
݊ െ 1
݊

൰ߝ ൅ 

൅
݊ሺ݊ െ 1ሻ

2
ଶ݈݊ݍ௡ିଶ݌ ൬1 ൅

݊ െ 2
݊

൰቉ߝ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ ൌ 

ൌ න݌݇ ቎
௡ିଵ݌

1 ൅ ߝ
൅
ሺ݊ െ 1ሻ݌௡ିଶݍ

1 ൅ ௡ିଵ

௡
ߝ

൅
ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ݌௡ିଷݍଶ

ሺ1ሻሺ2ሻ ቀ1 ൅
௡ିଶ

௡
ቁߝ

൅ ⋯቏݀ߝ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ 

(donde ݍ ൌ 1 െ ݊ En particular, para .(݌ ൌ 1, será: 

ଵܧ
∗ሺܻሻ ൌ න݌݇

ߝ݀
1 ൅ ߝ

൅ ݈݊ሺ݄ሻ ൌ න݌݇
ߝ݀
1 ൅ ߝ

ሺ݌ ൅ ሻ௡ିଵݍ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ ൌ 

ൌ න݌݇ ቎
௡ିଵ݌

1 ൅ ߝ
൅
ሺ݊ െ 1ሻ݌௡ିଶݍ

1 ൅ ௡ିଵ

௡
ߝ

൅
ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ݌௡ିଷݍଶ

ሺ1ሻሺ2ሻ ቀ1 ൅
௡ିଶ

௡
ቁߝ

൅ ⋯቏݀ߝ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ 

De modo que: 

௡∗ሺܻሻܧ െ ଵܧ
∗ሺܻሻ ൌ ݍ݌݇

݊ െ 1
݊

න
ߝ

1 ൅ ߝ
቎

௡ିଶ݌

1 ൅ ௡ିଵ

௡
ߝ
൅
ሺ݊ െ 2ሻ݌௡ିଷݍ

1 ൅
௡ିଶ

௡
ߝ

቏ ߝ݀ ൐ 0 
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Lo cual demuestra que la partición del riesgo implica un aumento en la 
utilidad esperada para el comerciante. Es decir que “Para el comerciante es 
preferible exponer su fortuna por partes a riesgos independientes entre sí, que 
exponerla en su totalidad a un único riesgo” (Laplace (1812, p. 442)).  

Por otra parte, se puede escribir: 

௡∗ሺܻሻܧ ൌ නߝන݀݌݇ ݁ିቀଵା
ഄ
೙
ቁ௫ ቂି݁݌

ഄ
೙
௫ ൅ ቃݍ

௡ିଵ
ݔ݀ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ

ஶ

଴

ൌ 

ൌ ݇න
݌

1 ൅ ߝ݌ ൅ ݍ
ఌ

௡

቎1 ൅
ଶߝݍ݌ ቀ1 െ

ଵ

௡
ቁ

݊ ቀ1 ൅ ߝ݌ ൅ ݍ
ఌ

௡
ቁ
൅ ⋯቏݀ߝ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ 

Luego, para valores de ݊suficientemente grandes, será: 

ሺܻሻ∗ܧ ൌ ݇න
݌

1 ൅ ߝ݌
ߝ݀ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ ൌ ݇	݈݊ሺ1 ൅ ሻߝ݌ ൅ ݈݊ሺ݄ሻ 

Lo que demuestra que la esperanza moral converge a la esperanza matemática 
1 ൅  .ߝ݌

3.- Si se supone que el comerciante asegura la suma ߝ despachada en un barco 
mediante el pago de una prima ሺ1 െ  su esperanza moral (utilidad ,ߝሻ݌
esperada) aumentará de ሺ1 ൅ ሻ௣ a ሺ1ߝ ൅  ሻ, por lo que se puede concluir queߝ݌
el seguro produce lo que D. Bernoulli denomina una ventaja moral60. 

En coincidencia con el planteo de Buffon y Condorcet -basado en una 
interpretación frecuencista y, en consecuencia, en una definición de 
probabilidad concebible solamente en términos de eventos repetibles-, Lacroix 
(1816) consideró que el cálculo de la esperanza matemática como el promedio 
ponderado de las pérdidas y las ganancias sólo tenía sentido en un juego en el 
cual el número de resultados fuera finito. El hecho que esta condición no se 
cumpliera en el problema de San Petersburgo, lo condujo a retornar a la 
cuestión de la validez de la esperanza moral para eventos individuales61.  

                                                            
60 Esta teoría de la aseguración de Laplace fue continuada por B.J. Fourier (1819) y, 
fundamentalmente por Barrois (1835) quien, dada la asimilación de las esperanzas matemática 
y moral cuando los riesgos están infinitamente particionados, calculó la esperanza del 
asegurador como matemática y la esperanza del asegurado como moral. 
61 Con respecto a la controversia sobre si la esperanza moral podía ser considerada como un 
argumento respecto de eventos no repetibles fue aceptada por Lacroix (1816), Czuber (1878) y 
Timerding (1902) y rechazada por Fries (1842). 
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A partir de la definición de la esperanza moral y de la relación entre la utilidad 
y la fortuna original del jugador, Lacroix dedicó una parte importante de su 
trabajo al análisis comparativo de las fórmulas de Buffon y D. Bernoulli para 
la evaluación de las pérdidas y las ganancias relativas. De lo ya comentado, se 
puede concluir que la diferencia entre ambas propuestas radica en el supuesto 
sobre el comportamiento discreto o continuo de la variación de la riqueza. De 
acuerdo con la propuesta de Buffon, el valor relativo de una pérdida ݃̅ con 

respecto a una fortuna ܾ está dado por 
௚ത

௕
 y el valor relativo de una ganancia ݃ 

por 
௚

௚ା௕
, obteniendo el siguiente valor relativo de la pérdida equivalente a la 

ganancia ݃: ݃̅ ൌ
௚௕

௚ା௕
. Por otra parte, en la propuesta de D. Bernoulli, los 

valores relativos de una pérdida y una ganancia quedan expresados, 
respectivamente, por: 

݇	݈݊ሺܾ െ ݃̅ሻ െ ݇	݈݊ሺܾሻ ൌ െ݇	݈݊ ൬
ܾ െ ݃̅
ܾ

൰ 

y, 

݇	݈݊ሺܾ ൅ ݃̅ሻ െ ݇	݈݊ሺܾሻ ൌ െ݇	݈݊ ൬
ܾ ൅ ݃̅
ܾ

൰ 

Luego, a partir de la ecuación 
௕

௕ି௚ത
ൌ

௕ା௚

௕
, que proporciona el valor relativo de 

una pérdida equivalente a una cierta ganancia, Lacroix concluyó que las 
propuestas de Buffon y D. Bernoulli conducen al mismo resultado62. 

Fries (1842) continuando la propuesta de d’Alembert y a diferencia de 

Lacroix, expresó el valor subjetivo de una pérdida relativa como 
௚ത

௕ି௚ത
 y, a 

partir de la ecuación de equivalencia mencionada más arriba, obtuvo la 

siguiente evaluación de la pérdida equivalente a la ganancia: ݃̅ ൌ
௚௕

௕ାଶ௚
, menor 

que la de D. Bernoulli. 

Czuber (1878) comparó esta relación con la propuesta de Buffon y concluyó 

que, si bien las fórmulas de Buffon, 
௚ത

௕ି௚ത
 y 

௚

௕ା௚
 no conducían a los mismos 

resultados numéricos obtenidos por D. Bernoulli, la diferencia respecto de la 
evaluación del valor de la pérdida equivalente a una cierta ganancia, podía 
considerarse no significativa.  

Posteriormente, incorporando las fórmulas de Buffon en las ecuaciones de 
Laplace, Czuber demostró los teoremas de aversión al riesgo de D. Bernoulli y 

                                                            
62 Esta demostración de Lacroix fue continuada por Öttinger (1848) y Liagre (1852). 
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concluyó que las fórmulas de Buffon eran preferibles a las de Bernoulli, 
debido a su independencia del supuesto de continuidad de la variación de la 
riqueza. 

Si bien como se vio en las páginas precedentes -excepto por las críticas de 
d’Alembert y Condorcet-, los probabilistas del siglo XVIII y comienzos del 
siglo XIX aceptaron la teoría de la esperanza moral, los probabilistas 
franceses de la segunda parte del siglo XIX -entre los que cabe mencionar a 
Poisson (1837), Bertrand (1889) y Poincaré (1896)- minimizaron su 
importancia o simplemente la rechazaron. 

En particular, Poisson adhirió a los trabajos de Laplace pero consideró, como 
Condorcet, que la esperanza moral sólo podía considerarse un complemento 
de la esperanza matemática, especialmente útil en las aplicaciones referidas a 
cuestiones económicas63.  

Como un caso particular de la solución propuesta por Fontaine (1764), 
Poisson (1837) propuso considerar una función de pago de la forma 2௡ y 
expresar la fortuna del jugador ܣ como ܽ ൌ 2௞ሺ1 ൅ ݄ሻ (donde ݇ሺ൑ ݊ሻ era un 
número entero y ݄ podía asumir cualquier valor real en el intervalo ሺ0,1ሻ). De 
modo que, para las primeras ݇ “tiradas” la ganancia esperada de ܤ sería igual 
a ݇ y, para las ݊ െ ݇ “tiradas” restantes sería: 

2௞ሺ1 ൅ ݄ሻ ൬
1

2௞ାଵ
൅ ⋯൅

1
2௡
൰ 

Es decir que, en total, la ganancia esperada de ܤ sería: 

݇ ൅ 2௞ሺ1 ൅ ݄ሻ ෍
1
2௝

ൌ ݇ ൅ ሺ1 ൅ ݄ሻ ൬1 െ
1

2௡ି௞
൰

௡

௝ୀ௞ାଵ

 

Un resultado que le permitió concluir que cuando ݊ aumenta indefinidamente, 
la ganancia esperada de ܤ será menor o igual a ݇ ൅ 1 ൅ ݄ y que, en 
consecuencia, su apuesta debería ser ݇ ൅ 1 ൑ ܵ஻ ൑ ݇ ൅ 2. 

Whitworth (1901) arribó a los mismos resultados que D. Bernoulli a partir de 
un planteo del problema de San Petersburgo completamente diferente, 
independiente de la definición de la función de utilidad. Su propuesta se basó 
en el principio que todo jugador que posea una fortuna finita tiene la certeza 
de arruinarse al cabo de un número infinito de jugadas y que, en consecuencia, 

                                                            
63 Debe tenerse en cuenta que Laplace y Poisson constituyen la transición entre la obra de los 
probabilistas del siglo XVIII y la interpretación estadística de Quetelet (1835). Para los 
probabilistas del siglo XIX el núcleo de la teoría de la probabilidad se trasladó de la 
cuantificación de la expectativa al estudio de las distribuciones de probabilidades. 
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un comportamiento racional le indicaría no apostar una cantidad fija, sino un 
porcentaje fijo de su fortuna previa a cada jugada64. 

A diferencia de las propuestas anteriores dirigidas a definir las condiciones 
que permitieran asegurar un valor finito para el juego, el objetivo de 
Whitworth consistió en hallar la proporción entre la apuesta y la fortuna 
inicial que, en el largo plazo, condujera al jugador a una posición de equilibrio 
(es decir, sin pérdida ni ganancia)65. 

Sea un jugador ܤ con una fortuna inicial ܾ, involucrado en una serie de 
partidas repetidas en las que: i) su apuesta (ܵ஻) está dada por una proporción 
fija de su capital al inicio de cada juego; ii) su ganancia posible en cada juego 
es ݃ y iii) las probabilidades de ganar o perder en cada juego son ݌ y ݍሺ݌ ൅
ݍ ൌ 1ሻ, respectivamente. De acuerdo con estas premisas, cada vez que ܤ gana 
una partida su fortuna asume un valor igual a la fortuna inicial multiplicada 

por 
௕ା௚ିௌಳ

௕
 y, cada vez que pierde una partida su fortuna asume un valor igual 

a la fortuna inicial multiplicada por ܾ െ
ௌಳ
௕

. Luego, para garantizar una 

situación de equilibrio de largo plazo se debe verificar que ቀ1 ൅
௚

௕
െ

ௌಳ
௕
ቁ
௣
ቀ1 െ

ௌಳ
௕
ቁ
௤
ൌ 1. 

En general, suponiendo que las cantidades a ganar por ܤ sean ݃ଵ, ݃ଶ,
݃ଷ, …	൫݃௝ ൒ 0; ݆ ൌ 1,2, … , ݊൯ con probabilidades ݌ଵ, ,ଶ݌ … , ∑൫	௡݌	 ௝݌ ൌ

௡
௝ୀଵ

1൯, el correspondiente multiplicador del capital inicial (ܾ) será de la forma 

∏ ቀ1 ൅
௚ೕ
௕
െ

ௌಳ
௕
ቁ
௣ೕ
ൌ 1			௡

௝ୀଵ ó ∏ ቀ1 ൅
௚ೕ
௕
ቁ
௣ೕ
ൌ ∏ ൬1 െ

ௌಳ
௕ା௚ೕ

൰
௣ೕ

௡
௝ୀଵ

௡
௝ୀଵ . A partir 

de la hipótesis que ܵ஻ ≪ ܾ, de modo que los términos de orden superior de los 

cocientes 
ௌಳ

௕ା௚ೕ
 sean despreciables, el desarrollo de la expresión precedente 

puede ser aproximado de la siguiente forma: 

ෑቀ1൅
݃௝
ܾ
ቁ
௣ೕ
ൎ 1 ൅ ܵ஻෍

௝݌
ܾ ൅ ݃௝

௡

௝ୀଵ

௡

௝ୀଵ

 

                                                            
64 Este principio -sin otra justificación que la que proporcionan los postulados del teorema de 
eponimia de Stigler- hoy se conoce como la “estrategia de apuestas de Kelly” (Kelly (1956) 
(ver Irwin (1967), Tijms (2004), Székely; Richards (2005)). 
65Whitworth (1901): “No hemos asignado un nuevo valor a la esperanza matemática (...) 
Simplemente hemos determinado los términos de acuerdo con los cuales un individuo puede 
comprar la expectativa de obtener una ganancia, de modo que, al cabo de un número 
suficientemente grande de repeticiones -cada vez sobre una escala proporcional al monto de su 
fortuna previa a cada repetición-, no resulte ni más rico ni más pobre” (p.246-247). 
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Dado que, para ݊ → ∞ esta sucesión es convergente, Whitworth obtuvo la 
siguiente aproximación:  

ܵ஻ ൎ
∏ ቀ1 ൅

௚ೕ
௕
ቁ
௣ೕ
െ 1ஶ

௝ୀଵ

∑
௣ೕ

௕ା௚ೕ
ஶ
௝ୀଵ

 

para valores de ݊ suficientemente grandes. Aplicando este resultado al 
problema de San Petersburgo obtuvo la apuesta: 

ܵ஻ ൌ
∏ ቀ1 ൅

ଶೕషభ

௕
ቁ

భ

మೕ െ 1ஶ
௝ୀଵ

∑ ଶೕ

௕ାଶೕషభ
ஶ
௝ୀଵ

 

que garantiza un equilibrio de largo plazo. 

Timerding (1902), retornando a la teoría de Cramer acerca de la existencia de 
una cota superior (݂∗) para ݂ሺݕሻ, propuso una función de utilidad hiperbólica 

de la forma ݂ሺݕሻ ൌ
௙∗௬

௙∗ା௬
, que combina las propiedades de la función acotada 

con las de la función logarítmica de Bernoulli. 

Por otra parte, a fin de contrastar el postulado de Czuber sobre la 
independencia de la condición de continuidad en la variación de la riqueza de 
las fórmulas de Buffon, Timerding consideró la desagregación de una 
ganancia en dos ganancias sucesivas, ݃ ൌ ݃ଵ ൅ ݃ଶ, cuyos valores relativos 
son 

௚భ
௕ା௚భ

y 
௚మ

௕ା௚భା௚మ
, respectivamente. En el ámbito de la interpretación 

discreta, este procedimiento lo condujo a la incongruencia que el valor 
relativo de la suma de las ganancias, 

௚భା௚మ
௕ା௚భା௚మ

ൌ
௚భ

௕ା௚భା௚మ
൅

௚మ
௕ା௚భା௚మ

 era menor 

que la suma de los valores relativos, 
௚

௕ା௚
ൌ

௚భ
௕ା௚భ

൅
௚మ

௕ା௚భା௚మ
. Por el contrario, 

de acuerdo con la definición de esperanza moral (sin tomar en consideración a 
la constante) en el ámbito de la interpretación continua de Bernoulli, obtuvo 
que: 

݈݊ ൬
ܾ ൅ ݃
ܾ

൰ ൌ ݈݊ ൬
ܾ ൅ ݃ଵ
ܾ

൰ ൅ ݈݊ ൬
ܾ ൅ ݃ଵ ൅ ݃ଶ
ܾ ൅ ݃ଵ

൰ ൌ ݈݊ ൬
ܾ ൅ ݃ଵ ൅ ݃ଶ

ܾ
൰ 

Este resultado le permitió a Timerding demostrar que la aceptación del 
supuesto de continuidad de D. Bernoulli implica la solución de la 
contradicción y, en consecuencia, que el postulado de independencia de 
Czuber respecto de las fórmulas de Buffon era incorrecto. 
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Desde un punto de vista estrictamente probabilístico la sustitución del 
principio de la razón insuficiente por la ley de los grandes números como 
fundamento del concepto de valor esperado se continúa con el análisis de las 
soluciones dirigidas a especular acerca de la posibilidad de interpretar a la 
esperanza matemática como una expresión cuantitativa que involucra 
definiciones (neo-Niklausianas) de la probabilidad diferentes de la definición 
clásica66. 

A partir de la definición logicista Keynes (1921) (adoptando una posición 
neo-Niklausiana) intentó refutar “…la doctrina que las esperanzas 
matemáticas de cursos de acción alternativos constituyen las medidas de 
nuestros grados de preferencia” (p. 344). La aproximación de Keynes 
consistió, precisamente, en definir una teoría del vínculo parcial como una 
generalización de la teoría del vínculo total de la lógica deductiva67 y 
considerar a la probabilidad como un grado de ese vínculo parcial68, de modo 
que no es posible hablar de la probabilidad de una hipótesis sino solamente de 
su probabilidad condicionada por una evidencia relacionada parcialmente con 
ella69. 

Esta propuesta lo condujo a un modelo en el que la probabilidad ݌ሺܤ/ܣሻ se 
traduce en un grado de creencia racional representativo del grado de vínculo 
parcial, concebido como una relación (indefinida) entre una proposición (ܣ) y 
un cuerpo de conocimiento (ܤ) condicionada por la verdad de dicha 
evidencia. Donde el evento ܣ puede, en consecuencia, ser representado 
mediante un subconjunto de su espacio muestral ܣ ⊂ Ωሺ߱ሻ formado por los 
elementos ߱ para los cuales una propiedad ܵ es verdadera, ܣ ൌ
ሼ߱ ܵሺ߱ሻ⁄  ሽ, de modo que a cada proposición ܵሺ߱ሻ del espacioܽݎ݁݀ܽ݀ݎ݁ݒ	ݏ݁
proposicional le corresponde un conjunto ܣ en el espacio de eventos y 
viceversa. 

                                                            
66 Las soluciones neo-Danielianas, basadas exclusivamente en la teoría del valor, no serán 
tratadas en este texto. 
67 Keynes (1921): “Así como en ciertas circunstancias podemos juzgar directamente que una 
conclusión ‘se sigue’ de una premisa, la hipótesis que sostiene que a veces podemos reconocer 
que una conclusión ‘se sigue parcialmente’ de una premisa o se basa en una relación de 
probabilidad con la misma, constituye una extensión del supuesto original” (p. 52). 
68 Keynes (1921): “Si tenemos en cuenta que para conocer correctamente una conexión lógica 
entre un conjunto de proposiciones, a las que denominamos nuestra evidencia y que suponemos 
conocidas y otro conjunto formado por las que denominamos conclusiones, debemos asignar a 
estas ponderaciones mayores o menores de acuerdo con los fundamentos proporcionados por 
las primeras (…) no resulta forzado describir este vínculo entre evidencias y conclusión como 
una relación de probabilidad” (pp. 5-6). 
69 Keynes (1921): “Así como ningún lugar puede ser intrínsecamente distante, ninguna 
proposición es en sí misma ni probable, ni improbable. La probabilidad de dicha proposición 
varía de acuerdo con la evidencia presentada, la cual actúa como si fuera su origen de 
referencia” (p. 7). 
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En la concepción Keynesiana las relaciones de probabilidad entre un cuerpo 
de conocimiento ܤ y una conclusión consistente en una propiedad (o conjunto 
de propiedades) ܣ no siempre son cuantificables y en muchos casos ni 
siquiera son comparables70. Estas consideraciones lo condujeron a la 
conclusión que, aun cuando se supusiera que las cantidades de bienestar 
fueran medibles, las asignaciones de las probabilidades no siempre son 
cuantificables y no toman en consideración el estado del conocimiento, ni la 
evidencia con que cuenta el observador, ni el riesgo asociado al juego. Keynes 
postuló que, precisamente, esta no consideración de que “…el gran riesgo de 
la apuesta es lo que nos determina” (p. 352) es la razón del fracaso de la 
definición de esperanza matemática en la paradoja de San Petersburgo. 

Sean ܩ஻ la posible ganancia del jugador ݌ ,ܤ su probabilidad de ganarla y, en 
consecuencia, ܵ஻ ൌ ሺܻሻܧ ൌ  ,su apuesta para participar en el juego ݌஻ܩ
Keynes definió el riesgo absoluto de ܤ como ܴ஻ ൌ  ஻, de modo que elܵݍ
riesgo relativo, ݍ, queda definido como la probabilidad de perder la apuesta. 
Luego, denotando por ݇ la “tirada” en la cual la posible ganancia de ܤ es 
ሻݕሺܧ ൌ

௡

ଶ
, el riesgo absoluto asociado en el juego de San Petersburgo es ܴ஻ ൌ

ቀ1 െ
ଵ

ଶೖ
ቁ ௡
ଶ
 el cual, si se supone un número infinito de “tiradas”, asume un 

valor infinito. En realidad, la apreciación de Keynes no es del todo correcta en 
la medida que en el juego de San Petersburgo el riesgo relativo es próximo a 
la unidad. 

Keynes asimila la probabilidad ݌ a un grado de creencia racional (igual para 
todos los individuos) no simplemente a un grado de creencia individual. Es 
decir, considera a las probabilidades como valores fijados objetivamente por 
el observador los cuales son asimilables a las relaciones lógicas conocidas por 
intuición, pero utilizando un concepto Platónico (metafísico) del término 
“objetivo”, es decir, no referido a “cosas” del mundo material, sino a “algo” 
en un supuesto mundo formado por ideas abstractas, similar al postulado por 
los filósofos de Cambridge, que incluía ideas objetivas, cualidades éticas (con 
la idea de virtud ocupando un lugar prominente) y entes matemáticos. 

Ramsey (1931) propuso una interpretación de la probabilidad como grado de 
creencia personal que difiere de la de Keynes en el supuesto de la existencia 
de relaciones lógicas de probabilidad como pares de proposiciones 
perceptibles por el observador. Considera que sólo es posible percibir las 
relaciones lógicas en casos de cierta complejidad, pero que habitualmente su 
                                                            
70 Keynes (1921): “Existen pares de probabilidades para los cuales no existe ninguna 
comparación posible entre sus magnitudes, que respecto a ciertos pares de relaciones de 
probabilidad aunque no podemos medir la diferencia entre ellas, podemos asegurar que una es 
mayor que la otra, y que en un tipo muy especial de casos puede adjudicarse un significado a 
una comparación numérica de magnitudes” (p. 34). 
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percepción en casos simples es imposible, lo que conduce a postular que la 
intuición lógica no es adecuada para establecer la existencia de grados de 
vinculación parcial ni para demostrar la satisfacción por parte de la teoría 
Keynesiana del sistema axiomático de Kolmogorov. 

La conclusión de Ramsey es que “…el grado de una creencia es una 
propiedad causal de ésta, que puede ser expresada vagamente como el límite 
superior a partir del cual estamos preparados para actuar sobre dicha 
creencia” (p. 169). 

Debe tenerse en cuenta que esta definición subjetivista considera que la 
probabilidad ݌ corresponde siempre a eventos individuales y, cada vez que se 
asigne una probabilidad, es necesario pensarla como subordinada a la 
interpretación que hace cada observador de un conjunto de información 
particular. En este contexto, la condición de equidad implica la indiferencia 
entre ser uno u otro jugador, entre pagar o cobrar ݌ para cobrar o pagar 1 ante 
la ocurrencia de un evento ܧ. Se dice en ese caso que la evaluación de ݌ es 
“coherente” en cuanto que no coloca a ninguno de los dos jugadores en la 
situación de ganar con seguridad. Una restricción que permite concluir que los 
grados de creencia son personalmente racionales (al menos hasta el punto de 
satisfacer dicha restricción). 

Completando esta definición, de acuerdo con el teorema de Ramsey-de 
Finetti, se denomina probabilidad de ocurrencia de un evento ܧ, para un 
individuo dado, al número real ݌ሺܧሻ ൌ  que representa la medida de su ݌
grado de creencia personal en ܧ y que puede ser interpretado como la 
esperanza matemática de un juego con una ganancia unitaria posible en caso 
de ocurrencia de ܧ; es decir, como una apuesta de valor ݌ sobre la ocurrencia 
de ܧ, que cumple la condición de coherencia. 

Este teorema y sus generalizaciones demuestran que, dado un grupo social 
ܤ ൌ ሼܤଵ, ,ଶܤ … ,  ௡ሽ, la posición más favorable en cuanto al cumplimiento deܤ
la condición de coherencia sería converger en una probabilidad intersubjetiva 
o de consenso. No obstante, podría suceder que, en un grupo social, un 
subconjunto mayoritario de sus integrantes conviniera en adoptar una 
probabilidad de consenso y otro subconjunto (minoritario) asumiera 
probabilidades subjetivas sobre la ocurrencia de un evento distintas de la 
probabilidad intersubjetiva. Esta circunstancia no modifica el razonamiento 
precedente y permite concluir, en primer lugar, que las probabilidades 
intersubjetivas no deben reemplazar completamente a las probabilidades 
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personalistas deFinettianas, que ambas son necesarias para una evaluación del 
grado de creencia de los individuos71. 

Estos resultados conducen a la conclusión que, dado que inevitablemente en 
todo grupo social existen individuos cuyos razonamientos son eminentemente 
intuitivos o cuyos grados de creencia se basan en patrones lógicos no-
estándar, el consenso Keynesiano nunca será completo. De modo que se 
puede concluir que ese grado de creencia singular compartido a nivel 
universal es de existencia puramente ideal y que, en consecuencia, la 
interpretación intersubjetivista de la probabilidad puede ser considerada como 
una definición intermedia entre la interpretación logicista del “joven” Keynes 
y la personalista-crítica de Ramsey-de Finetti. 

Fechner tomó de Quetelet la idea de la analogía entre el modelo de Laplace 
sobre mecánica celeste y una física de la sociedad humana, es decir, de la 
asimilación de las leyes gravitacionales a las causas constantes que gobiernan 
la sociedad en la que, al igual que las perturbaciones que afectan a los 
fenómenos físicos, las diferencias entre los individuos que la componen (las 
cuales no deben ser interpretadas como desvíos aleatorios del verdadero valor, 
sino como “…la forma libre de reacción del individuo ante un estímulo”72 se 
distribuyen de acuerdo con una función de probabilidades y se vuelven 
despreciables si se considera un número suficientemente grande de individuos. 
Estos postulados condujeron a Fechner al concepto de “objeto colectivo” o 
“serie colectiva” al que definió como un conjunto de individuos heterogéneos 
que varían aleatoriamente con respecto a un atributo común (en particular, un 
atributo cuantificable), regido por leyes de naturaleza probabilística. En su 
expresión más simple el colectivo puede ser considerado como una sucesión 
de resultados obtenidos de una serie de observaciones repetidas en igualdad de 
condiciones, cada una de las cuales admite sólo dos alternativas posibles. Es 
decir, matemáticamente el colectivo puede ser considerado como aproximable 
por una serie binaria infinita. 

El concepto de objeto colectivo tuvo su culminación en la reformulación 
realizada por Reichenbach (1935) y R. von Mises del concepto de 
probabilidad “…a fin de reemplazar o complementar la rígida estructura 
causal de la teoría clásica” (von Mises (1921, p. 427)). 

                                                            
71 de Finetti (1937): “…es posible demostrar que existen profundas razones psicológicas que 
hacen muy natural la concordancia exacta o aproximada que se observa entre las opiniones de 
distintos individuos, pero no hay ningún argumento racional, positivo o metafísico que pueda 
dar a este hecho un significado que vaya más allá de una simple concordancia de opiniones 
subjetivas” (p. 152). 
72 Heidelberger (1987, p.137)). 
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Von Mises (1928) considera la necesidad de distinguir entre “colectivos 
empíricos” (que pueden ser hallados en el mundo real que, por lo tanto son 
observables y que, en consecuencia, están formados por un número finito de 
elementos) y “colectivos matemáticos” (formados por una sucesión infinita de 
elementos). De acuerdo con von Mises (1928), los colectivos empíricos 
obedecen a dos principios fundamentales: i) La “ley de estabilidad de las 
frecuencias estadísticas” y ii) la “ley de irregularidad” que postula la 
aleatoriedad absoluta en la proyección de los atributos sobre los elementos del 
colectivo. 

Sea ܧ ⊆ Ω un atributo asociado a un colectivo. Supóngase que en los primeros 
݊ elementos del colectivo el atributo ܧ se presentó ݊ሺܧሻ veces, de modo que 
la frecuencia relativa del atributo ܧ al cabo de ݊ observaciones queda definida 

por 
௡ሺாሻ

௡
. La ley de estabilidad de las frecuencias estadísticas establece que, a 

media que ݊ crece, la frecuencia relativa se aproximará indefinidamente a un 
valor fijo asimilable a la probabilidad de ocurrencia de ܧ. 

Una de las principales objeciones a esta definición frecuencista radica en lo 
restringido de sus aplicaciones, dado que en muchos casos prácticos es 
imposible definir un colectivo empírico. Entre las numerosas modificaciones a 
que se sometió a la interpretación frecuencista a fin de eliminar esta 
restricción, la más importante fue, indudablemente, la debida a Reichenbach 
(1935), quien procuró obtener una definición de probabilidad por una vía 
axiomática y justificar el significado intuitivo de la misma. Con respecto a la 
primera cuestión Reichenbach intentó una solución basada exclusivamente en 
la teoría de conjuntos y en las operaciones lógicas, obteniendo una definición 
de probabilidad (puramente formal) expresada como una relación entre dos 
clases de proposiciones. 

En lo que hace al papel que desempeña la intuición en el análisis filosófico de 
la probabilidad objetiva, tomando como punto de partida el supuesto 
(contrario a la propuesta de von Mises) de que la interpretación frecuencista 
de la probabilidad podía ser generalizable a todas las aplicaciones del término 
probable, Reichenbach intentó ampliar sus alcances a eventos no-repetibles, 
mediante la definición de las que se denominaron clases de referencia, 
formadas por eventos similares al analizado y consideró a la teoría de la 
probabilidad como una disciplina que calcula probabilidades desconocidas de 
colectivos derivados a partir de probabilidades conocidas de colectivos 
originarios. Pero esta generalización tropezó con la dificultad insalvable que 
significa la imposibilidad de la determinación de reglas de selección objetivas 
universalmente aceptadas de los eventos que deben integrar dichas clases de 
referencia. 
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De todo lo anterior se deduce que, tanto la definición de von Mises como la de 
Reichenbach, a fin de evitar cualquier otro tipo de regularidad en las 
sucesiones de eventos que constituyen su fundamento, intentaron proporcionar 
a la relación de probabilidad un contenido estrictamente matemático mediante 
la imposición de complicadas condiciones que, inevitablemente, restringían el 
concepto de aleatoriedad total y demostraban que era imposible dar un 
carácter matemáticamente preciso a la noción de “irregularidad absoluta”. 

Reichenbach aplicó estos conceptos al problema de N. Bernoulli pero, de 
acuerdo con el método de series convergentes, propuso que la divergencia de 
la esperanza matemática no es atribuible necesariamente a la forma de asignar 
los valores a ݌, sino a la definición de la función de pagos (que puede hacer 
que el juego se transforme en no-equitativo cuando el número de jugadas 
aumenta indefinidamente)73. 

10.2.5.- Propiedades 

La esperanza matemática posee las siguientes propiedades: 

1) Sea ܺ una variable “degenerada” cuyo dominio es Ωሺܺሻ ൌ ܽ y su función 
de probabilidades es ݌ሺܺ ൌ ܽሻ ൌ 1. Entonces, será ܧሺܺሻ ൌ ሺܺ݌ܽ ൌ ܽሻ ൌ ܽ. 

2) Sea una variable ܼ ൌ ݃ሺܺሻ (donde ݃ሺܺሻ߳Թଵ, ܺ es una variable aleatoria 
con dominio Ωሺܺሻ y función de distribución de probabilidades ܨ௑ሺݔሻ). 
Entonces será: 

ሺܼሻܧ ൌ ሾ݃ሺܺሻሿܧ ൌ න ሻݖ௓ሺܨ݀ݖ

ஶ

ିஶ

ൌ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ൌ න ݃ሺݔሻ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

 

En el caso particular en que ܺ sea una variable discreta, será ܧሺܼሻ ൌ
∑ ݃൫ݔ௝൯݌௝௝ . 

En general, para una variable ܺ de ݊ dimensiones, se verifica que: 

ሾ݃ሺܧ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻሿ ൌ෍෍…෍݃൫ݔ௝భ, ,௝మݔ … , ௝భ,௝మ,…,௝೙݌௝೙൯ݔ
௝೙௝మ௝భ

 

ሾ݃ሺܧ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻሿ ൌ 

                                                            
73 Ver Borel (1939)(1949a)(1949b)(1950). 
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ൌ න න … න ݃ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

௑݂భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ଶݔଵ݀ݔ௡ሻ݀ݔ  ௡ݔ݀…

3) Como corolario de la propiedad anterior, dada una variable aleatoria ܼ ൌ
݇ܺ (donde ݇ denota una constante) se puede concluir que: 

ሺܼሻܧ  ൌ ሺ݇ܺሻܧ ൌ ׬ ሻஐሺଡ଼ሻݔ௑ሺܨ݀ݔ݇ ൌ  ሺܺሻܧ݇

4) Sean dos variables aleatorias, ሼܺ, Ωሺܺሻ, ,ሻሽ y ሼܻݔ௑ሺܨ Ωሺܻሻ,  ሻሽ, y sea laݕ௒ሺܨ
variable bidimensional ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ. Entonces será: 

ሺܼሻܧ ൌ ሺܺܧ ൅ ܻሻ ൌ න න ሺݔ ൅ ݔ௓ሺܨሻ݀ݕ ൅ ሻݕ
ஐሺ௒ሻஐሺ௑ሻ

ൌ 

ൌ න ݔ݀ݔ න ௑݂,௒ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ
ஐሺ௒ሻஐሺ௑ሻ

൅ න ݕ݀ݕ
ஐሺ௒ሻ

න ௑݂,௒ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ
ஐሺ௑ሻ

ൌ 

ൌ න ሻݔ௑ሺܨ݀ݔ ൅ න ሻݕ௒ሺܨ݀ݕ
ஐሺ௒ሻஐሺ௑ሻ

ൌ ሺܺሻܧ ൅  ሺܻሻܧ

Esta propiedad es generalizable a cualquier conjunto ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ de 
variables aleatorias: 

ሺܧ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅⋯൅ ܺ௡ሻ ൌ ሺܧ ଵܺሻ ൅ ሺܺଶሻܧ ൅ ⋯൅  ሺܺ௡ሻܧ

A partir de estas propiedades se obtiene el siguiente corolario: Sea la variable 
݊-dimensional ܼ definida por ܼ ൌ ߮ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ (donde ߮ es una función 
lineal). Se verificará que: 

ሺܼሻܧ ൌ ሾ߮ሺܧ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻሿ ൌ ߮ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … ,  ሺܺ௡ሻሿܧ

Ejemplo n° 22: 

Sea una variable aleatoria ܺ que sólo puede asumir valores positivos. 
Entonces se puede escribir: 

ܺ ൌ ሺܺሻܧ ቈ1 ൅
ܺ െ ሺܺሻܧ

ሺܺሻܧ
቉ ൌ ሺܺሻሺ1ܧ ൅ ܻሻ 



 
 

98 

 

De modo que ܧሺܻሻ ൌ ܧ ቀ
௑ିாሺ௑ሻ

ாሺ௑ሻ
ቁ ൌ 0. Luego, dada una variable aleatoria 

ܼ ൌ ߮ሺܺሻ ൌ
ଵ

௑
, se verificará que: 

ሺܼሻܧ ൌ ܧ ൬
1
ܺ
൰ ൌ ܧ ൤

1
ሺܺሻሺ1ܧ ൅ ܻሻ

൨ ൌ
1

ሺܺሻܧ
ܧ ൬

1
1 ൅ ܻ

൰ ൌ 

ൌ
1

ሺܺሻܧ
ܧ ቆ1 െ ܻ ൅

ܻଶ

1 ൅ ܻ
ቇ ൌ

1
ሺܺሻܧ

ቈ1 ൅ ܧ ቆ
ܻଶ

1 ൅ ܻ
ቇ቉ 

y, dado que las variables ܻଶ y ሺ1 ൅ ܻሻ pueden asumir solamente valores 

positivos, será ܧ ቀ
௒మ

ଵା௒
ቁ ൐ 0. Lo que permite concluir que el valor esperado de 

la variable ܼ, definida como la transformación no-lineal ߮		de la variable ܺ 

será tal que ܧሺܼሻ ൌ ܧ ቀ
ଵ

௑
ቁ ൐

ଵ

ாሺ௑ሻ
. 

____________________________ 

5) Sean dos variables aleatorias independientes ሼܺ, Ωሺܺሻ,  ሻሽ yݔ௑ሺܨ
ሼܻ, Ωሺܻሻ, ܹ ሻሽ y sea la variable bidimensionalݕ௒ሺܨ ൌ ܻܺ. Se verificará, 
entonces, que: 

ሺܹሻܧ ൌ ሺܻܺሻܧ ൌ න න ,ݔௐሺܨ݀ݕݔ ሻݕ
ஐሺ௒ሻஐሺ௑ሻ

ൌ න න ሺݕݔሻ ௑݂ሺݔሻ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ݀ݔ
ஐሺ௒ሻஐሺଡ଼ሻ

ൌ 

ൌ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ න ݕ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ
ஐሺ௒ሻஐሺ௑ሻ

ൌ  ሺܻሻܧሺܺሻܧ

Esta propiedad es inmediatamente generalizable para cualquier conjunto 
ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ de variables aleatorias independientes: 

ሺܧ ଵܺ. ܺଶ. … . ܺ௡ሻ ൌ ሺܧ ଵܺሻܧሺܺଶሻ…ܧሺܺ௡ሻ 

Retornando al momento centrado mixto de orden ሺ1,1ሻ, denominado 
comúnmente covarianza: 

,ሺܺݒ݋ܿ ܻሻ ≡ ,ሺܺߛ ܻሻ ≡ ,ଵ,ଵሺܺߤ ܻሻ ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ 

ൌ ሺܻܺሻܧ െ ሺܻሻሿܧሾܻܧ െ ሺܺሻሿܧሾܺܧ ൅ ሺܻሻܧሺܺሻܧ ൌ ሺܻܺሻܧ െ  ሺܻሻܧሺܺሻܧ
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De la propiedad 5) se puede concluir que, si las variables son independientes, 
la covarianza es nula. Ahora bien, que la covarianza sea nula no implica que 
las variables sean independientes, sólo implica que no están relacionadas 
linealmente (es decir, que no están relacionadas en los momentos de primer 
orden solamente). Cuando ߛሺܺ, ܻሻ ൐ 0 se dice que la relación entre las 
variables es positiva o directa. Esto ocurre cuando en el valor esperado 
ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ܺ ሺܻሻሿሽ prevalecen las diferenciasܧ െ ܻ ሺܺሻ eܧ െ  ሺܻሻܧ
del mismo signo; en otras palabras, cuando tendencialmente, a valores grandes 
de ܺ corresponden valores grandes de ܻ. Viceversa, cuando ߛሺܺ, ܻሻ ൏ 0, se 
dice que la relación entre las variables es negativa o inversa. 

Ejemplo n° 23: 

Sea una variable aleatoria bidimensional ሺܺ, ܻሻ con función de densidad 
conjunta de la forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ൝
1
3
ሺݔ ൅ 0										ܽݎܽ݌										ሻݕ ൑ ݔ ൑ 2,0 ൑ ݕ ൑ 1

݋ݏܽܿ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	݊݁																																							0
 

Las funciones de densidad marginales están definidas por: 

௑݂ሺݔሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ

ଵ

଴

1
3
නሺݔ ൅ ݕሻ݀ݕ

ଵ

଴

ൌ
ݔ2 ൅ 1
6

 

௒݂ሺݕሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݔሻ݀ݕ ൌ

ଶ

଴

1
3
නሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ

ଶ

଴

ൌ
2
3
ሺݕ ൅ 1ሻ 

Las correspondientes esperanzas matemáticas son: 

ሺܺሻܧ ൌ නݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ

ଶ

଴

1
6
නݔሺ2ݔ ൅ 1ሻ݀ݔ ൌ

11
9

ଶ

଴

 

ሺܻሻܧ ൌ නݕ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ

ଵ

଴

ൌ
3
2
නݕሺݕ ൅ 1ሻ݀ݕ ൌ

5
9

ଵ

଴

 

y la covarianza está dada por: 
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,ሺܺߛ ܻሻ ൌ ܧ ൤൬ܺ െ
11
9
൰ ൬ܻ െ

5
9
൰൨ ൌ

1
3
න൬ݕ െ

5
9
൰݀ݕන൬ݔ െ

11
9
൰ ሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ

ଶ

଴

ଵ

଴

 

ൌ
2
27

න൬ݕ െ
5
9
൰ ሺെ2ݕ ൅ 1ሻ݀ݕ

ଵ

଴

ൌ െ
1
81

 

Es decir que entre las variables ܺ e ܻ existe una correlación lineal inversa. 

_______________________ 

6) Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias id, con función de distribución	ܨሺݑሻ, 
sea una variable bidimensional ܼ ൌ ሺܺ, ܻሻ con función de distribución ܨ௓ሺݖሻy 
sea ݃ሺ∙ሻ una función real. Si se verifica que ߛሾ݃ሺܺሻ, ݃ሺܻሻሿ ൒ 0 (suponiendo 
que la covarianza exista), se dice que entre las variables ܺ e ܻ existe 
“dependencia funcional positiva”. 

En general, dada una variable aleatoria ݊-dimensional ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ 
con funciones de distribución ܨ௑భሺݔଵሻ ൌ ଶሻݔ௑మሺܨ ൌ ⋯ ൌ ௡ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ  ሻ yݑሺܨ
 :ሻ y una función real݄ሺ∙ሻ, si se verifica queݔ௑ሺܨ

ܧ ቎ෑ݄൫ ௝ܺ൯

௡

௝ୀଵ

቏ ൒ෑ݄ൣܧ൫ ௝ܺ൯൧

௡

௝ୀଵ

 

se dice que entre las variables marginales existe “dependencia funcional 
positiva” (en particular, si ݊ es impar la función ݄ሺ∙ሻ deber observar la 
condición de ser no-negativa). 

7) Sea una variable aleatoria ݊-dimensional ࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ y sean ݃ଵሺࢄሻ 
y ݃ଶሺࢄሻ dos funciones reales crecientes respecto de cada componente del 
vector X, si se verifica que: 

ሻሿࢄሻ݃ଶሺࢄሾ݃ଵሺܧ ൒  ሻሿࢄሾ݃ଶሺܧሻሿࢄሾ݃ଵሺܧ

es decir, que ߛሾ݃ሺܺሻ, ݃ሺܻሻሿ ൒ 0 (suponiendo que los valores esperados 
existan), se dice que ࢄ es una variable “asociada positivamente”74. 

                                                            
74 Debe tenerse en cuenta que, para distribuciones no-Normales multidimensionales, las 
medidas de asociación más adecuadas son los coeficientes߬de Kendall y ߩ௦ de Spearman. 
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Como corolario se puede concluir en forma inmediata que esta condición 
también se verifica para  ݊ ൌ 1, siempre que los valores esperados existan. 

Esta condición de asociación implica la condición de dependencia de ortante 
positiva. Se demuestra, además, que cualquier subconjunto de ࢄ también está 
asociado positivamente75 

8) Tomando como punto de partida la desigualdad: 

ܽఈ

ߙ
൅
ܾఉ

ߚ
െ ܾܽ ൒ 0										 ൬ܽ, ܾ ൐ 0; ,ߙ ߚ ൐ 0;

1
ܽ
൅
1
ܾ
ൌ 1൰ 

Supónganse dos funciones, ݃ଵ y ݃ଶ, tales que ܧሾ|݃ଵሺܺሻ|ఈሿ ൌ ଶሺܺሻ|ఉ൧݃|ൣܧ ൌ
176. Haciendo en la desigualdad anterior ܽ ൌ ݃ଵሺܺሻ y ܾ ൌ ݃ଶሺܺሻ, se obtiene 
que: 

ሾ|݃ଵሺܺሻ݃ଶሺܺሻ|ሿܧ ൑ ܧ ቈ
|݃ଵሺܺሻ|ఈ

ߙ
൅
|݃ଶሺܺሻ|ఉ

ߚ
቉ ൌ 

ൌ
1
ߙ
ሾ|݃ଵሺܺሻ|ఈሿܧ ൅

1
ߚ
ଶሺܺሻ|ఉ൧݃|ൣܧ ൌ 

ൌ
1
ߙ
൅
1
ߚ
ൌ 1 ൌ ሼܧሾ|݃ଵሺܺሻ|ሿఈሽ

ଵ ఈൗ ൅ ൛ܧሾ|݃ଶሺܺሻ|ሿఉൟ
ଵ
ఉൗ  

En particular, para ߙ ൌ ߚ ൌ 2, se obtiene la desigualdad de “Schwarz-
Hölder”: 

ሼܧሾ݃ଵሺܺሻ݃ଶሺܺሻሿሽଶ ൑  ሼሾ݃ଶሺܺሻሿଶሽܧሼሾ݃ଵሺܺሻሿଶሽܧ

En esta demostración se ha supuesto implícitamente que los valores esperados 
que figuran en el segundo miembro son finitos y distintos de cero. En el caso 
en que uno de los dos sea nulo –por ejemplo, el primero-, entonces ݃ଵሺܺሻ ൌ 0 
y, por lo tanto, se anulará también el primer miembro. Si uno de los dos fuera 
infinito y el otro distinto de cero, el segundo miembro será infinito y, 
entonces, se verificaría la desigualdad. 

                                                            
75 Ver Esary; Proschan (1972), Yanagimoto (1990), Schriever (1987). 
76 Si esta condición no se verifica se puede utilizar una normalización ݃∗ሺܺሻ de la forma 

݃∗ሺܺሻ ൌ
௚ሺ௑ሻ

ሼாሾ|௚ሺ௑ሻ|ഀሿሽభ ഀൗ
. 
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Sea una distribución de probabilidades discreta ൛ݔ௝,  ௝ൟ y sean las݌

transformaciones ݃ଵ൫ݔ௝൯ ൌ ௝݌௝ݕ
ିଵ ఈൗ  y  ݃ଶ൫ݔ௝൯ ൌ ௝݌௝ݖ

ିଵ ఉൗ  (donde 
ଵ

ఈ
൅

ଵ

ఉ
ൌ 1). 

Entonces, como corolario de la demostración anterior, será: 

෍หݕ௝ݖ௝ห
௝

ൌ෍ห݃ଵ൫ݔ௝൯݃ଶ൫ݔ௝൯ห
௝

ൌ ሾ|݃ଵሺܺሻ݃ଶሺܺሻ|ሿܧ ൑ 

൑ ሼ|݃ଵሺܺሻ|ఈሽ
ଵ ఈൗ ൛|݃ଶሺܺሻ|ఉൟ

ଵ
ఉൗ ൌ 

ൌ ቎෍ห݃ଵ൫ݔ௝൯ห
ఈ

௝

௝቏݌

ଵ ఈൗ

቎෍ห݃ଶ൫ݔ௝൯ห
ఉ

௝

௝቏݌

ଵ
ఉൗ

 

Es decir, se demuestra que: 

෍หݕ௝ݖ௝ห ൑
௝

቎෍หݕ௝ห
ఈ

௝

቏

ଵ ఈൗ

቎෍หݖ௝ห
ఉ

௝

቏

ଵ
ఉൗ

 

Con un razonamiento análogo, para distribuciones continuas, se demuestra 
que: 

නห ௑݂భሺݔሻ ௑݂మሺݔሻห݀ݔ ൑ 

൑ ൤නห ௑݂భሺݔሻห
ఈ
൨ݔ݀

ଵ ఈൗ

൤නห ௑݂భሺݔሻห
ఈ
൨ݔ݀

ଵ ఈൗ

൤නห ௑݂మሺݔሻห
ఉ
൨ݔ݀

ଵ
ఉൗ

 

9) La desigualdad de Minkowsky: 

Sean dos variables aleatorias, ܺ e ܻ, para ߙ ൐ 1, se verificará que: 

ܺ|ሺܧ ൅ ܻ|ఈሻ ൌ ܺ|ሺܧ ൅ ܻ||ܺ ൅ ܻ|ఈିଵሻ ൑ ܺ||ܺ|ሺܧ ൅ ܻ|ఈିଵ ൅ |ܻ||ܺ ൅ ܻ|ఈିଵሻ 

ൌ ܺ||ܺ|ሺܧ ൅ ܻ|ఈିଵሻ ൅ ܺ||ܻ|ሺܧ ൅ ܻ|ఈିଵሻ 

Aplicando la desigualdad de Schwarz-Hölder a las dos esperanzas 

matemáticas que figuran en el segundo miembro, dado que 
ଵ

ఈ
൅

ଵ

ఉ
ൌ 1 (es 

decir que ߚ ൌ
ఈ

ఈିଵ
), resulta que: 
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ܺ|ሺܧ ൅ ܻ|ఈሻ ൑ ሾܧሺ|ܺ|ఈሻሿ
ଵ ఈൗ ܺ|൫ܧൣ ൅ ܻ|ሺఈିଵሻఉ൯൧

ଵ
ఉൗ ൅ 

+ሾܧሺ|ܻ|ఈሻሿ
ଵ ఈൗ ܺ|൫ܧൣ ൅ ܻ|ሺఈିଵሻఉ൯൧

ଵ
ఉൗ ൌ 

=ቄሾܧሺ|ܺ|ఈሻሿ
ଵ ఈൗ ൅ ሾܧሺ|ܻ|ఈሻሿ

ଵ ఈൗ ቅ ሾܧሺ|ܺ ൅ ܻ|ఈሻሿሺఈିଵሻ ఈ⁄  

Multiplicando miembro a miembro en esta expresión por ሾܧሺ|ܺ ൅
ܻ|ఈሻሿሺఈିଵሻ ఈ⁄  se obtiene que: 

ܧ ቂሺ|ܺ ൅ ܻ|ఈሻ
ଵ ఈൗ ቃ ൑ ሾܧሺ|ܺ|ఈሻሿ

ଵ ఈൗ ൅ ሾܧሺ|ܻ|ఈሻሿ
ଵ ఈൗ  

9) Sea una variable aleatoria que puede asumir valores no-negativos y sea ݏ un 
número real positivo, aplicando, entonces el teorema de Fubini, se puede 
escribir77: 

ሺ|ܺ|௦ሻܧ ൌ ሺܺ௦ሻܧ ൌ න ሻݔ௑ሺܨ௦݀ݔ

ஶ

଴

ൌ න ቌන ݑ௦ିଵ݀ݑݏ

௫ା

଴

ቍ݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

଴

ൌ 

ൌ න ௦ିଵݑݏ ቌන ሻݔ௑ሺܨ݀

ஶ

଴

ቍ݀ݑ ൌ

ஶ

଴

න ௦ିଵݔݏ
ஶ

଴

ሾ1 െ  ݔሻሿ݀ݔ௑ሺܨ

A partir de esta expresión se obtiene, en particular, que: 

ሺܺሻܧ ൌ െ නܨ௑ሺݔሻ݀ݔ ൅

଴

ିஶ

නሾ1 െ ݔሻሿ݀ݔ௑ሺܨ

ஶ

଴

 

siempre que las integrales que figuran en el segundo miembro no sean ambas 
infinitas. 

Asimismo, si la variable ܺ es tal que sólo puede asumir valores enteros no-
negativos, para ݏ ൌ 1 y repitiendo para la suma el procedimiento utilizado en 
la demostración precedente, se puede escribir: 

                                                            
77 La inversión del orden de integración que postula el teorema de Fubini es posible dado que la 
función integrando en no-negativa (ver Sec. 9). 
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ሺܺሻܧ ൌ෍݆݌௝ ൌ෍෍݌௝ ൌ

௝

௜ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀ଴

෍෍݌௝

ஶ

௝ୀ௜

ஶ

௜ୀଵ

ൌ෍݌ሺݔ ൒ ݆ሻ
ஶ

௝ୀଵ

 

Como corolario de esta expresión, dadas dos variables aleatorias, ܺ e ܻ, que 
sólo pueden asumir valores enteros no-negativos y tales que ܨ௑ሺ݆ሻ ൒  ௒ሺ݆ሻ. Siܨ
los correspondientes valores esperados existen, se obtiene que ܧሺܺሻ ൑  .ሺܻሻܧ
Asimismo, si las variables ܺ e ܻ son tales que pueden asumir cualquier valor 
real no-negativo, entonces se verifica que ܧሺܺ௦ሻ ൑ ݏሺܻ௦ሻሺܧ ൐ 0ሻ. 

Ejemplo n° 24: 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de densidad de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൝
																				ܽݎܽ݌																					݇ െ 1 ൏ ݔ ൏ 1
݇
ସݔ
ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌													

 

Dado que la función de densidad es simétrica, se puede escribir: 

න ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ 2න
݇
ସݔ
ݔ݀ ൅ න݇݀ݔ

ଵ

ିଵ

ஶ

ଵ

ൌ ൤
2݇
3

1
ଷݔ
൨
ଵ

ஶ

൅ 2݇ ൌ
2݇
3
൅ 2݇ ൌ

8݇
3
ൌ 1 

y como por definición se debe verificar que ׬ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1
ஶ
ିஶ , debe ser ݇ ൌ

ଷ

଼
. 

Se desea determinar el intervalo ሺ– ܽ, ܽሻ para el cual se verifique que 

׬ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 0,90
௔
ି௔ . Dado que ׬ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ

ଷ

଼
׬ ݔ݀
ଵ
ିଵ

ଵ
ିଵ ൌ

ଷ

ସ
, se debe elegir un 

valor de ܾ tal que: 

3
8
න
1
ସݔ
ݔ݀ ൌ

6
8
න
1
ସݔ
ݔ݀

௕

ଵ

௕

ି௕

ൌ 0,90 െ 0,75 ൌ 0,15 

൤െ
1
ଷݔ4

൨
ଵ

௕

ൌ
1
4
െ

1
4ܾଷ

ൌ 0,15 

Es decir, será ܾ ൌ 1,357. 

Teniendo en cuenta la simetría de la función de densidad, el valor esperado de 
ܺ puede ser definido de la siguiente forma: 
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ሺܺሻܧ ൌ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ නݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

଴

ିஶ

൅ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

଴

 

ൌ නെݔ ௑݂ሺെݔሻ݀ሺെݔሻ

଴

ିஶ

൅ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

଴

ൌ නݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

଴

ஶ

൅ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

଴

ൌ 0 

Nótese que este resultado depende sólo de la propiedad de simetría, ௑݂ሺݔሻ ൌ
௑݂ሺെݔሻ, es decir que puede ser considerado válido para toda distribución de 

probabilidades continua simétrica con respecto al valor ݔ ൌ 0. 

Ejemplo n° 25: 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de densidad de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
1
2
0																					ܽݎܽ݌																				 ൏ ݔ ൏ 1

1
4
																																																			2 ൏ ݔ ൏ 4

ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌									0

 

Se verifica, entonces, que: 

ݔሺ݌ ൐ 1ሻ ൌ ݔሺ݌ ൐ 2ሻ ൌ න
1
4
ݔ݀

ସ

ଶ

ൌ ቂ
ݔ
4
ቃ
ଶ

ସ
ൌ
1
2

 

ݔሺ݌ ൐ 3ሻ ൌ න
1
4
ݔ݀

ସ

ଷ

ൌ ቂ
ݔ
4
ቃ
ଷ

ସ
ൌ
1
4

 

La esperanza matemática de ܺ será entonces: 

ሺܺሻܧ ൌ
1
2
නݔ݀ݔ

ଵ

଴

൅ නݔ݀ݔ

ସ

ଶ

ൌ
7
4

 

10.2.6.- La dominancia estocástica en la controversia entre la axiomática 
de von Neumann-Morgenstern y el planteo de Allais 

A partir del concepto que el orden de preferencia entre distintas alternativas en 
condiciones de incertidumbre se basa en la maximización de la esperanza 
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moral, von Neumann; Morgenstern (1953) plantearon un fundamento 
axiomático de la teoría del valor. 

Tomando como punto de partida la noción de “conjunto de indiferencia” 
como aquél formado por las combinaciones de utilidades posibles que no 
generan preferencias entre sí, definieron (a partir de la función de utilidad 
ordinal de los neoclásicos) una función de utilidad cardinal que preserva el 
orden (lineal) de las preferencias, válida sólo bajo ciertas condiciones 
resumidas en los siguientes axiomas: 

Axioma 1: Los conjuntos de indiferencia están ordenados de acuerdo con una 
relación de preferencias, de modo que ésta satisface las propiedades reflexiva, 
antisimétrica y transitiva. 

Axioma 2: El conjunto de utilidades es continuo en-probabilidad. Es decir, si 
existe una preferencia entre las utilidades ݕଵ e ݕଶ, entonces existe la misma 
preferencia entre la apuesta a integrar para participar en un juego cuyos 
resultados posibles son ݕଵ (con probabilidad ݌) e ݕଶ (con probabilidad 1 െ  .(݌

Axioma 3 (de aditividad): Si existe una preferencia entre ݕଵ e ݕଶ, entonces 
existe la misma preferencia entre la apuesta a integrar para participar en un 
juego cuyos resultados posibles son	ݕଵ (con probabilidad ݌) e ݕଶ (con 
probabilidad 1 െ  y otra apuesta para participar en un juego cuyos (݌
resultados posibles son ݕଵ (con probabilidad ݌) e ݕ (con probabilidad 1 െ  .(݌

Axioma 4 (de independencia fuerte): Si existe una preferencia entre ݕଶ y 
una apuesta (ݎଵ) para participar en un juego cuyos resultados posibles son ݕଵ 
(con probabilidad ݌ଵ) e ݕଶ (con probabilidad 1 െ  ଵ), entonces existe la݌
misma preferencia entre una apuesta ݎଶ para participar en un juegos cuyos 
resultados posibles son ݕଶ (con probabilidad ݌ଶ) e ݕ (con probabilidad 1 െ
 ଶ) y otra apuesta para participar en una juego cuyos resultados posibles son݌
un billete de lotería (ݎ), que ofrece la posibilidad de ganar ݕଵ, con 
probabilidad ݌ଶ y de ganar  ݕ con probabilidad 1 െ  .ଶ78݌

La función de los tres primeros axiomas, los cuales están vinculados con los 
supuestos de completitud y continuidad de las preferencias, consiste en 
establecer la existencia de una función de preferencias continua sobre las 
distribuciones de probabilidades. El último axioma, que es condición 
necesaria para lograr la no-condicionalidad de la probabilidad, está vinculado 

                                                            
78 Si bien este axioma no figura en von Neumann; Morgenstern (1953), de acuerdo con 
Malinvaud (1952), se encuentra implícito en su formulación preaxiomática. Una versión previa 
de este axioma puede ser hallado en Marshak (1950), Manne (1952) y Samuelson (1952). 



 
 

107 

 

con los supuestos de monotonicidad y linealidad de la función de preferencias 
sobre un conjunto de distribuciones de probabilidades. 

La condición de linealidad determina una doble implicación entre el 
cumplimiento del axioma de independencia y el criterio de decisión basado en 
la maximización de la esperanza moral. En otros términos, implica que el 
axioma de independencia constituye una condición necesaria y suficiente para 
justificar el criterio de selección de las preferencias mediante la maximización 
de la utilidad esperada. En la primera parte del axioma 4 la comparación será 
entre ܧଵ

∗ሺܻሻ y: 

ଶܧ
∗ሺܻሻ ൌ ଵݎ ൌ ଵ݌ଵݕ ൅ ଶሺ1ݕ െ ଵሻ݌ ൌ ሺݕଵ െ ଵ݌ଶሻݕ ൅  ଶݕ

En la segunda, la comparación será entre: 

ଷܧ
∗ሺܻሻ ൌ ଶ݌ଶݕ ൅ ሺ1ݕ െ ଶሻ݌ ൌ ሺݕଶ െ ଶ݌ሻݕ ൅  ݕ

y, 

ସܧ
∗ሺܻሻ ൌ ଶ݌ݎ ൅ ሺ1ݕ െ ଶሻ݌ ൌ ሾݕଵ݌ଵ ൅ ሺ1ݕ െ ଶ݌ଵሻሿ݌ ൅ ሺ1ݕ െ ଶሻ݌ ൌ 

ൌ ሺݕଵ െ ଶ݌ଵ݌ሻݕ ൅  ݕ

De modo que si el jugador prefiriera ܧଵ
∗ሺܻሻ a ܧଶ

∗ሺܻሻ (ܧଶ
∗ሺܻሻ a ܧଵ

∗ሺܻሻ), debería 
preferir ܧଷ

∗ሺܻሻ a ܧସ
∗ሺܻሻ (ܧସ

∗ሺܻሻ a ܧଷ
∗ሺܻሻ). Es decir, si se verifica que ݕଶ ൐

ଵ݌ଵݕ ൅ ሺ1ݕ െ ଶݕ ଵሻ, entonces se debería verificar que݌ ൐ ଵ݌ଵݕ ൅
ଶሺ1ݕ െ ଵݕଵሻሺ݌ ൏ ଶݕ ൏  .ሻݕ

Esta relación entre el orden de preferencias y las utilidades esperadas que 
impone el axioma de independencia haciendo abstracción de la forma de la 
función de utilidad, hizo que la selección de este orden se basara 
habitualmente en comparaciones entre los valores esperados y los momentos 
centrados de segundo orden de las distribuciones de probabilidades79. Sin 
embargo, debe tenerse en cuenta que, dado que en general la esperanza moral 
es una función de la sucesión completa de momentos de la distribución de 
probabilidades, la definición de una regla de selección a partir de los dos 
primeros momentos, exclusivamente, sólo es válida para un conjunto limitado 
de funciones de utilidad o para clases muy especiales de distribuciones de 
probabilidades. Por ejemplo, si la función de utilidad es cuadrática, el cálculo 
de la utilidad esperada involucra a la esperanza matemática y al momento 
centrado de segundo orden. En términos más generales, Markowitz (1959) y 
Richter (1960) demostraron que, si la función de utilidad está definida por un 

                                                            
79 Ver Markowitz (1959), Tobin (1958)(1965). 
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polinomio de grado ݇, entonces deben ser considerados los ݇ primeros 
momentos naturales. Ahora bien, si dos distribuciones difieren en todos esos ݇ 
momentos, entonces la definición del orden de preferencias requiere el 
conocimiento de las magnitudes y de los signos de las ݇ derivadas de la 
función de utilidad, lo cual implica numerosas restricciones sobre dicha 
función con la consiguiente pérdida de generalidad de los resultados80.  

La mal llamada paradoja de Allais constituye una prueba de que el cuarto 
axioma, en la práctica, tiende a ser violado sistemáticamente, generando un 
comportamiento de los jugadores frente al riesgo inconsistente con la ya 
mencionada hipótesis de maximización de la utilidad esperada y la linealidad 
de las preferencias sobre las probabilidades81. 

La cuestión fundamental inherente a la controversia entre la axiomática de 
von Neumann-Morgenstern y el planteo de Allais se refiere a la cuestión de la 
preservación de orden de preferencias entre un evento cierto y uno incierto 
cuando ambos se transforman en inciertos. 

De acuerdo con la propuesta de Friedman; Savage (1948), dadas una variable 
aleatoria unidimensional ܻ con dominio Ωሺܻሻ ൌ ሼݕଵ, ,ଶݕ … ,  ௡ሽ, queݕ
representa el conjunto de utilidades posibles, tal que sus valores observan el 
siguiente orden ݕ௜ ൐ ݅ ௝, siݕ ൐ ݆ y dos asignaciones de probabilidades sobre 
dichos resultados, ߨଵሺ݌௜ሻ y ߨଶሺ݌௜ሻ, tales que ߨଵሺ݌௜ሻ es estocásticamente 
dominante respecto de ߨଶሺ݌௜ሻ, entonces se demuestra que es posible definir 
un orden de preferencias basado en las esperanzas morales: 

ଶܧ
∗ሺܻሻ ൌ෍ݕ௜ߨଶሺ݌௜ሻ

௡

௜ୀଵ

൐෍ݕ௜ߨଵሺ݌௜ሻ
௡

௜ୀଵ

ൌ ଵܧ
∗ሺܻሻ 

sin importar la forma que asuma la función de utilidad82. 

Supóngase, en particular, una función de utilidad ݕሺݔሻ, continua y con 
derivada primera continua y positiva en el intervalo ሾݔଵ,  ௡ሿ y dosݔ
distribuciones de probabilidades, ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ y ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ sobre un intervalo 
finito Ωሺܺሻ, se demuestra que, si ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ es estocásticamente dominante de 
primer orden respecto de ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ, entonces ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ será débilmente 

                                                            
80 La debilidad de los métodos que involucran comparaciones de valores esperados y momentos 
centrados de segundo orden exclusivamente se manifiesta, por ejemplo, en la definición de la 
frontera eficiente de Markowitz. 
81 Que constituya una prueba de que el cuarto axioma, en la práctica, tiende a ser violado 
sistemáticamente, implica reconocer que la paradoja de Allais no es una paradoja, sino que 
representa un razonable sistema de preferencias. 
82 Ver Sec. 9. 
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preferida a ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ. Es decir, si se verifica que las funciones de distribución  
ሻݔଶሺܩ ሻ son tales queݔଶሺܩ ሻ yݔଵሺܩ ൑  entonces ,(Ωሺܺሻ߳ݔ para todo) ሻݔଵሺܩ
será ܧଶ

∗ሺܻሻ ൒ ଵܧ
∗ሺܻሻ. De la misma forma se demuestra que la condición 

ሻݔଶሺܩ ൏  ሻ (para al menos un valor de ܺ) es necesaria y suficiente paraݔଵሺܩ
poder asegurar que ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ será estrictamente preferida a ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ y, por lo 
tanto, que ܧଶ

∗ሺܻሻ ൐ ଵܧ
∗ሺܻሻ. Viceversa, si ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ es preferida a ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ 

para toda función de utilidad, entonces ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ es estocásticamente 
dominante de primer orden respecto de ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ y, en consecuencia ܧଶ

∗ሺܻሻ ൐
ଵܧ
∗ሺܻሻ. La condición necesaria y suficiente para la preferencia estricta es que 

las distribuciones ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ y ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ no sean idénticas. 

Dado que las variables ܻ௦൫ݏ ൌ 1,3,5, … ; ܻ߳Ωሺܺሻ൯ son funciones monótonas, 
se puede concluir en forma inmediata que, si ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ es estocásticamente 
dominante de primer orden respecto de ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ, entonces todos los 
momentos naturales de orden impar de la distribución ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ son mayores 
o iguales que los respectivos momentos de ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ. En particular, si el 
dominio Ωሺܺሻ incluye solamente valores no-negativos, entonces todos los 
momentos naturales de ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ serán mayores que los correspondientes 
momentos de ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ. 

Asimismo, si se considera una función de utilidad marginal no-creciente, más 
precisamente una función de utilidad con derivada de primer orden continua y 
positiva y derivada de segundo orden continua y menor o igual que cero en un 
intervalo ሾݔଵ,  ௡ሿ (es decir una función representativa de una aversión débil alݔ
riesgo), se demuestra que la condición necesaria y suficiente para poder 
asegurar que ߮ଶሾ݃ሺݕሻሿ será, al menos, tan preferida como ߮ଵሾ݃ሺݕሻሿ -es decir 
que ܧଶ

∗ሺܻሻ ൒ ଵܧ
∗ሺܻሻ- es que ߨଵሺ݌௜ሻ sea estocásticamente dominante de 

segundo orden respecto de ߨଶሺ݌௜ሻ, es decir, que: 

∑ ௜ݕ∆௜ሻݕଶሺܨ ൑
௞
௜ୀଵ ∑ ௜ݕ∆௜ሻݕଵሺܨ

௞
௜ୀଵ . 

Como corolario de este resultado se obtiene entonces que, contrariamente a lo 
que ocurre en la dominancia de primer orden, la condición de dominancia de 
segundo orden no impone ninguna restricción sobre las magnitudes relativas 
de los momentos de orden superior. 

A partir de estos resultados, se puede concluir que: i) la condición de 
dominancia de segundo orden permite un ordenamiento de las preferencias de 
alcances más generales que la dominancia de primer orden; ii) la dominancia 
de primer orden es la condición más débil para garantizar un orden de 
preferencias entre dos opciones alternativas para toda función de utilidad 
continua con derivada de primer orden continua y positiva en el dominio 
Ωሺܻሻ; iii) dado que la experiencia indica que los jugadores tienden a 
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sobrevaluar las probabilidades pequeñas y a subvaluar las probabilidades 
próximas a la unidad83 para valores de ݌௜ por debajo de una cierta cota, ߨሺ݌௜ሻ, 
es una función cóncava de ݌௜; iv) es de esperar que todo jugador cuya 
estrategia de decisión se base en la maximización de la esperanza moral 
subjetiva prefiera una distribución de probabilidades estocásticamente 
dominada; v) dado que las preferencias no son lineales en las probabilidades 
 ሻ84, la esperanza moral subjetiva no satisface la condición de݌ሺߨ
monotonicidad en el sentido que cualquier maximización individual de la 
esperanza moral subjetiva generará necesariamente una preferencia por 
distribuciones dominadas y vi) la no-linealidad de ߨሺ݌ሻ no está caracterizada 
por la forma de la función de utilidad exclusivamente y, en consecuencia los 
principales resultados de la teoría de la utilidad esperada (como por ejemplo, 
la caracterización de la aversión al riesgo por la concavidad de la función de 
utilidad) no pueden ser aplicados. 

De acuerdo con la teoría de la dominancia estocástica, la paradoja de Allais se 
genera: i) por la tendencia de los individuos a evaluar la preferencia del par de 
ganancias posibles estocásticamente dominante de acuerdo con una función de 
utilidad más adversa al riesgo que la utilizada para evaluar la preferencia del 
par dominado y ii) por la aplicación del “efecto certeza” de Kahneman; 
Tversky (1979) y del efecto “coeficiente común” de MacCrimmon; Larson 
(1979)85 según el cual, si un individuo con una fortuna inicial dada es 
indiferente entre una probabilidad ߨଵሺ݌ሻ de ganar un monto ݔଵ y una 
probabilidad ߨଵሺ݌ሻߨଶሺ݌ሻ de ganar ݔଶ, entonces preferirá débilmente una 
probabilidad ߨଵሺ݌ሻߨଶሺ݌ሻߨଷሺ݌ሻ de ganar ݔଶ a una probabilidad ߨଵሺ݌ሻߨଷሺ݌ሻ 
de ganar ݔ. 

10.3.- Otras medidas de posición 

Otro valor típico de la posición de una variable aleatoria es la “mediana”, 
definida como el valor de la variable (ݔ௠௘) que divide a la función de 
probabilidades en dos partes iguales. Es decir, el valor de ݔ tal que:  

ሺܺ݌ ൏ ௠௘ሻݔ ൑
1
2
൑ ሺܺ݌ ൑  ௠௘ሻݔ

                                                            
83“Los jugadores, cuando apuestan, prefieren algunas probabilidades a otras (…) Las 
preferencias no pueden ser explicadas mediante la hipótesis de la utilidad esperada” (Edwards 
(1962, p. 110)). Ver Preston; Baratta (1948), Griffith (1949), Sprowls (1953), Nogee; 
Lieberman (1960). 
84 Una afirmación basada en estudios empíricos sobre el comportamiento en condiciones de 
incertidumbre que comenzaron con los experimentos de Preston; Baratta (1948), Griffith 
(1949), Edwards (1953)(1954), Sprowls (1953). 
85 La “Paradoja de Bergen” que figura en Hagen (1979, pags. 278-279/290-292), es un caso 
particular de este efecto (ver también Allais (1979), Tversky (1975)).  
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Si la función ܨ௑ሺݔሻ es continua, siempre existirá un valor ݔ ൌ  ௠௘ tal queݔ

௠௘ሻݔ௑ሺܨ ൌ
ଵ

ଶ
. 

De la misma forma que se define la mediana es posible definir otros valores 
típicos de la posición de la variable denominados “cuantiles”, que dividen a la 
función de probabilidades en un cierto número de partes iguales. Interesan, en 
particular, los denominados “cuartiles” (ݔொభ, ,ொమݔ  ொయ), que dividen a laݔ
distribución en cuatro partes iguales: 

൫ܺ݌ ൏ ொభ൯ݔ ൑
1
4
൑ ൫ܺ݌ ൑  ொభ൯ݔ

൫ܺ݌ ൏ ொమ൯ݔ ൑
1
2
൑ ൫ܺ݌ ൑  ொమ൯ݔ

൫ܺ݌ ൏ ொయ൯ݔ ൑
3
4
൑ ൫ܺ݌ ൑  ொయ൯ݔ

y los denominados deciles (ݔௗೕ, ݆ ൌ 1,2, … ,9) que dividen a la distribución en 

diez partes iguales, ݌ ቀܺ ൏ ௗೕቁݔ ൑
௝

ଵ଴
൑ ݌ ቀܺ ൑ ௗೕቁݔ ሺ݆ ൌ 1,2, … ,9ሻ. 

Otra medida de posición es el valor central llamado “modo”, “moda” o “valor 
modal”, definido por el valor de la variable (ݔ௠௢) al cual le corresponde la 
mayor probabilidad. 

Ejemplo n° 26:  

Sea ܺ una variable aleatoria discreta con distribución de probabilidades de la 

forma ݌ሺܺ ൌ ሻݔ ൌ
ଵ

௡
ሺݔ ൌ 1,2, … , ݊ሻ. Para ݊ impar se tiene que: 

݌ ൬ݔ ൏
݊ ൅ 1
2

൰ ൌ ݌ ൬ݔ ൑
݊ ൅ 1
2

െ 1൰ ൌ
݊ െ 1
2

1
݊
൏
1
2

 

݌ ൬ݔ ൑
݊ ൅ 1
2

൰ ൌ
݊ ൅ 1
2

1
݊
൐
1
2

 

Es decir, existe un único valor, ݔ௠௘ ൌ
௡ାଵ

ଶ
, que satisface la definición de 

mediana. 

Si ݊ es par, todos los valores de ܺ comprendidos en el intervalo 
௡

ଶ
൑ ݔ ൏

௡ାଵ

ଶ
 

satisfacen la condición de la mediana. 
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10.4.- La varianza 

10.4.1.- Definición 

Una clase de momentos particularmente apropiada para caracterizar la 
“forma” de la concentración de los valores de la variable alrededor de su valor 
central es la de los momentos centrados o con origen en la esperanza 
matemática. En especial el momento centrado de segundo orden define una 
medida del grado de dispersión de los valores de la variable con respecto a su 
valor esperado denominada “varianza” o “desvío medio cuadrático”, ߤଶሺܺሻ ≡
ሻݔଶሺߪ ൌ ሼሾܺܧ െ  ሺܺሻሿଶሽ. Desarrollando en esta ecuación el binomio alܧ
cuadrado se obtiene la siguiente expresión de la varianza en función de los 
momentos naturales: 

ଶሺܺሻߪ ൌ ሺܺଶሻܧ ൅ ሾܧሺܺሻሿଶ െ ሺܺሻܧሺܺሻܧ2 ൌ ሺܺଶሻܧ െ ሾܧሺܺሻሿଶ 

ൌ ݉ଶሺܺሻ െ ሾ݉ሺܺሻሿଶ 

De esta relación se concluye que ܧሺܺଶሻ ൒ ሾܧሺܺሻሿଶ. 

Esta medida, por ser un momento de segundo orden, posee una dimensión 
distinta a la de la variable. Para solucionar este problema se define, entonces, 
otra medida –denominada “coeficiente de dispersión” o “desvío estándar”- 

igual a la raíz cuadrada positiva de la varianza, ߪሺܺሻ ൌ ൅ඥߤଶሺܺሻ. 

Tanto la esperanza matemática como el coeficiente de dispersión están 
estrechamente vinculados al sistema cartesiano de referencia de la variable 
aleatoria. Así dada una traslación de la variable, su esperanza matemática se 
verá afectada en la misma medida y, dada una modificación de su unidad de 
medida, su coeficiente de dispersión se verá afectado en forma 
correspondiente. Sea, por ejemplo, una variable aleatoria ܺ con valor esperado 
 :ଶሺܺሻ. La variableߪ ሺܺሻ y varianzaܧ

ݑ ൌ
ܺ െ ሺܺሻܧ

ሺܺሻߪ
ൌ

ܺ
ሺܺሻߪ

െ
ሺܺሻܧ

ሺܺሻߪ
 

-denominada “estandarizada” o “tipificada”- posee valor esperado nulo y 
varianza igual a uno. La importancia práctica de esta transformación radica en 
la posibilidad que brinda de comparar la forma de las distribuciones de 
probabilidad correspondientes a variables diferentes. 

 

 



 
 

113 

 

Ejemplo n° 27: 

Sea ܺ una variable aleatoria discreta con función de probabilidades de la 
forma: 

X P(X) 

-1   1/20 

0   7/20 

5   3/20 

7   3/10 

9   3/20 

Sus momentos naturales de primero y segundo orden están dados por: 

݉ሺܺሻ ൌ ሺܺሻܧ ൌ෍ݔ௜݌௜
௜

	ൌ 

ൌ ሺെ1ሻ ൬
1
20
൰ ൅ 0 ൬

7
20
൰ ൅ 5 ൬

3
20
൰ ൅ 7 ൬

6
20
൰ ൅ 8 ൬

3
20
൰ ൌ

80
20

ൌ 4 

݉ଶሺܺሻ ൌ෍ݔ௜
ଶ݌௜

௜

ൌ ሺെ1ሻଶ ൬
1
20
൰ ൅ 0ଶ ൬

7
20
൰ ൅ 5 ൬

3
20
൰ ൅ 7 ൬

6
20
൰ ൅ 8 ൬

3
20
൰ 

ൌ
562
20

ൌ 28,1 

Los correspondientes momentos centrados serán: 

ଶሺܺሻߤ ൌ ଶሺܺሻߪ ൌ෍ሾݔ௜ െ ௜݌ሺܺሻሿଶܧ ൌ
௜

 

ൌ ሺെ1 െ 4ሻଶ
1
20

൅ ሺ0 െ 4ሻଶ
3
20

൅ ሺ5 െ 4ሻଶ
3
20

൅ ሺ7 െ 4ሻଶ
6
20

൅ ሺ8 െ 4ሻଶ
3
20

 

ൌ
242
20

ൌ 12,1 

ଷሺܺሻߤ ൌ ሺെ1 െ 4ሻଷ
1
20

൅ ሺ0 െ 4ሻଷ
3
20

൅ ሺ5 െ 4ሻଷ
3
20

൅ ሺ7 െ 4ሻଷ
6
20

൅ 

൅ሺ8 െ 4ሻଷ
3
20

ൌ
166
20

ൌ െ8,3 
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ସሺܺሻߤ ൌ ሺെ1 െ 4ሻସ
1
20

൅ ሺ0 െ 4ሻସ
3
20

൅ ሺ5 െ 4ሻସ
3
20

൅ ሺ7 െ 4ሻସ
6
20

൅ 

൅ሺ8 െ 4ሻସ
3
20

ൌ
3424
20

ൌ 171,20 

Ejemplo n° 28:  

Sea una variable aleatoria ܺ con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൞

ݔ										ܽݎܽ݌										0 ൑ ܽ
1

ܾ െ ܽ
																				ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ

ݔ																													0 ൒ ܾ

 

Se obtiene en forma inmediata que: 

ሺܺ௦ሻܧ ൌ න ௦ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ
1

ܾ െ ܽ
නݔ௦݀ݔ

௕

௔

ൌ
ܾ௦ାଵ െ ܽ௦ାଵ

ሺݏ ൅ 1ሻሺܾ െ ܽሻ
 

En particular, será: 

݉ሺܺሻ ൌ ሺܺሻܧ ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2ሺܾ െ ܽሻ
ൌ
ܾ ൅ ܽ
2

 

݉ଶሺܺሻ ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

3ሺܾ െ ܽሻ
ൌ
ܾଶ ൅ ܾܽ ൅ ܽଶ

3
 

Por lo tanto, será ߪଶሺܺሻ ൌ ݉ଶሺܺሻ െ ሾ݉ሺܺሻሿଶ ൌ
ሺ௕ି௔ሻమ

ଵଶ
. 

Ejemplo n° 29: 

Sea una variable aleatoria ܺ con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ2√ܾ
݁ି

భ
మ
ቀ
ೣషೌ
್
ቁ
మ

ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

La esperanza matemática está definida por: 

ሺܺሻܧ ൌ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ
1

ߨ2√ܾ
න ି݁ݔ

భ
మ
ቀ
ೣషೌ
್
ቁ
మ

ஶ

ିஶ

 ݔ݀
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Aplicando en esta expresión la sustitución 
௫ି௔

௕
ൌ  :se obtiene que ,ݑ

ሺܺሻܧ ൌ
1

ߨ2√
නሺܾݑ ൅ ܽሻ

ஶ

ିஶ

݁ି
ೠమ

మ ݑ݀ ൌ
ܾ

ߨ2√
൤݁ି

ೠమ

మ ൨
ஶ

ିஶ

൅ ܽ ൌ ܽ 

Asimismo, el momento natural de segundo orden está definido por: 

ሺܺଶሻܧ ൌ න ଶݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ
1

ߨ2√ܾ
න ଶ݁ିݔ

భ
మ
ቀ
ೣషೌ
್
ቁ
మ

ஶ

ିஶ

 ݔ݀

Aplicando la misma sustitución que en el caso anterior, se obtiene que: 

ሺܺଶሻܧ ൌ
1

ߨ2√
නሺܾݑ ൅ ܽሻଶ
ஶ

ିஶ

݁ି
ೠమ

మ ݑ݀ ൌ 

ൌ
1

ߨ2√
൥ܾଶ න ଶ݁ିݑ

ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

൅ ܽଶ න ݁ି
ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

൅ 2ܾܽ න ି݁ݑ
ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

൩ 

e integrando por partes resulta que: 

න ି݁ݑ
ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

ൌ ൤݁ି
ೠమ

మ ൨
ିஶ

ஶ

ൌ 0 

න ଶ݁ିݑ
ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

ൌ ൤െି݁ݑ
ೠమ

మ ൨
ିஶ

ஶ

൅ න ݁ି
ೠమ

మ ݑ݀

ஶ

ିஶ

ൌ  ߨ2√

Es decir, que ܧሺܺଶሻ ൌ ݉ଶሺܺሻ ൌ ܾଶ ൅ ܽଶ. Luego, será ߪଶሺܺሻ ൌ ݉ଶሺܺሻ െ
ሾ݉ሺܺሻሿଶ ൌ ܾଶ. 

10.4.2.- Propiedades 

A partir de su definición, es posible enumerar las siguientes propiedades de la 
varianza: 

1) La igualdad ܧሼሾܺ െ ሺܺሻሿଶሽܧ ൌ ܺ|ሼܧ െ ሺܺሻ|ଶሽܧ ൌ 0 se verifica si y sólo si 
ܺ െ ሺܺሻܧ ൌ 0, es decir, si ܺ ൌ  ሺܺሻ o, lo que es lo mismo, solamente si ܺ esܧ
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una variable que puede asumir un valor único que, obviamente, coincidirá con 
su valor esperado. 

2) Sea una variable aleatoria ܺ tal que su momento natural de segundo orden 
sea finito, ݉ଶሺܺሻ ൌ ሺܺଶሻܧ ൏ ∞, y por lo tanto, tal que ܧሾሺܺ െ ݇ሻଶሿ ൏ ∞. 
Entonces, se puede escribir: 

ሾሺܺܧ െ ݇ሻଶሿ ൌ ܧ ቄൣ൫ܺ െ ሺܺሻ൯ܧ ൅ ሺܧሺܺሻ െ ݇ሻ൧
ଶ
ቅ ൌ 

ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶሽܧ ൅ ሺܺሻܧሼሾܧ െ ݇ሿଶሽ ൅ ሼሾܺܧ2 െ ሺܺሻܧሺܺሻሿሾܧ െ ݇ሿሽ ൌ 

ൌ ଶሺܺሻߪ ൅ ሾܧሺܺ െ ݇ሻሿଶ ൅ 2ሾܧሺܺሻ െ ݇ሿܧሾܺ െ ሺܺሻሿܧ ൌ 

ൌ ଶሺܺሻߪ ൅ ሾܧሺܺሻ െ ݇ሿଶ ൒  ଶሺܺሻߪ

Lo cual demuestra que los momentos de segundo orden de la forma ܧሾሺܺ െ
݇ሻଶሿ asumen su valor mínimo cuando los desvíos están calculados respecto de 
la esperanza matemática de la variable (݇ ൌ  ሺܺሻ). Se dice, entonces, queܧ
 ሺܺሻ define el centro de segundo grado de la variable ܺ. En general, seܧ
denomina centro de grado ݏ) ݏ ൐ 0) de la variable ܺ al valor ݇௦ que minimiza 
la expresión ܧሺ|ܺ െ ݇|௦ሻ. 

De la misma forma que se demostró que, con respecto a la varianza, el valor 
esperado es un centro de grado dos, se puede demostrar que la mediana es un 
centro de grado uno: Sea ݇ ൐  ௠௘, dividiendo la recta en tres intervalos, seݔ
tiene que: 

ܺ|ሺܧ െ ݇|ሻ െ ܺ|ሺܧ െ ௠௘|ሻݔ ൌ 

ൌ න ሺ|ݕ െ ݇| െ ݕ| െ ௠௘|ሻݔ

௫೘೐

ିஶ

ሻݕ௒ሺܨ݀ ൅ නሺ|ݕ െ ݇| െ ݕ| െ ௠௘|ሻݔ

௞

௫೘೐

ሻݕ௒ሺܨ݀ ൅ 

൅නሺ|ݕ െ ݇| െ ݕ| െ ௠௘|ሻݔ

ஶ

௞

 ሻݕ௒ሺܨ݀

Ahora bien, se verifica que: 

ݕ	ܽݎܽ݌ ൑ ݕ|					:௠௘ݔ െ ݇| െ ݕ| െ |௠௘ݔ ൌ ሺݕ െ ݇ሻ െ ሺݔ௠௘ െ ሻݕ ൌ ݇ െ  ௠௘ݔ

௠௘ݔ	ܽݎܽ݌ ൏ ݕ ൏ ݕ|						:݇ െ ݇| െ ݕ| െ |௠௘ݔ ൌ ሺݕ െ ݇ሻ െ ሺݕ െ ௠௘ሻݔ ൌ 
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ൌ ݇ െ ௠௘ݔ െ ݕ2 ൒ ௠௘ݔ െ ݇ 

ݕ	ܽݎܽ݌ ൑ ݕ|						:݇ െ ݇| െ ݕ| െ |௠௘ݔ ൌ ሺݕ െ ݇ሻ െ ሺݕ െ ௠௘ሻݔ ൌ ௠௘ݔ െ ݇ 

Luego, se puede escribir: 

ܺ|ሺܧ െ ݇|ሻ െ ܺ|ሺܧ െ ௠௘|ሻݔ ൒ ሾ݇ െ ሺܺ݌௠௘ሿݔ ൑ ௠௘ሻݔ ൅ 

൅	ሾݔ௠௘ െ ݇ሿ݌ሺݔ௠௘ ൏ ܺ ൏ ݇ሻ ൅ ሾݔ௠௘ െ ݇ሿ݌ሺܺ ൒ ݇ሻ ൌ 

ൌ ሾ݇ െ ሺܺ݌௠௘ሿݔ ൑ ௠௘ሻݔ ൌ ሾ݇ െ ሺܺ݌௠௘ሿሼݔ ൑ ௠௘ሻݔ െ 1 ൅ ሺܺ݌ ൑ ௠௘ሻሽݔ ൌ 

ൌ ሾ݇ െ ௠௘ሿሾ1ݔ െ ሺܺ݌2 ൑  ௠௘ሻሿݔ

De acuerdo con la definición de mediana que figura en la Sec. 10.3, se verifica 
que 1 െ ሺܺ݌2 ൑ ௠௘ሻݔ ൒ 0. Es decir, que ܧሺ|ܺ െ ݇|ሻ ൒ ܺ|ሺܧ െ  ௠௘|ሻ. Unaݔ
demostración similar se obtiene para ݇ ൏  ௠௘. Luego, se puede concluir queݔ
la expresión ܧሺ|ܺ െ ݇|ሻ asume su valor mínimo para ݇ ൌ  .௠௘ݔ

Las propiedades 1) y 2) explican por qué la varianza ocupa un lugar 
preponderante en el análisis de las variables aleatorias. El hecho que se anule 
solamente si ܺ es una variable degenerada ha motivado su adopción entre 
todos los momentos centrados como la medida óptima del grado de 
dispersión. Además, es el momento de menor orden que posee la propiedad 
2). Debe agregarse a todo esto la simplicidad de su tratamiento la cual, como 
se verá oportunamente, se deriva de la propiedad de aditividad para variables 
aleatorias independientes. En realidad, todo momento de la forma ܧሺ|ܺ െ
 ሺܺሻ|௦ሻ es apto como medida del grado de dispersión de una variableܧ
aleatoria. La varianza tiene la ventaja de evitar las complicaciones que surgen 
de la utilización del valor absoluto. 

3) Sea una variable aleatoria ܺ y una constante ݇. De acuerdo con la 
definición de varianza, será: 

ଶሺ݇ܺሻߪ ൌ ሼሾ݇ܺܧ െ ሺ݇ܺሻሿଶሽܧ ൌ ሼ݇ଶሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶሽܧ ൌ ݇ଶߪଶሺܺሻ 

4) Propiedad de aditividad para variables aleatorias independientes 

Sea una variable aleatoria bidimensional ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ. Por definición será: 

ଶሺܼሻߪ ൌ ଶሺܺߪ ൅ ܻሻ ൌ ሼሾሺܺܧ ൅ ܻሻ െ ሺܺܧ ൅ ܻሻሿଶሽ ൌ 

ൌ ܧ ቄൣ൫ܺ െ ሺܺሻ൯ܧ ൅ ൫ܻ െ ሺܻሻ൯൧ܧ
ଶ
ቅ ൌ 



 
 

118 

 

ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶሽܧ ൅ ሼሾܻܧ െ ሺܻሻሿଶሽܧ ൅ ሼሾܺܧ2 െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ  ሺܻሻሿሽܧ

Es decir: 

ଶሺܺߪ ൅ ܻሻ ൌ ଶሺܺሻߪ ൅ ଶሺܻሻߪ ൅ ,ሺܺߛ2 ܻሻ 

Generalizando esta demostración, sea una variable aleatoria de ݊ dimensiones, 
ܼ ൌ ଵܺ േ ܺଶ േ⋯േ ܺ௡, se verificará, entonces, que: 

ଶሺܼሻߪ ൌ ଶሺߪ ଵܺ േ ܺଶ േ⋯േ ܺ௡ሻ ൌ෍ߪଶሺ ௜ܺሻ
௡

௜ୀଵ

േ෍ߛ൫ ௜ܺ, ௝ܺ൯
௜ஷ௝

 

En consecuencia, si las ݊ variables marginales son independientes, resulta 
que: 

ଶሺߪ ଵܺ േ ܺଶ േ ⋯േ ܺ௡ሻ ൌ෍ ଶሺߪ ௜ܺሻ
௡

௜ୀଵ
 

Según lo expresada al tratar la covarianza (Sec. 10.2.5), la independencia es 
una condición suficiente, pero no necesaria para la verificación de esta 
propiedad de aditividad de la varianza. 

5) La desigualdad de Bienaymé-Chebychev-Medolaghi86: 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de distribución de probabilidades 
 :ሻ. Se verifica, entonces, queݔ௑ሺܨ

ܺ|ሺܧ െ ሺܺሻ|௦ሻܧ ൌ න |ܺ െ ሻݔ௑ሺܨሺܺሻ|௦݀ܧ
ஐሺ௑ሻ

ൌ 

ൌ න |ܺ െ ሻݔ௑ሺܨሺܺሻ|௦݀ܧ
|௑ିாሺ௑ሻ|ஸ௔

൅ න |ܺ െ ሻݔ௑ሺܨሺܺሻ|௦݀ܧ
|௑ିாሺ௑ሻ|வ௔

൒ 

                                                            
86 Habitualmente esta propiedad, relacionada con el resultado obtenido por el matemático ruso 
P. L. Chebychev (1867) (o Tchébycheff) para probar la generalización del teorema de 
Bernoulli, figura en la literatura como “desigualdad de Chebychev”, pero como una evidencia 
irrefutable de la vigencia de esa ley de la sociología de la ciencia conocida como “ley de la 
eponimia de Stigler”, esta relación había sido publicada por I.J. Bienaymé (1853)). Esta 
desigualdad fue generalizada por Medolaghi (1908), en la presentación de una teoría hiper-
Normal del riesgo (ver Insolera (1923). 
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൒ න |ܺ െ ሻݔ௑ሺܨሺܺሻ|௦݀ܧ
|௑ିாሺ௑ሻ|ஸ௔

 

൒ ܽ௦ න ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ ܽ௦݌ሺ|ܺ െ |ሺܺሻܧ ൒ ܽሻ
|௑ିாሺ௑ሻ|ஹ௔

 

Luego, será: 

ܺ|ሺ݌ െ |ሺܺሻܧ ൒ ܽሻ ൌ 1 െ ܺ|ሺ݌ െ |ሺܺሻܧ ൏ ܽሻ ൑
ܺ|ሺܧ െ ሺܺሻ|௦ሻܧ

ܽ௦
 

Es decir: 

ܺ|ሺ݌ െ |ሺܺሻܧ ൏ ܽሻ ൒ 1 െ
ܺ|ሺܧ െ ሺܺሻ|௦ሻܧ

ܽ௦
 

Haciendo en esta expresión ݏ ൌ 2 y ܽ ൌ ݐሺܺሻሺߪݐ ൐ 0ሻ, se obtiene que: 

ܺ|൫݌ െ |ሺܺሻܧ ൏ ሺܺሻ൯ߪݐ ൒ 1 െ
ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶሽܧ

ଶሺܺሻߪଶݐ
ൌ 1 െ

1
ଶݐ

 

La importancia de esta propiedad radica fundamentalmente en su gran 
generalidad: se verifica cualquiera sea la forma de la distribución de 
probabilidades de la variable87. 

6) La desigualdad de Kolmogorov 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias independientes, todas 
con valor esperado nulo y varianzas ߪ௜

ଶ, sea la variable aleatoria ௡ܻ ൌ ଵܺ ൅
ܺଶ ൅⋯൅ ܺ௡ y sean los eventos: 

:௝ܧ 	݈ܽ݅ܿݎܽ݌	ܽ݉ݑݏ	݈ܽ ௝ܻሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 

 ݋ݐݑ݈݋ݏܾܽ	ݎ݋݈ܽݒ	݊ݑ	݁݉ݑݏܽ	݁ݑݍ	ܽݎ݁݉݅ݎ݌	݈ܽ	ݏ݁

 "ܽ"	݁ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ	ܽ݊ݑ	݁ݑݍ	݈ܽݑ݃݅	݋	ݎ݋ݕܽ݉

                                                            
87 Esta desigualdad puede ser considerada también como un corolario de la desigualdad de 
Markov según la cual, dada una variable aleatoria ܺ ൐ 0, se verifica que ݌ሺܺ ൒ ܽሻ ൏
ாሺ௑ሻ

ఈ
൫ߙ ൐  .ሺܺሻ൯ܧ
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Es decir: 

ଵܧ ൌ ሼݓ/| ଵܻ| ൒ ܽሽ 

௝ܧ ൌ ൛ݓ/ൣሺ| ଵܻ| ൏ ܽሻ ∩ …∩ ൫ห ௝ܻିଵห ൏ ܽ൯ ∩ ൫ห ௝ܻห ൒ ܽ൯൧ൟ				ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 

଴ܧ ൌ ሼݓ/ሾሺ| ଵܻ| ൏ ܽሻ ∩ ሺ| ଶܻ| ൏ ܽሻ ∩ …∩ ሺ| ௡ܻ| ൏ ܽሻሿሽ 

Obviamente, se verificará que ܧଵ ∪ ଶܧ ∪ …∪ ௡ܧ ൌ ൬max
ଵஸ௝ஸ௡

ห ௝ܻห ൒ ܽ൰ y ܧ଴ ൌ

൬max
ଵஸ௝ஸ௡ ௝ܻ ൏ ܽ൰. Por otra parte, ܧ௜ ∩ ௛ܧ ൌ ∅ y ⋃ ௝ܧ ൌ Ω௡

௝ୀ଴ . A partir de estas 

relaciones y utilizando una función indicador de los conjuntos ܧ௝, se obtiene 
que ∑ ாೕܫ ൌ 1௡

௝ୀ଴  y ∑ ாೕܫ ൑ 1௡
௝ୀଵ . Esta última desigualdad permite escribir: 

ሺܧ ௡ܻ
ଶሻ ൒ ܧ ቎ ௡ܻ

ଶ ቌ෍ܫாೕ

௡

௝ୀଵ

ቍ቏ ൌ෍ܧ ቀ ௡ܻ
ଶܫாೕቁ

௡

௝ୀଵ

ൌ෍ܧ ቄൣ ௝ܻ ൅ ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯൧
ଶ
ாೕቅܫ

௡

௝ୀଵ

 

Ahora bien, se verifica que: 

ܧ ቀ ௡ܻ
ଶܫாೕቁ ൌ ܧ ቀ ௡ܻ

ଶܫாೕቁ ൅ ܧ ቂ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯
ଶ
ாೕቃܫ ൅ ܧ2 ቂ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯ ௝ܻܫாೕቃ ൌ 

ൌ ܧ ቀ ௡ܻ
ଶܫாೕቁ ൅ ܧ ቂ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯

ଶ
ாೕቃܫ ൅ 

൅2ܧ ቂ൫ ௝ܺାଵ ൅ ௝ܺାଶ ൅ ⋯൅ ܺ௡൯൫ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ⋯൅ ௝ܺ൯ܫாೕቃ ൌ 

ൌ ܧ ቀ ௡ܻ
ଶܫாೕቁ ൅ ܧ ቂ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯

ଶ
ாೕቃܫ ൅ ܧ2 ቀ ௝ܻܫாೕቁ ൫ܧ ௡ܻ െ ௝ܻ൯ 

y, teniendo en cuenta que ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯
ଶ
൒ 0, de la ecuación anterior se obtiene 

que: 

ܧ ቀ ௡ܻ
ଶܫாೕቁ ൒ ܧ ቂ൫ ௡ܻ െ ௝ܻ൯

ଶ
ாೕቃܫ ൅ ܧ ቀ ௝ܻ

ଶܫாೕቁ ൒ ܧ ቀ ௝ܻ
ଶܫாೕቁ ൒ 

൒ ܽଶܧ ቀܫாೕቁ ൌ ܽଶ݌൫ܣ௝൯ 

Luego, la desigualdad original queda expresada de la siguiente forma: 
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ሺܻଶሻܧ ൒෍ܧ ቀ ௝ܻ
ଶܫாೕቁ ൒

௡

௝ୀଵ

ܽଶ݌൫ܣ௝൯ ൌ ܽଶ݌ቌራܣ௝

௡

௝ୀଵ

ቍ ൌ ܽଶ ൬max
ଵஸ௝ஸ௡

ห ௝ܻห ൒ ܽ൰ 

De lo que se concluye que ݌ ൬max
ଵஸ௝ஸ௡

ห ௝ܻห ൒ ܽ൰ ൑
ா൫௒೙మ൯

௔మ
 (obsérvese que esta 

condición es más fuerte que la desigualdad de Bienaymé-Chebychev). 

7) Sea una variable aleatoria bidimensional ܼ ൌ ܻܺ, en la que las variables 
marginales que intervienen como factores son independientes entre sí. 

De acuerdo con la definición de varianza, se puede escribir: 

ଶሺܻܺሻߪ ൌ ሾሺܻܺሻଶሿܧ െ ሾܧሺܻܺሻሿଶ ൌ ሺܻଶሻܧሺܺଶሻܧ െ ሾܧሺܺሻሿଶሾܧሺܻሻሿଶ ൌ 

ൌ ݉ଶሺܺሻ݉ଶሺܻሻ െ ሾ݉ሺܺሻሿଶሾ݉ሺܻሻሿଶ ൌ 

ൌ ሼߪଶሺܺሻ ൅ ሾ݉ሺܺሻሿଶሽሼߪଶሺܻሻ ൅ ሾ݉ሺܻሻሿଶሽ െ ሾ݉ሺܺሻሿଶሾ݉ሺܻሻሿଶ 

Es decir, 

ଶሺܻܺሻߪ ൌ ଶሺܻሻߪଶሺܺሻߪ ൅ ሾ݉ሺܻሻሿଶߪଶሺܺሻ ൅ ሾ݉ሺܺሻሿଶߪଶሺܻሻ 

Generalizando este resultado, sea una variable aleatoria ݊-dimensional 
definida por ܼ ൌ ଵܺܺଶ …ܺ௡, donde las ݊ variables marginales son 
independientes entre sí. Se verificará, entonces, que: 

ଶሺߪ ଵܺܺଶ …ܺ௡ሻ ൌෑሼߪଶሺ ௜ܺሻ ൅ ሾ݉ሺ ௜ܺሻሿଶሽ െෑሾ݉ሺ ௜ܺሻሿଶ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

 

La condición necesaria para obtener una expresión exacta de la varianza de un 
producto de variables en términos de las varianzas y covarianzas de las 
variables marginales es que estas sean independientes entre sí. 

En general, dada una función ߮ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ de las variables aleatorias 
marginales, los dos primeros términos de su desarrollo en serie de Taylor en el 
entorno de su esperanza matemática, ൫ܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … ,  ሺܺ௡ሻ൯, permitenܧ
escribir: 

߮ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ ൎ ߮ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … , ሺܺ௡ሻሿܧ ൅ 
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൅෍ሾ ௜ܺ െ ሺܧ ௜ܺሻሿ
௡

௜ୀଵ

߲
߲ ௜ܺ

߮ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ|௑భୀாሺ௑భሻ,…,௑೙ୀாሺ௑೙ሻ ൌ 

ൌ ߮ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … ,  ሺܺ௡ሻሿܧ

൅෍ሾ ௜ܺ െ ሺܧ ௜ܺሻሿ
௡

௜ୀଵ

߮௜ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … ,  ሺܺ௡ሻሿܧ

Aplicando entonces la propiedad de aditividad de la varianza, se obtiene la 
siguiente aproximación a la varianza de una función arbitraria de variables 
aleatorias unidimensionales: 

ଶሾ߮ሺߪ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻሿ ൎ෍ሼ߮௜ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … , ଶሺߪሺܺ௡ሻሿሽଶܧ ௜ܺሻ
௡

௜ୀଵ

൅ 

൅෍෍ሼ߮௜ሾܧሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … , ሺܧሺܺ௡ሻሿሽ൛߮௝ሾܧ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻܧ … , ሺܺ௡ሻሿൟܧ

௡

௝ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൫ߛ ௜ܺ, ௝ܺ൯ 

10.5.- El coeficiente de correlación lineal de Pearson 

A partir del resultado que proporciona la desigualdad de Schwarz, se tiene 
que: 

ሾߛሺܺ, ܻሻሿଶ ൌ ሺܧሼሾܺ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿሽሻଶܧ ൑ 

൑ ሺܧሼ|ሾܺ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿ|ሽሻଶܧ ൑ 

൑ ሼሾܺܧ െ ሼሾܻܧሺܺሻሿଶሽܧ െ ሺܻሻሿଶሽܧ ൌ  ଶሺܻሻߪଶሺܺሻߪ

Con lo que queda demostrado que ቚ
ఊሺ௑,௒ሻ

ఙሺ௑ሻఙሺ௒ሻ
ቚ ൑ 1. El cociente ߩሺܺ, ܻሻ ൌ

ఊሺ௑,௒ሻ

ఙሺ௑ሻఙሺ௒ሻ
 define el coeficiente de correlación lineal entre las variables ܺ e ܻ. 

De acuerdo con la propiedad de aditividad de la varianza se puede escribir: 

ଶߪ ൤
ܺ

ሺܺሻߪ
൅

ܻ
ሺܻሻߪ

൨ ൌ ଶߪ ൤
ܺ

ሺܺሻߪ
൨ ൅ ଶߪ ൤

ܻ
ሺܻሻߪ

൨ ൅ ߛ2 ൤
ܺ

ሺܺሻߪ
൅

ܻ
ሺܻሻߪ

൨ ൌ 

ൌ
1

ଶሺܺሻߪ
ଶሺܺሻߪ ൅

1
ଶሺܻሻߪ

ଶሺܻሻߪ ൅ 
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൅2ܧ ൬൤
ܺ

ሺܺሻߪ
െ ܧ ൬

ܺ
ሺܺሻߪ

൰൨ ൤
ܻ

ሺܻሻߪ
െ ܧ ൬

ܻ
ሺܻሻߪ

൰൨൰ ൌ 

ൌ 2 ൅
2

ሺܻሻߪሺܺሻߪ
ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ 2ሾ1 ൅ ,ሺܺߩ ܻሻሿ 

Como el primer miembro de esta ecuación es no-negativo, se verifica que 

,ሺܺߩ ܻሻ ൒ െ1. Será igual a -1 solamente si ߪଶ ቂ
௑

ఙሺ௑ሻ
൅

௒

ఙሺ௒ሻ
ቃ ൌ 0. Es decir, si 

se verifica que 
௑

ఙሺ௑ሻ
൅

௒

ఙሺ௒ሻ
ൌ ݇ o, lo que es lo mismo, si las variables ܺ e ܻ 

están vinculadas por una relación lineal con pendiente negativa: 

ܻ ൌ െ
ሺܺሻߪ

ሺܻሻߪ
ܺ ൅  ሺܻሻߪ݇

De la misma forma, ߪଶ ቂ
௑

ఙሺ௑ሻ
െ

௒

ఙሺ௒ሻ
ቃ ൌ 2ሾ1 െ ,ሺܺߩ ܻሻሿ. Por lo tanto, se 

verificará que ߩሺܺ, ܻሻ ൑ 1. Será igual a la unidad cuando las variables estén 

vinculadas mediante una relación lineal con pendiente positiva ܻ ൌ
ఙሺ௑ሻ

ఙሺ௒ሻ
ܺ ൅

,ሺܺߩ ሺܻሻ. En general, paraߪ݇ ܻሻ ് 0, se puede definir una recta que, 
utilizando una expresión muy poco rigurosa, sea “muy probable” que pase lo 
más próximo que sea posible a los puntos ሺݔ, ܻ ,ሻݕ ൌ ܽଵܺ ൅ ܽ଴, conocida 
como recta de regresión de ܻ con respecto a ܺ. Donde: 

ܽ଴ ൌ ݉ሺܻሻ െ ,ሺܺߩ ܻሻ
ሺܻሻߪ

ሺܺሻߪ
݉ሺܺሻ 

ܽଵ ൌ ,ሺܺߩ ܻሻ
ሺܻሻߪ

ሺܺሻߪ
 

Se demuestra fácilmente que los coeficientes ܽ଴ y ܽଵ son tales que minimizan 
el valor esperado ܧሾሺܻ െ ܽଵܺ െ ܽ଴ሻଶሿ. Este valor mínimo, ߪଶሺߝሻ ൌ
ଶሺܻሻሾ1ߪ െ ,ଶሺܺߩ ܻሻሿ ൑  ଶሺܻሻ, será tanto menor cuanto más se aproxime aߪ
uno el coeficiente ߩଶሺܺ, ܻሻ (es decir, cuanto más se aproxime a la forma lineal 
la distribución de ሺܺ, ܻሻ), o cuanto menor sea la varianza marginal de ܻ (debe 
tenerse en cuenta que la recta de regresión se determina a partir de la 
minimización del valor esperado del cuadrado de la distancia, medida en la 
dirección del eje ܻ, entre el punto aleatorio ሺܺ, ܻሻ y el punto de la recta 
correspondiente a la misma abscisa). 

Todas las consideraciones precedentes conservan su validez en la definición 
de la recta de regresión de ܺ con respecto a ܻ, ܺ ൌ ܾଵܻ ൅ ܾ଴. Donde ܾ଴ ൌ
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	݉ሺܺሻ െ ,ሺܺߩ ܻሻ
ఙሺ௑ሻ

ఙሺ௒ሻ
݉ሺܻሻ y ܾଵ ൌ ,ሺܺߩ	 ܻሻ

ఙሺ௑ሻ

ఙሺ௒ሻ
. La intersección de las dos 

rectas de regresión se produce en el baricentro de la distribución 
൫݉ሺܺሻ,݉ሺܻሻ൯. Si se verifica que ߩሺܺ, ܻሻ ൌ 0, las rectas serán ortogonales, 
paralelas a los ejes de coordenadas y, si |ߩሺܺ, ܻሻ| ൌ 1, las dos rectas 
coincidirán con los puntos ሺܺ, ܻሻ88. 

Ejemplo n° 30: 

Sea una variable aleatoria bidimensional ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ con distribución de 
probabilidades de la forma: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቊെ

1
2ሺ1 െ ଶሻߩ

ቈ൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ 

െ2ߩ
ݔ െ݉௑

௑ߪ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൅ ൬

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ቋ 

(para െ∞ ൑ ݔ ൑ ∞, െ∞ ൑ ݕ ൑ ∞, donde ݉௑,݉௒, ,ߩ  ௒ son constantesߪ ௑ yߪ
reales, tales que |ߩ| ൑ 1 y ߪ௑, ௒ߪ ൐ 0). 

El exponente de esta función de densidad conjunta puede ser escrito de la 
siguiente forma: 

൬
ݔ െ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ ߩ2

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൅ ൬

ݕ െ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
ൌ 

ൌ ଶݑ െ ݒݑߩ2 ൅ ଶݒ ൌ ሺݑଶ െ ݒݑߩ2 ൅ ଶሻݒଶߩ െ ଶݒଶߩ ൅ ଶݒ ൌ 

ൌ ሺݑ െ ሻଶݒߩ െ ଶሺ1ݒ െ  ଶሻߩ

De modo que ésta puede ser expresada como: 

௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ ൮െ݌ݔ݁

1
2
቎
ݔ െ ቀ݉௑ ൅ ௑ߪߩ

௬ି௠ೊ

ఙೊ
ቁ

௑ඥ1ߪ െ ଶߩ
቏

ଶ

൲ 

 

                                                            
88 El concepto de correlación se debe a F. Galton (1888)(1890) (ver Stigler, S.M.(1986)(1989)). 
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La función de densidad de la variable marginal ܻ está dada por: 

௒݂ሺݕሻ ൌ න ௑݂,௒ሺݔ, ݔሻ݀ݕ ൌ

ஶ

ିஶ

1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉. 

. න ൮െ݌ݔ݁
1
2
቎
ݔ െ ቀ݉௑ ൅ ௑ߪߩ

௬ି௠ೊ

ఙೊ
ቁ

௑ඥ1ߪ െ ଶߩ
቏

ଶ

൲

ஶ

ିஶ

 ݔ݀

Aplicando la sustitución 
௫ି൬௠೉ାఘఙ೉

೤ష೘ೊ
഑ೊ

൰

ఙ೉ඥଵିఘమ
ൌ  :se obtiene que ݑ

௒݂ሺݕሻ ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ ௑ඥ1ߪ െ ଶߩ න ݁ି

ೠమ

మ

ஶ

ିஶ

ݑ݀ ൌ 

ൌ
1

ߨ௒√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ 

De la misma forma se demuestra que la función de densidad para la variable 
marginal ܺ está definida por: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ 

A partir de los resultados anteriores se puede definir la función de densidad 
condicionada: 

݂ሺܺ ܻ⁄ ሻ ൌ ௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ

௒݂ሺݕሻ
ൌ 

ൌ
1

ඥ1ߨ௑√2ߪ െ ଶߩ
݌ݔ݁ ቆെ

1
௑ߪ2

ଶሺ1 െ ଶሻߩ
ቇ ቊ൤ݔ െ ൬݉௑ ൅ ௑ߪߩ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰൨
ଶ
ቋ 

Obsérvese que la condición necesaria y suficiente para que las variables ܺ e ܻ 
sean independientes, es decir, para que se verifique la igualdad: 

݂ሺܺ/ܻሻ ൌ ௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ 
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es que ߩ ൌ 0. 

La covarianza entre las variables marginales está dada por: 

,ሺܺߛ ܻሻ ൌ ሾሺܺܧ െ݉௑ሻሺܻ െ ݉௒ሻሿ ൌ
1

௒ඥ1ߪ௑ߪߨ2 െ ଶߩ
 

න නሺݔ െ ݉௑ሻሺݕ െ ݉௒ሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

. 

݌ݔ݁ ቆെ
1

2ሺ1 െ ଶሻߩ
ቈ൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
െ ߩ2

ݔ െ ݉௑

௑ߪ

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൅ ൬

ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉ቇ  ݕ݀ݔ݀

ൌ
௒ߪ௑ߪ

ඥ1ߨ2 െ ଶߩ
න න ݌ݔ݁	ݒݑ ൬െ

1
2ሺ1 െ ଶሻߩ

ሾሺݑ െ ሻଶݒߩ ൅ ଶሺ1ݒ െ ଶሻሿ൰ߩ ݒ݀ݑ݀

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 

ൌ
௒ߪ௑ߪ

ඥ1ߨ2 െ ଶߩ
න ି݁ݒ

ೡమ

మ

ஶ

ିஶ

൭
1
ߨ2

ඥ1 െ ଶߩ න ݌ݔ݁	ݑ ቈെ
1
2

ሺݑ െ ሻଶߩݒ

1 െ ଶߩ
቉ ݑ݀

ஶ

ିஶ

൱݀ݒ 

 

Si en la integral que figura entre paréntesis se realiza la sustitución 
௨ିఘ௩

ඥଵିఘమ
ൌ  ݖ

se obtiene que: 

1

ߨ2√
න ቀݖඥ1 െ ଶߩ ൅ ቁߩݒ ݁ି

೥మ

మ

ஶ

ିஶ

ݖ݀ ൌ  ߩݒ

Luego, será: 

,ሺܺߛ ܻሻ ൌ
௒ߪ௑ߪ
ߨ2√

න ଶ݁ିݒ
ೡమ

మ

ஶ

ିஶ

ݒ݀ ൌ
௒ߪ௑ߪ
ߨ2√

ߩ ൭൤െି݁ݒ
ೡమ

మ ൨
ିஶ

ஶ

൅ න ݁ି
ೡమ

మ

ஶ

ିஶ

 ൱ݒ݀

ൌ  ௒ߪ௑ߪߩ

De esta expresión se concluye fácilmente que el coeficiente ߩ que formaba 
parte de la función de densidad conjunta, es el coeficiente de correlación 

lineal entre las variables marginales, ߩ ൌ
ఊሺ௑,௒ሻ

ఙ೉ఙೊ
ൌ ,ሺܺߩ ܻሻ. 
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10.6.- La asimetría 

Los momentos centrados de orden impar son especialmente útiles para medir 
el grado de concentración de los valores de la variable a la izquierda o a la 
derecha de su valor central; es decir, el grado de distorsión de la función de 
densidad con relación a la distribución simétrica respecto de su valor 
esperado. 

Sea una variable aleatoria ܺ con distribución de probabilidades simétrica, es 
decir tal que las variables ሾܺ െ ሺܺሻሿ y െሾܺܧ െ  ሺܺሻሿ tengan la mismaܧ
función de densidad: 

ሻݔ௑ିாሺ௑ሻሺܨ ൌ ሾܺ݌ െ ሺܺሻܧ ൑ ሿݔ ൌ ሾܺ݌ െ ሺܺሻܧ ൐ െݔሿ ൌ 1 െ  ሻݔ௑ିாሺ௑ሻሺെܨ

Si la función ܨ௑ሺ. ሻ es absolutamente continua, la condición necesaria y 
suficiente para poder asegurar la asimetría de la distribución es que ௑݂ሺݔሻ ൌ
௑݂ሺെݔሻ. Asimismo, si una variable ሾܺ െ  ሺܺሻሿ es simétrica con respecto alܧ

origen, entonces la variable ሾܺ െ ݏሺܺሻሿଶ௦ାଵሺܧ ൌ 1,2, … ሻ también es simétrica 
con respecto al origen, tiene la misma distribución de probabilidades y, por lo 
tanto, el mismo valor esperado: 

ଶ௦ାଵሺܺሻߤ ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶ௦ାଵሽܧ ൌ ሼെሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶ௦ାଵሽܧ ൌ 

ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿଶ௦ାଵሽܧ ൌ 0											ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ 

La medida de asimetría utilizada habitualmente es el momento estandarizado 

de tercer orden, ݏܣሺܺሻ ൌ
ఓయሺ௑ሻ

ఙయሺ௑ሻ
. Cuanto más se aleje de cero en valor absoluto 

este coeficiente, indicará que más asimétrica es la variable en cuestión. 

10.7.- La kurtosis 

El momento centrado de cuarto orden de la distribución Normal cumple la 
siguiente condición: ߤସ ൌ  ସ. Se puede definir, entonces, una medida queߪ3
permita comparar una variable cualquiera con la variable Normal en lo que 
hace a su “kurtosis”, es decir al valor de la probabilidad del modo de la forma: 

ܭ  ൌ
ఓరሺ௑ሻ

ఙరሺ௑ሻ
െ 3 

Según que este coeficiente sea mayor, igual o menor que cero, indicará que 
esta probabilidad modal es mayor, igual o menor a la de la función Normal; es 
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decir, que la distribución de probabilidades dada es más, igual o menos 
“apuntada” que la distribución Normal89. 

10.8.- La esperanza matemática condicionada 

10.8.1.- Definición 

De acuerdo con lo expresado en la Sec. 8, dada una variable aleatoria 
bidimensional, ሺܺ, ܻሻ, es posible definir la función de probabilidades para la 
variable marginal ܺ, condicionada por el supuesto de la ocurrencia de un valor 
particular ݕ de la variable ܻ: 

ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ
௜௝݌
௝.݌

൫݌.௝ ൌ ൫ܻ݌ ൌ ௝൯ݕ ് 0൯ 

(en el caso de variables aleatorias discretas) y: 

݂ሺݕ/ݔሻ ൌ ௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ

௒݂ሺݕሻ
ሺ ௒݂ሺݕሻ ് 0ሻ 

(en el caso de variables aleatorias continuas). Se puede definir, entonces, la 
esperanza matemática condicionada, ܧሾܺ/ሺܻ ൌ  :ሻሿ, de la siguiente formaݕ

൫ܻ/ܺൣܧ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ෍ݔ௜ൣ݌ሺܺ ൌ ௜ሻ/൫ܻݔ ൌ ௝൯൧ݕ
௜

ൌ
1
௝.݌

෍ݔ௜݌௜௝
௜

 

ሾܺ/ሺܻܧ ൌ ሻሿݕ ൌ න ݔሻ݀ݕ/ݔሺ݂ݔ ൌ
ஐሺ௑ሻ

1

௒݂ሺݕሻ
න ݔ ௑݂,௒ሺݔ, ݔሻ݀ݕ

ஐሺ௑ሻ

 

Siempre que la suma o la integral existan. 

Se puede concluir, entonces, que suponiendo que ܧሺܺ ൏ ∞ሻ, la esperanza 
matemática ܧሺܺ/ܻሻ es una función de la variable ܻ y, como tal, es una 
variable aleatoria. 

Ejemplo n° 31:  

Sea una variable aleatoria bidimensional ሺܺ, ܻሻ con función de densidad 
conjunta de la forma: 

                                                            
89 Si es más “apuntada” que la función Normal se dice que la variable es “leptokúrtica”, si es 
menos “apuntada” que la Normal, se dice que es “platokúrtica”. 
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௑݂,௒ሺݔ, ሻݕ ൌ ൝
3
11

ሺݔଶ ൅ 0										ܽݎܽ݌										ሻݕ ൑ ݔ ൑ 2, 0 ൑ ݕ ൑ 1

ݕ	݁݀	݋	ݔ	݁݀	ݏ݁ݎ݋݈ܽݒ	ݏ݋ݎݐ݋	ܽݎ݁݅ݑݍݏ݈݁ܽݑܿ	ܽݎܽ݌		0
 

Las funciones de densidad marginales son: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
3
11

නሺݔଶ ൅ ݕሻ݀ݕ

ଵ

଴

ൌ
3ሺ2ݔଶ ൅ 1ሻ

22
								ሺ0 ൑ ݔ ൑ 2ሻ 

௒݂ሺܻሻ ൌ
3
11

නሺݔଶ ൅ ݔሻ݀ݕ

ଶ

଴

ൌ
2ሺ3ݕ ൅ 4ሻ

11
							ሺ0 ൑ ݕ ൑ 1ሻ 

El valor esperado de la variable ܺ condicionado por el supuesto acerca de la 
ocurrencia de ܻ asume la forma: 

ሺܺ/ܻሻܧ ൌ න݂ݔሺݕ/ݔሻ

ଶ

଴

ݔ݀ ൌ
3

2ሺ3ݕ ൅ 4ሻ
නݔሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ ൌ

3
2
ݕ2 ൅ 4
ݕ3 ൅ 4

ଶ

଴

 

10.8.2.- Propiedades 

Las definiciones anteriores permiten concluir que, dado un valor particular, ݕ, 
que se supone ha sido asumido por la variable ܻ, la esperanza matemática de 
una variable ܺcondicionada por este supuesto define el valor esperado de una 
distribución de probabilidades específica y, por lo tanto, posee todas las 
propiedades de la esperanza matemática. 

1) Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias independientes. Será, entonces: 

ܺൣܧ ോ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ
1
௝.݌

෍ݔ௜݌௜
௜

ൌ
1
௝.݌

෍ݔ௜݌௜. ൌ
௜

෍ݔ௜݌௜. ൌ
௜

 ሺܺሻܧ

ሾܺܧ ോ ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൌ
1

௒݂ሺݕሻ
න ݔ ௑݂ሺݔሻ ௒݂ሺݕሻ݀ݔ

ஐሺ௑ሻ

ൌ  ሺܺሻܧ

2) De acuerdo con la desigualdad propuesta en la Sec. 10.4.1, dadas dos 
variables aleatorias, ܺ e ܻ, se verifica que ሼܧሾܺ/ሺܻ ൌ ሻሿሽଶݕ ൑ ሾܺଶ/ሺܻܧ ൌ
 .ሻሿݕ



 
 

130 

 

Como corolario de esta propiedad se demuestra, además, que90: 

ሾሺܺܧ െ ܽሻଶ/ሺܻ ൌ ሻሿݕ ൒ ൫ሼܺܧ െ ሾܺ/ሺܻܧ ൌ ሻሿሽଶ/ሺܻݕ ൌ  ሻ൯ݕ

De lo que se deduce que ܧሾሺܺ െ ܽሻଶ/ሺܻ ൌ  ሻሿ asume su valor mínimoݕ
cuando ܽ coincide con la esperanza matemática condicionada. Es decir que 
ሾܺ/ሺܻܧ ൌ  ሻሿ define un centro de segundo grado de la variable aleatoriaݕ
condicionada ሾܺ/ሺܻ ൌ  .ሻሿݕ

 

3) Dadas dos variables aleatorias, ܺ e ܻ, la esperanza matemática 
condicionada de la variable ܺ es una función de ܻ, por lo tanto, suponiendo 
que ܧሺܺሻ exista, su valor esperado con respecto a la distribución de 
probabilidades de la variable ܻ será de la forma: 

ሺܺ/ܻሻሿܧሾܧ ൌ෍ܺൣܧ/൫ܻ ൌ ௝.݌௝൯൧ݕ
௝

ൌ ෍ݔ௜෍݌௜௝
௝

ൌ෍ݔ௜݌௜.
௜௜

ൌ  ሺܺሻܧ

Para el caso de variables aleatorias continuas, será: 

ሺܺ/ܻሻሿܧሾܧ ൌ න ሾܺ/ሺܻܧ ൌ ሻሿݕ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ
ஐሺ௒ሻ

ൌ න ቎ න ݔ ௑݂,௒ሺݔ, ݔሻ݀ݕ
ஐሺ௑ሻ

቏ ݕ݀
ஐሺ௒ሻ

ൌ 

ൌ න ݔ ቎ න ௑݂,௒ሺݔ, ݕሻ݀ݕ
ஐሺ௒ሻ

቏ ݔ݀
ஐሺ௑ሻ

ൌ න ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
ஐሺ௑ሻ

ൌ  ሺܺሻܧ

 

4) Propiedad de linealidad: Sea una variable aleatoria discreta 
bidimensional, ܼ ൌ ܽܺ ൅ ܾܻ (donde ܽ y ܾ denotan constantes). Por 
definición, se tiene que: 

ܧ ቈ
ሺܽܺ ൅ ܾܻሻ
ሺܼ ൌ ௛ሻݖ

቉ ൌ 

ൌ෍෍൫ܽݔ௜ ൅ ൛ൣሺܺ݌௝൯ݕܾ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯൧/ሺܼݕ ൌ ௛ሻൟݖ
௝௜

 

                                                            
90 Ver Sec. 10.4.2. 
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Donde: 

݌ ቊ
ൣሺܺ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ

ሺܼ ൌ ௛ሻݖ
ቋ ൌ 

ൌ
ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯ݕ ∩ ሺܼ ൌ ௛ሻ൧ݖ

ሺܼ݌ ൌ ௛ሻݖ
ൌ
௜௝௛݌
௛..݌

 

Luego, será: 

ሾሺܽܺܧ ൅ ܾܻሻ/ሺܼ ൌ ௛ሻሿݖ ൌ
1
௛..݌

෍෍൫ܽݔ௜ ൅ ௜௝௛݌௝൯ݕܾ
௝௜

ൌ 

ൌ
1
௛..݌

ቌܽ෍ݔ௜෍݌௜௝௛ ൅ ܾ෍ݕ௝෍݌௜௝௛
௜௝௝௜

ቍ 

ൌ
1
௛..݌

ቌܽ෍ݔ௜݌௜.௛ ൅ ܾ෍ݕ௝݌.௝௛
௝௜

ቍ ൌ 

ൌ ሾܺ/ሺܼܧܽ ൌ ௛ሻሿݖ ൅ ሾܻ/ሺܼܧܾ ൌ  ௛ሻሿݖ

 

5) Sea ܼ una variable aleatoria independiente de la variable bidimensional 
ሺܺ, ܻሻ. Se verifica que: 

൫ܻ/ܼܺൣܧ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ෍෍ݔ௜ݖ௛݌൛ሾሺܺ ൌ ௜ሻݔ ∩ ሺܼ ൌ ௛ሻሿ/൫ܻݖ ൌ ௝൯ൟݕ
௛௜

ൌ 

ൌ
1
௝.݌

෍෍ݔ௜ݖ௛݌௜௝௛
௛௜

ൌ 

ൌ
1
௝.݌

෍෍ݔ௜ݖ௛݌௜௝.݌..௛
௛

ൌ ൭෍ݖ௛݌..௛
௛

൱൭
1
.௝.݌

෍ݔ௜݌௜௝.
௜

൱
௜

ൌ 

ൌ ൫ܻ/ܺൣܧሺܼሻܧ ൌ  ௝൯൧ݕ

Un resultado similar se obtiene para variables aleatorias continuas. 
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10.9.- La varianza condicionada 

10.9.1.- Definición 

Sea una variable aleatoria bidimensional ሺܺ, ܻሻ. Con un razonamiento similar 
al empleado en la definición de la esperanza matemática condicionada, es 
posible definir la varianza condicionada, ߪଶൣܺ/൫ܻ ൌ  ௝൯൧, de la siguienteݕ
forma: 

ଶൣܺ/൫ܻߪ ൌ ௝൯൧ݕ ൌ ܧ ൜ቂܺ െ ܧ ቀܺ/൫ܻ ൌ ௝൯ቁቃݕ
ଶ
/൫ܻ ൌ ௝൯ൠݕ ൌ 

ൌ෍ቂݔ௜ െ ܧ ቀܺ ോ ൫ܻ ൌ ௝൯ቁቃݕ
ଶ
ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻݔ ോ ൫ܻ ൌ ௝൯൧ݕ

௜

ൌ 

ൌ
1
௝.݌

෍ቂݔ௜ െ ܧ ቀܺ/൫ܻ ൌ ௝൯ቁቃݕ
ଶ
௜௝݌

௜

 

௘ሾܺ/ሺܻߪ ൌ ሻሿݕ ൌ න ݔൣ െ ൫ܺ/ሺܻܧ ൌ ሻ൯൧ݕ
ଶ
݂ሺݕ/ݔሻ݀ݔ

ஐሺ௑ሻ

ൌ 

ൌ
1

௒݂ሺݕሻ
න ݔൣ െ ൫ܺ/ሺܻܧ ൌ ሻ൯൧ݕ

ଶ

ஐሺ௑ሻ

௑݂௒ሺݔ,  ݔሻ݀ݕ

según se trate de variables discretas o continuas. 

10.9.2.- Una propiedad 

Sean las variables aleatorias ܺ, ܻ y ܼ. A partir de la definición de varianza 
dada en la Sec. 10.4.1, se puede escribir: 

ଶሺܺሻߪ ൌ ܧ ቄൣܺாሺ௑ሻ൧
ଶ
ቅ ൌ 

ൌ ܧ ቀ൛ሺܺ െ ሾܺ/ሺܼܧ ൌ ሻሿሻݖ ൅ ൫ܧሾܺ/ሺܼ ൌ ሻሿݖ െ ሺܺሻ൯ൟܧ
ଶ
ቁ ൌ 

ൌ ܧ ቀ൛ܺ െ ൫ܺ/ሺܼܧ ൌ ሻ൯ൟݖ
ଶ
ቁ ൅ ሾܺ/ሺܼܧሺሼܧ ൌ ሻሿݖ െ ሺܺሻሽଶሻܧ ൅ 

൅2ܧሺሼܺ െ ሾܺ/ሺܼܧ ൌ ሾܺ/ሺܼܧሻሿሽሼݖ ൌ ሻሿݖ െ  ሺܺሻሽሻܧ



 
 

133 

 

Ahora bien, de acuerdo con la propiedad 3) de la esperanza matemática 
condicionada, se verifica que: 

ሺሼܺܧ െ ሺܺܧ ሺܼ ൌ ⁄ሻݖ ሻሽଶሻ ൌ ሺሼܺܧሼܧ െ ሺܺܧ ሺܼ ൌ ⁄ሻݖ ሻሽଶ ሺܼ ൌ ⁄ሻݖ ሻሽ ൌ 

ൌ ଶሾܺߪሼܧ ോ ሺܼ ൌ  ሻሿሽݖ

Por otra parte, será: 

ሾܺ/ሺܼܧሺሼܧ ൌ ሻሿݖ െ ሺܺሻሽଶሻܧ ൌ ሾܺ/ሺܼܧଶሼߪ ൌ  ሻሿሽݖ

y, 

ሺሼܺܧ െ ሾܺ/ሺܼܧ ൌ ሾܺ/ሺܼܧሻሿሽሼݖ ൌ ሻሿݖ െ ሺܺሻሽሻܧ ൌ 

ൌ ൫ሼܺܧ൛ܧ െ ሾܺ/ሺܼܧ ൌ ሾܺ/ሺܼܧሻሿሽሼݖ ൌ ሻሿݖ െ ሺܺሻሽ/ሺܼܧ ൌ ሻ൯ൟݖ ൌ 

ൌ ሾܺ/ሺܼܧ൫ሼܧ ൌ ሻሿݖ െ ൛ൣܺܧሺܺሻሽܧ െ ሾܺ/ሺܼܧ ൌ ሻሿ൧/ሺܼݖ ൌ ሻൟ൯ݖ ൌ 0 

(debe tenerse en cuenta que ܧ൛ൣܺ െ ൫ܺ/ሺܼܧ ൌ ሻ൯൧/ሺܼݖ ൌ ሻൟݖ ൌ 0). 

Luego, se puede concluir que: 

ଶሺܺሻߪ ൌ ଶሾܺ/ሺܼߪሼܧ ൌ ሻሿሽݖ ൅ ሾܺ/ሺܼܧଶሼߪ ൌ  ሻሿሽݖ

 

10.10.- La covarianza condicionada 

10.10.1.- Definición 

Dadas tres variables aleatorias, ܺ, ܻ y ܼ, se puede definir la covarianza entre 
ܺ e ܻ, condicionada por ܼ, de la siguiente forma: 

,ሾܺߛ ܻ ോ ሺܼ ൌ ௛ሻሿݖ ൌ ൛ൣܺܧ െ ൫ܺܧ ോ ሺܼ ൌ ௛ሻ൯൧ൣܻݖ െ ൫ܻܧ ോ ሺܼ ൌ ௛ሻ൯൧ൟݖ ൌ 

ൌ෍෍ൣݔ௜ െ ൫ܺ/ሺܼܧ ൌ ௝ݕ௛ሻ൯൧ൣݖ െ ൫ܻ/ሺܼܧ ൌ .௛ሻ൯൧ݖ
௝௜

 

. ሺܺൣ݌ ൌ ௜ሻݔ ∩ ൫ܻ ൌ ௝൯/ሺܼݕ ൌ  ௛ሻ൧ݖ

,ሾܺߛ ܻ ሺܼ ൌ ⁄ሻݖ ሿ ൌ 
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ൌ න න ݔൣ െ ൫ܺܧ ോ ሺܼ ൌ ݕሻ൯൧ൣݖ െ ൫ܻܧ ോ ሺܼ ൌ ሻ൯൧ݖ ௑݂,௒ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ
ஐሺ௒ሻஐሺଡ଼ሻ

 

según se trate de variables discretas o continuas. 

 

10.10.2.- Una propiedad 

A partir de la definición de covarianza dada en la Sec. 10.1, se puede escribir: 

,ሺܺߛ ܻሻ ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺሻሿሾܻܧ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ 

ൌ ൛ൣ൫ܺܧ െ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻ൯ ൅ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻ െ  .ሺܺሻ൧ܧ

. ൣ൫ܻ െ ሺܻܧ ോ ܼሻ൯ ൅ ሺܻܧ ോ ܼሻ െ ሺܻሻ൧ൟܧ ൌ 

ൌ ሼሾܺܧ െ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻሿሾܻ െ ሺܻܧ ܼ⁄ ሻሿሽ ൅ 

൅ܧሼሾܧሺܺ ോ ܼሻ െ ሺܻܧሺܺሻሿሾܧ ോ ܼሻ െ ሺܻሻሿሽܧ ൅ 

൅ܧሼሾܧሺܺ ോ ܼሻሿሾܧሺܻ ോ ܼሻሿ െ ሺܻሻሽܧ ൅ ሺܺܧሼሾܧ ോ ܼሻሿሾܧሺܻ ോ ܼሻሿሽ 

Ahora bien, de acuerdo con la propiedad 3) de la esperanza matemática 
condicionada, se verifica que: 

ሼሾܺܧ െ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻሿሾܻ െ ሺܻܧ ܼ⁄ ሻሿሽ ൌ ሼሾܺܧሺܧ െ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻሿሾܻ െ ሺܻܧ ܼ⁄ ሻሿሽሻ ൌ 

ൌ ,ሺܺߛሾܧ ܻ ോ ܼሻሿ 

ሺܺܧሼሾܧ ോ ܼሻ െ ሺܻܧሺܺሻሿሾܧ ോ ܼሻ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ ሺܺܧሾߛ ോ ܼሻ, ሺܻܧ ോ ܼሻሿ 

y, 

ሼሾܺܧ െ ሺܺܧ ܼ⁄ ሻሿሾܻ െ ሺܻܧ ܼ⁄ ሻሿሽ ൌ 

ൌ ሺܺܧሼሾܧ ോ ܼሻ െ ሺܻܧሺܺሻሿሾܧ ോ ܼሻ െ ሺܻሻሿሽܧ ൌ 0 

Luego, se puede concluir que: 

,ሺܺߛ ܻሻ ൌ ,ሺܺߛሾܧ ܻ ോ ܼሻሿ ൅ ሺܺܧሾߛ ോ ܼሻ, ሺܻܧ ോ ܼሻሿ 
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Ejemplo n° 32: 

Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias que representan los resultados a obtener al 
lanzar en forma independiente dos dados “clásicos” y sea la variable aleatoria 
bidimensional ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ. Si se supone que ܼ ൌ 2, entonces: 

ሾܺܧ ോ ሺܼ ൌ 2ሻሿ ൌ ሾܻܧ ോ ሺܼ ൌ 2ሻሿ ൌ ൫ܻܺൣܧ ോ ሺܼ ൌ 2ሻ൯൧ ൌ 1 

Si se supone que ܼ ൌ 4, será: 

ሼሾሺܺ݌ ൌ ݅ሻ ∩ ሺܻ ൌ ݆ሻሿ ሺܼ ൌ 4ሻ⁄ ሽ ൌ
ሾሺܺ݌ ൌ ݅ሻ ∩ ሺܻ ൌ ݆ሻ ∩ ሺܼ ൌ 4ሻሿ

ሺܼ݌ ൌ 4ሻ
ൌ 

ൌ
ሾሺܺ݌ ൌ ݅ሻ ∩ ሺܻ ൌ ݆ሻሿ

ଷ

ଷ଺

 

Es decir, 

ሼሾሺܺ݌ ൌ ݅ሻ ∩ ሺܻ ൌ ݆ሻሿ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሽ ൌ ൝
1
3
݅										ܽݎܽ݌										 ൅ ݆ ൌ 4

0																															݅ ൅ ݆ ് 4
 

Además, se verifica que: 

ሾሺܺ݌ ൌ ݅ሻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ
1
3
							ሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ 

ሾሺܻ݌ ൌ ݆ሻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ
1
3
					ሺ݆ ൌ 1,2,3ሻ 

De lo que se concluye que, suponiendo la condición ܼ ൌ 4, las variables 
aleatorias ܺ e ܻ no son independientes; es más, están vinculadas por la 
relación lineal ܺ ൅ ܻ ൌ 4. En consecuencia, quedan definidos los siguientes 
valores esperados: 

ሺܺܧ ܼ⁄ ൌ 4ሻ ൌ ሺܻܧ ܼ⁄ ൌ 4ሻ ൌ 1
1
3
൅ 2

1
3
൅ 3

1
3
ൌ 2 

ሾܺଶܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ ሾܻଶܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ 1ଶ
1
3
൅2ଶ

1
3
൅ 3ଶ

1
3
ൌ
14
3

 

ሾሺܻܺሻܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ 1,3
1
3
൅ 2,2

1
3
൅ 3,1

1
3
ൌ
10
3
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De modo que: 

ଶሾܺߪ ሺܼ ൌ 4ሻ⁄ ሿ ൌ ଶሾܻߪ ሺܼ ൌ 4ሻ⁄ ሿ ൌ 

ൌ ሾܺଶܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ െ ሼܧሾܺ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿሽଶ ൌ
2
3

 

,ሾሺܺߛ ܻሻ ሺܼ ൌ 4ሻ⁄ ሿ ൌ 

ൌ ሾሺܻܺሻܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ െ ሾܺܧ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿܧሾܻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ െ
2
3

 

,ሾሺܺߩ ܻሻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ ൌ
,൫ܺൣߛ ܻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻ൯൧

ሾܺߪ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿߪሾܻ ോ ሺܼ ൌ 4ሻሿ
ൌ െ1 

 

11. -Acerca de la introducción del concepto de variable aleatoria en los 
modelos econométricos 

En el transcurso del determinismo al aleatorismo en la representación del 
comportamiento de los fenómenos económicos la componente aleatoria fue 
interpretada originalmente como un producto de la combinación de los errores 
de medición de las variables y de los errores en las ecuaciones de las 
representaciones. Posteriormente Slutsky y Yule introdujeron la idea de 
“shock” aleatorio formado por la agregación de los errores y perturbaciones y 
Frisch, incorporando en forma parcial la teoría de la probabilidad a la 
econometría, asimiló las perturbaciones a “estímulos” entendidos como 
innovaciones Fechnerianas. La culminación de la aproximación probabilística 
se produjo con la “revolución Haavelmiana”, la cual evolucionó hacia el 
teorema de descomposición predictiva de Wold, un hito fundamental en la 
solución de las deficiencias de las representaciones estructuralistas y en el 
tratamiento causal moderno de los fenómenos dinámicos. 

Todo fenómeno dinámico ܻሺݐ,  ሻ es asimilable a un proceso estocástico queݓ
evoluciona en el dominio del tiempo (ݐ ∈ ܶ) y cuya configuración varía en el 
dominio de los “estados” (o de las “fases” o de las “variables”) (߱ ∈ Ωሺܻሻ).  

La interpretación determinística del comportamiento de ܻሺݐ,  ሻ (al menos aݓ
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nivel macroscópico) se basa en ciertas premisas de orden metafísico91: i) que 
el ámbito al que pertenecen los fenómenos es real; ii) que existen leyes 
objetivas que rigen su comportamiento y iii) que estas leyes son inherentes a 
los fenómenos, racionales y asintóticamente cognoscibles. En otros términos, 
cada estado ߱ሺݐሻ se supone definido por la realización simultánea, en el 
momento ݐ, de las infinitas variables aleatorias que forman su estructura 
causal: 

Ω൫ܻሺݐሻ൯ ൌ ሼܻሺݐ െ ݆ሻ, ଵܺሺݐ െ ݄ଵሻ, ܺଶሺݐ െ ݄ଶሻ, … ሽ 

(݆, ݄ଵ, ݄ଶ, … ∈ Թ	; ݆ ൐ 0; ݄௜ ൒ 0; ݅ ൌ 1,2, …) y la sucesión temporal de los 
estados determina su trayectoria. De modo que el fenómeno ܻሺݐ,  ሻ quedaݓ
definido como una entidad que evoluciona en un ámbito espacio-temporal 
caracterizado por el principio de causalidad. 

Este supuesto principio de solidaridad universal que relaciona causalmente a 
los fenómenos y que hace que la naturaleza de ܻሺݐሻ aparezca como 
infinitamente complicada, permite concluir que la información con que cuenta 

el observador (Ω∗൫ܻሺݐሻ൯ ⊂ Ω൫ܻሺݐሻ൯) siempre será insuficiente y que, en 

consecuencia, una parte importante de su comportamiento permanecerá 
ignorada para sí, de modo que, en ciertas condiciones de estacionariedad, se 

puede escribir ܻሺݐሻ ൌ ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ ൅  denota la	ሻ൯൧ݐ݂ൣΩ∗൫ܻሺ	donde: i) ,(ݐ)ߝ

representación del comportamiento de ܻሺݐሻ a partir del conjunto de 

información Ω∗൫ܻሺݐሻ൯, es decir, el comportamiento que debería observar ܻሺݐሻ 

si los factores incluidos en Ω∗൫ܻሺݐሻ൯ fueran sus únicas causas y no estuvieran 

afectados por errores de medición, y ݂ሾ∙ሿ fuera la función que representara la 
verdadera relación causal invariante en el tiempo entre estos factores e ܻሺݐሻ; 
ii) 	lim
ஐ∗൫௒ሺ௧ሻ൯→ஐ൫௒ሺ௧ሻ൯

݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ ൌ ܻሺݐሻ	y iii)	(ݐ)ߝ denota el componente azar-

ignorancia ((ݐ)ߝ=	ܻሺݐሻ െ ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧) y, en consecuencia, es tal que 

lim
ஐ∗൫௒ሺ௧ሻ൯→ஐ൫௒ሺ௧ሻ൯

ൌ(ݐ)ߝ 0. 

En este paradigma, para un observador ideal que contara con un conjunto de 
información no afectado por errores de medición, que abarcara la totalidad de 

                                                            
91 A las cuales no es posible atribuir ningún fundamento (ni inductivo, ni deductivo) y que, 
según Daston (1988), en la interpretación de Hume (1718), constituyen “...una necesidad 
psicológica, un precepto casi involuntario instituido por la caritativa naturaleza para 
compensar las deficiencias de la razón humana” (p. 202). 
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la estructura causal de un fenómeno, su trayectoria admitiría una 
representación en términos de mecánica clásica reversible en el dominio del 
tiempo, en la que: i) ܻሺݐሻ transcurriría uniformemente sin ninguna relación 
con ningún elemento externo y, en consecuencia, la diferencia entre el pasado 
y el futuro no poseería ningún significado y ii) conocido su estado presente, se 
podría reproducir su pasado y calcular su futuro en forma determinística. Es 
decir, una representación en la que el presente no sería sino un punto que 
separa el pasado del futuro92.  

La insuficiencia de este modelo en términos de mecánica clásica para explicar 
“...un mundo inestable que conocemos a través de una ventana finita” 
(Prigogine; Nicolis (1977, p. 16)), en el que el estado natural de los 
fenómenos es de no-equilibrio -un no-equilibrio constructivo que, como 
consecuencia de su propiedad fundamental de auto-organización, genera 
nuevos estados y nuevas estructuras complejas que sólo son imaginables en el 
ámbito de la irreversibilidad temporal- dio origen a una nueva formulación 
termodinámica -aleatorista-, cuya diferencia con la dinámica clásica radicó 
esencialmente: i) en la postulación del concepto de estado del proceso en un 
instante dado como resultante de una evolución orientada en el tiempo en la 
que, a diferencia del pasado y del presente, el futuro está formado por una 
sucesión de variables aleatorias no-observables vinculadas causalmente; ii) en 

la concepción de ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ como la representación de ciertas regularidades 

locales observadas y iii) en la sustitución de la interpretación clásica de (ݐ)ߝ 
como azar-ignorancia (epistemológico), generado por los “errores” en la 
medición de las variables por la interpretación como azar-absoluto 
(ontológico), generado por dichos errores más las innovaciones a que están 

sometidos los factores incluidos en el sistema Ω൫ܻሺݐሻ൯. 

La econometría surge formalmente como una disciplina autónoma en el 
ámbito de la economía a fines de 1930 y comienzos de 1940, y se basó 
inicialmente en una interpretación determinística del comportamiento de los 
fenómenos económicos. Su hipótesis fundamental consistió en suponer que un 

modelo económico (݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ሺݐ ൌ 1,2, … ሻ) constituye una representación 

incompleta del comportamiento de un fenómeno y que	(ݐ)ߝ representa una 

                                                            
92 Si se tiene en cuenta que la información infinita es indiscernible de ininteligibilidad, se puede 
concluir que, aún en una situación ideal en la que el observador contara con un conjunto de 
información de tamaño infinito, el problema de la inexplicabilidad del comportamiento del 
comportamiento de los fenómenos permanecería. 
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variable aleatoria no-observable definida por la agregación de los errores de 

medición que afectan a los factores incluidos en Ω∗൫ܻሺݐሻ൯ y de las influencias 

que ejercen sobre dicho fenómeno los infinitos factores de su entorno 

económico no incluidos en Ω∗൫ܻሺݐሻ൯93.  

Este punto de partida condujo con el tiempo a un proceso de formalización 
basado en el principio que la descripción de los aspectos cuantitativos de los 
fenómenos económicos a partir de conjuntos finitos de observaciones requería 
de la representación de sistemas estocásticos de variables interrelacionadas y, 
por lo tanto, de la teoría de la probabilidad para la estimación de dichas 
representaciones; es decir, para la construcción de modelos econométricos 
entendidos como el  “...vehículo útil para comparar la teoría económica con 
las observaciones, especificado de una forma medible y testeable” (Qin (1993, 
p. 37) (ver Staehle (1933))94. 

Este proceso de formalización dio origen a varios problemas referidos: i) a la 
posibilidad de asegurar la adecuacidad de la representación de las relaciones 
teóricas; ii) a su identificación, es decir a la determinación de las condiciones 
que permitieran asegurar la unicidad de los coeficientes estimados y su 
interpretación, independientemente de las distribuciones de probabilidades 
consideradas y iii) a la modificación de la interpretación del término (ݐ)ߝ 
asociado a la representación ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ y, en consecuencia, de la 

componente residual (̂ߝሺݐሻ) asociada con el modelo correspondiente. 

Durante el período pre-modelístico las aplicaciones econométricas 
consistieron en el cálculo y la predicción de relaciones económicas, sin 
considerar la confiabilidad estadística de los resultados. Dada la 
autorregresividad de las variables involucradas en la representación y la 
imposibilidad de asegurar la invariancia temporal de las condiciones que 
afectan el comportamiento del sistema, la teoría de la probabilidad era 
considerada como un argumento inapropiado para el análisis de los fenómenos 
económicos, de modo que, hasta la implementación del proceso de 
modelización, se utilizaron métodos de estadística matemática “sin 

                                                            
93 Dado el carácter discreto de la información, las representaciones deben ser entendidas como 
aproximaciones discretas al comportamiento de los fenómenos en un espacio-tiempo continuo-
continuo. 
94 De acuerdo con la tradición el término “modelo” fue introducido por Frisch en el Congreso 
de Econometric Society en 1931 y fue utilizado por primera vez por Tinbergen, en 1936 
(Magnus; Morgan (1987), Morgan (1989)). 
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probabilidad”.  

De acuerdo con esta concepción no-probabilística, las primeras 
interpretaciones atribuyeron la presencia de la componente aleatoria 
exclusivamente a “errores” en la medición de los factores incluidos en la 
representación (“errores en las variables”, según la denominación de Schultz 
(1925) y Frisch (1934))95. Ahora bien, esta interpretación resultaba 
insuficiente para explicar los errores provenientes de la omisión de variables 
(en general, de mayor importancia que los errores en las variables) que 
requería el agregado de otra componente aleatoria, lo cual implicaba la 
adopción de métodos estadísticos más avanzados, cuyo desarrollo implicaba 
una identificación desagregada del origen y las características de los errores. 
En principio, en el análisis de los ciclos económicos, esta insuficiencia fue 
resuelta mediante la introducción del concepto de “errores en las ecuaciones” 
y una mayor profundización en el estudio de la naturaleza de la aleatoriedad 
inherente al comportamiento de los fenómenos. 

Originalmente el análisis de los ciclos se debe a Moore (1914)(1923), quien 
propuso una representación utilizando análisis harmónico y series de Fourier. 
Alternativamente Persons (1916)(1922-23) desarrolló un método conocido 
como el “barómetro de Harvard”, basado en la correlación entre series 
desfasadas un período (un modelo conocido hoy como “indicador líder”). 
Estos métodos perdieron vigencia ante las críticas de Slutsky (1927) y Yule 
(1926)(1927) referidas a la posible falta de significado conceptual de la 
correlación entre series cronológicas autorregresivas.  

La propuesta de Yule se basó en el estudio de series perturbadas. Demostró 
que un esquema autorregresivo definido por un péndulo sometido a 
perturbaciones estocásticas genera un proceso “armónico irregular” y propuso 
una forma de representación utilizando cuadrados mínimos en base a una 
ecuación en-diferencias de la forma ௧ܻ ൌ ߮ଵ ௧ܻିଵ ൅ ߮ଶ ௧ܻିଶ

96 más un “shock” 
aleatorio formado por la combinación de los errores y las perturbaciones que 
afectaban al comportamiento de ௧ܻ. El hecho que los componentes de esta 
combinación fueran no-separables permite concluir que la solución de Yule no 
resolvía las cuestiones referidas a la forma en que las perturbaciones eran 
“absorbidas” por el sistema, ni a su interpretación conceptual. 

                                                            
95 La idea de la posibilidad de existencia de errores de medición en las variables fue introducida 
por Gini (1921). 
96 Ecuación que puede ser considerada como el origen de las representaciones AR. 
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Basándose en los trabajos de Wicksell (1907), Hotelling (1927) y Walker 
(1931), Frisch (1933)(1936) propuso el método de descomposición 
estructural97, cuyo objetivo era sistematizar, en ciertas aplicaciones, las 
investigaciones sobre la estimación de representaciones utilizando series 
cronológicas mediante métodos de estadística matemática basados en 
argumentos probabilísticos. Introdujo el concepto de “shocks erráticos” para 

completar la caracterización de las variables t . Las consideró como 

“...desvíos del comportamiento estructural (...) como algo nuevo espontáneo 
agregado a la estructura del proceso” (p. 408) que dan origen a la 
modificación aleatoria de las regularidades locales observables en su 
comportamiento y constituyen “...la fuente de energía que generan los ciclos 
económicos”, incorporando de esta forma, parcialmente, la teoría de la 
probabilidad al pensamiento econométrico98. Propuso, además, una 
clasificación de los “shocks” -de acuerdo con la forma en que son absorbidos 
por el sistema- en “aberraciones” y “estímulos”, definiendo como estímulo a 
“... una perturbación cuyo efecto perdura sobre estados sucesivos del 
sistema” y como una aberración a “... una perturbación que influye sobre el 
proceso solamente en el momento que se produce” (p. 410), generada por el 
método de estimación utilizado99.  

De acuerdo con la tesis Fechneriana de la “indeterminación por novedad”100 
se puede considerar a la postulación de Frisch como el primer intento de 

                                                            
97 Esta propuesta fue planteada por Frisch como una alternativa crítica al método utilizado 
habitualmente de “descomposición mecánica” (en las componentes tendencia, estacionalidad, 
ciclo y variaciones no-sistemáticas). 
98 Parcialmente en la medida que Frisch no estaba de acuerdo con la aplicación indiscriminada 
de la teoría de la probabilidad en economía. 
99 En particular, en este caso, como generadas por su método de estimación-identificación, al 
que denominó “análisis de confluencia”, cuya finalidad era intentar resolver los problemas 
generados por la no consideración de relaciones ocultas para el observador, debido a los errores 
de medición en todas las variables (no solamente en la variable “dependiente”, como postulaba 
el método de regresión utilizado habitualmente) y por la multicolinealidad (ver Hendry; Morgan 
(1989)). 
100 Fechner (1866)(1871)(1906). Esta tesis se basa en el principio que en la evolución de los 
fenómenos se van generando nuevas condiciones iniciales las cuales, de acuerdo con una ley 
general, conducen a efectos no ocurridos previamente y, por lo tanto, no permiten la recurrencia 
de comportamientos idénticos. Pero que, no obstante, cada conjunto de dichas condiciones 
conserva alguna similitud con los anteriores por lo que, si bien todo fenómeno posee cierta 
dosis de aleatoriedad objetiva, su comportamiento no es completamente libre. Ver Landro 
(2010). 
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interpretación de los estímulos como verdaderas innovaciones101. 

Por otra parte, a partir de los resultados de Slutsky acerca de la capacidad de 
los procesos aleatorios puros de generar procesos autorregresivos, concluyó 
“...que las regularidades observadas en el comportamiento de Yt  podían ser 

consideradas como derivadas de un caos generado por elementos inconexos, 
por su propia inconexión” (Frisch (1936, p. 107) y clasificó a dichos 
elementos (a los cuales denominó en forma poco feliz como “factores 
caóticamente aleatorios”)102 en “coherentes” e “incoherentes” según que 
fueran o no autorregresivos y demostró -generalizando los trabajos de Yule 
(1921) sobre “sumas ponderadas móviles” de variables aleatorias 
independientes- que un proceso coherente podía ser aproximado como una 
combinación lineal de variables incoherentes de la forma: 
 

௧ܻ ൌ ௧ߝ଴ߠ ൅ ௧ିଵߝଵߠ ൅ ⋯൅ ݐሺ								௧ି௤ߝ௤ߠ ൌ 1,2, … ሻ 

(donde las variables ௧ܻ son centradas). 

Tinbergen (1935)(1937)(1938)(1939) realizó una notable síntesis de los 
métodos propuestos por R.A. Fisher y Koopmans y puede ser considerado el 
continuador inmediato de la obra de Frisch. Si bien coincidió con éste en las 
propiedades de las representaciones formadas por ecuaciones lineales 
ponderadas, abandonó su forma estructural combinada, compuesta por 
ecuaciones diferenciales y en-diferencias, a favor de ecuaciones discretas del 
tipo de las denominadas “de rezagos distribuidos” de la forma103: 

௧ܻ ൌ ܽ଴ ൅ ܾ଴ܺ௧ ൅ ܾଵܺ௧ିଵ ൅ ௧ߝ
∗ 

(donde los “shocks” ߝ௧
∗ representan los estímulos que preservan la dinámica 

del sistema). 

La generalización del pensamiento probabilístico que generó la propuesta 
pionera de Frisch -la cual influyó más en los aspectos metodológicos que en 
los epistemológicos de la teoría de modelos- se vio impulsada por los avances 
de la teoría de la inferencia, la axiomatización de la teoría de la probabilidad 

                                                            
101 Frisch (1938): “...los estímulos pueden ser considerados como condicionantes de la 
evolución posterior del fenómeno, es decir como causantes de una suerte de cambio 
permanente de sus condiciones iniciales” (p. 408). 
102 La calificación de “poco feliz” se basa en la aparente asimilación de los conceptos de caótico 
y aleatorio, de complejidad y aleatoriedad. 
103 El concepto de “rezagos distribuidos” fue introducido por I. Fisher en 1920, en un trabajo 
sobre oferta monetaria (ver Alt (1942)). 
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por obra de Kolmogorov (1933) y, posteriormente, por el desarrollo de la 
teoría de la decisión en condiciones de incertidumbre, la teoría del riesgo, el 
criterio de optimización mediante la maximización de la utilidad esperada y 
sus extensiones y por la aparición de la interpretación personalista del 
concepto de probabilidad por obra de Ramsey y de Finetti (ver Rowley; 
Hamouda (1987), Hamouda; Rowley (1988))104. En este sentido, merecen ser 
destacados los trabajos de Marschak (1937) -quien propuso la consideración 
del comportamiento de los operadores económicos como parte de la teoría de 
los juegos y, en consecuencia, la asimilación de los conceptos de función de 
preferencias y utilidad- y Hagstroem (1938) -quien propuso su descripción. 

La culminación de la aproximación probabilística a la econometría se produjo 
con la llamada “revolución Haavelmiana” (Morgan (1987)(1989)). A partir de 
la propuesta esencialmente estocástica de Slutsky, de la postulación de Moore 
(1914) -reconsiderada por Schultz (1930)(1939)- sobre la utilización del 
análisis harmónico y de la aplicación rigurosa de la teoría de la probabilidad 
por Koopmans (1937), Haavelmo (1938a)(1938b)(1939)(1940a)(1940b) 
(1943)(1944) postuló que las ecuaciones estructurales debían ser interpretadas 
como leyes de comportamiento sólo en un sentido estadístico y que los 
modelos econométricos debían asumir la forma de las “ecuaciones 
estructurales estocásticas” de Frisch, incluyendo “coeficientes estructurales 
estocásticos”. Esto lo condujo a la conclusión que la formalización de un 
procedimiento de modelización estocástica consistente y generalizado (basado 
en observaciones no-repetibles) requería inevitablemente de los métodos de 
máxima verosimilitud de Fisher y de la teoría de los tests de hipótesis de 
Neyman-Pearson, que permitieran decidir acerca de la correspondencia entre 
la interdependencia de las variables económicas y su tratamiento 
estadístico105. Haavelmo recurrió así al concepto de distribución conjunta de 
todas las variables observables como un argumento para justificar la forma de 
dicha interdependencia estadística y concluyó que para que esta solución fuera 
posible, era necesario atribuirle a los términos representativos de los errores 
ciertas distribuciones de probabilidades. 

                                                            
104 Ver Landro; González (2013)(2014). 
105 En general la literatura considera que el punto de partida de la revolución Haavelmiana se 
encuentra en la respuesta de Haavelmo (1943) (fundamentalmente en Schumpeter (1939) y en 
el debate Keynes-Tinbergen) a los prejuicios planteados con respecto a la naturaleza no-
experimental de las observaciones económicas y, en consecuencia, a la capacidad de la 
inferencia estadística basada en la probabilidad para verificar las supuestas verdaderas 
relaciones propuestas por la teoría económica. 
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Esta forma de especificación mediante la definición de la distribución de 
probabilidades conjunta es considerada, en general, como el fundamento de la 
revolución probabilística Haavelmiana y de los modelos de ecuaciones 
simultáneas y determinó la diferencia “...entre la construcción de modelos 
econométricos y la formulación matemática de la teoría económica” (Qin 
(1993, p. 58)). Es decir, determinó la diferencia entre los modelos 
econométricos y los modelos económicos.  

Inmediatamente Mann; Wald (1943) aplicaron la especificación por la 
definición de la distribución conjunta y demostraron la consistencia y la 
Normalidad asintótica de los estimadores máximo-verosímiles en las 
ecuaciones lineales de la forma: 

ܽ଴ ௧ܻ ൅ ܽଵ ௧ܻିଵ ൅ ⋯൅ ௝ܽ ௧ܻି௝ ൌ  ௧ߝ

(donde ሼ ௧ܻሽ denota un proceso débilmente estacionario de segundo orden y ߝ௧ 
denota un vector de perturbaciones no-autocorrelacionadas, idénticamente 
distribuidas y con momentos de orden superior finitos).  

Como corolario de esta aplicación surgió el problema práctico de cómo 
asegurar la completitud del sistema de ecuaciones desde un punto de vista 
estadístico. Con este fin Koopmans (1950) redefinió el concepto de 
completitud de Tinbergen y, a partir de la clasificación de las variables en 
exógenas y endógenas, postuló que un modelo se puede considerar completo 
cuando el número de ecuaciones coincide con el número de variables 
endógenas del sistema. Definió como variable exógena aquella que no está 
afectada por las variables endógenas ni por las perturbaciones e introdujo el 
concepto de variable predeterminada que incluye a las variables desfasadas y 
a las variables exógenas correspondientes al período ݐ. A partir de estas 
definiciones propuso una transformación del método de identificación basado 
en la distribución conjunta de las perturbaciones, en otro basado en el 
producto de la distribución de las perturbaciones condicionada por las 
variables exógenas multiplicada por la distribución marginal de dichas 
variables exógenas. 

Como una excepción a esa corriente de pensamiento que consideraba a la 
teoría de la probabilidad exclusivamente como el fundamento de los métodos 
estadísticos a aplicar en la construcción de los modelos estructurales, 
entendidos estos como representaciones (incompletas) de las verdaderas 
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trayectorias de los fenómenos económicos más una componente representativa 
de los errores aleatorios, cabe mencionar los trabajos de Wold y Tintner. 

El teorema de la descomposición predictiva de Wold (1938) -su tesis doctoral- 
resultó el hito fundamental en el análisis del tratamiento causal moderno de 
los fenómenos dinámicos. Consideró a las series cronológicas como la porción 
observable de un proceso estocástico, es decir, como “una realización de una 
distribución de infinitas dimensiones” (p. 4) y completó las propuestas de 
Yule y Slutsky demostrando que todo proceso ሼ ௧ܻሽ	débilmente estacionario de 
segundo orden puede ser desagregado en una componente estructural 
aproximable por un ܴܣሺ݌ሻሺ݌ ≫ 0ሻ y una combinación lineal de infinitos 
“errores” incorrelacionados, asimilables a variables aleatorias (latentes) no-
observables: 

௧ܻ ൌ ߮ଵ ௧ܻିଵ ൅ ߮ଶ ௧ܻିଶ ൅ ⋯൅ ߮௣ ௧ܻି௣ ൅ ௧ߝ െ ௧ିଵߝଵߠ െ ⋯െ  ௧ି௤ߝ௤ߠ

(donde las variables ௧ܻ son centradas). 

Cabe destacar que más allá que la condición de aleatoriedad pura implicaba 
suponer que las variables ߝ௧ se distribuían de acuerdo con una función de 
densidad simétrica con valor esperado nulo y la condición de estacionariedad 
implicaba suponer que su varianza era finita e, ignorando la aproximación 
asintótica a la Normalidad que proporcionaba la versión de Laplace del 
teorema central del límite, Wold consideró “insoportablemente arbitrario” 
(Epstein (1987), p. 161) asignar una distribución de probabilidades particular 
a las variables ߝ௧. 

Como corolario de este trabajo liminar sobre la teoría pura de los procesos de 
parámetro discreto y del análisis de regresión de H. Cramér y en oposición a 
los modelos de ecuaciones simultáneas, Wold desarrolló una aproximación 
recursiva de la forma106: 

௧ܻ
ሺ௜ሻ ൌ ܨ ቀ ௧ܻିଵ

ሺ௜ሻ , … , ௧ܻିଵ
ሺ௜ିଵሻ, … , ௧ܻିଶ

ሺ௜ሻ , … , ௧ܻିଵ
ሺ௡ሻ, ௧ܻିଶ

ሺ௡ሻ, … ቁ ൅ ௧ߝ
ሺ௜ሻ 

(Bentzel; Wold (1946)) y demostró (Wold (1949)(1954)) que este modelo 
proporcionaba una interpretación causal y que, en general, todo conjunto de 

                                                            
106 Con respecto a esta ecuación, debe tenerse en cuenta que, en el planteo dinámico de Wold 
las relaciones simultáneas no son justificables en la medida que no permiten establecer el 
sentido de la causalidad. 
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series cronológicas puede ser representado formalmente como un sistema de 
encadenamiento causal ((1948)(1951))107. 

La importancia fundamental de estos resultados está evidenciada en el hecho 
que todo el desarrollo posterior de la teoría econométrica de los fenómenos 
dinámicos se basó en corolarios y generalizaciones del teorema de Wold. 

Contrariamente a la posición de Wold -quien justificó la utilización de la 
teoría pura de la probabilidad en las representaciones de fenómenos 
económicos basándose en elementos abstractos inherentes a la definición 
clásica-, Tintner (1938a)(1938b) planteó la posibilidad de utilizar la 
probabilidad de acuerdo con una interpretación más amplia y más flexible, 
como un argumento para vincular “...la teoría económica de las expectativas y 
la teoría estadística de los errores” (1938b, p. 154)108. Consideró a los errores 
aleatorios como generados por la imposibilidad de obtener “...las 
representaciones óptimas de los factores controlables” y de predecir “...los 
factores no-controlables”, clasificándolos como errores en las variables y 
errores debidos a la influencia de fluctuaciones aleatorias en la 
descomposición de los sistemas de series cronológicas y postuló que los 
primeros debían ser tratados por el método de la diferencia variable y los 
segundos por los métodos postulados por Wold. En particular, su propuesta se 
basó en la interpretación Carnapiana, la cual admite dos conceptos posibles de 
probabilidad: ௥ܲభ , relacionado con el “grado de confirmación” y ௥ܲమ , 

relacionado con la “frecuencia empírica” y concluyó que la primera definición 
podía constituir el fundamento de una teoría de los tests de hipótesis apropiada 
para la econometría109. 

En desacuerdo con la propuesta de Wold, según la cual ሼߝ௧ሽ:ܹܰ െ ݀éܾ݈݅, 
Marschak (1953) justificó la posible presencia de autocorrelaciones entre las 
perturbaciones y postuló que “...deben ser consideraradas como parte del 
comportamiento estructural, en la medida que no hay ninguna razón 

                                                            
107 Wold (como un producto de la posición adoptada por la escuela sueca de economía) rechazó 
el paradigma Mashalliano-Walrasiano del equilibrio general como un estado persistente de la 
dinámica económica. 
108 Debe tenerse en cuenta que, dado que Wold no consideró la necesidad de testear las 
representaciones propuestas respecto de su adecuacidad a las correspondientes posiciones 
teóricas, no reparó en las condiciónes de aplicabilidad del concepto de probabilidad. Su 
propuesta postulaba que los sistemas recursivos no estaban afectados por los problemas de 
identificación. 
109 Ver Landro (2010). 
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económica para descartar la posibilidad de que formen un proceso 
estocástico en el que cada shock depende de uno o más de sus predecesores” 
(p. 21). Esta propuesta hizo que la investigación econométrica se dirigiera 
(fundamentalmente por obra de Cochran; Orcutt (1949), Durbin (1960a) 
(1960b), Sargan (1959)(1961)) al estudio de las implicaciones producidas por 
las autocorrelaciones entre la perturbaciones sobre las propiedades de los 
estimadores de los coeficientes estructurales.  

Muth, en su trabajo fundamental de 1961, propuso un retorno a la 
interpretación de Frisch (1933) de los estímulos en el comportamiento 
estructural de un sistema como una caracterización de los efectos dinámicos 
de los “shocks” aleatorios autocorrelacionados (pero económicamente no 
especificados), débilmente estacionarios de segundo orden,  asimilables a 
variables exógenas y representables como una combinación lineal de variables 

t  no-autocorrelacionadas con valor esperado nulo y varianza constante 

(ܻሺݐሻ ൌ ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ ൅ ൌ(ݐ)∗ߝ donde ,(ݐ)∗ߝ Θሺܤሻߝ௧ y ሼߝ௧ሽ:ܹܰ)110. 

En este punto la hipótesis de la ortodoxia econométrica que sostenía que 
siempre era posible especificar un modelo teórico que explicara la verdadera 
ley que rige  el comportamiento de un fenómeno111, comenzó a debilitarse y 
surgió la necesidad de modificaciones “ad hoc” en las especificaciones de los 
modelos estructurales para representar las eventuales regularidades locales, de 
interpretar a los modelos como hipótesis generales sobre las principales 
relaciones causales sugeridas por la teoría económica, testeables a partir de las 
observaciones. En este contexto de un naciente paradigma aleatorista, Theil 
(1957)(1958), a partir del supuesto que “...los modelistas en general no 
conocen la verdadera especificación de una representación” (Theil (1958, p. 
215)) (cabría agregar, suponiendo que ésta exista), propuso una definición 
alternativa de “especificación” y, por lo tanto, de capacidad de predicción, 
basada en la minimización de la varianza residual como criterio de 

                                                            
110 A diferencia de Frisch (1938) -quien utilizó una representación ܣܯ para descomponer una 
variable económica- Muth utilizó una representación ܣܯ para descomponer un “shock” 
aleatorio. 
111 Entendida la especificación como “...la selección de la forma matemática de la población” 
(Koopmans (1937, p. 3)). 
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optimización para la selección de un modelo112, pero sin asignarle ninguna 
interpretación conceptual a los residuos. 

En general en el paradigma estructuralista los principales esfuerzos estuvieron 
dirigidos a la identificación y estimación de los coeficientes estructurales a 
partir de las formas reducidas, dedicándole muy poca atención a la 
verificación del cumplimiento de las condiciones impuestas a los “shocks” 
exógenos (Granger; Newbold (1977): “Los residuos son tratados 
habitualmente por los econometristas como meras molestias de poca 
importancia. Muchos textos de econometría introducen a los modelos como 
un conjunto de relaciones determinísticas entre variables y adicionan 
descuidadamente términos representativos del ‘error’ a las ecuaciones para 
explicar cosas como errores en la especificación del modelo y en la medición 
de las variables. La utilización de denominaciones como ‘residuos’ y 
‘errores’ implica juicios de valor sobre la importancia de dichos términos. Si 
bien ‘error’ es una denominación adecuada en el contexto de la predicción, 
una denominación más apropiada podría ser ‘innovaciones’” (p. 8)). 

Un breve retorno al determinismo en este transcurso hacia el aleatorismo lo 
constituye la obra de Leamer (1978), quien reinterpretó la propuesta de Theil 
sobre el problema de la especificación desde una perspectiva Bayesiana113. 
Consideró a las leyes económicas como el fundamento teórico de las 
representaciones estructurales y propuso considerar a los errores como 
independientes de esa “verdadera” formulación teórica generados por la 
agregación de elementos “no-observables” pero “manejables”, debidos 
exclusivamente a deficiencias en la especificación de la representación114 y 
concluyó, en consecuencia, que una representación “completa” implicaría la 
eliminación de las perturbaciones115.  

Dadas las debilidades evidenciadas por el estructuralismo en la formulación 
dinámica de las representaciones y a partir de extensiones del teorema de 

                                                            
112 Es necesario tener en cuenta que “...dado que este criterio no siempre es concluyente ni 
factible, deben considerarse dos criterios adicionales de naturaleza más subjetiva: 
plausibilidad y simplicidad” (Theil (1958, p. 208)). 
113 La diferencia fundamental entre Theil y los econometristas clásicos y Leamer y los 
econometristas Bayesianos radica en que éstos estaban más interesados en el análisis de las 
propiedades de los estimadores de los coeficientes que en la minimización de la varianza 
residual de los clásicos. 
114 Ver Qin; Gilbert (2001). 
115 Una interpretación que puede considerarse resumida en la expresión atribuida a Tukey, 
según la cual “El hombre construye ݂ൣΩ∗൫ܻሺݐሻ൯൧ y Dios nos proporciona ߝ௧“. 
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Wold, Sargent (1976)(1977), Sargent; Sims (1977) y Sims (1980) impulsaron 
una aproximación a la explicación del comportamiento de los fenómenos 
económicos mediante modelos puros de series cronológicas. En particular, 
propusieron la utilización de representaciones de la forma Φሺܤሻ ௧ܻ ൌ  ௧, en lasߝ
cuales el orden ݌ del operador Φሺܤሻ fuera tal que ሼߝ௧ሽ pudiera ser considerado 
un proceso de innovaciones no-autocorrelacionadas, de modo que esta 
condición de	ܴܣሺ0ሻ del proceso ሼߝ௧ሽ se verificara por construcción y no por 
una hipótesis “a priori” y la representación Φሺܤሻ ௧ܻ ൌ  ௧ constituyera unaߝ
caracterización económicamente válida del comportamiento de ௧ܻ. 

La representación inversa, ௧ܻ ൌ ሾΦሺBሻሿିଵߝ௧ retorna, en una interpretación 
aleatorista, a la propuesta de Slutsky-Wold de representación lineal de un 
proceso “coherente” (ሼ ௧ܻሽ) en términos de un proceso “incoherente” (ሼߝ௧ሽ). En 
la que el operador ሾΦሺBሻሿିଵ, como función que describe la medida del 
impacto de los “shocks” aleatorios, constituye el argumento más importante 
para considerar a las perturbaciones como innovaciones y comprender cómo 
estas innovaciones son asimiladas por el proceso ሼ ௧ܻሽ. 

12.- La convergencia estocástica 

El concepto de convergencia fue introducido en el análisis matemático 
respecto al comportamiento de sucesiones de números y posteriormente 
generalizado a sucesiones de funciones. Como se vio en la Sec. 1.1, una 
sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ constituye una sucesión de 
funciones ሼܺ௡ሺݓሻሽሺ߳ݓΩሻ. 

Las condiciones para la convergencia de la sucesión ሼܺ௡ሺݓሻሽ constituyen el 
ámbito de la convergencia estocástica, cuya diferencia con la convergencia en 
el sentido del análisis radica en que aquélla se verifica a través del operador 
probabilidades y da origen a diferentes definiciones. Aquí se tratarán sólo 
aquellos tipos de convergencia que se presentan más frecuentemente en las 
aplicaciones a la inferencia y a la teoría de modelos. 

12.1.- La convergencia casi-con-certeza 

12.1.1.- Definición 

Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ, todas con valores 

en Թ௞ሺ݇ ൒ 1ሻ. Si se verifica que ݌ ቀ lim
௡→ஶ

ܺ௡ ൌ 0ቁ ൌ 1 se dice que ሼܺ௡ሽ 

converge casi-con-certeza a cero, ܺ௡
௖௖௖
ሱሮ0. De la misma forma, dadas una 
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sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y una variable aleatoria ܺ, 

todas con valores en Թ௞ሺ݇ ൒ 1ሻ, si se verifica que ሺܺ௡ െ ܺሻ
௖௖௖
ሱሮ0 entonces se 

dice que ሼܺ௡ሽ converge casi-con-certeza (o con probabilidad 1) a ܺ, ܺ௡
௖௖௖
ሱሮܺ. 

12.1.2.- Un teorema de existencia 

La condición necesaria y suficiente para que se verifique la convergencia casi-
con-certeza es que: 

lim
௡→ஶ

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൑ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ 1											ሺߝ ൐ 0ሻ 

o, lo que es lo mismo, que: 

lim
௡→ஶ

݌ ቎ራ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൐ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ 0 

Teniendo en cuenta que  

⋃ൣ݌ ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൐ ൯ஶߝ
௝ୀ௡ ൧ ൑ ∑ ൫ห݌ ௝ܺ െ ܺห ൐ ൯ஶߝ

௝ୀ௡   

se puede concluir en forma inmediata que una condición suficiente para la 
convergencia casi-con-certeza es que ∑ ൫ห݌ ௝ܺ െ ܺห ൐ ൯ஶߝ

௝ୀଵ ൏ ∞ (para todo 
0 ൏ ߝ ൏  .(଴ߝ

Como corolario de este resultado se demuestra que, dadas una sucesión de 
variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y una variable aleatoria ܺ, si se verifica que ܧሺ|ܺ௡ െ
ܺ|௦ሻ ൏ ∞	ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ y que ∑ ሺ|ܺ௡ െ ܺ|௦ሻ ൏ ∞ஶ

௡ୀଵ ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ, entonces 

se puede asegurar que ܺ௡
௖௖௖
ሱሮܺ. 

12.2.- La convergencia en-distribución 

12.2.1.- Definición 

Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y sea la variable 
aleatoria ܺ, todas con valores en Թ௞ሺ݇ ൒ 1ሻ y con funciones de distribución 
de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻ ൌ ሺܺ௡݌ ൑ ሺ݊	ሻݔ ൌ 1,2, … ሻ y ܨ௑ሺݔሻ (continua en 
࢞ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻ). Si se verifica que limݔ

௡→ஶ
ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ሻݔ௑ሺܨ ሺ∀߳ݔԹ௞ሻ, para 

todo ݔ para el cual ܨ௑ሺݔሻ sea continua, se dice que ሼܺ௡ሽ converge en-
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distribución a la variable ܺ (o que existe una semejanza asintótica entre ܺ௡ y 

ܺ), ܺ௡
ௗ
→ܺ 116. 

De acuerdo con la definición anterior, para que exista convergencia en-
distribución ܨ௑೙ሺݔሻ debe converger a ܨ௑ሺݔሻ en todo punto ݔ de continuidad 
de ܨ௑ሺݔሻ. Asimismo, si se verifica que ܨ௑೙ሺݔሻ →  ሻ es unaݔ௑ሺܨ ሻ  yݔ௑ሺܨ
función de distribución de probabilidades continua para todo ݔ, se demuestra 
que la convergencia es uniforme (teorema de Pólya). 

Aplicando el concepto de límite (en el sentido del análisis matemático), la 
definición de convergencia en-distribución para sucesiones de variables 
aleatorias es generalizable a cualquier conjunto de variables aleatorias con 
funciones de distribución dependientes de un parámetro real: Sea 
ሼ ௧ܻ,  ሺܶ߳Թ௞ሻ un conjunto de variables aleatorias con funciones de	ሽܶ߳ݐ
distribución de probabilidades ܨ௒೟ሺݕሻ ൌ ሺ݌ ௧ܻ ൑  ሻ y sea una variable aleatoriaݕ
ܻ con función de distribución de probabilidades ܨ௒ሺݕሻ. Si se verifica la 
convergencia lim

௧→௧బ
ሻݕ௒೟ሺܨ ൌ  ௒ሺ∙ሻ, seܨ ሻ para todo punto de continuidad deݕ௒ሺܨ

dice que ௧ܻ converge en-distribución a la variable ܻ, ௧ܻ
ௗ
→ܻ ሺݐ →  .଴ሻݐ

Sea, ahora, una variable aleatoria discreta unidimensional ܺ con distribución 
de probabilidades de la forma ݌ሺܺ ൌ ௜ሻݔ ൌ ௜ሺ݅݌ ൌ 1,2, … , ݇ሻ y sea una 
sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ cada una de las cuales puede asumir el 
mismo número de valores que ܺ, con distribución de probabilidades de la 
forma ݌൫ܺ௡ ൌ ௡,௜൯ݔ ൌ ௡,௜ሺ݅݌ ൌ 1,2, … , ݇ሻ y tales que ݔ௡,௜ → ௡,௜݌ ௜ yݔ →  ௜݌
cuando ݊ → ∞. Sea ݔ un punto de continuidad de la función de distribución 
de probabilidades ܨ௑ሺݔሻ (distinto de todos los valores ݔ௜) y sea ߜ la distancia 
mínima entre ݔ y los ݔ௜. En virtud de la convergencia expresada más arriba, es 
posible hallar un valor ܰ tal que, para todo ݊ ൒ ܰ, se verifique que หݔ௡,௜ െ
௜หݔ ൏ ௡,௜ݔ y, por lo tanto, que ߜ ൑  ݅ para todos (y solamente) los valores de ݔ
tales que ݔ௜ ൑  :Se puede escribir, entonces .ݔ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൌ ෍ ௡,௜݌ ൌ ෍ ௡,௜݌
௫೔ஸ௫௫೙,೔ஸ௫೔

 

                                                            
116 La convergencia en-distribución ha sido definida aquí como una convergencia de variables 
aleatorias pero, en realidad, se refiere a las funciones de distribución de probabilidades, no a las 
variables aleatorias. Obsérvese que se puede hablar de convergencia en-distribución o, más 
simplemente, de convergencia de funciones de distribución sin necesidad de individualizar los 
posibles conjuntos de variables aleatorias a los que corresponden dichas funciones. La 
introducción de la variable aleatoria sólo logra que algunas propiedades se vuelvan 
intuitivamente más comprensibles. 
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Teniendo en cuenta, además, que ݌௡,௜ →  :௜, se tiene que݌

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ෍ ௡,௜݌ → ෍ ௜݌ ൌ ሻݔ௑ሺܨ
௫೔ஸ௫௫೔ஸ௫

 

Con lo que se demuestra que ܺ௡
ௗ
→ܺ. 

Supóngase ahora que el dominio de la variable ܺ sea infinito. Dado un ߝ ൐ 0, 
es posible hallar un valor ܭ tal que ∑ ௜݌ ൐ 1 െ ௄ߝ

௜ୀଵ . Es decir, tal que 
∑ ௜݌ ൏ ஶߝ
௜ୀ௄ାଵ . Luego, para todo ݊ ൒ ܰ, se tiene que ∑ ௡,௜݌ ൐ 1 െ ௄ߝ2

௜ୀଵ . Es 
decir, ∑ ௜݌ ൏ ஶߝ2

௜ୀ௄ାଵ . Ahora bien, se verifica que: 

หܨ௑೙ሺݔሻ െ ሻหݔ௑ሺܨ ൌ ቮ ෍ ௡,௜݌ െ ෍ ௜݌
௫೔ஸ௫௫೙,೔ஸ௫

ቮ ൌ 

ൌ ተተ ෍ ௡,௜݌
௫೙,೔ஸ௫
௜ஸ௄

൅ ෍ ௡,௜݌ െ ෍ ௜݌ െ ෍ ௜݌
௫೔ஸ௫
௜வ௄

௫೔ஸ௫
௜ஸ௄

௫೙,೔ஸ௫
௜வ௄

ተተ ൑ 

൑ ተተ ෍ ௡,௜݌
௫೙,೔ஸ௫
௜ஸ௄

െ ෍ ௜݌
௫೔ஸ௫
௜ஸ௄

ተተ ൅ อ ෍ ௡,௜݌

ஶ

௜ୀ௄ାଵ

െ ෍ ௜݌

ஶ

௜ୀ௄ାଵ

อ 

 

Por lo tanto, de acuerdo con lo demostrado más arriba, seleccionando 
adecuadamente el valor de ܭ, para todo ݊ suficientemente grande, se verifica 
que ห∑ ௡,௜݌

ஶ
௜ୀ௄ାଵ െ ∑ ௜݌

ஶ
௜ୀ௄ାଵ ห ൏  Asimismo, con respecto al primer término .ߝ

del segundo miembro de la ecuación que figura más arriba, según lo 
expresado en la primera parte de esta demostración, se tiene que 

lim
௡→ஶ

ቤ∑ ௡,௜௫೙,೔ஸ௫݌
௜ஸ௄

െ ∑ ௜௫೔ஸ௫݌
௜ஸ௄

ቤ ൌ 0. Con lo que queda demostrado que 

ሻݔ௑೙ሺܨ → ሻ. Es decir, que ܺ௡ݔ௑ሺܨ
ௗ
→ܺ. 

Ejemplo n° 33: 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias con función de 
distribución de probabilidades de la forma: 
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ሻݔ௡ሺܨ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔ																	ܽݎܽ݌																0ۓ ൑

1
݊

݊
2
൬ݔ ൅

1
݊
൰													െ

1
݊
൏ ݔ ൑

1
݊

ݔ																																											1 ൐
1
݊

 

(es decir que la función ܨ௡ሺݔሻ varía linealmente de 0 a 1 en el intervalo 

ቀെ
ଵ

௡
,
ଵ

௡
ቁ) y sea ܨ௑ሺݔሻ la función de distribución de probabilidades 

correspondiente a una variable constantemente nula: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ቄ0											ܽݎܽ݌										ݔ ൑ 0
ݔ																															1 ൐ 0

 

Se obtiene en forma inmediata que lim
௡→ஶ

ሻݔ௡ሺܨ ൌܨ௑ሺݔሻ. Obsérvese, por otra 

parte, que lim
௡→ஶ

௡ሺ0ሻܨ ൌ
ଵ

ଶ
് 0 ൌ  ሻ. De lo que se concluye que, en esteݔ௑ሺܨ

caso, la convergencia puntual de ܨ௡ሺݔሻ a ܨ௑ሺݔሻ se verifica sólo en los puntos 
de continuidad de la función ܨ௑ሺݔሻ117. 

Ejemplo n° 34: 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias cada una de las cuales 
puede asumir con la misma probabilidad cualquiera de los valores del dominio 

Ω ൌ ቄଵ
୬
,
ଶ

୬
, … ,

୬ିଵ

୬
, 1ቅ. La función de distribución de probabilidades de la 

variable ௜ܺሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ será, entonces, de la forma: 

ሻݔ௑೔ሺܨ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ݔ																		ܽݎܽ݌																			0ۓ ൑

1
݊

1
݊
																																					

1
݊
൏ ݔ ൑

2
݊……………… .

݇
݊
																													

݇
݊
൏ ݔ ൑

݇ ൅ 1
݊…………………

݊ െ 1
݊

																						
݊ െ 1
݊

൏ ݔ ൑ 1

ݔ																																																1 ൐ 1

 

                                                            
117 Un resultado al cual se hubiera podido arribar en forma totalmente intuitiva, teniendo en 
cuenta que la distribución de probabilidades de la variable ܺ௡ está concentrada en el intervalo 

ቀെ
ଵ

௡
,
ଵ

௡
ቁ el cual, al aumentar ݊ indefinidamente, se reduce al origen. 
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Luego, para ݔ ൌ
௞ାଵ

௡
, หܨ௑೔ሺݔሻ െ หݔ ൌ ݔ െ ሻݔ௑೔ሺܨ ൌ

௞ାଵ

௡
െ

௞

௡
ൌ

ଵ

௡
. Es decir, 

para todo ݔ en el intervalo ሾ0,1ሿ, se verifica que lim
௡→ஶ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ  y, por lo ݔ

tanto, que la función de distribución de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻ tiende a una 
distribución uniforme en el intervalo ሾ0,1ሿ (la convergencia es puntual para 
todo punto ݔ). 

Obsérvese que las variables ܺ௡ son discretas y todas con distribución de 
probabilidades uniforme sobre ݊ puntos equiespaciados del intervalo ሾ0,1ሿ. 
Luego, al tender ݊ a infinito, la distribución de los valores de ܺ௡ tiende 
necesariamente a la distribución uniforme. 

Ejemplo n° 35:  

Sea una variable aleatoria ܺ௡ con distribución de probabilidades de la forma 

ሻݔ௑೙ሺ݌ ൌ ݔ௡௫ିଵሺݍ௡݌ ൌ 1,2, … ሻ y sea la variable ܼ௡ ൌ
௑೙
௡

, cuya función de 

distribución será, en consecuencia, de la forma: 

௓೙ሺ௭ሻܨ ൌ෍݌௡ݍ௡
௝ିଵ ൌ ௡݌ ෍ ௡ݍ

௝ ൌ ௡݌
1 െ ௡௡௭ݍ

1 െ ௡ݍ
ൌ 1 െ ௡௭ݍ ൌ 1 െ ሺݍ௡௡ሻ௭

௡௭ିଵ

௝ୀ଴

௡௭

௝ୀଵ

 

(si bien, en general, el valor ݊ݖ no es entero, aquí por razones de simplicidad 
se ha considerado solamente su parte entera)118. De esta expresión se puede 
concluir que el comportamiento en el límite cuando ݊ → ∞ de esta función de 
distribución depende del comportamiento de la sucesión ሼݍ௡௡ሽ: si ésta no tiene 
límite, entonces ܨ௑೙ሺݔሻ tampoco lo tiene. Si se verifica que lim

௡→ஶ
ሼݍ௡௡ሽ ൌ  ݍ

(donde, dado que 0 ൑ ௡ݍ ൑ 1, será 0 ൑ ݍ ൑ 1), entonces: i) si ݍ ൌ 1, será 
lim
௡→ஶ

ሻݖ௓೙ሺܨ ൌ 0, es decir no existe límite en-distribución (ܼ௡ tiende a ser 

infinitamente grande); ii) si ݍ ൌ 0 entonces, será lim
௡→ஶ

ሻݖ௓೙ሺܨ ൌ 1, es decir ܼ௡ 

tiende en-distribución a la variable aleatoria constantemente nula; iii) si 0 ൏
ݍ ൏ 1, entonces será lim

௡→ஶ
ሻݖ௓೙ሺܨ ൌ 1 െ ߣ ௭ y, haciendo en esta expresiónݍ ൌ

െ݈݊ሺݍሻ,  se obtiene la distribución exponencial 1 െ ݁ఒ௭. 

                                                            
118 Sea ݆௡௭ el máximo entero inferior a ݊ݖ݊ ,ݖ െ 1 ൑ ݆௡௭ ൏ ሻݖ௓೙ሺܨ Será, entonces .ݖ݊ ൌ

∑ ௡ݍ௡݌
௝ିଵ ൌ ௡݌ ∑ ௡ݍ

௝ିଵ ൌ ௡݌
ଵି௤ೕ೙೥

ଵି௤೙
ൌ 1 െ ௡ݍ

௝೙೥௝೙೥
௝ୀଵ௝ஸ௡௭ . La condición para que ܨ௓೙ሺݖሻ tienda a 

una función no-degenerada es que ݍ௡ → 1. Si esta condición se cumple, se verificará que 
௤೙೙೥

௤೙
൑

௡ݍ
௝೙೥ ൑ ௡௡௭, de modo que limݍ

௡→ஶ
௡ݍ
௝೙೥ ൌ lim

௡→ஶ
௡௡௭. De lo que se concluye que limݍ

௡→ஶ
ሻݖ௓೙ሺܨ ൌ

lim
௡→ஶ

ቀ1 െ ௡ݍ
௝೙೥ቁ ൌ lim

௡→ஶ
ሺ1 െ  .௡௡௭ሻݍ
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Por otra parte, considerando el valor esperado de la variable ܼ௡, se obtiene 
que: 

ሺܼ௡ሻܧ ൌ
1
݊
ሺܺ௡ሻܧ ൌ

1
݊
෍݆݌௡ݍ௡

௝ିଵ ൌ
1
݊
෍෍݌௡ݍ௡

௝ିଵ

௝

௜ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

ൌ
1
݊
෍෍݌௡ݍ௡

௝ିଵ
ஶ

௝ୀ௜

ஶ

௜ୀଵ

ൌ 

ൌ
1
݊
෍݌௡ݍ௡

௝ିଵ
ஶ

௝ୀଵ

෍ݍ௡
௝ି௜

ஶ

௜ୀ௝

ൌ
1
݊

1
1 െ ௡ݍ

෍݌௡ݍ௡
௝ିଵ

ஶ

௝ୀଵ

ൌ
1
݊
෍ݍ௡

௝ିଵ
ஶ

௝ୀଵ

ൌ 

ൌ
1
݊

1
1 െ ௡ݍ

ൌ
1
௡݌݊

 

Con lo que queda demostrado que la condición necesaria y suficiente para que 
este valor esperado tenga un límite finito es que lim

௡→ஶ
௡݌݊ ൌ ߣ ൐ 0 y esta es 

condición necesaria y suficiente para que ሼݍ௡௡ሽ tienda a un límite ݍ ൌ ݁ିఒ ൏
1. De todo esto se puede concluir que, dada una variable aleatoria ܺ௡ con 
distribución de probabilidades de la forma: 

ሻݔ௑೙ሺ݌ ൌ
ߣ
݊
൬1 െ

ߣ
݊
൰
௫ିଵ

						ሺݔ ൌ 1,2, … ሻ 

la variable ܼ௡ ൌ
௑೙
௡

 tiende en-distribución a una variable exponencial con 

parámetro ߣ. 

La sucesión de distribuciones consideradas en este ejemplo y en el anterior 
pueden ser interpretadas, mediante una división en intervalos, como 
originadas por la distribución límite: Dada la variable ܺ con distribución de 

probabilidades uniforme en el intervaloሾ0,1ሿ, la variable ܺ௡ ൌ
௝

௡
ቀ௝ିଵ

௡
൑ ܺ ൑

௝

௡
, ݆ ൌ 1,2, … , ݊ቁ está uniformemente distribuida sobre los ݊ puntos 

equiespaciados del intervalo ሾ0,1ሿ. De la misma forma, dada una variable 
aleatoria ܼ con distribución de probabilidades exponencial, la variable ܼ௡ ൌ
௝

௡
ቀ௝ିଵ

௡
൑ ܺ ൑

௝

௡
, ݆ ൌ 1,2, … ቁ es tal que: 

݌ ൬ܼ௡ ൌ
݆
݊
൰ ൌ ௓ܨ ൬

݆
݊
൰ െ ௓ܨ ൬

݆ െ 1
݊

൰ ൌ 1 െ ݁ିఒ
ೕ
೙ െ 1 ൅ ݁ିఒ

ೕషభ
೙ ൌ 

ൌ ݁ିఒ
ೕషభ
೙ ൬1 െ ݁ି

ഊ
೙൰ ൌ ௡ݍ௡݌

௝ିଵ 
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donde  ݌௡ ൌ 1 െ ݁ି
ഊ
೙. Retornando así a la distribución de probabilidades de la 

variable ܼ௡. En ambos casos la distribución de probabilidades dividida en 
intervalos tiende, cuando la longitud de los mismos tiende a cero, a la 
distribución de origen (no dividida en intervalos). 

______________________________ 

Para distribuciones de probabilidades infinitas, como alternativa al método 
analizado en los ejemplos anteriores, se puede subdividir la recta en un 
número finito de intervalos (el primero y el último, obviamente, ilimitados) y 
concentrar la probabilidad de cada intervalo en un solo punto, de modo de 
obtener una distribución discreta. 

Sea una variable aleatoria ܺ con función de distribución de probabilidades 
 ሻ. Dado un cierto valor ݊, se determinan los valoresݔ௑ሺܨ
,௡,ଵܥ ,௡,ଶܥ	 … , ௡,௝ܥ൫	௡,௡ܥ	 ൏ ,௡,௝ିଵܥ ௡,௝ିଵܥ െ ௡,௝ܥ ൌ ,௡ߝ ݆ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1൯ que 
dividen a la recta en ݊ ൅ 1 intervalos y se selecciona, para cada intervalo, un 
punto ݔ௡,௝ de la siguiente forma: ݔ௡,଴ ൑ ௡,௝ܥ ,௡,ଵܥ ൑ ௡,௝ݔ ൑ ௡,௝ାଵሺ݆ܥ ൌ
1,2, … , ݊ െ 1ሻ, ݔ௡,௡ ൒  ௡,௡. La variable ܺ௡, dividida en intervalos, quedaܥ
expresada de la siguiente forma: 

ܺ௡ ൌ ቐ
ܺ															݅ݏ															௡,଴ݔ ൏ ௡,ଵܥ
௡,௝ܥ																									௡,௝ݔ ൑ ܺ ൏ ௡,௝ିଵܥ
ܺ																																		௡,௡ݔ ൐ ௡,௡ܥ

ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1ሻ 

y su función de distribución puede ser definida como: 

൫ܺ௡݌ ൌ ௡,௝൯ݔ ൌ ௡,௝ାଵ൯ܥ൫ܨ െ ሺ݆						௡,௝൯ܥ൫ܨ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ 

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൌ ෍ ௡,௝ାଵ൯ܥ൫ܨൣ െ ௡,௝൯൧ܥ൫ܨ
௫೙,ೕஸ௫

 

con ܨ൫ܥ௡,଴൯ ൌ ௡,௡ାଵ൯ܥ൫ܨ ,0 ൌ 1 y la suma que se extiende hasta el máximo 
valor de ݆ tal que ݔ௡,௝ ൑ ௡,௝ᇱݔ es decir hasta el entero ݆′ tal que ,ݔ ൑ ݔ ൏
 :௡,௝ᇲାଵ. Luego, se puede escribirݔ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ௡,ଵ൯ܥ൫ܨൣ െ 0൧ ൅ ௡,ଶ൯ܥ൫ܨൣ െ ௡,ଵ൯൧ܥ൫ܨ ൅ ⋯൅ 

൅ൣܨ൫ܥ௡,௝ᇲାଵ൯ െ ௡,௝ᇱ൯൧ܥ൫ܨ ൌ  ௡,௝ᇲାଵ൯ܥ൫ܨ
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De las definiciones de ݆′ y ݔ௡,௝ y tomando la máxima longitud del intervalo 
 :௡, se obtiene queߝ

௡,௝ᇲାଵܥ െ ௡ߝ ൑ ௡,௝ᇲܥ ൑ ௡,௝ᇱݔ ൑ ݔ ൏ ௡,௝ᇲାଵݔ ൑ ௡,௝ᇲାଶܥ ൑ ௡,௝ᇲାଵܥ ൅  ௡ߝ

De lo que se puede concluir que ݔ െ ௡ߝ ൏ ௡,௝ᇲାଵܥ ൑ ݔ ൅  ,௡ y, por lo tantoߝ
que ܨሺݔ െ ௡ሻߝ ൑ ሻݔ௑೙ሺܨ ൑ ݔሺܨ ൅  ௡ሻ. Esta desigualdad demuestra que, paraߝ
todo punto de continuidad de ܨ௑ሺ∙ሻ, se verifica que ܨ௑೙ሺݔሻ →  .ሻݔሺܨ

12.2.2.- Algunos teoremas fundamentales 

1.- Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡, … ሽ	una sucesión de variables aleatorias con función de 
distribución de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻ	ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ, sea una variable aleatoria 
ܺ con función de distribución ܨ௑ሺݔሻ tal que lim

௡→ஶ
ሻݔ௑೙ሺܨ ൌܨ௑ሺݔሻ y sea ݃ሺݔሻ 

una función continua y acotada (|݃ሺݔሻ| ൑ ߝ Fijado un .(ܪ ൐ 0, es posible 
hallar un valor ߙ tal que ߙ y –  ሻ y que seݔ௑ሺܨ sean puntos de continuidad de ߙ
verifique la relación: 

ሺܺ݌ ൑ െߙሻ ൅ ሺܺ݌ ൐ ሻߙ ൌ ሻߙ௑ሺെܨ ൅ ሾ1 െ ሻሿߙ௑ሺܨ ൏  ߝ

Se puede escribir, entonces: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ
ஐሺଡ଼ሻ

න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ
ஐሺଡ଼ሻ

ቮ ൌ 

ൌ อන ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ ൅ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ ൅ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ

ஶ

஑

ఈ

ି஑

ିఈ

ஶ

 

െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ

ିఈ

ିஶ

න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

஑

ఈ

ି஑

อ ൑ 

൑ อ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

ఈ

ିఈ

ఈ

ିఈ

อ ൅ 

൅ܪ൛ܨ௑೙ሺെߙሻ ൅ ൣ1 െ ሻ൧ߙ௑೙ሺܨ ൅ ሻߙ௑ሺെܨ ൅ ሾ1 െ  ሻሿൟߙ௑ሺܨ
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Como ߙ y – son puntos de continuidad, se verificará que lim ߙ
௡→ஶ

ሻߙ௑೙ሺെܨ ൌ

ሻ y que limߙ௑ሺെܨ
௡→ஶ

ሻߙ௑೙ሺܨ ൌ  ሻ. De modo que cuando ݊ aumentaߙ௑ሺܨ

indefinidamente en la expresión anterior, se obtiene que: 

lim
௡→ஶ

อ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

อ ൑ 

൑ ሻߙ௑ሺെܨሾܪ2 ൅ 1 െ ሻሿߙ௑ሺܨ ൏  ߝܪ2

Con lo que se demuestra que la convergencia de la integral 

׬ ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ →ஐሺଡ଼ሻ ׬ ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻஐሺଡ଼ሻ , es decir, la convergencia del valor 

esperado, ܧሾ݃ሺܺ௡ሻሿ →  ൫݃ሺܺሻ൯ (donde, como se mencionó más arriba, ݃ሺܺሻܧ
es una función continua y acotada) es condición necesaria y suficiente para 

poder asegurar que ܺ௡
ௗ
→ܺ. 

2.- Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡, … ሽ una sucesión de variables aleatorias que convergen 
en-distribución a la variable ܺ y sean ݄ሺܺሻ una función continua y ݃ሺܻሻ una 
función continua y acotada. Entonces la función ܼሺܺሻ ൌ ݃ሾ݄ሺܺሻሿ también 
será continua y acotada. Por lo tanto, de acuerdo a lo demostrado en el 
teorema anterior: 

ሾܼሺܺ௡ሻሿܧ ൌ ሼ݃ሾ݄ሺܺ௡ሻሿሽܧ → ሾܼሺܺሻሿܧ ൌ  ሼ݃ሾ݄ሺܺሻሿሽܧ

Luego, se puede asegurar que, si ܺ௡
ௗ
→ܺ, entonces la variable ௡ܻ ൌ ݄ሺܺ௡ሻ

ௗ
→ܻ ൌ ݄ሺܺሻ. 

3.- Sea ሼܼ௡ሽ ൌ ሼܺ௡, ௡ܻሽ una sucesión de variables aleatorias bidimensionales 
que converge en-distribución a la variable ሺܺ, ܻሻ, es decir, tal que 
lim
௡→ஶ

,ݔ௑೙,௒೙ሺܨ ሻݕ ൌ ,ݔ௑,௒ሺܨ  ሻ. A partir de la definición de la función deݕ

distribución de probabilidades, resulta que: 

ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൌ 1 െ ሺܺ௡݌ ൐ ሻݔ ൑ ሾሺܺ௡݌ ൐ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑ ሻሿݕ ൌ 

ൌ 1 െ ሺ݌ ௡ܻ ൑ ௠ሻݕ ൅ ሾሺܺ௡݌	 ൐ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑  ௠ሻሿݕ

(donde ሺݔ,  ௠ሻ es un punto de continuidad para la función de probabilidadesݕ
de la variable ሺܺ, ܻሻ. Ahora bien, teniendo en cuenta que: 

݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݂݁݊݅ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൒ ሺܺ݌ ൑  ሻݔ



 
 

159 

 

݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݁݌ݑݏ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൌ െ ݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݂݁݊݅ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൑ ሺܺ݌ ൑  ሻݔ

Se puede escribir: 

݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݁݌ݑݏ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൑ 

൑ 1 െ ݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݂݁݊݅ ሺ݌ ௡ܻ ൑ ௠ሻݕ ൅ ݈݅݉
௡→ஶ

ሾሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑ ௠ሻሿݕ ൑ 

൑ 1 െ ሺܻ݌ ൑ ௠ሻݕ ൅ ሾሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑  ௠ሻሿݕ

ൌ 1 െ ሾሺܺ௡݌ ൐ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑  ሻሿݕ

Cuando en esta expresión ݉ aumenta indefinidamente, se obtiene que: 

݈݅݉
௡→ஶ

ݎ݁݌ݑݏ ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൑ 1 െ ሺܺ݌ ൐ ሻݔ ൌ ሺܺ݌ ൑  ሻݔ

De modo que: 

lim
௡→ஶ

ሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ൌ lim
௡→ஶ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ሺܺ݌ ൑ ሻݔ ൌ  ሻݔ௑ሺܨ

De la misma forma, se demuestra que: 

lim
௡→ஶ

ሺ݌ ௡ܻ ൑ ሻݕ ൌ lim
௡→ஶ

ሻݕ௒೙ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ  ሻݕ௒ሺܨ

Luego, se puede concluir que, si ሺܺ௡, ௡ܻሻ
ௗ
→ ሺܺ, ܻሻ, entonces las variables 

marginales convergen respectivamente a ܺ e ܻ, ܺ௡
ௗ
→ܺ e ௡ܻ

ௗ
→ܻ. Debe 

tenerse en cuenta que la implicación inversa no siempre se verifica119. La 
convergencia en-distribución de las variables marginales determinará la 
convergencia de la variable conjunta sólo si aquellas son independientes: Sean 
 puntos de continuidad de las variables ܺ e ܻ, respectivamente. Se ݕ e ݔ
verificará, entonces, que: 

lim
௡→ஶ

ሾሺܺ௡݌ ൑ ሻݔ ∩ ሺ ௡ܻ ൑ ሻሿݕ ൌ lim
௡→ஶ

,ݔ௑೙,௒೙ሺܨ ሻݕ ൌ 

lim
௡→ஶ

ሺܺ௡݌ ൑ ሺ݌ሻݔ ௡ܻ ൑ ሻݕ ൌ ሺܺ݌ ൑ ሺܻ݌ሻݔ ൑ ሻݕ ൌ  ሻݕ௒ሺܨሻݔ௑ሺܨ

                                                            
119 Para cada par de funciones ܨ௑ሺݔሻ y ܨ௒ሺݕሻ existe más de una función de distribución 
conjunta que las admite como funciones marginales (ver Sec. 2.1). Como se ve, la convergencia 
en-distribución no conserva las propiedades de la convergencia en el sentido del análisis según 
la cual la convergencia de las componentes de un vector implica la convergencia del vector.  
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Como corolario de este resultado se puede afirmar que, dada la sucesión de 
variables aleatorias ሼܺ௡, ௡ܻሽ en la cual las variables marginales son 

independientes y tales que ܺ௡
ௗ
→ܺ ቀ lim

௡→ஶ
ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ሻቁ y ௡ܻݔ௑ሺܨ

ௗ
→ܻ ቀ lim

௡→ஶ
ሻݕ௒೙ሺܨ ൌ ሻቁ, entonces ሼܺ௡ݕ௒ሺܨ ൅ ௡ܻሽ

ௗ
→ ሺܺ ൅ ܻሻ. Es decir, la 

convolución de las funciones de distribución de las variables marginales 
converge a la convolución ܨ௑ሺݔሻ ∗  ሻ, cuando dichas variables marginalesݕ௒ሺܨ
son independientes, lim

௡→ஶ
ሻݔ௑೙ሺܨ ∗ ሻݕ௒೙ሺܨ ൌܨ௑ሺݔሻ ∗  .ሻݕ௒ሺܨ

También como corolario de las demostraciones anteriores se puede demostrar 
que, dadas una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y una variable aleatoria ܺ 
tales que las variables ܺ௡ sean independientes de ܺ y, además se cumpla la 

condición ܺ௡
ௗ
→ ܺ, si ܺ′ es una variable aleatoria semejante a ܺ e 

independiente de ܺ, entonces –dado que ሼܺ௡ሽ, al converger en-distribución a 
ܺ, converge también a ܺ′ (que tiene la misma distribución de probabilidades) 
y que, trivialmente, converge en-distribución a ܺᇱ- se verifica que ሺܺ௡, ܺሻ
ௗ
→ ሺܺᇱ, ܺሻ. 

Ejemplo n° 36: 

Sea ܺ௡ሺ݊ ൐ 0ሻ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la 
forma: 

௑݂೙ሺݔሻ ൌ
௡ିଵݔ௡ߣ

ሺ݊ െ 1ሻ!
݁ିఒ௫						ሺݔ ൐ 0ሻ 

cuyos momentos de primero y segundo orden son ܧሺܺ௡ሻ ൌ
௡

ఒ
 y ߪଶሺܺ௡ሻ ൌ

௡

ఒమ
. 

La correspondiente variable estandarizada será, por lo tanto, de la forma: 

ܷ௡ ൌ
ܺ௡ െ ሺܺ௡ሻܧ

ሺܺ௡ሻߪ
ൌ
௡ܺߣ െ ݊

ߣ√
 

Entonces se verificará que: 

௎݂೙ሺݑሻ ൌ ௑݂೙ሺݔሻ
√݊
ߣ
ൌ ௑݂೙ ቆ

݊√ݑ ൅ ݊
ߣ

ቇ ൌ 

ൌ
√݊
ߣ
൞
௡ߣ ቀ

௨√௡ା௡

ఒ
ቁ
௡ିଵ

ሺ݊ െ 1ሻ!
݌ݔ݁ ቈെߣ ቆ

݊√ݑ ൅ ݊
ߣ

ቇ቉ൢ ൌ 
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ൌ
௡ߣ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ቆ
݊√ݑ ൅ ݊

ߣ
ቇ
௡ିଵ

݁ି൫௨√௡ା௡൯
√݊
ߣ
ൌ
݊௡√݊
݊!

݁ି൫√௡ା௡൯ ൬1 ൅
ݑ

√݊
൰
௡ିଵ

 

De modo que, de acuerdo con la fórmula de de Moivre-Stirling, según la cual 
lim
௡→ஶ

ሺ݊!ሻ ൌ ݁ି௡݊௡√2݊ߨ, será: 

lim
௡→ஶ ௎݂೙ሺݑሻ ൌ lim

௡→ஶ

݁ି௡݊௡√݊
݊!

݁ି௨√௡ ൬1 ൅
ݑ

√݊
൰
௡ିଵ

ൌ lim
௡→ஶ

݁ି௨√௡

ߨ2√
൬1 ൅

ݑ

√݊
൰
௡

 

Ahora bien, teniendo en cuenta que: 

lim
௡→ஶ

݈݊ ൤݁ି௨√௡ ൬1 ൅
ݑ

√݊
൰
௡
൨ ൌ

ൌ lim
௡→ஶ

൤െݑ√݊ ൅ ݊	݈݊ ൬1 ൅
ݑ

√݊
൰൨ ൌ lim

௡→ஶ

݈݊ ቀ1 ൅
௨

√௡
ቁ െ

௨

√௡

݊ିଵ
ൌ

 

ൌ lim
௡→ஶ

√௡

√௡ା௨
ቀെ

௨

ଶ௡√௡
ቁ ൅

௨

ଶ௡√௡

݊ିଵ
ൌ lim

௡→ஶ
ቆ
݊√ଶݑ

ݑ ൅ √݊
ቇ ൌ െ

ଶݑ

2
 

queda demostrado que la variable ܷ௡ converge en-distribución a una variable 
con función de densidad de la forma: 

lim
௡→ஶ ௎݂೙ሺݑሻ ൌ

1

ߨ2√
݁ି

ೠమ

మ  

12.3.- La convergencia en-probabilidad 

12.3.1.- Definición 

Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y sea una variable 
aleatoria ܺ, todas con valores en Թ௞ሺ݇ ൒ 1ሻ. Se dice que ሼܺ௡ሽ converge en-
probabilidad a la variable ܺ (o que existe una igualdad asintótica entre ܺ௡ y 

ܺ), ܺ௡
௣
→ܺ, si se verifica que lim

௡→ஶ
ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൑ ሻߝ ൌ 1 ሺߝ ൐ 0ሻ. Esta 

convergencia también suele ser expresada de la siguiente forma: plim
௡→ஶ

ሺܺ௡ሻ ൌ

ܺ 120. 

                                                            
120 Teniendo en cuenta que ܺ puede ser una variable degenerada, resulta admisible que la 
sucesión ሼܺ௡ሽ converja en-probabilidad a un número (no-aleatorio). 
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12.3.2.- Algunos teoremas fundamentales  

1) A partir de esta definición se puede concluir en forma inmediata que, si la 
sucesión ሼܺ௡ሽ converge en-probabilidad a ܺ, entonces, para valores de ݊ 
suficientemente grandes, se verificará que ݌ሺ|ܺ௡ െ ܺ| ൑ ሻߝ ൒ 1 െ
,ߝሺ	ߟ ߟ ൐ 0ሻ. Luego, de acuerdo con lo demostrado en la Sec. 1.2, será: 

หܨ௑ሺݔሻ െ ሻหݔ௑೙ሺܨ ൑ ݔ௑ሺܨ ൅ ሻߝ െ ݔ௑ሺܨ െ ሻߝ ൅  ߟ

de modo que si ݔ es un punto de continuidad de ܨ௑ሺ∙ሻ, seleccionando un ߝ 
arbitrariamente pequeño, el segundo miembro de esta inecuación se puede 
hacer tan pequeño como se desee. Es decir, se puede asegurar que 
lim
௡→ஶ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ  ሻ. De este resultado se puede concluir, entonces, que laݔ௑ሺܨ

convergencia en-probabilidad implica la convergencia en-distribución, pero 
que la implicación inversa no se verifica: la convergencia en-distribución es 
más débil que la convergencia en-probabilidad. Es decir, que se verifique que 

ܺ௡
ௗ
→ܺ no implica que ܺ௡

௣
→ܺ. 

Ejemplo n° 37: 

Sea una variable aleatoria ܺ con distribución de probabilidades de la forma: 

ሺܺ݌ ൌ ሻݔ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
1
2
ݔ																								ܽݎܽ݌																									 ൌ 0

1
2
ݔ																																																												 ൌ 1

ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌										0

 

y sea una variable aleatoria ܻ ൌ 1 െ ܺ (obviamente las variables ܺ e ܻ tienen 
la misma distribución de probabilidades). 

Sea, ahora, una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ ൌ ܻ, ݊ ൌ 1,2, … ሽ. Dado 
que a todas las ܺ௡ y a ܺ les corresponde la misma función de distribución de 

probabilidades, ܨ௑ሺ∙ሻ, se concluye en forma inmediata que ܺ௡
ௗ
→ܺ. Sin 

embargo, como |ܺ௡ െ ܺ| ൌ |ܻ െ ܺ| ൌ 1, se puede asegurar que ሼܺ௡ሽ no 
converge en-probabilidad a ܺ. Lo que demuestra que la convergencia en-
distribución no implica necesariamente la convergencia en-probabilidad. 

_________________________ 
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2) Supóngase que la sucesión ሼܺ௡ሽ y la variable aleatoria ܺ sean tales que ܺ௡
௖௖௖
ሱሮܺ. Entonces, de acuerdo con lo expresado en la Sec. 12.1.2, se verificará 
que: 

lim
௡→ஶ

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൑ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ 1 

Luego, teniendo en cuenta que ൣ⋂ ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൑ ൯ஶߝ
௝ୀ௡ ൧ ⊆ |ܺ௡ െ ܺ| ൑  :será ,ߝ

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺ െ ܺห ൑ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൑ ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൑ ሻߝ ൑ 1 

Con lo que queda demostrado que lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൑ ሻߝ ൌ 1. Es decir, que 

ܺ௡
௣
→ܺ. Luego, se puede concluir que la convergencia casi-con-certeza 

implica la convergencia en-probabilidad, pero que la implicación inversa no 
se verifica siempre. La implicación en ambos sentidos se verifica sólo en el 
caso particular en que ሼܺ௡ሽ sea una sucesión decreciente de variables 
aleatorias positivas. 

3) Sea ሼܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias con funciones de distribución 
tales que lim

௡→ஶ
ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ݔሺߝ െ ܿሻ. Es decir, tales que, para valores de ݊ 

suficientemente grandes, se verifica que ܨ௑೙ሺܿ െ ሻߝ ൑
ఎ

ଶ
 y ܨ௑೙ሺܿ ൅ ሻߝ ൒ 1 െ

ఎ

ଶ
ሺߝ, ߟ ൐ 0ሻ. Entonces, será: 

ሺܺ௡݌ ൒ ܿ െ ሻߝ ൒ ሺܺ௡݌ ൐ ܿ െ ሻߝ ൒ 1 െ
ߟ
2

 

ሺܺ௡݌ ൒ ܿ ൅ ሻߝ ൒ 1 െ
ߟ
2

 

ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൒ ሻߝ ൒ 1 െ  ߟ

Lo que demuestra que lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൑ ሻߝ ൌ 1. O, lo que es lo mismo, que 

ܺ௡
௣
→ ܿ. Luego se puede concluir que la condición necesaria y suficiente para 

que la sucesión ሼܺ௡ሽ converja en-probabilidad a una constante ܿ es que la 
correspondiente sucesión de funciones de distribución de probabilidades 
converja a una distribución degenerada ߝሺݔ െ ܿሻ. 
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4) Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y sean las variables aleatorias 

ܺ e ܻ tales que ܺ௡
௣
→ܺ y ௡ܻ

௣
→ܻ. Considerando los eventos ሺ|ܺ െ ܻ| ൑  ,ሻߝ

ቀ|ܺ െ ܺ௡| ൑
ఌ

ଶ
ቁ y ቀ|ܻ െ ܺ௡| ൑

ఌ

ଶ
ቁ se pueden escribir las siguientes 

implicaciones: 

ሺ|ܺ െ ܻ| ൑ ሻߝ ⊃ ቀ|ܺ െ ܺ௡| ൑
ߝ
2
ቁ ∩ ቀ|ܻ െ ܺ௡| ൑

ߝ
2
ቁ ሺߝ ൐ 0ሻ 

ሺ|ܺ െ ܻ| ൐ ሻߝ ⊂ ቀ|ܺ െ ܺ௡| ൐
ߝ
2
ቁ ∪ ቀ|ܻ െ ܺ௡| ൐

ߝ
2
ቁ ሺߝ ൐ 0ሻ 

de las que resulta que: 

ܺ|ሺ݌ െ ܻ| ൐ ሻߝ ൑ ݌ ቀ|ܺ െ ܺ௡| ൐
ߝ
2
ቁ ൅ ݌ ቀ|ܻ െ ܺ௡| ൐

ߝ
2
ቁ ሺߝ ൐ 0ሻ 

Ahora bien, a partir de las convergencias propuestas inicialmente, el segundo 
miembro de esta expresión se puede hacer tan pequeño como se desee, de 
modo que ݌ሺ|ܺ െ ܻ| ൐ ሻߝ ൏ ,ߝሺ	ߟ ߟ ൐ 0ሻ. Lo que demuestra que si la 
sucesión ሼܺ௡ሽ converge en-probabilidad simultáneamente a ܺ y a ܻ, entonces 
ܺ e ܻ son variables iguales. De la misma forma se demuestra que, dadas dos 
variables aleatorias iguales y una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ, si se 

verifica que ܺ௡
௣
→ܺ, entonces se verifica también que ܺ௡

௣
→ܻ. 

Dado que, según se demostró, la convergencia casi-con-certeza implica la 
convergencia en-probabilidad, se obtiene como corolario del resultado 
anterior que, dada una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ, si se verifica que 

ܺ௡
௖௖௖
ሱሮܺ y ܺ௡

௖௖௖
ሱሮܻ, entonces ܺ e ܻ son iguales. 

5) Sean una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y una variable aleatoria ܺ 

tales que ܺ௡
௣
→ܺ. Sea ݃ሺ∙ሻ una función continua y sean ܨ|௑೙|ሺݔሻ y ܨ|௑|ሺݔሻ las 

funciones de distribución de probabilidades de las variables  |ܺ௡| y |ܺ|, 

respectivamente. Dado que |ܺ௡ െ ܺ| ൒ |ܺ௡| െ |ܺ|, se verifica que |ܺ௡|
௣
→ |ܺ| 

y, por lo tanto, que lim
௡→ஶ

ሻݔ௑೙|ሺ|ܨ ൌ  .ሻݔ௑|ሺ|ܨ

Sea ݔ∗ un punto de continuidad de ܨ|௑|ሺݔሻ tal que ܨ|௑|ሺݔ∗ሻ ൐ 1 െ
ఌ

ଶ
ሺߝ ൐ 0ሻ, 

es posible hallar un valor de ݊ suficientemente grande ሺ݊ ൒ ܰሻ tal que 
ݔ௑೙|ሺ|ܨ

∗ሻ െ ሻ∗ݔ௑|ሺ|ܨ ൐ െ
ఌ

ଶ
 y ܨ|௑೙|ሺݔ

∗ሻ ൐ ሻ∗ݔ௑|ሺ|ܨ െ
ఌ

ଶ
൐ 1 െ ᇱݔ y sea 	ߝ ൌ

,଴ݔሺݔܽ݉ ,ଵݔ ,ଶݔ … , ,݊ ேሻ. Se obtiene, entonces que, para todoݔ |ሺ|ܺ௡݌ ൑
ሻ′ݔ ൌ ሻ′ݔ௑|ሺ|ܨ ൐ 1 െ  y de acuerdo con lo expresado más arriba, que ߝ
|ܺ|ሺ݌ ൑ ሻ′ݔ ൌ ሻ′ݔ௑|ሺ|ܨ ൐ 1 െ  ሻ esݕAhora bien, como la función ݃ሺ .ߝ
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uniformemente continua en el intervalo |ݕ| ൑ ߜ es posible hallar un ,′ݔ ൌ
ߟሻሺߟሺߜ ൐ 0ሻ tal que, si se verifican las condiciones |ݕଵ| ൑ ,ᇱݔ |ଶݕ| ൑  ,ᇱݔ
ଵݕ| െ |ଶݕ ൑ ଵሻݕse verifica, también, que |݃ሺ ,ߟ െ ݃ሺݕଶሻ| ൑ ߟሺߟ ൐ 0ሻ. Es 
decir, que: 

ሺ|ܺ௡| ൑ ሻ′ݔ ∩ ሺ|ܺ| ൑ ሻ′ݔ ∩ ሺ|ܺ௡ െ ܺ| ൑ ሻߜ ⊃ ሾ|݃ሺܺሻ െ ݃ሺܺ௡ሻ| ൑  ሿߟ

A partir de esta implicación y de las desigualdades anteriores se puede 
escribir: 

ሺ|݃ሺܺሻ݌ െ ݃ሺܺ௡ሻ| ൑ ሻߟ ൐ 1 െ ,ߝሺ									ߝ3 ߟ ൐ 0ሻ 

Con lo que queda demostrado que, si la sucesión ሼܺ௡ሽ converge en-
probabilidad a la variable ܺ, entonces, dada una función continua ݃ሺ∙ሻ, se 

verificará que ݃ሺܺ௡ሻ
௣
→݃ሺܺሻ. 

Como corolario de este teorema se obtiene que, dadas dos sucesiones de 

variables aleatorias ሼܺ௡ሽ e ሼ ௡ܻሽ tales que ܺ௡
௣
→ܺ e ௡ܻ

௣
→ܻ y una función 

continua  ݃ሺܺ, ܻሻ, se verifica que ݃ሺܺ௡, ௡ሻݕ
௣
→݃ሺܺ, ܻሻ. 

6) Sean una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y una variable aleatoria ܺ 
con funciones de distribución de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻ y ܨ௑ሺݔሻ, 

respectivamente y tales que ܺ௡
௣
→ܺ y sea ݃ሺ∙ሻ una función continua no-

negativa. Supóngase que ܧሾ݃ሺܺ௡ሻሿ ൏ ∞	ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ y que ܧሾ݃ሺܺሻሿ ൏ ∞ y 
que las integrales ׬ ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

௫మ
௫భ

ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ (donde ݔଵ y ݔଶ son puntos de 

continuidad de ܨ௑ሺݔሻ) sean uniformemente convergentes, es decir, que existan 
dos constantes ݔଵ

∗ y ݔଶ
∗ independientes de ݊, tales que: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

௫మ

௫భ

ቮ ൏ ଵݔሺ										ߝ ൏ ଵݔ
∗, ଶݔ ൏ ଶݔ

∗, ߝ ൐ 0ሻ 

Dado que se ha supuesto que ܧሾ݃ሺܺሻሿ ൏ ∞, los valores de ݔଵ
∗ y ݔଶ

∗ pueden ser 
elegidos de modo que también se verifique la relación: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

௫మ

௫భ

ஶ

ିஶ

ቮ ൏  ߝ
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Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Helly121, para valores de ݊ 
suficientemente grandes (݊ ൐ ܰ), se puede escribir: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

ቮ ൏  ߝ

De las tres ecuaciones anteriores se obtiene que: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

௫మ

௫భ

ቮ ൏  ߝ

อ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

อ ൏ ሺ݊										ߝ3 ൐ ܰሻ 

Es decir, que lim
௡→ஶ

ሾ݃ሺܺ௡ሻሿܧ ൌ  ሾ݃ሺܺሻሿ. Lo que demuestra que laܧ

convergencia en-probabilidad de ሼܺ௡ሽ a la variable ܺ es una condición 
suficiente para la convergencia de las esperanzas matemáticas de dichas 
variables. 

Supóngase ahora que se verifique la convergencia en los valores esperados. 
Entonces, se puede escribir: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫మ

௫భ

ஶ

ିஶ

ቮ ൑ 

൑ อ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

อ ൅ 

൅ ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ

௫మ

௫భ

ஶ

ିஶ

ቮ ൅ 

൅ ቮන ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

ቮ 

                                                            
121 Ver Luckacs (1975). 
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donde ݔଵ y ݔଶ pueden ser seleccionados de forma tal que el segundo término 
del segundo miembro resulte tan pequeño como se desee. Asimismo, para 
valores de ݊ suficientemente grandes, los otros términos del segundo miembro 
se harán tan pequeños como se desee. Es decir, es posible hallar un valor ܰ tal 
que para todo ݊ ൐ ܰ, se verifique que: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫మ

௫భ

ஶ

ିஶ

ቮ ൑  ߝ

 

Como se ha supuesto que ܧሾ݃ሺܺ௡ሻሿ ൏ ∞, es posible hallar dos números, ݔሺ௝ሻ 
y ݔ∗ሺ௝ሻሺ݆ ൌ 1,2, … , ܰሻ tales que: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫∗ሺೕሻ

௫ሺೕሻ

ஶ

ିஶ

ቮ ൑  ߝ

De las desigualdades anteriores se puede concluir que: 

ቮ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ െ න ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ

௫మ

௫భ

ஶ

ିஶ

ቮ ൑  ߝ

(donde ݔଵ ൏ ݉݅݊൫ݔሺଵሻ, ,ሺଶሻݔ … , ଶݔ ሺேሻ൯ yݔ ൐ ,ሺଵሻ∗ݔ൫ݔܽ݉ ,ሺଶሻ∗ݔ … ,  ሺேሻ൯). Lo∗ݔ

que demuestra que ׬ ݃ሺݔሻ݀ܨ௑೙ሺݔሻ
௫మ
௫భ

 converge uniformemente a 

׬ ݃ሺݔሻ݀ܨ௑ሺݔሻ
ஶ
ିஶ . Esa decir que la convergencia ܺ௡

௣
→ܺ no sólo es condición 

suficiente sino también necesaria para la convergencia de las esperanzas 
matemáticas. 

12.4.- La convergencia en-los-momentos 

12.4.1.- Definición 

Sean una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y una variable 
aleatoria ܺ, todas con valores en Թ௞ሺ݇ ൒ 1ሻ y tales que ܧሺ|ܺ௡|௦ሻ ൏
∞ሺ݊ ൌ 1,2, … , ݏ ൒ 1ሻ y ܧሺ|ܺ|௦ሻ ൏ ∞ሺݏ ൒ 1ሻ. Se dice que ሼܺ௡ሽ converge en 

el momento natural de orden ݏ a la variable ܺ, ܺ௡
௠ೞ
ሱሮܺ, si se verifica que 

lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡ܧ െ ܺ|௦ሻ ൌ 0. 
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En particular, si se verifica que ܧሺ|ܺ௡|ଶሻ ൏ ∞ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ, ܧሺ|ܺ|ଶሻ ൏ ∞ y 
que lim

௡→ஶ
ሺ|ܺ௡ܧ െ ܺ|ଶሻ ൌ 0, se dice que ሼܺ௡ሽ converge a ܺ en-valor medio 

cuadrático. 

 

12.4.2.- Algunos teoremas fundamentales 

1) Supóngase que la sucesión ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y la variable ܺ sean tales que 

ܺ௡
௠ೞ
ሱሮܺ. Entonces se verificará que122: 

0 ൑ ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൒ ሻߝ ൑
ሺ|ܺ௡ܧ െ ܺ|௦ሻ

௦ߝ
								ሺߝ ൐ 0, ݏ ൌ 1,2, … ሻ 

Luego, será lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡݌ െ ܺ| ൒ ሻߝ ൌ 0. Es decir, se demuestra que la 

convergencia en-los-momentos implica la convergencia en-probabilidad. Pero 
la implicación inversa no se verifica necesariamente. La implicación en ambos 
sentidos se verifica sólo en el caso particular en que  ሼܺ௡ሽ sea una sucesión de 
variables aleatorias uniformemente acotadas. 

2) A partir de la propiedad precedente y del teorema 4 de la Sec. 12.3.2 según 

los cuales, si se verifica que ܺ௡
௖௖௖
ሱሮܺ y ܺ௡

௖௖௖
ሱሮܻ, entonces ܺ e ܻ son iguales, 

se puede concluir que, si se verifica que ܺ௡
௠ೞ
ሱሮ ܺ y que ܺ௡

௠ೞ
ሱሮ ܻ, entonces ܺ e 

ܻ son iguales. 

3) Supóngase que la sucesión ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y la variable ܺ sean tales que 

ܺ௡
௠ೞమሱۛሮܺ. Teniendo en cuenta que, para una variable aleatoria ܻ tal que 

݉௦మሺܻሻ ൏ ∞, la función ܧሺ|ܻ|௦మሻ es no-decreciente con respecto a ݏଶ, para 

todo ݏଵ ൏ ሺ|ܺ௡ܧ ଶ, se puede escribirݏ െ ܺ|௦భሻ ൑ ሾܧሺ|ܺ௡ െ ܺ|௦మሻሿ௦భ ௦మ⁄  y, dado 

que lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡ܧ െ ܺ|௦మሻ ൌ 0, se verificará que ܺ௡
௠ೞభሱۛሮܺ. Es decir, se 

demuestra que, para ݏଵ ൏  ଶݏ ଶ, la convergencia en el momento de ordenݏ
implica la convergencia en el momento de orden ݏଵ. Ahora bien, dado que la 
existencia del momento de orden ݏଵ no implica la existencia del momento de 
orden ݏଶ, no se puede asegurar el cumplimiento de la implicación inversa. En 

otros términos, que ܺ௡
௠ೞభሱۛሮܺ no implica que ܺ௡

௠ೞమሱۛሮܺ. 

Supóngase que ܺ௡
ௗ
→ܺ y que exista un ݏ ൒ 1 tal que ܧሺ|ܺ௡|௦ሻ ൏ ܽ. Entonces, 

para todo ܾ ൐ 0, se puede escribir: 

                                                            
122 Ver Sec. 10.4.2. 
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න ሻݔ௑೙ሺܨ௝݀ݔ ൌ න
௦|ݔ|

௦ି௝|ݔ|
ሻݔ௑೙ሺܨ݀

|௫|ஹ௕|௫|ஹ௕

൑ 

൑
1

ܾ௦ି௝
න ሻݔ௑೙ሺܨ௦݀|ݔ| ൑

1
ܾ௦ି௝

න ሻݔ௑೙ሺܨ௦݀|ݔ| ൑
ܽ

ܾ௦ି௝
ஐሺ௑೙ሻ|௫|ஹ௕

 

De modo que, si ݆ ൏ entonces lim ,ݏ
௡→ஶ

௔

௕ೞషೕ
ൌ 0. Con lo que queda demostrada 

la convergencia uniforme, ׬ ሻݔ௑೙ሺܨ௝݀ݔ → 0|௫|ஹ௕  y, por lo tanto, la 

convergencia, ׬ ሻݔ௑೙ሺܨ௦݀ݔ → ׬ ሻݔ௑ሺܨ௦݀ݔ
ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ . Por lo que se puede concluir 

que la convergencia en-distribución implica la convergencia en los momentos. 
La implicación inversa se verifica sólo si la sucesión de momentos 
ሼ݉௦ሺܺሻ, ݏ ൌ 1,2, … ሽ identifica en forma unívoca a la distribución de 
probabilidades de la variable ܺ. Es decir, dadas una sucesión de variables 
aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y una variable aleatoria ܺ tal que su distribución 
de probabilidades resulta caracterizada en forma unívoca por la sucesión de 

momentos ሼ݉௦ሺܺሻ, ݏ ൌ 1,2, … ሽ y tal que ܺ௡
௠ೞ
ሱሮ ܺ, entonces se puede asegurar 

que ܺ௡
ௗ
→ ܺ. 

4) Sean una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ y una variable 

aleatoria ܺ tales que ܺ௡
௠మ
ሱሮ ܺ. Para valores de ݊ suficientemente grandes se 

puede escribir: 

ሾܧሺܺ௡ሻ െ ሺܺሻሿଶܧ ൑ ଶሺܺ௡ߪ െ ܺሻ ൅ ሾܧሺܺ௡ሻ െ ሺܺሻሿଶܧ ൌ 

ൌ ሾሺܺ௡ܧ െ ܺሻଶሿ ൑ ߝሺ								ߝ ൐ 0ሻ 

Luego, es posible hallar un valor de ݊ suficientemente grande como para que 
la diferencia |ܧሺܺ௡ሻ െ  ሺܺሻ| sea arbitrariamente pequeña, es decir, para queܧ
se verifique que lim

௡→ஶ
ሺܺ௡ሻܧ ൌ  :ሺܺሻ. De la misma forma se puede escribirܧ

ሺܺ௡ଶሻܧ ൌ ሾሺܺ௡ܧ െ ܺ ൅ ܺሻଶሿ ൌ ሾሺܺ௡ܧ െ ܺሻଶሿ ൅ ሺܺଶሻܧ ൅ ሾܺሺܺ௡ܧ2 െ ܺሻሿ 

De acuerdo con la desigualdad de Schwartz-Hölder123, se verifica que 
ሼܧሾܺሺܺ௡ െ ܺሻሿሽଶ ൑ ሾሺܺ௡ܧ	ሺܺଶሻܧ	 െ ܺሻଶሿ. De modo que: 

                                                            
123 Ver Sec. 10.2.5. 
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ቄඥܧሺܺଶሻ െ ඥܧሾሺܺ௡ െ ܺሻଶሿቅ
ଶ
൑ ሺܺ௡ଶሻܧ	 ൑ ቄඥܧሺܺଶሻ ൅ ඥܧሾሺܺ௡ െ ܺሻଶሿቅ

ଶ
 

y, teniendo en cuenta que, de acuerdo con la hipótesis inicial lim
௡→ஶ

ሾሺܺ௡ܧ െ

ܺሻଶሿ ൌ 0, se obtiene que lim
௡→ஶ

ሺܺ௡ଶሻܧ ൌ  .ሺܺଶሻܧ	

De la misma forma, dadas una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ

1,2, … ሽ y una variable aleatoria ܺ tales que ܺ௡
௠ೞ
ሱሮ ܺ, se puede asegurar que 

lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡|௥ሻܧ ൌ ሺ|ܺ|௥ሻܧ ሺݎ ൑  .ሻݏ

Como corolario del teorema anterior se demuestra que, dadas dos sucesiones 
de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ y ሼ ௡ܻᇱሽ y dos variables aleatorias ܺ e ܻ, tales que 

ܺ௡
௠మ
ሱሮ ܺ y ௡ܻᇱ

௠మ
ሱሮܻ, se verifica que lim

௡→ஶ
௡ᇱ→ஶ

,ሺܺ௡ܧ ௡ܻᇱሻ ൌ ,ሺܺܧ ܻሻ. 

Ejemplo n° 38: 

Sea ܺ௡ una variable aleatoria con función de densidad de la forma: 

௑݂೙ሺݔሻ ൌ ൞
1 െ

1
݊
ݔ										ܽݎܽ݌										 ൌ 0

1
݊
ݔ																																					 ൌ ݊

 

Su función de distribución de probabilidades será, en consecuencia, de la 
forma: 

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ൞

ݔ												ܽݎܽ݌													0 ൏ 0

1 െ
1
݊
																		0 ൑ ݔ ൑ ݊

ݔ																																			1 ൐ ݊

 

Sea, por otra parte, una variable ܺ que puede asumir solamente el valor 0 (con 
probabilidad igual a 1) y cuya función de distribución será, en consecuencia, 
de la forma: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ቄ0										ܽݎܽ݌										ݔ ൏ 0
ݔ																														1 ൒ 0

 

Se puede concluir inmediatamente que lim
௡→ஶ

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌܨ௑ሺݔሻ. Por otra parte, se 

observa que ܧሺܺ௡ሻ ൌ 0 ቀ1 െ
ଵ

௡
ቁ ൅ ݊

ଵ

௡
 y ܧሺܺሻ ൌ 0. Es decir, que 

lim
௡→ஶ

ሺܺ௡ሻܧ ൌ 1 ് 0 ൌ  .ሺܺሻܧ	
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Asimismo, se verifica que ܧሺܺ௡௦ሻ ൌ 0 ቀ1 െ
ଵ

௡
ቁ ൅ ݊௦

ଵ

௡
ൌ ݊௦ିଵ. Suponiendo 

que ݏ pueda asumir cualquier valor real positivo, se tiene que: 

lim
௡→ஶ

ሺܺ௡௦ሻܧ ൌ ቐ
ݏ												ܽݎܽ݌												ሺܺ௦ሻܧ ൏ 1
1 ് ݏ																									ሺܺ௦ሻܧ ൌ 1
൅∞ ് ݏ																					ሺܺ௦ሻܧ ൐ 1

 

Esto demuestra que, para ݏ ൌ 1, existe lo que se podría denominar un “valor 
crítico”. Por debajo de ese valor los momentos convergen a ܧሺܺ௦ሻ. Para ݏ ൐
1 los momentos tienden a infinito y, obviamente no convergen a ܧሺܺ௦ሻ. 

Ejemplo n° 39: 

Sea ሼ ௡ܻሽ una sucesión de variables aleatorias independientes, todas con 
distribución de probabilidades de la forma: 

ሺ݌ ௡ܻ ൌ ௡ሻݕ ൌ

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
1

2݊ଵ ସ⁄ ௡ݕ																		ܽݎܽ݌																		 ൌ െ1

1 െ
1

݊ଵ ସ⁄ ௡ݕ																																								 ൌ 0

1

2݊ଵ ସ⁄ ௡ݕ																																																 ൌ 1

	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌						0 ௡ܻ

 

(para ݊ ൌ 1,2, … ሻ. 

Sea ܧ௡ሺ݊ ൌ 2,3, … ሻ el evento “que todas las ௝ܻ, para ݊ െ √݊ ൑ ݆ ൑ ݊, sean 
nulas”. De modo que: 

௡ሻܧሺ݌ ൌ ෑ ൫݌ ௝ܻ ൌ 0൯ ൌ
௡ି√௡ஸ௝ஸ௡

ෑ ቆ1 െ
1

݆ଵ ସ⁄ ቇ
௡ି√௡ஸ௝ஸ௡

				ሺ݊ ൌ 2,3, … ሻ124 

y sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ tales que ଵܺ ൌ ଵܻ y 

ܺ௡ ൌ ൜ ௡ܻ, 																																																								௡തതതതܧ	݁ݎݎݑܿ݋	݅ݏ
1	ó െ 1, ,݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎ݌	݈ܽݑ݃݅	݊݋ܿ ௡ܧ	݁ݎݎݑܿ݋	݅ݏ

 

                                                            
124 Obsérvese que ∏ ቀ1 െ

ଵ

௝భ ర⁄ ቁ௡ି√௡ஸ௝ஸ௡ ൑ ∏ ൫݁ିଵ ସ⁄ ൯
௝

௡ି√௡ஸ௝ஸ௡ . De modo que se verifica que 

lim
௡→ஶ

௡ሻܧሺ݌ ൌ 0. 
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(para ݊ ൌ 2,3, …). Se puede concluir en forma inmediata que ܧሺܺ௡ሻ ൌ 0. Por 
otra parte, se verifica que: 

ሺܺ௡ଶሻܧ ൌ ௡ሻܧሺ݌ ൅ ሾ1 െ ௡ሻሿ݊ିଵܧሺ݌ ସ⁄  

y, por lo tanto, que lim
௡→ஶ

ሺܺ௡ଶሻܧ ൌ 0. Es decir, que ܺ௡
௠మ
ሱሮ0. De la misma 

forma, se demuestra que ܺ௡
௠ೞ
ሱሮ0 ሺݏ ൌ 3,4, … ሻ. 

Supóngase ahora que ܺ௡
௖௖௖
ሱሮ0. Para ߟ ൏ 1, será: 

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߟ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ ݌ ቎ሩ൫ ௝ܺ ൌ 0൯

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ ݌ ቐሩൣܧఫഥ ∩ ൫ ௝ܻ ൌ 0൯൧

ஶ

௝ୀ௡

ቑ 

Ahora bien, dado que ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߟ ⊂ ൫ ௝ܻ ൌ 0൯ሺߟ ൏ 1ሻ, será: 

ሩ ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߟ

ஶ

௝ୀൣ௡∗ି√௡∗൧

⊂ ሩ ൫ ௝ܻ ൌ 0൯ ⊂ ௡ܧ

ஶ

௝ୀൣ௡∗ି√௡∗൧

 

(donde ൣ݊∗ െ √݊∗൧ denota el mayor entero menor o igual a ݊∗ െ √݊∗) y, dado 
que ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߟ ⊂ ఫഥܧ ሺߟ ൏ 1ሻ, será ⋂ ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ஶߟ

௝ୀ௡ ⊂ ⋂ ఫഥܧ ⊂ ௡തതതതܧ
ஶ
௝ୀ௡ . Ahora 

bien, de acuerdo con la definición, si ሼܺ௡ሽ converge casi-con-certeza a 0, es 
posible, para todo ߝ ൐ 0, hallar un valor ܰ ൌ ܰሺߝሻ tal que, para ݊ ൒ ܰ, se 
verifique que: 

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߟ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൐ 1 െ  ߝ

 

De las implicaciones definidas más arriba se puede concluir que, para todo 
݊∗ െ √݊∗ ൒ ܰ, será ݌ሺܧ௡∗ሻ ൐ 1 െ  pero, también se puede concluir que ߝ
௡∗തതതതሻܧሺ݌ ൐ 1 െ  Esta contradicción indica que el supuesto de convergencia .ߝ
casi-con-certeza en este caso no se verifica. Lo cual permite comprobar que la 
convergencia en-los-momentos no implica la convergencia casi-con-certeza. 

Dado que, según se demostró, la convergencia en-los-momentos implica la 
convergencia en-probabilidad, este ejemplo también permite comprobar que la 
convergencia en-probabilidad no implica la convergencia casi-con-certeza. 
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Ejemplo n° 40: 

Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ todas con distribución de 
probabilidades de la forma: 

ሺܺ௡݌ ൌ ௡ሻݔ ൌ

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
1
2݊ଶ

௡ݔ																							ܽݎܽ݌																				 ൌ െ݊ଶ ௦⁄ 						

1 െ
1
݊ଶ
௡ݔ																																																 ൌ 0														

1
2݊ଶ

௡ݔ																																																							 ൌ ݊ଶ ௦⁄ 										

ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌																							0

 

(para ݊, ݏ ൌ 1,2, …). Para ߝ ൐ 0	se obtiene, entonces, que: 

݌ ቎ራ൫ห ௝ܺห ൐ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൑ ෍൫ห ௝ܺห ൐ ൯ߝ ൌ ෍
1
݆ଶ

ஶ

௝ୀ௡

ஶ

௝ୀ௡

 

De modo que se verificará lim
௡→ஶ

ൣ⋃ ൫ห ௝ܺห ൐ ൯ஶߝ
௝ୀ௡ ൧ ൌ 0. Es decir, que 

lim
௡→ஶ

ൣ⋂ ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ஶߝ
௝ୀ௡ ൧ ൌ 1 y, por lo tanto, que ܺ௡

௖௖௖
ሱሮ0. 

Por otra parte, se puede concluir fácilmente que ܧሺ|ܺ௡|௦ሻ ൌ 1 y, en 
consecuencia, que lim

௡→ஶ
ሺ|ܺ௡|௦ሻܧ ൌ 1. Lo cual demuestra que la sucesión ሼܺ௡ሽ 

converge casi-con-certeza a cero, pero no converge en el momento de orden ݏ. 
Asimismo, como según se demostró en la sección precedente, la convergencia 
casi-con-certeza implica la convergencia en-probabilidad, la sucesión ሼܺ௡ሽ 
aquí definida es un ejemplo de convergencia en-probabilidad y no 
convergencia en el momento de orden ݏ. 

Ejemplo n° 41: 

Sea una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡ሽ todas con distribución de 
probabilidades de la forma: 

ሺܺ௡݌ ൌ ௡ሻݔ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
1
2
௡ݔ																											ܽݎܽ݌																										 ൌ െ

1
݊

1
2
௡ݔ																																																															 ൌ

1
݊
				

௡ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	ݎ݋ݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌																	0
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Se obtiene en forma inmediata que ܧሺ|ܺ௡|௦ሻ ൌ
ଵ

௡ೞ
ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ y, en 

consecuencia, que lim
௡→ஶ

ሺ|ܺ௡|௦ሻܧ ൌ 0. Es decir, que ܺ௡
௠ೞ
ሱሮ0. 

Sea, por otra parte, el evento ൫ห ௝ܺห ൑ ݆ ൯. Teniendo en cuenta que, paraߝ ൏ ݇, 
ห ௝ܺห ൐ |ܺ௞| y, por lo tanto, que ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߝ ⊂ ሺ|ܺ௞| ൑  ሻ, se obtiene queߝ

⋂ ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ஶߝ
௝ୀ௡ ൌ ሺ|ܺ௡| ൑ ߝ ሻ. De modo que, para unߝ ൐ 0 y ݊ ൐

ଵ

ఌ
, resulta 

que: 

݌ ቎ሩ൫ห ௝ܺห ൑ ൯ߝ

ஶ

௝ୀ௡

቏ ൌ |ሺ|ܺ௡݌ ൑ ሻߝ ൌ 1 

Es decir, que ܺ௡
௖௖௖
ሱሮ0. 

Obsérvese que los ejemplos 39, 40 y 41 permiten concluir que, si bien no 
existe relación de implicación entre las convergencias casi-con-certeza y en-
el-momento de orden ݏ, dichas convergencias no son incompatibles. 

12.5.- La convergencia completa 

Se dice que una sucesión de variables aleatorias ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ converge 

completamente a cero, ܺ௡
௖௢௠௣௟
ሱۛ ۛۛ ሮ 0, si se verifica que lim

௡→ஶ
∑ ൫ห݌ ௝ܺห ൐ ൯ߝ ൌஶ
௝ୀ௡

0 ሺߝ ൐ 0ሻ. 

A partir de esta definición se obtiene en forma inmediata que ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ 

converge completamente a la variable ܺ, ܺ௡
௖௢௠௣௟
ሱۛ ۛۛ ሮ ܺ, si se verifica que ܺ௡ െ

ܺ
௖௢௠௣௟
ሱۛ ۛۛ ሮ 0. 

13.- La función característica 

13.1.- Definición 

Además de las ya mencionadas funciones de probabilidades, de densidad, de 
distribución y de supervivencia existen otras funciones útiles para el estudio 
de las variables aleatorias, las cuales forman parte de un conjunto de 
transformaciones del tipo: 

ሻݓ௑ሺܪ ൌ න ݄ሺݔ, ሻݔ௑ሺܨሻ݀ݓ
ஐሺ௑ሻ
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donde ݓ es una variable real (sin significado probabilístico). 

Entre todas estas funciones es particularmente importante la “función 
característica”125 , que se obtiene haciendo ݄ሺݔ, ሻݓ ൌ ݁௜௪௫ (donde ݅ ൌ √െ1 
es la unidad imaginaria) y que es la trasformación de Fourier de la función 
 :ሻݔ௑ሺܨ

ሻݓ௑ሺܥ ൌ ൫݁௜௪௫൯ܧ ൌ 

ൌ න ݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ ൌ න ሻݔݓሺݏ݋ܿ

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀ ൅ ݅ න ሻݔݓሺ݊݁ݏ

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀

ஶ

ିஶ

 

En general, dada una variable aleatoria ݇-dimensional, ܼ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௞ሽ, su 
función característica queda definida de la siguiente forma: 

,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑ೖሺܥ ,ଶݓ … ௞ሻݓ, ൌ ௜ሺ௪భ௑భା௪మ௑మା⋯ା௪ೖ௑ೖሻ൧݁ൣܧ ൌ 

ൌ න ݁௜ሺ௪భ௑భା௪మ௑మା⋯ା௪ೖ௑ೖሻ݀ܨ௑భ,…,௑ೖሺݔଵ, … , ௞ሻݔ
ஐሺ௓ሻ

 

La función característica correspondiente a la variable marginal ௜ܺ se obtiene 
haciendo ݓ௝ ൌ 0 para todo ݆ ് ݅ en la definición anterior, ܥ௑೔ሺݓ௜ሻ ൌ
,௑భ,௑మ,…,௑ೖሺ0ܥ … ,௜ݓ, … ,0ሻ. 

13.2.- Propiedades 

La función característica, independientemente de la forma que asuma la 
distribución de probabilidades de la variable, posee las siguientes propiedades: 

|ሻݓ௑ሺܥ| (1 ൌ ห׬ ݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ
ஶ
ିஶ ห ൌ ห׬ ሾܿݏ݋ሺݔݓሻ ൅ ሻݔ௑ሺܨሻሿ݀ݔݓሺ	݊݁ݏ	݅

ஶ
ିஶ ห ൑ 

൑ න|ܿݏ݋ሺݔݓሻ ൅ |ሻݔݓሺ	݊݁ݏ	݅

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ 1 

௑ሺ0ሻܥ (2 ൌ ׬ ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ ׬ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ
ିஶ ൌ 1

ஶ
ିஶ  

ݓ௑ሺܥ| (3 ൅ ݄ሻ െ |ሻݓ௑ሺܥ ൌ ห׬ ݁௜௫ሺ௪ା௛ሻ݀ܨ௑ሺݔሻ െ ׬ ݁௜௫௪݀ܨ௑ሺݔሻ
ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ ห ൌ 

                                                            
125 Denominación debida a Poincaré (1896). 
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ൌ อ නൣ݁௜௫ሺ௪ା௛ሻ െ ݁௜௫௪൧݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

อ ൑ 

൑ නห݁௜௫ሺ௪ା௛ሻ െ ݁௜௫௪ห

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀	 ൌ නห݁௜௫௪หห݁௜௫௪ െ 1ห݀ܨ௑ሺݔሻ ൌ

ஶ

ିஶ

 

ൌ න|ܿݏ݋ሺݔݓሻ ൅ |ሻݔݓሺ	݊݁ݏ	݅

ஶ

ିஶ

ห݁௜௫௪ െ 1ห	݀ܨ௑ሺݔሻ ൌ නห݁௜௫௪ െ 1ห݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

 

Lo que demuestra que la función ܥ௑ሺݓሻ es uniformemente continua en Թ௞, 
lim
௛→଴

ሾܥ௑ሺݓ ൅ ݄ሻ െ ሻሿݓ௑ሺܥ ൌ 0. 

4) Existe correspondencia biunívoca entre las funciones características y las 
funciones de distribución de probabilidades: a cada función de distribución le 
corresponde una función característica y viceversa, a cada función 
característica le corresponde una y sólo una función de distribución. La 
primera parte de esta propiedad es una consecuencia inmediata de la 
definición de función característica. En cuanto a la segunda, se obtiene 
mediante la utilización de la denominada fórmula de inversión126. 

5) Dadas dos constantes, ܽ y ܾ, reales, se tiene que: 

ሻݓ௔௫ା௕ሺܥ ൌ ௜௪ሺ௔௑ା௕ሻ൧݁ൣܧ ൌ ൫݁௜௪௔௑݁௜௪௕൯ܧ ൌ 

ൌ ݁௜௪௕݁ൣܧ௜௪ሺ௔௑ሻ൧ ൌ ݁௜௪௕ܥ௫ሺܽݓሻ 

6) Propiedad multiplicativa 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias independientes, se 
verificará entonces que: 

ሻݓ௑భା௑మା⋯ା௑೙ሺܥ ൌ ௜௪ሺ௑భା⋯ା௑೙ሻ൧݁ൣܧ ൌ ൫݁௜௪௑೙൯ܧ…൫݁௜௪௑మ൯ܧ൫݁௜௪௑భ൯ܧ ൌ 

ൌ  ሻ127ݓ௑೙ሺܥ…ሻݓ௑మሺܥሻݓ௑భሺܥ

                                                            
126 Ver Sec. 13.4. 
127 Obsérvese que, en base a este teorema y a la propiedad de unicidad, es posible transformar 
un problema de convolución de funciones de densidad en un simple producto de funciones 
características. 
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7) Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias con funciones características ܥ௑ሺݓଵሻ y 
 ଶሻ, respectivamente. La condición necesaria y suficiente para que estasݓ௒ሺܥ
variables puedan ser consideradas independientes es que ܥሺ௑,௒ሻሺݓଵ, ଶሻݓ ൌ
 ଶሻ. Pero la condición de independencia de las variables no esݓ௒ሺܥଵሻݓ௑ሺܥ
necesaria para que se verifique la propiedad multiplicativa. 

Ejemplo n° 42: 

Sea una variable aleatoria ଵܺ con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂భሺݔଵሻ ൌ
1
ߨ

1
1 ൅ ଵݔ

ଶ 									ሺെ∞ ൑ ଵݔ ൑ ∞ሻ 

y función característica definida, en consecuencia, por ܥ௑భሺݓሻ ൌ ݁ି|௪| y sea 
una variable aleatoria ܺଶ ൌ ଵܺ. Estas dos variables están obviamente 
relacionadas. De acuerdo con la definición de función característica será: 

ሻݓ௑భା௑మሺܥ ൌ ሻݓଶ௑భሺܥ ൌ ሻݓ௑భሺ2ܥ ൌ ݁ିଶ|௪| 

Por otra parte, se verifica que: 

ሻݓ௑మሺܥሻݓ௑భሺܥ ൌ ݁ି|௪|݁ି|௪| ൌ ݁ିଶ|௪| 

Es decir, a pesar de que ଵܺ y ܺଶ son variables relacionadas, se cumple la 
propiedad multiplicativa, ܥ௑భା௑మሺݓሻ ൌ  .ሻݓ௑మሺܥሻݓ௑భሺܥ

8) Sea una variable aleatoria ܺ con función característica ܥ௑ሺݓሻ y sea ܺ′ una 
variable aleatoria semejante a ܺ e independiente de ella. Entonces la variable 
aleatoria ܼ ൌ ܺ െ ܺ′ será simétrica128, con función característica: 

ሻݓ௑ି௑ᇱሺܥ ൌ ሻݓ௑ᇱሺିܥሻݓ௑ሺܥ ൌ ሻݓ௑ሺെܥሻݓ௑ሺܥ ൌ ሻതതതതതതതതݓ௑ሺܥሻݓ௑ሺܥ ൌ  ሻ|ଶݓ௑ሺܥ|

Con lo que queda demostrado que la función característica de una 
variable	ሺܺ െ ܺ′ሻ simétrica, es real. 

9) Dada una variable aleatoria unidimensional ܺ y un entero positivo ݏ, si se 
admite la posibilidad del pasaje al límite bajo el signo integral, se verifica que: 

                                                            
128 Esta condición implica que las variables ሺܺ, ܺ′ሻ y ሺܺᇱ, ܺሻ poseen la misma distribución de 
probabilidades. Dadas dos variables aleatorias semejantes e independientes, ܺ y ܺ′, a la 
operación ሺܺ െ ܺ′ሻ se la denomina simetrización. 
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݀௦

௦ݓ݀ ሻݓ௑ሺܥ ൌ
݀௦

௦ݓ݀ න ݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ൌ න
݀௦

௦ݓ݀

ஶ

ିஶ

݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ ൌ 

ൌ නሺ݅ݔሻ௦݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

 

Luego, será 
ௗೞ

ௗ௪ೞ ሻ|௪ୀ଴ݓ௑ሺܥ ൌ ݅௦ܧሺܺ௦ሻ. Es decir, se obtiene que129: 

݉௦ሺܺሻ ൌ ሺܺ௦ሻܧ ൌ ݅ି௦ ൤
݀௦

௦ݓ݀ ሻ൨ݓ௑ሺܥ
௪ୀ଴

ሺݏ ൌ 1,2, … ሻ 

10) Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias con funciones de 
distribución de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻ ൌ ሺܺ௡݌ ൑ ሻሺ݊ݔ ൌ 1,2, … ሻ y funciones 

características ܥ௑೙ሺݓሻ ൌ ׬ ݁௜௪௫೙ஐሺ௑೙ሻ
௡ሻሺ݊ݔ௑೙ሺܨ݀ ൌ 1,2, …  Թଵሻ. Como se߳ݓ,

vio en la Sec. 12.2.2, la condición necesaria y suficiente para que ܨ௑೙ሺݔሻ 
converja a la función ܨ௑ሺݔሻ es que, para toda función ݃ሺݔሻ continua y 
acotada, se verifique que: 

න ݃ሺݔሻܨ௑೙ሺݔሻ →

ஶ

ିஶ

න ݃ሺݔሻܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

 

Dado que ݁௜௪௑ es continua y acotada en módulo, se concluye que, si 
ሻݔ௑೙ሺܨ → ሻݓ௑೙ሺܥ ሻ, entoncesݔ௑ሺܨ →  .real ݓ ሻ para todoݓ௑ሺܥ

11) Propiedad de continuidad de la correspondencia entre funciones 
características y funciones de distribución de probabilidades (teorema de 
Lévy-Cramér) 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias con funciones de 
distribución de probabilidades ܨ௑೙ሺݔሻሺ݊ ൌ 1,2, … ሻy funciones características 
 ሻ yݔ௑ሺܨ ሻ y sea una variable aleatoria ܺ con función de distribuciónݓ௑೙ሺܥ
función característica ܥ௑ሺݓሻ. Supóngase que ܥ௑೙ሺݓሻ →  ሻ para todoݓ௑ሺܥ
punto de ܥ௑ሺݓሻ y supóngase que  ܨ௑೙ሺݔሻ no converje a ܨ௑ሺݔሻ (es decir, que 
no tiende a ܨ௑ሺݔሻ en un punto ݔ∗ de continuidad de ܨ௑ሺݔሻ), existirá entonces 

                                                            
129 Si se verifica que |ܧሺܺ௦ሻ| ൑ ∞ (o ܧሺ|ܺ|௦ሻ ൏ ൅∞ሻ, entonces esta derivada existe y es 
uniformemente continua para cualquier valor de ݓ y, viceversa, si para un ݏ positivo, la 
derivada de ܥ௑ሺݓሻ existe en el origen, entonces se verifica que |ܧሺܺ௦ሻ| ൑ ∞. 
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una sub-sucesión de ൛ܨ௑೙ሺݔሻൟ que converje en el punto ݔ∗ a un valor distinto 
de ܨ௑ሺݔ∗ሻ. Esta sub-sucesión tendrá, a su vez, una sub-sucesión tal que 

ቄܨ௡ೕሺݔሻቅ → ሺ൅∞ሻܪ en todos los puntos. Donde ܪ െ ሺെ∞ሻܪ ൒ 1; es decir, es 

tal que puede ser considerada como una función de distribución de 
probabilidades. Entonces, de acuerdo a lo expresado en la propiedad 
precedente, se verificará que ܥ௡ೕሺݓሻ →  ሻ. Además, por hipótesisݓுሺܥ

ሻݓ௡ೕሺܥ →  ሻ debenݓ௑ሺܥ ሻ yݓுሺܥ ሻ. Luego, se puede concluir queݓ௑ሺܥ

coincidir y, en consecuencia, que ܪ y ܨ௑ሺݔሻ también deben coincidir en los 
puntos de continuidad. Esto demuestra que la hipótesis: 

ሻ∗ݔሺܪ ൌ lim
௝→ஶ

ݔ௡ೕሺܨ
∗ሻ ൌ ܿ ്  ሻݔ௑ሺܨ

es falsa. 

Por otra parte, se puede escribir: 

නܥ௑ሺݓሻ݀ݓ

௨

଴

ൌ න ൥ න ݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ݀ݓ

ஶ

ିஶ

൩ ൌ

௨

଴

 

ൌ න ൥න ݁௜௪௫݀ݓ

௨

଴

൩ ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ න
݁௜௪௫ െ 1

ݔ݅
ሻݔ௑ሺܨ݀

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 

Teniendo en cuenta que ห݁௜௪௫ െ 1ห ൑ ห݁௜௪௫ห ൅ 1 ൌ 2 y que ห݁௜௪௫ െ 1ห ൑
ܽ para ,|ݔݑ| ൐ 0, se obtiene que: 

อන ݓሻ݀ݓ௡ೕሺܥ

௨

଴

อ ൑ න
݁௜௪௫ െ 1

ݔ݅
ሻݔ௡ೕሺܨ݀ ൅ න

݁௜௪௫ െ 1
ݔ݅

ሻݔ௡ೕሺܨ݀
|௫|வ௔

൑
|௫|ஸ௔

 

൑ න |ݑ|
|௫|ஸ௔

ሻݔ௡ೕሺܨ݀	 ൅ න
2
|ݔ|

ሻݔ௡ೕሺܨ݀ ൑ |ݑ| ቂܨ௡ೕሺܽሻ െ ௡ೕሺെܽሻቃܨ ൅
2
ܽ

|௫|வ௔

 

y, haciendo ݆ → ∞ y ܽ → ൅∞, se obtiene que: 

ሺܽሻܪ െ ሺെܽሻܪ ൒ อ
1
ݑ
න ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

௨

଴

อ ൅
2
ܽ
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ሺ∞ሻܪ െ ሺെ∞ሻܪ ൒ อ
1
ݑ
න ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

௨

଴

อ ሺݑ ൐ 0ሻ 

Dado que ܥ௑ሺݓሻ es una función continua, se verifica que: 

ሺ൅∞ሻܪ െ ሺെ∞ሻܪ ൒ lim
௨→଴

ሺܽሻܪ െ ሺെܽሻܪ ൒ อ
1
ݑ
න ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

௨

଴

อ ൌ ௑ሺ0ሻܥ ൌ 1 

Es decir que ܪ puede ser considerada una función de probabilidades. Queda 
entonces demostrado que, si ܥ௑೙ሺݓሻ →  ,ሻݓ௑ሺܥ ሻ en todo punto deݓ௑ሺܥ
entonces ܨ௑೙ሺݔሻ →  ሻ. Tomando en consideración la implicaciónݔ௑ሺܨ
demostrada en la propiedad anterior, se puede concluir que: 

ሻݔ௑೙ሺܨ → ⇔ሻݔ௑ሺܨ ሻݓ௑೙ሺܥ →  ሻݓ௑ሺܥ

Es decir que la correspondencia entre las funciones de distribución de 
probabilidades y las funciones características no sólo es biunívoca sino que es 

bicontinua, es decir que si ܺ௡
ௗ
→ܺ, entonces ܥ௑೙ሺݓሻ →  (ݓ para todo) ሻݓ௑ሺܥ

y, viceversa, si ܥ௑೙ሺݓሻ →  ሻ, entonces ܺ௡ converge en-distribución aݓ௑ሺܥ

ܺ130. 

Ejemplo n° 43: 

Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൝
1

ܾ െ ܽ
ܽ																ܽݎܽ݌																					 ൑ ݔ ൑ ܾ

ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌														0
 

La función característica será de la forma: 

ሻݓ௑ሺܥ ൌ න ݁௜௪௫ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ
1

ܾ െ ܽ
න ݁௜௪௫݀ݔ

ஶ

ିஶ

ൌ
݁௜௕௪ െ ݁௜௔௪

ሺܾݓ݅ െ ܽሻ
ൌ 

ൌ
1

ሺܾݓ݅ െ ܽሻ
ቊቈ1 ൅ ݓܾ݅ ൅

ሺܾ݅ݓሻଶ

2!
൅
ሺܾ݅ݓሻଷ

3!
൅ ⋯ ቉ െ 

                                                            
130 Todas estas propiedades constituyen, en realidad, las condiciones necesarias para que una 
función compleja de una variable real pueda ser considerada una función característica.   
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െ൥ቈ1 ൅ ݓܽ݅ ൅
ሺ݅ܽݓሻଶ

2!
൅
ሺ݅ܽݓሻଷ

3!
൅ ⋯ ቉൩ൡ ൌ 

ൌ
1

ሺܾݓ݅ െ ܽሻ
෍൫ܾ௝ െ ܽ௝൯

ሺ݅ݓሻ௝

݆!
ൌ

1
ܾ െ ܽ

෍൫ܾ௝ െ ܽ௝൯
ሺ݅ݓሻ௝ିଵ

݆!
ൌ

ஶ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

 

ൌ
1

ܾ െ ܽ
෍ሺܾ௦ାଵ െ ܽ௦ାଵሻ

ሺ݅ݓሻ௦

ሺݏ ൅ 1ሻ!
ൌ෍ቈ

ܾ௦ାଵ െ ܽ௦ାଵ

ܾ െ ܽ
݅௦

ݏ ൅ 1
቉
௦ݓ

!ݏ

ஶ

௦ୀ଴

ஶ

௦ୀ଴

 

En el desarrollo de Taylor de la función ܥ௑ሺݓሻ el coeficiente que acompaña al 

factor 
௪ೞ

௦!
 es ܥ௑

ሺ௦ሻሺ0ሻ, es decir ݅௦݉௦ሺܺሻ: 

ܾ௦ାଵ െ ܽ௦ାଵ

ܾ െ ܽ
݅௦

ݏ ൅ 1
ൌ

߲௦

௦ݓ߲ ሻ|௪ୀ଴ݓ௑ሺܥ ൌ ݅௦݉௦ሺܺሻ 

De modo que los momentos de la variable ܺ quedan definidos de la siguiente 
forma: 

݉௦ሺܺሻ ൌ
ܾ௦ାଵ െ ܽ௦ାଵ

ܾ െ ܽ
1

ݏ ൅ 1
												ሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ 

Ejemplo n° 44: 

Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias independientes con distribuciones de 
probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൜
0																					ܽݎܽ݌																					1 ൑ ݔ ൑ 1
 ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌										0

௒݂ሺݕሻ ൌ ൜
0																					ܽݎܽ݌																					1 ൑ ݕ ൑ 1
 ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌										0

Sus funciones características serán, respectivamente: 

ሻݓ௑ሺܥ ൌ ൫݁௜௪௑൯ܧ ൌ න݁௜௪௫݀ݔ

ଵ

଴

ൌ
݁௜௪ െ 1
ݓ݅

 

ሻݓ௒ሺܥ ൌ ൫݁௜௪௒൯ܧ ൌ
݁௜௪ െ 1
ݓ݅
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De acuerdo con la propiedad multiplicativa la función característica de la 
variable ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ será de la forma: 

ሻݓ௓ሺܥ ൌ ሻݓ௑ା௒ሺܥ ൌ ൫݁௜௪ሺ௑ା௒ሻ൯ܧ ൌ ሻݓ௒ሺܥሻݓ௑ሺܥ ൌ ቆ
݁௜௪ െ 1
ݓ݅

ቇ
ଶ

ൌ 

ൌ
݁ଶ௜௪ െ 2݁௜௪ ൅ 1

െݓଶ  

Haciendo ahora el proceso inverso, si se tiene en cuenta que la función de 
densidad de la variable ܼ está definida por: 

௓݂ሺݖሻ ൌ ൝
0																						ܽݎܽ݌																					ݖ ൑ ݖ ൏ 1
2 െ 1																																													ݖ ൏ ݖ ൑ 2
ݖ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌											0

 

Su función característica será de la forma: 

ሻݓ௓ሺܥ ൌ ൫݁௜௪௓൯ܧ ൌ න ݁௜௪௭ ௓݂ሺݖሻ݀ݖ ൌ න݁௜௪௭ݖ݀ݖ ൅ න݁௜௪௭ሺ2 െ ݖሻ݀ݖ

ଶ

ଵ

ൌ

ଵ

଴

ஶ

ିஶ

 

ൌ ቐ
1
ݓ݅

௜௪௭൧݁ݖൣ
଴

ଵ
െ
1
ݓ݅

න݁௜௪௭݀ݖ

ଵ

଴

ቑ ൅ 

൅2න݁௜௪௭݀ݖ െ

ଶ

ଵ

ቐ
1
ݓ݅

௜௪௭൧݁ݖൣ
ଵ

ଶ
െ
1
ݓ݅

න݁௜௪௭݀ݖ

ଶ

ଵ

ቑ ൌ 

ൌ
݁ଶ௜௪ െ 2݁௜௪ ൅ 1

ሺ݅ݓሻଶ
ൌ  ሻݓ௒ሺܥሻݓ௑ሺܥ

Igualdad que confirma la definición de la función característica obtenida de la 
aplicación de la propiedad multiplicativa. 

Ejemplo n° 44: 

Sea ܷ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

௎݂ሺݑሻ ൌ
1

ߨ2√
݁ି௨

మ ଶ⁄ 							ሺെ∞ ൑ ݑ ൑ ∞ሻ 
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Su función característica, considerando a la unidad imaginaria como una 
constante real, está definida por: 

ሻݓ௎ሺܥ ൌ  ൫݁௜௪௎൯ܧ

ൌ
1

ߨ2√
න ݁௜௪௎݁ି௨

మ ଶ⁄ ݀
1

ߨ2√
න ݁ି

భ
మ
൫௨మିଶ௜௨௪൯݀ݑ ൌ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 

ൌ
݁ି

ೢమ

మ

ߨ2√
න ݁ି

భ
మ
ሺ௨ି௜௪ሻమ݀ݑ ൌ ݁ି௪

మ ଶ⁄

ஶ

ିஶ

 

y, desarrollando en serie la función exponencial, se obtiene que: 

ሻݓ௎ሺܥ ൌ 1 െ
1
2
ଶݓ ൅

1
2ଶ2!

ସݓ െ
1

2ଷ3!
଺ݓ ൅⋯ 

De esta expresión se puede concluir que los momentos de orden impar son 
todos nulos (la distribución de probabilidades es simétrica) y que para los de 
orden par se verifica la siguiente relación: 

ሺെ1ሻ௦

2௦ݏ!
ൌ

݅ଶ௦

ሺ2ݏሻ!
݉ଶ௦ሺܷሻ ൌ

ሺെ1ሻ௦

ሺ2ݏሻ!
݉ଶ௦ሺܷሻ 

Es decir, que ݉ଶ௦ሺܷሻ ൌ
ሺଶ௦ሻ!

ଶೞ௦!
ሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ. 

Ejemplo n° 46: 

Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias independientes con distribuciones de 
probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉								ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

௒݂ሺݕሻ ൌ
1

ߨ௒√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݕ െ ݉௒

௒ߪ
൰
ଶ
቉									ሺെ∞ ൑ ݕ ൑ ∞ሻ 

La función característica de la variable ܺ queda definida de la siguiente 
forma: 
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ሻݓ௑ሺܥ ൌ ൫݁௜௪௑൯ܧ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
න ݁௜௪௑݁݌ݔ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉ ݔ݀

ஶ

ିஶ

ൌ 

ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
න ݌ݔ݁ ቊെ

1
௑ߪ2

ଶ ሾሺݔ െ ݉௑ሻଶ െ ௑ߪݔݓ2݅
ଶሿቋ ݔ݀ ൌ

ஶ

ିஶ

 

ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
න ݌ݔ݁ ቊെ

1
௑ߪ2

ଶ ሺݔ െ ݉௑ െ ௑ߪݓ݅
ଶሻଶ ൅

1
2
ሺ2݅݉ݓ௑ െ ௑ߪଶݓ

ଶሻቋ

ஶ

ିஶ

ݔ݀ ൌ 

ൌ
݌ݔ݁ ቀ݅݉ݓ௑ െ

ଵ

ଶ
௑ߪଶݓ

ଶቁ

ߨ௑√2ߪ
න ݌ݔ݁ ቈെ

1
௑ߪ2

ଶ ሺݔ െ ݉௑ െ ௑ߪݓ݅
ଶሻଶ቉ ݔ݀

ஶ

ିஶ

 

Aplicando en esta integral la transformación 
ଵ

ఙ೉
ሺݔ െ ݉௑ െ ௑ߪݓ݅

ଶሻ ൌ  se ݑ

obtiene que: 

ሻݓ௑ሺܥ ൌ
݌ݔ݁ ቀ݅݉ݓ௑ െ

ଵ

ଶ
௑ߪଶݓ

ଶቁ

ߨ௑√2ߪ
න ݁ି௨

మ ଶ⁄ ݑ݀ ൌ ݌ݔ݁ ൬݅݉ݓ௑ െ
1
2
௑ߪଶݓ

ଶ൰

ି௨మ ଶ⁄

ିஶ

 

De la misma forma, se demuestra que ܥ௒ሺݓሻ ൌ ቀ݅݉ݓ௒ െ
ଵ

ଶ
௒ߪଶݓ

ଶቁ. 

Por otra parte, de acuerdo con la propiedad multiplicativa, la función 
característica de la variable bidimensional ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ está dada por: 

ሻݓ௓ሺܥ ൌ ሻݓ௑ା௒ሺܥ ൌ ௜ሺ௑ା௒ሻ௪൧݁ൣܧ ൌ ሻݓ௒ሺܥሻݓ௑ሺܥ ൌ 

ൌ ݌ݔ݁ ൤݅ሺ݉௑ ൅ ݉௒ሻݓ െ
1
2
ሺߪ௑

ଶ ൅ ௒ߪ
ଶሻݓଶ൨ 

De lo que se concluye que la variable ሺܺ ൅ ܻሻ también posee distribución de 
probabilidades de la forma: 

௓݂ሺݖሻ ൌ
1

ߨ௓√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݖ െ ݉௓

௓ߪ
൰
ଶ
቉						ሺെ∞ ൑ ݖ ൑ ∞ሻ 

Con medidas ݉௓ ൌ ݉௑ ൅݉௒ y ߪ௓
ଶ ൌ ௑ߪ

ଶ ൅ ௒ߪ
ଶ. 
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Por inducción se puede demostrar que la variable definida por la suma de un 
conjunto finito de variables aleatorias independientes, ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, con 
distribuciones de probabilidades de la forma: 

௑݂ೕ൫ݔ௝൯ ൌ
1

ߨ௝√2ߪ
݌ݔ݁ ൥െ

1
2
ቆ
௝ݔ െ ௝݉

௝ߪ
ቇ
ଶ

൩				൫െ∞ ൑ ௝ݔ ൑ ∞, ݆ ൌ 1,2, … , ݊൯ 

también posee una distribución de la forma: 

௓݂ሺݖሻ ൌ
1

ߨ௓√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݖ െ ݉௓

௓ߪ
൰
ଶ
቉										ሺെ∞ ൑ ݖ ൑ ∞ሻ 

con medidas ݉௓ ൌ ∑ ௝݉
௡
௝ୀଵ  y ߪ௓

ଶ ൌ ∑ ௝ߪ
ଶ௡

௝ୀଵ . Este resultado puede ser 
invertido concluyéndose que, si la variable aleatoria definida por un conjunto 
finito de variables aleatorias independientes posee distribución de 
probabilidades ௓݂ሺݖሻ, entonces las variables marginales tendrán distribuciones 
de probabilidades de la forma: 

௑݂ೕ൫ݔ௝൯ ൌ
1

ߨ௝√2ߪ
݌ݔ݁ ൥െ

1
2
ቆ
௝ݔ െ ௝݉

௝ߪ
ቇ
ଶ

൩			൫െ∞ ൑ ௝ݔ ൑ ∞, ݆ ൌ 1,2, … , ݊൯ 

Ejemplo n° 47: 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias cada una de las cuales 
puede asumir con la misma probabilidad cualquiera de los valores de su 

dominio, Ω ൌ ቄଵ
௡
,
ଶ

௡
, … ,

௡ିଵ

௡
, 1ቅ, Las funciones de distribución de 

probabilidades de las variables ௝ܺ 	ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ serán, entonces, de la 
forma:	 

ሻݔ௑ೕሺܨ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ݔ														ܽݎܽ݌														0ۓ ൑

1
݊

1
݊
																											

1
݊
൏ ݔ ൑

2
݊……………… .

݇
݊
																			

݇
݊
൏ ݔ ൑

݇ ൅ 1
݊……………… . .

݊ െ 1
݊

											
݊ െ 1
݊

൏ ݔ ൑ 1

ݔ																																				1 ൐ 1

 

y su función característica será de la forma: 
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ሻݓ௑ೕሺܥ ൌ ෍ ݁௜௪
೓
೙

௡

௛ୀଵ

1
݊
ൌ
1
݊
݁௜

ೢ
೙
݁௜

ೢ
೙
௡ െ 1

݁௜
ೢ
೙ െ 1

ൌ
1
݊

݁௜
ೢ
೙

݁௜
ೢ
೙ െ 1

൫݁௜௪ െ 1൯ 

(݆ ൌ 1,2, … , ݊). 

Luego, se verificará que: 

lim
௝→ஶ

ሻݓ௑ೕሺܥ ൌ ൫݁
௜௪ െ 1൯ lim

௝→ஶ
ቆ
݁௜௪ ௡⁄ െ 1

1 ݊ൗ
ቇ
ିଵ

݁௜௪ ௡⁄ ൌ
	

 

ൌ
݁௜௪ െ 1
ݓ݅

										ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 

De acuerdo con lo demostrado en el ejemplo n° 43, ésta es la función 
característica correspondiente a una distribución de probabilidades uniforme 
en el intervalo ሾ0,1ሿ. Es decir, este resultado confirma, a partir de la definición 
de función característica, la convergencia en-distribución –ya analizada en el 
ejemplo n° 34 - de la sucesión ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ a una variable uniforme en el 
intervalo ሾ0,1ሿ. 

13.3.- Análisis de las condiciones de unicidad de los momentos 

Sean ଵܺ y ܺଶ dos variables aleatorias con funciones de distribución de 
probabilidades ܨ௑భሺݔሻ y ܨ௑మሺݔሻ, respectivamente, con todos sus momentos 
finitos y tales que ݉௦ ൌ ሺܧ ଵܺ

௦ሻ ൌ ሺܺଶܧ
௦ሻሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ. Supóngase que 

exista por lo menos un valor de ݐ ൐ 0 tal que ∑ ݉௦൫ ௝ܺ൯
௧ೞ

௦!
൏ ൅∞ஶ

௦ୀ଴ ሺ݆ ൌ

1,2ሻ. A partir de la relación ݁௜௭ െ 1 ൌ ׬ ݅݁௜௬݀ݕ
௭
ିஶ

ሺݖ ∈ Թሻ, se obtiene 

inmediatamente que ห݁௜௭ െ 1ห ൑  Con un razonamiento similar, por .|ݖ|
inducción, se demuestra que: 

ቮ݁௜௭ െ෍
ሺ݅ݖሻ௝

݆!

௡

௝ୀ଴

ቮ ൌ න ቌ݁௜௬ െ෍
ሺ݅ݕሻ௝

݆!

௡ିଵ

௝ୀ଴

ቍ݀ݕ ൑

|௭|

଴

 

൑ න
௡ݕ

݊!
ݕ݀ ൌ

௡ାଵ|ݖ|

ሺ݊ ൅ 1ሻ!
										ሺ݊ ൐ 0ሻ

|௭|

଴

 

De modo que, para ݖ real y ݊ ൌ 0,1,2, …, se puede escribir: 
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ቮ݁௜௭ െ෍
ሺ݅ݖሻ௝

݆!

௡

௝ୀ଴

ቮ ൑
௡ାଵ|ݖ|

ሺ݊ ൅ 1ሻ!
 

Luego, para ambas variables se verificará que: 

อܥ௑ೕሺݐሻ െ ෍ ݉௦
ሺ݅ݐሻ௦

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

อ ൑ 

൑ න อ݁௜௧௫ െ ෍
ሺ݅ݔݐሻ௦

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

อ ሻݔ௑ೕሺܨ݀ ൑ න
ଶ௡|ݔݐ|

ሺ2݊ሻ!
ሻݔ௑ೕሺܨ݀

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ ݉ଶ௡
ଶ௡ݐ

ሺ2݊ሻ!
 

(para ݆ ൌ 1,2, ; ݊ ൌ 0,1,2, … ሻ. Teniendo en cuenta la convergencia supuesta 

más arriba, se puede concluir que lim
௡→ஶ

݉ଶ௡
௪మ೙

ሺଶ௡ሻ!
ൌ 0. De modo que, para todo 

|ݓ| ൑  se verificará que en un entorno del origen, las funciones ,ݐ
características son iguales: 

ሻݓ௑భሺܥ ൌ lim
௡→ஶ

෍ ௝݉
ሺ݅ݓሻ௝

݆!
ൌ ሻݓ௑మሺܥ

ଶ௡ିଵ

௝ୀ଴

 

Por otra parte, dado que ܥ௑భሺݓሻ y ܥ௑మሺݓሻ poseen derivadas de cualquier 
orden, utilizando la desigualdad anterior, será: 

อܥ௑ೕሺݓሻ െ ෍ ሻݖ௑ೕሺܥ
ሺݓ െ ሻ௦ݖ

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

อ ൑ 

൑ න อ݁௜௪௫ െ ෍ ݁௜௭௫ሺ݅ݔሻ௦
ሺݓ െ ሻ௦ݖ

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

อ

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ೕሺܨ݀	 ൌ 

ൌ නห݁௜௭௫ห อ݁௜ሺ௪ି௭ሻ௫ െ ෍
ሾ݅ݔሺݓ െ ሻሿ௦ݖ

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

อ ሻݔ௑ೕሺܨ݀ ൑

ஶ

ିஶ

 

൑ න
ݓ|ଶ௡|ݔ| െ ଶ௡|ݖ

ሺ2݊ሻ!
ሻݔ௑ೕሺܨ݀ ൌ ݉ଶ௡

ݓ| െ ଶ௡|ݖ

ሺ2݊ሻ!
			ሺ݆ ൌ 1,2; ݊ ൌ 0,1,2, … ሻ

ஶ

ିஶ
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Luego, de acuerdo con lo demostrado más arriba, para |ݓ െ |ݖ ൏  resulta ,ݐ
que: 

ሻݓ௑భሺܥ ൌ lim
௡→ஶ

෍ ሻݓ௑ೕሺܥ
ሺݓ െ ሻ௦ݖ

!ݏ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

 

Ahora bien, para |ݖ| ൏ ሻݖ௑భሺܥ se verifica que ,ݐ ൌ  ሻ y, por lo tanto, queݖ௑మሺܥ

las derivadas también coinciden. En consecuencia, si |ݓ| ൏ ݖ para ,ݐ2 ൌ
௪

ଶ
, se 

tiene que: 

ሻݓ௑భሺܥ ൌ lim
௡→ஶ

෍ ௑భܥ
ሺ௦ሻሺݖሻ

ሺݓ െ ሻ௦ݖ

!ݏ
ൌ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

lim
௡→ஶ

෍ ௑మܥ
ሺ௦ሻሺݖሻ

ሺݓ െ ሻ௦ݖ

!ݏ
ൌ

ଶ௡ିଵ

௦ୀ଴

 ሻݓ௑మሺܥ

Por inducción, haciendo ݖ ൌ
௞ିଵ

௞
ሺ݇	ݓ ൌ 2,3, … ሻ, se obtiene la igualdad de las 

funciones características para todo ݓ real. 

De la demostración anterior se puede concluir que, dadas dos variables 
aleatorias, ଵܺ y ܺଶ con funciones de distribución ܨ௑భሺݔሻ y ܨ௑మሺݔሻ y los 
correspondientes momentos finitos e iguales, ݉௦ሺ ଵܺሻ ൌ ݉௦ሺܺଶሻ	ሺݏ ൌ

0,1,2, … ሻ, si se verifica que ∑ ݉௦
௪ೞ

௦!
ஶ
௦ୀ଴ ሺ∃ݓ ൐ 0ሻ, entonces por la propiedad 

de correspondencia biunívoca entre la función característica y la función de 
distribución de probabilidades, se verificará que ܨ௑భሺݔሻ=ܨ௑మሺݔሻ. Es decir que 

la sucesión de momentos, ݉௦ሺܺሻ, define unívocamente a la variable ܺ131. 

Asimismo, se puede demostrar que las condiciones de convergencia que se 
mencionan a continuación son equivalentes a la demostrada precedentemente 
para poder asegurar la unicidad de los momentos de una variable: 

i) ∑ ݉ଶ௦
௪మೞ

ሺଶ௦ሻ!
൏ ൅∞ஶ

௦ୀ଴ ሺ∃ݓ ൐ 0ሻ. 

ii)	݉ଶ௦
௪మೞ

ሺଶ௦ሻ!
→ 0	ሺ∃ݓ ൐ 0ሻ 

iii) ݈݅݉ݎ݁݌ݑݏ
௦→ஶ

ሺ௠మೞሻభ మೞ⁄

ଶ௦
൏ ൅∞ 

iv) Criterio de Riesz: ݈݂݅݉݅݊݁ݎ
௦→ஶ

ሺ௠మೞሻభ మೞ⁄

ଶ௦
൏ ൅∞ 

                                                            
131 Esta condición fue enunciada (sin demostración) en la Sec. 10.1. 
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v) Criterio de Carleman: ∑ ሺ݉ଶ௦ሻିଵ ଶ௦⁄ஶ
௦ୀ଴ ൌ ൅∞ 

vi) Criterio de Ghizzetti: ݈݂݅݉݅݊݁ݎ
௦→ஶ

ሺ௠ೞሻభ ೞ⁄

௦మ
൏ ൅∞ 

vii) ܥሺݖሻ ൌ ∑ ݉௦
ሺ௜௭ሻೞ

௦!
ሺ∃ݓ ൐ 0, |ݖ| ൏ ሻஶݓ

௦ୀ଴  

viii) ∑ ݉௦
௭ೞ

௦!
ൌ ׬ ݁௭௫݀ܨ௓ሺݖሻ

ஶ
ିஶ

ሺ∃ݓ ൐ 0, |ݖ| ൏ ሻஶݓ
௦ୀ଴  

13.4.- Algunos teoremas particulares acerca de la inversión de la función 
característica 

Como ya se mencionó al analizar las propiedades de la correspondencia 
biunívoca entre la función característica y la distribución de probabilidades de 
una variable, la utilización de la fórmula de inversión: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1
ߨ2

lim
௔→ஶ

න ݁௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ݀ݓ

௔

ି௔

 

suele conducir a expresiones cuya resolución resulta extremadamente 
complicada. Aquí se tratarán algunos casos particulares intentando utilizar en 
su resolución fundamentalmente argumentos probabilísticos132. 

1) Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁ ቆെ

ଶݔ

௑ߪ2
ଶቇ							ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

Su función característica será de la forma ܥ௑ሺݓሻ ൌ ݌ݔ݁ ቀെ
௪మఙ೉

మ

ଶ
ቁ. Si se toma 

como punto de partida la expresión: 

න ݁ି௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ݃ሺݓሻ݀ݓ ൌ න ݁ି௜௪௫ ൥ න ݁௜௪௬݀ܨ௑ሺݕሻ

ஶ

ିஶ

൩

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

݃ሺݓሻ݀ݓ ൌ 

                                                            
132 Cabe destacar aquí los trabajos de Fourier (1811), que fueron los que probablemente 

condujeron a Gauss a la expresión de las relaciones recíprocas ܩሺݑሻ ൌ
ଵ

√ଶగ
׬ ݁௜௪௨݃ሺݓሻ݀ݓ
ஶ
ିஶ  y 

݃ሺݓሻ ൌ
ଵ

√ଶగ
׬ ݁ି௜௪௨ܩሺݑሻ݀ݑ
ஶ
ିஶ  (esta demostración data probablemente de 1813, pero fue 

descubierta recién a fines del siglo XIX). 
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ൌ න ൥ න ݁ି௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ݃ሺݓሻ݀ݓ

ஶ

ିஶ

൩

ஶ

ିஶ

ሻݕ௑ሺܨ݀	 ൌ න ݕሺܥ െ ሻݕ௑ሺܨሻ݀ݕ௑ሺܨሻ݀ݔ ൌ

ஶ

ିஶ

 

ൌ න ݌ݔ݁ ൤െ
1
2
௑ߪ
ଶሺݕ െ ሻଶ൨ݔ ሻݕ௑ሺܨ݀

ஶ

ିஶ

 

y, teniendo en cuenta que: 

݁ି௭
మ௖మ ଶ⁄ ൌ

ߨ2√
ܿ

൬
ܿ

ߨ2√
݁ି௭

మ௖మ ଶ⁄ ൰ ൌ
ߨ2√
௓ߪ

݄ሺݖሻ 

(donde ݄ሺݖሻ denota una función de densidad similar a ௑݂ሺݔሻ de una variable ݖ, 

con ߪ௭ ൌ
ଵ

௖
), se puede escribir: 

න ݁௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ݃ሺݓሻ݀ݓ ൌ
ߨ2√
௑ߪ

න ݄ሺݕ െ ሻݕ௑ሺܨሻ݀ݔ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 

La integral que figura en el segundo miembro define la convolución de las 
funciones ௑݂ሺݔሻ y ݄ሺݕሻ, es decir, la función de distribución de probabilidades 
de la variable ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ, siendo ܺ e ܻ variables independientes: 

න ݄ሺݕ െ ሻݕ௑ሺܨሻ݀ݔ ൌ

ஶ

ିஶ

 

ൌ
௑ߪ
ߨ2√

න ݁ି௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ݃ሺݓሻ݀ݓ ൌ
1
ߨ2

න ݁ି௜௪௫ܥ௑ሺݓሻ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

݁ି௪
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀

Luego, será: 

ଵሻݖ௓ሺܨ െ ଴ሻݖ௓ሺܨ ൌ න ௑݂ା௒ሺݔሻ݀ݔ

௭భ

௭బ

ൌ
1
ߨ2

න ቎න ݁ି௜௪௫݀ݔ

௭భ

௭బ

቏

ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄ ݀ 

ൌ
1
ߨ2

න
݁ି௜௪௭బ െ ݁ି௜௪௭భ

ݓ݅

ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀
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Aplicando a ambos miembros de esta igualdad el operador límite cuando ܿ →
0, se obtiene que 

lim
௖→଴

ሾܨ௓ሺݖଵሻ െ ଴ሻሿݖ௓ሺܨ ൌ ଵሻݖ௑ሺܨ െ ଴ሻݖ௑ሺܨ ൌ 

ൌ lim
௖→଴

1
ߨ2

න
݁ି௜௪௭బ െ ݁ି௜௪௭భ

ݓ݅

ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀

Si se supone, en particular, que ܥ௑ሺݓሻ cumple la condición ׬ ݓ݀|ሻݓ௑ሺܥ| ൌ
ஶ
ିஶ

ܭ ൏ ൅∞, se verificará que: 

อ න ݁௜௪௫
ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄ อݓ݀ ൑ න|ܥ௑ሺݓሻ|݀ݓ ൏ ൅∞

ஶ

ିஶ

 

de modo que es posible el pasaje al límite bajo el signo integral: 

ଵሻݖ௑ሺܨ െ ଴ሻݖ௑ሺܨ ൌ
1
ߨ2

න ൥lim
௖→଴

න ݁௜௪௫
ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄ ൩ݓ݀ ݔ݀ ൌ

௔

௕

 

ൌ
1
ߨ2

න ൥ න ݁௜௪௫
ஶ

ିஶ

൩ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ ݔ݀

௔

௕

 

Haciendo ݖ଴ → െ∞, se obtiene que: 

ଵሻݖ௑ሺܨ ൌ න ൥
1
ߨ2

න ݁ି௜௪௫
ஶ

ିஶ

൩ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ ݔ݀

ୠ

ିஶ

 

Es decir, se demuestra que la definición de la función de densidad de la 
variable ܺ, a partir de su función característica, será de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1
ߨ2

න ݁ି௜௪௫
ஶ

ିஶ

 ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

2) Sea ሺ݇ ൅ ݄ܺሻ (donde ݇ es un número real, ݄ ൐ 0 y ܺ denota una variable 
aleatoria que puede asumir sólo valores enteros) una variable aleatoria con 
función de probabilidades ݌൫ ௝ܺ൯ ൌ  ௝. De acuerdo con la definición de݌
función característica, se tiene que: 



 
 

192 

 

න ݁ି௜௪ሺ௞ା௛௑ሻܥ௑ሺݓሻ݀ݓ ൌ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

න ݁ି௜௪ሺ௞ା௛௑ሻ ቎෍݁௜௪ሺ௞ା௛௝ሻ

௝

௝቏݌ ݓ݀ ൌ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

 

ൌ න ቎෍݁௜௪ሺ௝ି௫ሻ௛

௝

௝቏݌ ݓ݀ ൌ෍݌௝ න ݁௜௪ሺ௝ି௫ሻ௛݀ݓ ൌ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄௝

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

 

ൌ
1
݄
෍݌௝ නሾܿݏ݋ሺ݆ െ ݕሻݔ ൅ ݕሿ݀ݕሻݔሺെ݊݁ݏ	݅

గ

ିగ௝

 

Esta integral es nula para todo ݆ ് ݆ para ߨy es igual a 2 ݔ ൌ  :Luego, será .ݔ

න ݁ି௜௪ሺ௞ା௛௑ሻܥ௑ሺݓሻ݀ݓ ൌ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

ߨ2√
݄

 ௫݌

Queda demostrado entonces que: 

௫݌ ൌ
݄

ߨ2√
න ݁ି௜௪ሺ௞ା௛௑ሻܥ௑ሺݓሻ݀ݓ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

 

3) La fórmula de inversión de Lévy 

Sea una variable aleatoria ܺ y sean ݔ଴ y ݔଵ dos puntos de continuidad de su 
función de distribución de probabilidades ܨ௑ሺݔሻ. De acuerdo a lo demostrado 
más arriba: 

ଵሻݔ௑ሺܨ െ ଴ሻݔ௑ሺܨ ൌ lim
௖→଴

1
ߨ2

න
݁ି௜௪௫బ െ ݁ି௜௪௫భ

ݓ݅

ஶ

ିஶ

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀

Para un valor ܣ ൐ 0 esta integral puede ser expresada como la suma de dos 
integrales sobre los intervalos |ݓ| ൑ |ݓ| y ܣ ൐  respectivamente. En el ,ܣ
primer intervalo se puede pasar al límite bajo el signo integral, de modo que 
se puede escribir: 

ଵሻݔ௑ሺܨ െ ଴ሻݔ௑ሺܨ ൌ 
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ൌ
1
ߨ2

න
݁ି௜௪௫బ െ ݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

஺

ି஺

൅ 

൅ lim
௖→଴

1
ߨ2

න
݁ି௜௪௫బ െ ݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ

మ௖మ ଶ⁄ ݓ݀
|௪|வ஺

ൌ 

ൌ
1
ߨ2

න
݁ି௜௪௫బ െ ݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

஺

ି஺

൅ 

൅
1
ߨ2

lim
௖→଴

න
݁ି௜௪௫బ

ݓ݅
|௪|வ஺

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄ ݓ݀ െ 

െ
1
ߨ2

lim
௖→଴

න
݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
|௪|வ஺

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀

Ahora bien, tomando la segunda integral del segundo miembro, se obtiene 
que: 

න
݁ି௜௪௫బ

ݓ݅
|௪|வ஺

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄  ݓ݀

ൌ න
݁ି௜௪௫బ

ݓ݅
|௪|வ஺

൥ න ݁௜௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

൩ ݁ି௪
మ௖మ ଶ⁄ ݓ݀ ൌ 

ൌ න ቎ න
݁ି௜௪ሺ௫ି௫బሻ

ݓ݅
|௪|வ஺

݁ି௪
మ௖మ ଶ⁄ ቏ݓ݀

ஶ

ିஶ

 ሻݔ௑ሺܨ݀	

Aplicando la sustitución ݕ ൌ ݔሺݓ െ  ଴ሻ133 y teniendo en cuenta que laݔ

función 
௖௢௦ሺ௫ሻ

௫
 es impar y la función 

௦௘௡ሺ௫ሻ

௫
 es par, resulta que: 

                                                            
133 Como se ha supuesto que ݔ଴ es un punto de continuidad de ܨ௑ሺ∙ሻ, será ݔ െ ଴ݔ ് 0. 



 
 

194 

 

න
݁ି௜௪ሺ௫ି௫బሻ

ݓ݅
|௪|வ஺

݁ି௪
మ௖మ ଶ⁄ ݓ݀ ൌ න

݁௜௬

ݕ݅
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

|௬|வ஺|௫ି௫బ|

ൌ 

ൌ න
ሻݕሺݏ݋ܿ ൅ ሻݕሺ݊݁ݏ	݅

ݕ݅
|௬|வ஺|௫ି௫బ|

݌ݔ݁	 ቈെ
1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀ ൌ 

ൌ 2 න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

|௬|வ஺|௫ି௫బ|

 

 

Sea ܣ∗ el menor entero mayor que 
஺|௫ି௫బ|

ଶగ
, es decir, tal que 

஺|௫ି௫బ|

ଶగ
൏ ∗ܣ ൑

஺|௫ି௫బ|

ଶగ
൅ 1. Entonces se puede escribir: 

ቮ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

|௬|வ஺|௫ି௫బ|

ቮ ൑ 

൑ ቮ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

ଶ஺∗గ

஺|௫ି௫బ|

ቮ ൅ 

൅ ቮ ෍ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

ሺ௝ାଵሻగ

௝గ

ஶ

௝ୀଶ஺∗గ

ቮ 

 

Dado que la serie que figura en el segundo miembro está formada por 
términos de signo alternado, siendo su primer término positivo, su suma será 
positiva e inferior al primer término. Luego, será: 

ቮ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

|௬|வ஺|௫ି௫బ|

ቮ ൑ 
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൑ ቮ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

ଶ஺∗గ

஺|௫ି௫బ|

ቮ ൅ 

൅ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2

ଶܿଶݕ

ሺݔ െ ଴ሻଶݔ
቉ ݕ݀

ሺଶ஺∗ାଵሻగ

ଶ஺∗గ

൑ 

൑ න
ሻݕሺ݊݁ݏ

ݕ
ݕ݀

ሺଶ஺∗ାଵሻగ

஺|௫ି௫బ|

൑ න
|ሻݕሺ݊݁ݏ|

ݕ
ݕ݀

஺|௫ି௫బ|ାଷగ

஺|௫ି௫బ|

 

La última integral del segundo miembro es menor que 3ߨ y tiende a cero 
cuando ܣ → ∞. Aplicando entonces el teorema de la convergencia dominada 
se obtiene que: 

lim
஺→ஶ

ቮlim
௖→଴

න
݁ି௜௪ሺ௫ି௫బሻ

ݓ݅
|௪|வ஺

݁ି௪
మ௖మ ଶ⁄ ቮݓ݀ ൑ 

൑ lim
஺→ஶ

න 2 ቎ න
|ሻݕሺ݊݁ݏ|

ݕ
ݕ݀

஺|௫ି௫బ|ାଷగ

஺|௫ି௫బ|

቏

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ 

ൌ න 2 ቎ lim
஺→ஶ

න
|ሻݕሺ݊݁ݏ|

ݕ
ݕ݀

஺|௫ି௫బ|ାଷగ

஺|௫ି௫బ|

቏

ஶ

ିஶ

ሻݔ௑ሺܨ݀ ൌ 0 

Obviamente resulta también que: 

lim
஺→ஶ

቎
1
2π

lim
௖→଴

න
݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
|௪|வ஺

ሻ݁ି௪ݓ௑ሺܥ
మ௖మ ଶ⁄ ቏ݓ݀ ൌ 0 

Luego, queda demostrado que: 

ଵሻݔ௑ሺܨ െ ଴ሻݔ௑ሺܨ ൌ lim
஺→ஶ

1
ߨ2

න
݁ି௜௪௫బ െ ݁ି௜௪௫భ

ݓ݅
ݓሻ݀ݓ௑ሺܥ

஺

ି஺
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14.- La función generatriz de momentos 

14.1.- Definición 

Íntimamente vinculada con la función característica, existe otra función que se 

obtiene haciendo ݄ሺݔ, ሻݓ ൌ ݁௪௫ en la función ܪ௑ሺݓሻ ൌ ׬ ݄ሺݔ, ሻஐሺ௑ሻݓ  

 :ܺ ሻ, denominada “función generatriz de momentos” de la variableݔ௑ሺܨ݀

ሻݓ௑ሺܯ ൌ ሺ݁௪௑ሻܧ ൌ න ݁௪௑݀ܨ௑ሺݔሻ
ஐሺ௑ሻ

 

Con respecto a la función característica, la función ܯ௑ሺݓሻ permite la 
simplificación que significa pasar del campo complejo al campo real. Como 
contrapartida, si bien la integral que define la transformación existe siempre 
ya que la función integrando es positiva, no es posible asegurar su 
convergencia para cualquier valor de ݓ. La función ܯሺ∙ሻ existe si la integral 
es finita por lo menos para un ݓ en el entorno del origen (|ݓ| ൑  .଴)134ݓ

La función ܯ௑ሺ∙ሻ siempre existe en el punto ݓ ൌ ௑ሺ0ሻܯ ,0 ൌ ሺ1ሻܧ ൌ 1135 

14.2.- Propiedades 

La función generatriz de momentos posee las siguientes propiedades: 

1) Sea ܺ una variable aleatoria con función generatriz de momentos ܯ௑ሺݓሻ y 
sean las constantes reales ܽ y ܾ. Se tiene, entonces, que: 

ሻݓ௔௑ା௕ሺܯ ൌ ௪ሺ௔௑ା௕ሻ൧݁ൣܧ ൌ ݁௪௕ܯ௑ሺܽݓሻ 

(nótese que, si se verifica que ܧሺ݁௪௑ሻ ൏ ൅∞, para |ݓ| ൑  ଴, entoncesݓ
ሺ݁௔௪௑ሻܧ ൏ ൅∞, para |ܽݓ| ൑ |ݓ| ଴, es decir, paraݓ ൑

௪బ

௔
). 

2) Propiedad multiplicativa 

Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias independientes con 
funciones generatrices de momentos ܯ௑భሺݓሻ,ܯ௑మሺݓሻ, …  ,ሻݓ௑೙ሺܯ,
respectivamente. Entonces la función generatriz de momentos de la variable 

                                                            
134 La integral ׬ ݁௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ está definida para todo ݓ, pero su utilización sólo interesa para 
aquellos valores para los cuales se mantiene finita. Si la variable ܺ es acotada, es finita para 
todo ݓ real. Si ܺ no es acotada puede existir para algunos valores de ݓ y para otros no. 
135 Se puede concluir en formas inmediata que ܯ௑ሺݓሻ ൌ  .ሻݓ௑ሺെ݅ܥ
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݊-dimensional definida como la suma de las variables ௝ܺ, Z= ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ⋯൅
ܺ௡, existirá y estará definida por: 

ሻݓ௑భା௑మା⋯ା௑೙ሺܯ ൌ ሺ௑భା௑మା⋯ା௑೙ሻ௪൧݁ൣܧ ൌ ሺ݁௑೙௪ሻܧ…ሺ݁௑మ௪ሻܧ	ሺ݁௑భ௪ሻܧ ൌ 

ൌ  ሻݓ௑೙ሺܯ…ሻݓ௑మሺܯሻݓ௑భሺܯ

3) Sea una variable aleatoria ܺ con función generatriz de momentos finita para 
|ݓ| ൑ ሻ real resulta ݁௪௑ܺݓ଴. Dado que para todo ሺݓ ൐ 0, se verifica que: 

݁|௪௑| ൌ ݁௪௑ ൑ ݁௪௑ ൅ ݁ି௪௑								ሺܽݎܽ݌	ܺݓ ൐ 0ሻ 

݁|௪௑| ൌ ݁ି௪௑ ൑ ݁௪௑ ൅ ݁ି௪௑							ሺܽݎܽ݌	ܺݓ ൏ 0ሻ 

Por lo tanto, se cumple la relación: 

ሺ݁௪௑ሻܧ ൅ ሺ݁ି௪௑ሻܧ ൌ ሻݓ௑ሺܯ ൅ܯ௑ሺെݓሻ ൐  ൫݁|௪௑|൯ܧ

Pero ݁|௪௑| ൌ ∑ |௪௑|ೕ

௝!
ஶ
௝ୀ଴ ൒

|௪௑|ೖ

௞!
ሺ݇ ൌ 0,1,2, … ሻ. De modo que: 

௞|ݓ|

݇!
൫|ܺ|௞൯ܧ ൏ ሻݓ௑ሺܯ ൅ܯ௑ሺെݓሻ ൏ ൅∞ 

Es decir que, si la función generatriz de momentos es finita para todo ݓ en un 
intervalo alrededor del punto ݓ ൌ 0, entonces sus momentos ݉௦ሺܺሻ ൌ  ሺܺ௦ሻܧ
existen y son finitos136. 

4) Sea una variable aleatoria ܺ con función generatriz de momentos finita para 
todo |ݓ| ൑  :଴. Entonces seráݓ

ሻݓ௑ሺܯ ൌ න ݁௪௫݀ܨ௑ሺݔሻ
ஐሺ௑ሻ

ൌ න ෍
௝ݔ௝ݓ

݆!

ஶ

௝ୀ଴

ሻݔ௑ሺܨ݀
ஐሺ௑ሻ

ൌ 

ൌ	෍
௝ݓ

݆!
න ሻݔ௑ሺܨ௝݀ݔ

ஐሺ௑ሻ

ஶ

௝ୀ଴

ൌ෍ ௝݉ሺܺሻ
௝ݓ

݆!

ஶ

௝ୀ଴

 

                                                            
136 Como se ve la existencia de la función generatriz de momentos puede considerarse una 
condición restringida para la existencia de los momentos: muchas distribuciones no la poseen, 
en particular aquellas cuyos momentos no son todos finitos. 
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5) Derivando la serie de potencias anterior término a término, se obtiene que: 

݀௦

௦ݓ݀ ሻݓ௑ሺܯ ൌ෍
1
݆! ௝݉ሺܺሻ

ஶ

௝ୀ଴

݀௦

௦ݓ݀ ݓ
௝ ൌ 

ൌ ݉଴ሺݔሻ
݀௦

௦ݓ݀ ݓ
଴ ൅ ݉ଵሺܺሻ

݀௦

௦ݓ݀ ݓ ൅
1
2!
݉ଶሺܺሻ

݀௦

௦ݓ݀ ݓ
ଶ ൅⋯ ൌ 

ൌ
1
!ݏ
݉௦ሺܺሻ

݀௦

௦ݓ݀ ݓ
௦ ൅

1
ሺݏ ൅ 1ሻ!

݉௦ାଵሺܺሻ
݀௦

௦ݓ݀ ݓ
௦ାଵ ൅ ⋯ 

Luego, será ݉௦ሺܺሻ ൌ
ௗೞ

ௗ௪ೞ  .ሻ|௪ୀ଴ݓ௑ሺܯ

6) De acuerdo con lo demostrado en la propiedad 4), de la existencia de la 

función generatriz de momentos se deriva la expresión ∑ ௝݉ሺܺሻ
௪ೕ

௝!
ஶ
௝ୀ଴ ሺ∃ݓ ൐

0ሻ. La cual permite asegurar que la sucesión de momentos identifica a la 
distribución de probabilidades137. Como se demostró en la propiedad 3), esta 
es condición necesaria y suficiente para la existencia de la función generatriz 
de momentos (la existencia de esta función, para todo ݓ en el entorno del 
origen, garantiza la existencia de todos los momentos138), pero sólo es 
condición suficiente para que la sucesión de momentos identifique a la 
distribución: puede suceder que una variable aleatoria posea todos sus 
momentos finitos, que sea identificada por los momentos y que no posea 
función generatriz de momentos. 

7) Sean ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias y una variable ܺ, 
con funciones generatrices de momentos ܯ௑భሺݓሻ,ܯ௑మሺݓሻ, …  ሻ yݓ௑೙ሺܯ,
ሻ, respectivamente. Si se verifica queݓ௑ሺܯ lim

௡→ஶ
ሻݓ௑೙ሺܯ ൌ  ሻ, entoncesݓ௑ሺܯ

se puede asegurar que ܺ௡ converge en-distribución a la variable ܺ. 

Ejemplo n° 48: 

Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

                                                            
137 Ver Sec. 10.1. 
138 Nótese que la existencia de la función característica no garantiza la finitud de los momentos: 
la relación ܥ௑ሺݓሻ ൌ ݅ି௦݉௦ሺܺሻ (para ݏ entero) se verifica sólo si |ܧሺܺ௦ሻ| ൏ ∞ (ver Sec. 
12.4.1). 
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௑݂ሺݔሻ ൌ ቐ
݁ି√௫

2
ݔ										ܽݎܽ݌										 ൐ 0

ݔ																																						0 ൏ 0
 

De acuerdo con su definición, el momento de orden ݏ de la variable ܺ está 
dado por: 

݉௦ሺܺሻ ൌ න ௦ݔ ௑݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ න ௦ݔ
݁ି√௫

2
ݔ݀

ஶ

଴ஐሺଡ଼ሻ

 

Aplicando la transformación √ݔ ൌ  :será ,ݕ

݉௦ሺܺሻ ൌ න ݕଶ௦ାଵ݁ି௬݀ݕ ൌ ሺ2ݏ ൅ 1ሻ!

ஶ

଴

 

Por otra parte, se observa el cumplimiento de la condición de Ghizzetti139: 

lim
௦→ஶ

ሾ݉௦ሺܺሻሿଵ ௦⁄

ଶݏ
ൌ lim

௦→ஶ

ሾሺ2ݏ ൅ 1ሻ!ሿଵ ௦⁄

ଶݏ
ൌ 

ൌ lim
௦→ஶ

ሺ2ݏ ൅ 1ሻଶାଵ ௦⁄ ݁ିଶିଵ ௦⁄ ሾ2ߨሺ2ݏ ൅ 1ሻሿଵ ௦⁄

ଶݏ
ൌ 4݁ିଶ 

lo que permite asegurar que la sucesión de momentos caracteriza 
unívocamente a la variable. Pero se verifica también que: 

ሻݓ௑ሺܯ ൌ ሺ݁௪௑ሻܧ ൌ
1
2
න ݁௪௫݁ି√௫݀ݔ

ஶ

଴

ൌ
1
2
න ݁௪௫ି√௫݀ݔ ൌ ൅∞										ሺݓ ൐ 0ሻ

ஶ

଴

 

Es decir que, a pesar de cumplirse la condición de Ghizzetti, la función 
generatriz de momentos no existe. 

Ejemplo n° 49: 

Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma 

௑݂ሺݔሻ ൌ ݔఒ௫ሺି݁ߣ ൐ 0ሻ. Se verificará que: 

                                                            
139 Ver Sec. 13.3. 
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ሻݓ௑ሺܯ ൌ ሺ݁௪௑ሻܧ ൌ නߣ ݁௪௫݁ିఒ௫݀ݔ

ஶ

଴

ൌ නߣ ݁ିሺఒି௪ሻ௫݀ݔ

ஶ

଴

ൌ 

ൌ
ߣ

ߣ െ ݓ
න ݁ି௬݀ݕ ൌ

ߣ
ߣ െ ݓ

ஶ

଴

 

(la integral es finita para |ݓ| ൏  de la función ݏ La derivada de orden .(ߣ
generatriz será de la forma: 

௑ܯ
ሺ௦ሻሺݓሻ ൌ

!ݏ ߣ
ሺߣ െ ሻ௦ାଵݓ

														ሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ 

Luego, el momento de orden ݏ será ݉௦ሺݔሻ ൌ ௑ܯ
ሺ௦ሻሺ0ሻ ൌ

௦!

ఒೞ
ሺݏ ൌ 0,1,2, … ሻ. 

Sea, por otra parte, una variable aleatoria ܻ, independiente de ܺ y con la 
misma distribución de probabilidades, ௒݂ሺݕሻ ൌ ݕఒ௬ሺି݁ߣ ൐ 0ሻ. La 
distribución de probabilidades de la variable ܼ ൌ ܺ ൅ ܻ estará dada por la 
convolución: 

௓݂ሺݖሻ ൌ න݂ሺݖ െ ሻݕ ௒݂ሺݕሻ݀ݕ ൌ ଶߣ
௭

ିஶ

න݁ିఒሺ௭ି௬ሻ݁ିఒ௬݀ݕ

௭

଴

ൌ 

ൌ ଶ݁ିఒ௭ߣ න݀ݕ

௭

଴

ൌ  ఒ௭ି݁ݖଶߣ

y, como se demuestra en forma inmediata, su función generatriz de 
momentos: 

ሻݓ௓ሺܯ ൌ ሺ݁௪௓ሻܧ ൌ න ݁௪௭ ௓݂ሺݖሻ݀ݖ ൌ ଶߣ න ݖሺఒି௪ሻ௭݀ି݁ݖ

ஶ

଴ஐሺ௓ሻ

ൌ 

ൌ
ଶߣ

ሺߣ െ ሻଶݓ
න ݕ௬݀ି݁ݕ

ஶ

଴

ൌ
ଶߣ

ሺߣ െ ሻଶݓ
ൌ 

ൌ
ߣ

ߣ െ ݓ
ߣ

ߣ െ ݓ
ൌ |ݓ|ሺ								ሻݓ௒ሺܯሻݓ௑ሺܯ ൏  ሻߣ
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cumple la propiedad multiplicativa. 

Ejemplo n° 50: 

Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ ൝
1
ߨ
																		ܽݎܽ݌																				 െ

ߨ
2
൏ ݔ ൏

ߨ
2

	ݔ	݁݀	ݎ݋݈ܽݒ	݋ݎݐ݋	ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ	ܽݎܽ݌												0
 

y sea la variable aleatoria ܻ ൌ  :ሺܺሻ. Se verificará, entonces, que݃ݐ

ሻݕ௒ሺܨ ൌ ሺܻ݌ ൑ ሻݕ ൌ ሻݔሺ݃ݐሾ݌ ൑ ሿݕ ൌ ሾܺ݌ ൑ ሻሿݕሺ݃ݐ	ܿݎܽ ൌ
1
ߨ
 ሻݕሺ݃ݐ	ܿݎܽ

Derivando se obtiene que: 

௒݂ሺݕሻ ൌ
݀
ݕ݀

ሻݕ௒ሺܨ ൌ
1
ߨ

1
1 ൅ ଶݕ

 

(función conocida como distribución de Cauchy). La integral 
ଵ

గ
׬

௘ೢ೤

ଵା௬మ
ݕ݀

ஶ
ିஶ  es 

infinita para todo ݓ ൐ 0, de modo que no existe la función generatriz de 
momentos para la variable ܻ. Por otra parte, se puede demostrar que esta 
distribución no posee ningún momento finito. 

14.3.- La función generatriz de momentos factoriales 

Se dice que una variable aleatoria ܺ posee “función generatriz de momentos 
factoriales” si existe un valor de ݓ en el entorno del origen para el cual el 
valor esperado ௑ܰሺݓሻ ൌ ሾሺ1ܧ ൅  .ሻ௑ሿ es finitoݓ

A fin de evitar los problemas que se pueden presentar al tratar con una 
potencia de exponente real, se puede limitar la definición a los valores de ݓ ൐
െ1. Se puede escribir, entonces: 

௑ܰሺݓሻ ൌ ቄ݁୪୬ൣሺଵା௪ሻܧ
೉൧ቅ ൌ ௑݁ൣܧ ୪୬ሺଵା௪ሻ൧ 

Ahora bien, dada la desigualdad ܽ ൏ ݓ ൏ ܾ, para െ1 ൏ ܽ ൏ 0 ൏ ܾ, se 
verifica que lnሺ1 ൅ ܽሻ ൏ lnሺ1 ൅ ሻݓ ൏ lnሺ1 ൅ ܾሻ, siendo lnሺ1 ൅ ܽሻ ൏0 ൏
lnሺ1 ൅ ܾሻ. Se puede asegurar entonces, que la función generatriz de 
momentos factoriales de una variable existe si y sólo si existe su función 
generatriz de momentos. Esta implicación permite asegurar que, si existe la 
función generatriz de momentos factoriales de una variable, entonces todos 
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sus momentos existen y todos sus momentos factoriales (que son 
combinaciones lineales de los momentos)140 también existen. La relación entre 
ambas funciones es de la forma: 

௑ܰሺݓሻ ൌ ௑݁ൣܧ	 ୪୬ሺଵା௪ሻ൧ ൌ ௑ሾlnሺ1ܯ ൅  ሻሿݓ

ሻݓ௑ሺܯ ൌ ሺ݁௪௑ሻܧ ൌ ሾሺ1ܧ ൅ ݁௪ െ 1ሻ௑ሿ ൌ ௑ܰሺ݁௪ െ 1ሻ 

De estas expresiones se puede concluir que las propiedades de ambas 
funciones están íntimamente vinculadas.  

En particular, dada una sucesión de variables aleatorias independientes, 
ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, se tiene que: 

௑ܰభ,௑మ,…,௑೙ሺݓሻ ൌ ௑ܰభሺݓሻ ௑ܰమሺݓሻ… ௑ܰ೙ሺݓሻ ൌෑܧሾሺ1 ൅ ሻ௫೔ሿݓ
௡

௜ୀଵ

 

Por otra parte, a partir de su definición, se obtiene que: 

௑ܰ
ሺ௦ሻሺݓሻ ൌ

݀௦

௦ݓ݀ ሾሺ1ܧ	 ൅ ሻ௑ሿݓ ൌ ܧ ൤
݀௦

௦ݓ݀ ሺ1 ൅ ሻ௑൨ݓ ൌ 

ൌ ሾܺሺܺܧ െ 1ሻ… ሺܺ െ ݏ ൅ 1ሻሺ1 ൅  ሻ௑ି௦ሿݓ

De modo que los momentos factoriales quedan definidos de la siguiente 
forma: 

௑ܰ
ሺ௦ሻሺ0ሻ ൌ ሾܺሺܺܧ	 െ 1ሻ… ሺܺ െ ݏ ൅ 1ሻሿ ൌ ݉ሾ௦ሿሺܺሻ 

Sea una variable aleatoria ܺ con función generatriz de momentos factoriales 

௑ܰሺݓሻ. Dadas las constantes reales ܽ y ܾ, se tiene que: 

௔ܰ௑ା௕ሺݓሻ ൌ ሺ௔௑ା௕ሻ௟௡ሺଵା௪ሻ൧݁ൣܧ ൌ ሺ1 ൅ ሻ௕ݓ ௑ܰሾሺ1 ൅ ሻ௔ݓ െ 1ሿ 

Ejemplo n° 51: 

Sea ܺ una variable aleatoria con distribución de probabilidades de la forma: 

ሺܺሻ݌ ൌ ቀ
݊
ܺቁ݌

௑ݍ௡ି௑									ሺܺ ൌ 0,1,2, … , ݊; ݊ ൌ 1,2, … ; ݌ ൅ ݍ ൌ 1ሻ 

                                                            
140 Ver Sec. 10.1. 
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Su función generatriz de momentos está dada por: 

ሻݓ௑ሺܯ ൌ ሺ݁௪௑ሻܧ ൌ ෍ ݁௪௑ ቀ
݊
ܺቁ ݌

௑ݍ௡ି௑ ൌ ෍ ቀ
݊
ܺቁ ሺ݁݌

௪ሻ௑ݍ௡ି௑
௡

௑ୀ଴

௡

௑ୀ଴

ൌ 

ൌ ሺݍ ൅  ௪ሻ௡݁݌

De la misma forma, su función generatriz de momentos factoriales queda 
definida por la expresión: 

௑ܰሺݓሻ ൌ ሾሺ1ܧ ൅ ሻ௑ሿݓ ൌ ෍ሺ1 ൅ ሻ௑ݓ ቀ
݊
ܺቁ ݌

௑ݍ௡ି௑
௡

௑ୀ଴

ൌ 

ൌ ෍ ቀ
݊
ܺቁ

ሾሺ1 ൅ ௡ି௑ݍሿ௑݌ሻݓ
௡

௑ୀ଴

ൌ 

ൌ ሾሺ1 ൅ ݌ሻݓ ൅ ሿ௡ݍ ൌ ሺ1 ൅  ሻ௡ݓ݌

de la cual se obtiene que: 

௑ܰ
ሺ௦ሻሺݓሻ ൌ

݀௦

௦ݓ݀ ሺ1 ൅ ሻ௡ݓ݌ ൌ
݊!

ሺ݊ െ !ሻݏ
ሺ1 ൅ ݏሺ								௦݌ሻ௡ି௦ݓ݌ ൌ 1,2, … ሻ 

De modo que sus momentos factoriales quedan definidos de la siguiente 
forma: 

݉ሾ௦ሿሺܺሻ ൌ
݊!

ሺ݊ െ !ሻݏ
ݏሺ											௦݌ ൌ 1,2, … ሻ 

14.4.- La función generatriz de cumulantes o semi-invariantes 

Esta función puede ser definida a partir de la función característica, como 
ሻݓ௑ሺܮ ൌ lnሾܥ௑ሺݓሻሿ. Su utilidad radica en su particular aplicabilidad a la muy 
importante clase de las distribuciones de probabilidades infinitamente 
divisibles, cuyas funciones características son de la forma ݁௖௪141 .  

De la relación anterior se obtiene, obviamente, que ܥ௑ሺݓሻ ൌ ݁௅೉ሺ௪ሻ, 
expresión de la cual se puede concluir que, dada una sucesión de variables 

                                                            
141 La definición de la función ܮሺݓሻ se complica cuando ܥሺݓሻ asume valores complejos o 
reales-negativos. Es necesario en estos casos aislar, para cada ݓ, cada uno de dichos valores. 
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aleatorias, ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, con funciones características ܥ௑ೕሺݓሻ	ሺ݆ ൌ
1,2, … , ݊ሻ y funciones generatrices de semi-invariantes ܮ௑ೕሺݓሻሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 
y una variable aleatoria ܺ con función característica ܥ௑ሺݓሻ y función 
generatriz de semi-invariantes ܮ௑ሺݓሻ, si se verifica que ܮ௑೙ሺݓሻ →  ,ሻݓ௑ሺܮ

entonces se verificará que ܥ௑೙ሺݓሻ → ሻ y, por lo tanto, que ܺ௡ݓ௑ሺܥ
ௗ
→ܺ. 

Sea una variable aleatoria ܺ tal que ݉ଶሺܺሻ ൏ ∞, su función característica 
admite derivadas de segundo orden para todo ݓ, de modo que ܥ௑

ᇱ ሺ0ሻ ൌ ݅݉ሺܺሻ 
y ܥ௑

ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ݅ଶ݉ଶሺܺሻ. Luego, la función ܮ௑ሺݓሻ es derivable en torno del 
origen (donde ܥ௑ሺݓሻ, dado que es continua y tal que ܥ௑ሺ0ሻ ൌ 1, es distinta de 
cero): 

௑ܮ
ᇱ ሺݓሻ ൌ

1
ሻݓ௑ሺܥ

௑ܥ
ᇱ ሺݓሻ 

௑ܮ
ᇱᇱሺݓሻ ൌ

1
ሻݓ௑ሺܥ

௑ܥ
ᇱᇱሺݓሻ ൌ

1
ሾܥ௑ሺݓሻሿଶ

ሾܥ௑
ᇱ ሺݓሻሿଶ 

De estas expresiones se obtiene fácilmente que ܮ௑
ᇱ ሺ0ሻ ൌ ݅݉ሺܺሻ y que 

௑ܮ
ᇱᇱሺ0ሻ ൌ െߤଶሺܺሻ. Si la variable ܺ posee momentos de orden superior finitos, 

entonces la función ܮ௑ሺݓሻ admitirá derivadas de orden superior. El valor de la 
derivada de orden ݏ, para ݓ ൌ 0, dejando de lado el factor ݅௦, define el 
llamado semi-invariante o cumulante de orden ݏ. 

Por otra parte, de la definición se obtiene inmediatamente que la propiedad 
multiplicativa para la suma de variables aleatorias independientes se 
transforma en una relación aditiva de la forma: 

ሻݓ௑భା௑మା⋯ା௑೙ሺܮ ൌ ሻݓ௑భሺܮ ൅ ሻݓ௑మሺܮ ൅ ⋯൅ ሻݓ௑೙ሺܮ ൌ 

ൌ  ሻ൧ݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܯൣ݈݊

La variable Normal, cuya distribución de probabilidades es de la forma: 

௑݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ௑√2ߪ
݌ݔ݁ ቈെ

1
2
൬
ݔ െ݉௑

௑ߪ
൰
ଶ
቉							ሺെ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ሻ 

Se caracteriza por poseer semi-invariantes de orden mayor o igual que 3 
nulos. De esta forma, los semi-invariantes pueden ser utilizados como índices 
de la diferencia entre una distribución de probabilidades dada y la distribución 
Normal. En particular, el coeficiente: 



 
 

205 

 

௑ܮ
ሺଷሻሺ0ሻ

݅ଷߪ௑
ଷ ൌ

݉ଷሺܺሻ െ 3݉ଶሺܺሻ݉ሺܺሻ ൅ 2݉ଷሺܺሻ

௑ߪ
ଷ  

que se anula para distribuciones simétricas, puede ser utilizado como índice de 

asimetría y el coeficiente 
௅೉
ሺరሻሺ଴ሻ

ఙ೉
ర  puede ser utilizado como medida de la 

kurtosis de la variable ܺ. 

Sea una variable aleatoria ܺ con función generatriz de semi-invariantes 
ሻݓ௔௑ା௕ሺܮ ሻ. Dadas las constantes reales ܽ y ܾ, se tiene queݓ௑ሺܮ ൌ ܾݓ ൅
 .ሻܽݓ௑ሺܮ

15.- La función generatriz de probabilidades 

15.1.- Definición 

Sea una variable aleatoria ܺ finita o infinita numerable que asume sólo valores 
enteros no-negativos y sea ݌௝ ൌ ሺܺ݌ ൌ ݆ሻሺ݆ ൌ 0,1,2, … ሻ su función de 
probabilidades. Para |ݓ| ൑ 1 se puede definir la denominada “función 
generatriz de probabilidades” ܩ௑ሺݓሻ ൌ ௑ሻݓሺܧ ൌ ∑ ௝݌௝ݓ

ஶ
௝ୀ଴ . Esta serie es 

absolutamente convergente, verificándose que ∑ ௝݌௝|ݓ| ൑ ∑ ௝݌ ൌ 1௝௝
142. 

La función generatriz de probabilidades puede ser generalizada sustituyendo 
las probabilidades ݌௝ por una sucesión de números no-negativos ൛ ௝ܽ, ݆ ൌ
0,1,2, … ൟ, quedando definida de esta forma, la función generatriz de la 
sucesión ൛ ௝ܽൟ, ܩሺݓሻ ൌ ∑ ௝ܽݓ௝ஶ

௝ୀ଴ , siempre que sea finita en un entorno del 
origen (|ݓ| ൏ ∑ ଴ሻ. En ese caso, si se verifica queݓ ௝ܽ ൏ ൅∞௝ , puede decirse 
que queda definida una función generatriz de probabilidades, dado que los 
valores 

௔ೖ
∑ ௔ೕೕ

ൌ  ௞ constituyen formalmente una distribución de݌

probabilidades143. 

Generalizando la definición anterior, sea ܺ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una variable 
aleatoria ݊-dimensional tal que sus variables marginales sólo pueden asumir 
valores enteros no-negativos y cuya distribución de probabilidades conjunta es 
de la forma ݌௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௜ݔሺ	௡ሻݔ ൌ 0,1,2, … ; ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ. La 
función generatriz de probabilidades de la variable ܺ está definida por: 

                                                            
142 Se puede concluir en forma inmediata que ܩ௑ሺݓሻ ൌ ௑ܰሺݓ െ 1ሻ ൌ  .ሻሿݓ௑ሾ݈݊ሺܯ
143 Aún en el caso en que la suma ∑ ௝ܽ no sea finita, si la sucesión ൛ ௝ܽ, ݆ ൌ 0,1,2, … ൟ es acotada, 
es posible definir la función generatriz de probabilidades de la sucesión ൛ ௝ܽൟ. Si esta condición 
se cumple, ܩ௔ሺݓሻ converge absolutamente en el intervalo |ݓ| ൑ 1. 
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ሻݓሺࢄܩ ൌ ,ଶݓ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ … ௡ሻݓ, ൌ ܧ ቌෑݓ௝
௫ೕ

௡

௝ୀଵ

ቍ ൌ 

ൌ෍෍…෍ቌෑݓ௝
௫ೕ

௡

௝ୀଵ

ቍ݌௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ
௫೙௫మ௫భ

 

y la función generatriz de probabilidades de la distribución de la variable 
marginal ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௞ሻሺ݇ ൏ ݊ሻ está dada por: 

,ଶݓ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ … ,௞ݓ, 1,1, … ,1ሻ ൌ 

ൌ෍෍…෍ቌෑݓ௝
௫ೕ

௡

௝ୀଵ

ቍ݌௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ
௫೙௫మ௫భ

 

(para ݓ௞ାଵ ൌ ௞ାଶݓ ൌ ⋯ ൌ ௡ݓ ൌ 1). 

15.2.- Propiedades 

La función ܩ௑ሺݓሻ posee propiedades análogas a las de la función 
característica: 

1) Sea una variable aleatoria ܺ con función generatriz de probabilidades 
ሻݓ௔௑ା௕ሺܩ ሻ. Dadas las constantes reales ܽ y ܾ, se tiene queݓ௑ሺܩ ൌ
 .௔ሻݓ௑ሺܩ௕ݓ

2) Sean ܺ e ܻ dos variables aleatorias independientes que sólo pueden asumir 
valores enteros no-negativos, con distribuciones de probabilidades ݌ሺܺ ൌ
݅ሻ ൌ ௜݂ሺ݅ ൌ 0,1,2, … ሻ y ݌ሺܻ ൌ ݆ሻ ൌ ݃௝ሺ݆ ൌ 0,1,2, … ሻ y funciones generatrices 
de probabilidades ܩ௑ሺݓሻ y ܩ௒ሺݓሻ, respectivamente. Sea la variable ܼ ൌ ܺ ൅
ܻ. Su función de probabilidades será: 

ሺܼ݌ ൌ ݇ሻ ൌ ሺܺ݌ ൅ ܻ ൌ ݇ሻ ൌ ሼ݄௞ሽ ൌ ሼ ௜݂ሽ ∗ ൛݃௝ൟሺ݇ ൌ 0,1,2, … ሻ 

De acuerdo con la definición de función generatriz de probabilidades, se 
puede escribir: 

ሻݓ௒ሺܩሻݓ௑ሺܩ ൌ ൭෍ݓ௜
௜݂

௜

൱ቌ෍ݓ௝݃௝
௝

ቍ ൌ 
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ൌ ଴݂݃଴ ൅ ሺ ଴݂݃ଵ ൅ ଵ݂݃଴ሻݓ ൅ ሺ ଴݂݃ଶ ൅ ଵ݂݃ଵ ൅ ଶ݂݃଴ሻݓଶ ൅ ⋯ ൌ 

ൌ ݄଴ ൅ ݄ଵݓ ൅ ݄ଶݓଶ … ൌ  ሻݓ௓ሺܩ

lo que demuestra que la función generatriz de probabilidades de una suma de 
variables aleatorias independientes es igual al producto de las funciones 
generatrices de probabilidades de las variables sumando, ܩ௓ሺݓሻ ൌ
 ሻ. En general, se puede demostrar que, dada una sucesión deݓ௒ሺܩሻݓ௑ሺܩ
variables aleatorias independientes, ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ, se verifica que 
ሻݓ௑భ,ା௑మା⋯ା௑೙ሺܩ ൌ  .ሻݓ௑೙ሺܩ…ሻݓ௑మሺܩሻݓ௑భሺܩ

3) Sea ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una sucesión de variables aleatorias independientes que 
sólo pueden asumir valores enteros no-negativos, sea una variable aleatoria ܺ 
que sólo puede asumir valores enteros no-negativos y sean 
,ሻݓ௑భሺܩ ,ሻݓ௑మሺܩ … ,  ሻ sus respectivas funciones generatricesݓ௑ሺܩ ሻ yݓ௑೙ሺܩ
de probabilidades. Si ܺ௡ converge en-distribución a ܺ, entonces se puede 
afirmar que ܩ௑೙ሺݓሻ → |ݓ| ሻ paraݓ௑ሺܩ ൑ 1 y viceversa, si la función 
generatriz de probabilidades ܩ௑೙ሺݓሻ converge a ܩ௑ሺݓሻ, para |ݓ| ൑ 1, 
entonces la variable ܺ௡ converge en-distribución a ܺ. 

4) Derivando término a término la serie de potencias ∑ ௝௝݌௝ݓ ሺ|ݓ| ൑ 1ሻ se 

obtiene que 
ௗ

ௗ௪
ሻݓ௑ሺܩ ൌ ∑ ௝௝݌௝ିଵݓ݆ . Luego: 

lim
௪→ଵ

݀
ݓ݀

ሻݓ௑ሺܩ ൌ lim
௪→ଵ

෍݆
௝

௝݌௝ିଵݓ ൌ෍݆݌௝
௝

ൌ  ሺܺሻܧ

Este valor esperado existe siempre, pero puede ser infinito. Ahora bien, si 

௑ܩ
ᇱ ሺݓሻ es finita y continua para ݓ ൌ 1 entonces, será 

ௗ

ௗ௪
௑ሺ1ሻܩ ൌ ሺܺሻܧ ൏

൅∞. Las derivadas sucesivas de ܩ௑ሺݓሻ para |ݓ| ൑ 1, están dadas por: 

݀௦

௦ݓ݀ ሻݓ௑ሺܩ ൌ ௑ܩ
ሺ௦ሻሺݓሻ ൌ෍݆ሺ݆ െ 1ሻ… ሺ݆ െ ݏ ൅ 1ሻݓ௝ି௦݌௝

ஶ

௝ୀଵ

 

Si ܩ௑
ሺ௦ሻሺ1ሻ existe y es continua, entonces proporcionará el momento factorial 

de orden ܩ ,144ݏ௑
ሺ௦ሻሺ1ሻ ൌ ∑ ݆ሺ݆ െ 1ሻ… ሺ݆ െ ݏ ൅ 1ሻ݌௝

ஶ
௝ୀଵ . En particular, para 

ݏ ൌ 2, se tiene que: 

                                                            
144 Ver Sec. 10.1. 
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௑ܩ
ሺଶሻሺ1ሻ ൌ෍݆ሺ݆ െ 1ሻ݌௝ ൌ෍݆ଶ݌௝ െ෍݆݌௝

௝௝

ஶ

௝ୀଶ

ൌ ሺܺଶሻܧ െ  ሺܺሻܧ

Luego la varianza de la variable puede ser expresada de la siguiente forma: 

ଶሺܺሻߪ ൌ ሺܺଶሻܧ	 െ ሾܧሺܺሻሿଶ ൌ ሾܧሺܺଶሻ െ ሺܺሻሿܧ ൅ ሺܺሻܧ െ ሾܧሺܺሻሿଶ ൌ 

ൌ ௑ܩ
ሺଶሻሺ1ሻ൅ܩ௑

ሺଵሻሺ1ሻ െ ቂܩ௑
ሺଵሻሺ1ሻቃ

ଶ
 

5) Sea ࢄ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una variable aleatoria ݊-dimensional tal que las 
variables marginales sólo pueden asumir valores enteros no-negativos y sea: 

௝భ,௝మ,…,௝೙݌ ൌ ሾሺ݌ ଵܺ ൌ ݆ଵሻ ∩ ሺܺଶ ൌ ݆ଶሻ ∩ …∩ ሺܺ௡ ൌ ݆௡ሻሿ 

(݆௜ ൌ 0,1,2, … ; ݅ ൌ 1,2, … , ݊). 

su función de probabilidades conjunta. De acuerdo con su definición, la 
función generatriz de probabilidades de la variable ܺ está definida por: 

ሻݓሺࢄܩ ൌ ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ ,ଶݓ … , ௡ሻݓ ൌ෍෍…෍ݓଵ
௝భݓଶ

௝మ ௡ݓ…
௝೙

௝೙௝మ௝భ

௝భ,௝మ,…,௝೙݌  

|ଵݓ|) ൑ 1, |ଶݓ| ൑ 1,… , |௡ݓ| ൑ 1). De modo que: 

lim
௪భ,௪మ,…,௪೙→ଵ

߲
௜ݓ߲

ሻݓ௑ሺܩ ൌ 

ൌ lim
௪భ,௪మ,…,௪೙→ଵ

෍෍…෍݆௜ݓଵ
௝భݓଶ

௝మ ௜ݓ…
௝೔ିଵݓ௜ାଵ

௝೔శభ ௡ݓ…
௝೙

௝೙௝మ௝భ

௝భ,௝మ,…,௝೙݌ ൌ ሺܧ ௜ܺሻ 

(݅ ൌ 1,2, … , ݊). En general, si la derivada de orden ݏ existe y es continua para 
ݓ ൌ 1, se obtiene que: 

lim
௪భ,௪మ,…,௪೙→ଵ

߲௦

௜ݓ߲
௦ ሻݓ௑ሺܩ ൌ෍෍…෍݆௜ሺ݆௜ െ 1ሻ… ሺ݆௜ െ ݏ ൅ 1ሻ

௝೙௝మ௝భ

௝భ,௝మ,…,௝೙݌ ൌ 

ൌ ݉௦ሺ ௜ܺሻ														ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 

6) Sea ࢄ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una variable aleatoria ݊-dimensional tal que las 
variables marginales sólo pueden asumir valores enteros no-negativos y sea 
ሻݓሺࢄ	ܩ ൌ ,ଶݓ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ …  .௡ሻ su función generatriz de probabilidadesݓ,
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La función generatriz de probabilidades de la variable condicionada 
ሾܺଶ, ܺଷ … , ܺ௡ ോ ሺ ଵܺ ൌ  :ଵሻሿ estará dada, entonces, porݔ

,ଵݓሾ௑మ,௑య…,௑೙ോሺ௑భୀ௫భሻሿሺܩ ,ଶݓ … ௡ሻݓ, ൌ
lim
௪భ→଴

డೣభ

డ௪భ
ೣభ ,ଶݓ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ … ௡ሻݓ,

lim
௪భ→଴
௪మ→ଵ…
௪೙→ଵ

డೣభ

డ௪భ
ೣభ ,ଶݓ,ଵݓ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܩ … ௡ሻݓ,

 

Ejemplo n° 52: 

Sea una sucesión de ݊ fenómenos de naturaleza no-determinística, 
independientes entre sí y tales que cada uno de ellos admita solamente dos 
resultados posibles: ܧ (éxito) –con probabilidad ݌- y ܧത (fracaso) –con 
probabilidad ݍ ൌ 1 െ  Sea ܺሺ௜ሻ la variable aleatoria que representa el .݌
número de éxitos que se pueden producir al “realizarse” el ݅-ésimo fenómeno 
(obviamente esta variable puede asumir solamente los valores “1”, si de 
verifica el resultado ܧ ó “0”, si se verifica el resultado ܧത). La función 
generatriz de probabilidades de esta variable será de la forma: 

ሻݓ௑ሺ೔ሻሺܩ ൌ ܧ ቂݓ௑ሺ೔ሻቃ ൌ ݍ଴ݓ ൅ ݌ݓ ൌ ݍ ൅  ݌ݓ

Por otra parte, de acuerdo con su definición serán ܺൣܧሺ௜ሻ൧ ൌ ݍ0 ൅ ݌1 ൌ  y ݌

ܧ ቂ൫ܺሺ௜ሻ൯
ଶ
ቃ ൌ ݍ0 ൅ 1ଶ݌ ൌ  :Es decir, resulta que .݌

ଶሺܺሻߪ ൌ ܧ	 ቂ൫ܺሺ௜ሻ൯
ଶ
ቃ െ ቂܺൣܧሺ௜ሻ൧ቃ

ଶ
ൌ ݌ െ ଶ݌ ൌ  ݍ݌

Sea ܺ௡ la variable aleatoria que representa el número de veces que se puede 
presentar el resultado “éxito” al cabo de ݊ realizaciones del evento. Esta 
variable puede ser definida, entonces, como una suma de variables aleatorias 
independientes de la forma ܺ௡ ൌ ܺሺଵሻ ൅ ܺሺଶሻ ൅ ⋯൅ ܺሺ௡ሻ. Luego, su función 
generatriz de probabilidades será: 

ሻݓ௑೙ሺܩ ൌ ሻݓ௑ሺ೙ሻሺܩ…ሻݓ௑ሺమሻሺܩሻݓ௑ሺభሻሺܩ ൌ ሺݍ ൅ ሻ௡݌ݓ ൌ 

ൌ෍ቂቀ
݊
݆ቁ ݌

௝ݍ௡ି௝ቃ

௡

௝ୀ଴

௝ݓ ൌ෍݌ሺܺ௡ ൌ ݆ሻݓ௝

௡

௝ୀ଴

 

De lo que se deduce que la distribución de probabilidades de la variable ܺ௡ 
será de la forma: 
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ሺܺ௡݌ ൌ ݆ሻ ൌ ቀ
݊
݆ቁ ݌

௝ݍ௡ି௝ሺ݆ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ 

El valor de las derivadas primera y segunda de la función ܩ௑೙ሺݓሻ en el punto 
ݓ ൌ 1, será: 

݀
ݓ݀

ሻห௪ୀଵݓ௑೙ሺܩ ൌ ሺܺ௡ሻܧ ൌ ݌݊ ൌ෍ܧ൫ܺሺ௜ሻ൯

௡

௜ୀଵ

 

݀ଶ

ଶݓ݀ ሻห௪ୀଵݓ௑೙ሺܩ ൌ ݉ሾଶሿሺܺ௡ሻ ൌ ሾܺ௡ሺܺ௡ܧ െ 1ሻሿ ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ݌ 

De modo que la varianza queda definida de la siguiente forma: 

ଶሺܺ௡ሻߪ ൌ ௑೙ܩ
ሺଶሻሺ1ሻ ൅ ௑೙ܩ

ሺଵሻሺ1ሻ െ ቂܩ௑೙
ሺଵሻሺ1ሻቃ

ଶ
ൌ ݍ݌݊ ൌ෍ߪଶ൫ܺሺ௜ሻ൯

௡

௜ୀଵ

 

Ejemplo n° 53: 

Sea ܶ la variable aleatoria que representa el tiempo a transcurrir hasta la 
aparición por primera vez de un resultado ܧ en una sucesión de 
“realizaciones” independientes de un fenómeno de comportamiento eventual. 
La variable ܶ asumirá el valor ݊ si el resultado ܧ se produce por primera vez 
en la ݊-ésima realización del proceso. De modo que su distribución de 
probabilidades será de la forma: 

ሺܶ݌ ൌ ݊ሻ ൌ ଵതതതܧሺ݌ ∩ ଶതതതܧ ∩ ௡ିଵതതതതതതܧ… ∩ ௡ሻܧ ൌ ௡ሻܧሺ݌௡ିଵതതതതതതሻܧሺ݌…ଶതതതሻܧሺ݌ଵതതതሻܧሺ݌ ൌ 

ൌ ሺ݊							݌௡ିଵݍ ൌ 1,2, … ሻ 

y su función generatriz de probabilidades está definida por: 

ሻݓሺ்ܩ ൌ ሻ்ݓሺܧ ൌ෍ݓ௝݌ሺܶ ൌ ݆ሻ ൌ෍ݓ௝ݍ௝ିଵ݌

ஶ

௝ୀଵ

ஶ

௝ୀଵ

ൌ 

ൌ ሻ௝ିଵݍݓ෍ሺ݌ݓ ൌ
݌ݓ

1 െ ݍݓ

ஶ

௝ୀଵ

 

Sea ahora la variable ௡ܶ, que representa el tiempo a transcurrir hasta la 
aparición por ݊-ésima vez del resultado ܧ. Esta variable asumirá el valor ݔ 
cuando el resultado ܧ ocurra ݊ െ 1 veces en las primeras ݔ െ 1 realizaciones 
y se presente por ݊-ésima vez en la ݔ-ésima realización. Luego, puede ser 
definida como la agregación del tiempo a transcurrir hasta la primera 
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ocurrencia del evento ܧ (ܶሺଵሻ), más el tiempo a trasnscurrir entre la primera y 
la segunda ocurrencia de ܧ (ܶሺଶሻ) y así sucesivamente hasta el tiempo a 
transcurrir entre la ሺ݊ െ 1ሻ-ésima y la ݊-ésima ocurrencia de ܧ, ௡ܶ ൌ ܶሺଵሻ ൅
ܶሺଶሻ ൅ ⋯൅ ܶሺ௡ሻ. Como se ha supuesto que las realizaciones sucesivas del 
fenómeno son independientes, las variables ܶሺ௜ሻ resultan todas independientes 
entre sí e idénticamente distribuidas, por lo que se verificará que: 

ܩ
೙்
ሺݓሻ ൌ ሻݓሺ೙ሻሺ்ܩ…ሻݓሺమሻሺ்ܩሻݓሺభሻሺ்ܩ ൌ ሾ்ܩሺݓሻሿ௡ ൌ ൬

݌ݓ
1 െ ݌ݓ

൰
௡
ൌ 

ൌ ሺ݌ݓሻ௡෍൬
݊ ൅ 1 െ ݆

݆ ൰ ௝ݍ
ஶ

௝ୀ଴

௝ݓ ൌ 

ൌ෍൤൬
݊ ൅ 1 െ ݆

݆ ൰ ௡ା௝ݓ௝൨ݍ௡݌ ൌ

ஶ

௝ୀ଴

෍ ቂቀ݆ െ 1
݊ െ 1

ቁ ௝ݓ௝ି௡ቃݍ௡݌

ஶ

௝ୀ௡

 

De lo que se concluye que la distribución de probabilidades de la variable ௡ܶ 
es de la forma: 

ሺ݌ ௡ܶሻ ൌ ቀݔ െ 1
݊ െ 1

ቁ݌௡ݍ௫ି௡								ሺݔ ൌ ݊, ݊ ൅ 1, ݊ ൅ 2,… ; ݊ ൌ 1,2, . . . ሻ 

16.- Las variables aleatorias compuestas 

Sea ܨ௝ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሺ݆	௡ሻݔ ൌ ⋯ ,െ2,െ1,0,1,2, … ሻ una sucesión de funciones de 
distribución de probabilidades y sea la sucesión ൛ߨ௝ ൒ 0ൟ tal que ∑ ௝ߨ ൌ

ஶ
௝ୀିஶ

1, entonces se dice que la operación: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ෍ ,ଵݔ௝ሺܨ௝ߨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ
ஶ

௝ୀିஶ

 

(donde ܨ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ también es una función de distribución deݔ
probabilidades) define una “composición” de las distribuciones ܨ௝ሺ∙ሻ. Según 
se vio, estas funciones dependen de ݇ coeficientes, ߠଵ, ,ଶߠ … ,  ,௞ߠ
,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሾሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ോ ሺߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞ሻሿ. Ahora bien, si los coeficientesߠ
,ଵߠ ,ଶߠ … ,  ௞ definen una variable aleatoria ݇-dimensional y considerando aߠ
las ߨ௝ como probabilidades marginales de la distribución conjunta de la 
variable ሺߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞ሻ, la composición anterior puede ser definida como unߠ
valor esperado de la forma: 

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ 
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ൌ ,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሾሺܨఏభ,ఏమ,…,ఏೖ൛ܧ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ോ ሺߠଵ, ,ଶߠ … , ௞ሻሿൟߠ ൌ 

ൌ෍݌൫ߠଵ௝, ,ଶ௝ߠ … , ௞௝൯ߠ

ሺ௞ሻ

௝

,ଵݔ௑భ,௑మ,…,௑೙ሾሺܨ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ോ ሺߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞ሻሿߠ

(donde los subíndices que acompañan al operador ܧ indican que el valor 
esperado está calculado con respecto a las variables ߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞)145. En formaߠ
simbólica esta composición puede ser expresada como ܨ௑ሺݔ, ሻߠ ⋀ ሻఏߠሺ݌ , 
donde ܨ௑ሺ∙,∙ሻ denota la “función compuesta” y ݌ሺߠሻ la “función componente”. 

Este concepto de composición puede ser extendido al caso en que la variable 
ߠ ൌ ሺߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞ሻ se distribuya de acuerdo con una función conjuntaߠ
continua ݃ሺߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞ሻ. La función de distribución que se obtiene de laߠ
composición será, entonces, de la forma: 

ሻݔ௑ሺܨ ൌ ,ݔ௑ሺܨఏభ,ఏమ,…,ఏೖሾܧ ሻሿߠ ൌ 

ൌ න න … න ݃ሺߠଵ, ,ଶߠ … , ௞ሻߠ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ݔ௑ሾܨ ോ ሺߠଵ, ,ଶߠ … , ଶߠଵ݀ߠ௞ሻሿ݀ߠ  ௞ߠ݀…

Simbólicamente ܨ௑ሺݔ, ሻߠ ⋀ ݃ሺߠሻఏ . 

17.- Las variables aleatorias generalizadas 

Sea una variable aleatoria ܺ y sea ݌௑ሺݔሻ y ܩ௑ሺݓሻ su función de 
probabilidades y su función generatriz de probabilidades, respectivamente. 
Supóngase que en esta última el argumento ݓ sea reemplazado por la función 
generatriz ܩ௒ሺݓሻ de otra distribución de probabilidades ݌௒ሺݕሻ, entonces la 
función resultante, ܩ௑ሾܩ௒ሺݓሻሿ, constituye un desarrollo en serie de potencias 
de ݓ con coeficientes no-negativos que define, a su vez, la función generatriz 
de una distribución de probabilidades146 a la cual se denomina “función ݌௑ 
generalizada por la distribución (generalizadora) ݌௒”147 y se denota como 
 ௒ es una distribución que depende de un parámetro݌ ௒. En particular, si݌⋁௑݌
 ሻሿ௝ es su función generatriz de probabilidades conߠ/ݓ௒ሺܩentonces ሾ ,ߠ
parámetro ݆ߠ. Es decir ሾܩ௒ሺߠ/ݓሻሿ௝ ൌ  :ሻ. Entonces, se puede escribirߠ݆/ݓ௒ሺܩ

                                                            
145 Debe tenerse en cuenta que, si el valor esperado está calculado con respecto a la totalidad de 
las variables marginales ߠଵ, ,ଶߠ … ,  ௞, éstas no aparecerán en la definición de la función deߠ
distribución compuesta. En realidad, en la definición de la función compuesta aparecerán sólo 
los valores de ߠ que no varían y las variables marginales a las cuales no se les haya asignado 
una distribución de probabilidades. 
146 Debe tenerse en cuenta que ܩ௒ሺ1ሻ ൌ 1 y que ܩ௑ሾܩ௒ሺ1ሻሿ ൌ ௑ሺ1ሻܩ ൌ 1. 
147 Esta clasificación como “distribución generalizada” se debe a Feller (1968). 
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ሻሿߠ/ݓ௒ሺܩ௑ሾܩ ൌ෍݌ሺܺ ൌ ݆ሻሾܩ௒ሺߠ/ݓሻሿ௝
ஶ

௝ୀ଴

ൌ෍݌ሺܺ ൌ ݆ሻ
௝

 ሻߠ݆/ݓ௒ሺܩ

Expresión que define la función generatriz de probabilidades de la variable 
compuesta ݌௒ ⋀ ௑ఏ∗/ఏ݌ . 

Ejemplo n° 54: 

Sea ܺ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ una variable aleatoria ݊-dimensional tal que las 
variables marginales sólo pueden asumir valores enteros no-negativos, todas 
con la misma distribución de probabilidades, ݌൫ ௝ܺ ൌ ݅൯ ൌ ௜݂ሺ݆ ൌ 1,2, … ሻ y 
sea ܩ௑ೕሺݓሻ ൌ ሻݓ௑ሺܩ ൌ ௜ݓ∑

௜݂ ሺ݆ ൌ 1,2, … ሻ. Sea ேܻ la variable definida por 

la suma ேܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅⋯൅ ܺே, donde ܰ es, a su vez, una variable aleatoria 
independiente de las ௝ܺ con distribución de probabilidades ݌ሺܰ ൌ ݊ሻ ൌ
݄௡ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ y cuya función generatriz de probabilidades está definida por 
ሻݓேሺܩ ൌ  ௜݄௜. La función de probabilidades de la variable ௡ܻ será de laݓ∑
forma: 

ሺ݌ ௡ܻ ൌ ݅ሻ ൌ ሺܰ݌ ൌ 1ሻ݌ሺ ଵܺ ൌ ݅ሻ ൅ ሺܰ݌ ൌ 2ሻ݌ሺ ଵܺ ൅ ܺଶ ൌ ݅ሻ ൌ 

ൌ ෍݌ሺܰ ൌ ݊ሻ݌ሺ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅⋯൅ ܺ௡ ൌ ݅ሻ ൌ

ஶ

௡ୀଵ

 ௜ݍ

Para un valor fijo de ܰ ൌ ݊ la distribución de la variable ௡ܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ⋯൅
ܺ௡ está dada por la convolución de orden ݊ de la sucesión ሼ ௜݂ሽ: 

ሺ݌ ௡ܻ ൌ ݅ሻ ൌ ሺܰ݌ ൌ ݊ሻ݌ሺ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ⋯൅ ܺ௡ ൌ ݅ሻ ൌ ሼ݄௡ሽሼ ௜݂ሽ௡∗ 

Luego, será: 

ሻݓ௒ಿሺܩ ൌ෍ݓ௜݃௜ ൌ෍ݓ௜ ൭෍ሼ݄௡ሽሼ ௜݂ሽ௡∗
ஶ

௡ୀ଴

൱
௜௜

ൌ ෍݄௡෍ݓ௜

௜௡

ሼ ௜݂ሽ௡∗ ൌ 

ൌ෍ሾܩ௑ሺݓሻሿ௡݄௡
௡

ൌ  ሻሿݓ௑ሺܩேሾܩ

17.1.- Una aplicación biométrica: el proceso ramificado simple o proceso 
de Galton-Watson 

Supóngase que un individuo (que forma la generación-0 de una población) sea 
capaz de dar origen a ଵܺ (ൌ 0,1,2, … ሻ descendientes (que formarán la 
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generación-1), cada uno de los cuales sea capaz de dar origen a ܺଶ 
descendientes (que formarán la generación-2) y así sucesivamente. 

Supóngase: i) que cada individuo de una generación dé origen a su 
descendencia en forma independiente de todos los demás individuos de la 
misma generación y ii) que las variables aleatorias ܺ௡ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ sean iid 
con función de probabilidades: 

ሺ݌ ଵܺ ൌ ሻݔ ൌ ሺܺଶ݌ ൌ ሻݔ ൌ ⋯ ൌ ሺܺ݌ ൌ ሻݔ ൌ ݔሺ						௑݌ ൌ 0,1,2, … ሻ 

y función generatriz de probabilidades ܩ௑೔ሺݓሻ ൌ ሻݓ௑ሺܩ ൌ ∑ ௫ஶݓ௫݌
௫ୀ଴ . Sea 

ܼ௡ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ la variable aleatoria que representa el número de individuos 
que integran la ݊-ésima generación. Dado que se ha supuesto que la 
generación-0 está formada por un individuo (ܼ଴ ൌ 1), se verificará que 
ሺܼଵ݌ ൌ ሻݔ ൌ ሺܺ݌ ൌ ሻݔ ൌ  ௫. Teniendo en cuenta que la variable ܼଶ݌
representa el número de descendientes directos de los ܼଵ individuos de la 
generación-1, puede ser considerada como el resultado de una suma de ܼଵ 
variables aleatorias iid, todas con función de probabilidades ݌௑ y cuya función 
generatriz de probabilidades será de la forma ܩ௓మሺݓሻ ൌ  ሻሿ. De laݓ௑ሺܩ௓భሾܩ
misma forma, se demuestra que ܩ௓೙ሺݓሻ ൌ  ሻሿ y, considerando queݓ௑ሺܩ௓೙షభሾܩ
la generación-݊ está formada por los descendientes de los ܼଵ integrantes de la 
generación-1, se puede escribir ܩ௓೙ሺݓሻ ൌ  ሻ൧. En particular, si seݓ௓೙షభሺܩ௑ൣܩ
supone que cada individuo de la población está sometido exclusivamente al 
riesgo de división en dos nuevos individuos (con probabilidad ݌) y de 
fallecimiento (con probabilidad 1 െ  entonces la distribución de ,(݌
probabilidades de la variable ܺ queda definida de la siguiente forma: 

௫݌ ൌ ൞

1 െ ݔ										ܽݎܽ݌										݌ ൌ 0
ݔ																																						0 ൌ 1
ݔ																																						݌ ൌ 2
ݔ																													0 ൌ 3,4, …

 

y su función generatriz de probabilidades será ܩ௑ሺݓሻ ൌ ሺ1 െ ሻ݌ ൅  .ଶݓ݌
Luego, la función generatriz de probabilidades de la variable ܼଶ será 
ሻݓ௓భሺܩ ൌ ሻݓ௑ሺܩ ൌ ሺ1 െ ሻ݌ ൅  :ଶ. Lo que confirma queݓ݌

ሺܼଵ݌ ൌ ሻݔ ൌ ௫݌ ൌ ൞

1 െ ݔ										ܽݎܽ݌										݌ ൌ 0
ݔ																																						0 ൌ 1
ݔ																																						݌ ൌ 2
ݔ																													0 ൌ 3,4, …

 

La función generatriz de probabilidades de la variable ܼଶ será: 

ሻݓ௓మሺܩ ൌ ௓భሾሺ1ܩ െ ሻ݌ ൅ ଶሿݓ݌ ൌ ሺ1 െ ሻ݌ ൅ ሾሺ1݌ െ ሻ݌ ൅ ଶሿଶݓ݌ ൌ 
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ൌ ሺ1 െ ሻሾ1݌ ൅ ሺ1݌ െ ሻሿ݌ ൅ ଶሺ1݌2 െ ଶݓሻ݌ ൅  ସݓଷ݌

De los que se puede concluir que: 

ሺܼଶ݌ ൌ ሻݔ ൌ

ە
۔

ۓ
ሺ1 െ ሻሾ1݌ ൅ ሺ1݌ െ ݔ										ܽݎܽ݌										ሻሿ݌ ൌ 0
ଶሺ1݌2 െ ݔ																																																		ሻ݌ ൌ 2
ݔ																																																																			ଷ݌ ൌ 4
ݔ																																																													0 ൌ 5,6, …

 

De la misma forma será: 

ሻݓ௓యሺܩ ൌ ሻሿݓ௑ሺܩ௓మሾܩ ൌ ሺ1 െ ሻ݌ ൅ ሼሺ1݌ െ ሻ݌ ൅ ሾሺ1݌ െ ሻ݌ ൅  ଶሿଶሽଶݓ݌

y así sucesivamente. En particular, la probabilidad de que la población –con 
origen en un único ancestro- en la generación-݊ se encuentre extinguida puede 
ser definida como ݌ሺܼ௡ ൌ 0ሻ ൌ ௓೙ሺ0ሻ. Ahora bien, suponiendo que 0ܩ ൏
଴݌ ൌ 1 െ ݌ ൏ 1, se verifica que ܩ௑ሺݓሻ es una función monótona 
estrictamente creciente de ݓ, con 0 ൏ ௑ሺ0ሻܩ ൌ ଴݌ ൏ 1. Luego, a partir de 
estas propiedades de la función ܩ௑ሺݓሻ y de la relación ܩ௓೙ሺݓሻ ൌ
௓೙ሺ0ሻܩ ሻሿ se puede escribirݓ௑ሺܩ௓೙షభሾܩ ൌ ௑ሺ0ሻሿܩ௓೙షభሾܩ ൐  ௓೙షభሺ0ሻ. Lo queܩ
demuestra que ݌ሺܼ௡ ൌ 0ሻ ൐ ሺܼ௡ିଵ݌ ൌ 0ሻ y, por lo tanto, que la sucesión 
ሼ݌ሺܼ௡ ൌ 0ሻሽ es monótonamente creciente con una cota superior igual a la 
unidad y que, en consecuencia, la probabilidad de que la población se extinga 
alguna vez será lim

௡→ஶ
ሺܼ௡݌ ൌ 0ሻ ൌ  Asimismo, a partir de la relación ya .ݍ

demostrada, se puede escribir: 

௓೙ሺ0ሻܩ ൌ ሺܼ௡݌ ൌ 0ሻ ൌ ௓೙షభሺ0ሻ൧ܩ௑ൣܩ ൌ ሺܼ௡ିଵ݌௑ሾܩ ൌ 0ሻሿ 

de modo que: 

lim
௡→ஶ

ሺܼ௡݌ ൌ 0ሻ ൌ ݍ ൌ lim
௡→ஶ

ሺܼ௡ିଵ݌௑ሾܩ ൌ 0ሻሿ ൌ  ሻݍ௑ሺܩ

Ahora bien, un breve análisis acerca del comportamiento de la función ݕ ൌ
ሻሺ0ݓ௑ሺܩ ൑ ݓ ൑ 1ሻ permite concluir que: 

i) Si ݌଴ ൅ ଵ݌ ൌ 1 entonces ܩ௑ሺݓሻ es una función lineal y como ݌଴ ൐ 0, 
tendrá una intersección con la recta ݕ ൌ  ,en el punto ሺ1,1ሻ y, por lo tanto ݓ
será ݍ ൌ 1. 

ii) Si  ݌଴ ൅ ଵ݌ ൏ 1, entonces ܩ௑
ᇱ ሺݓሻ es una función creciente de ݓ, la función 

ݕ ൌ  ሻ es convexa y, por lo tanto, tendrá a los sumo dos interseccionesݓ௑ሺܩ
con la recta ݕ ൌ ௑ܩ una en el punto ሺ1,1ሻ. Si ,ݓ

ᇱ ሺݓሻ ൐ 1, existirá una segunda 
intersección en ݍ ൏ 1 (eventualmente la intersección podría verificarse en el 
punto ሺ0, ௑ܩ ଴ሻ. Si݌

ᇱ ሺݓሻ ൑ 1, la curva ܩ௑ሺݓሻ se mantendrá siempre por 
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encima de la recta ݕ ൌ  y, por lo tanto, no existirá ninguna intersección entre ݓ
0 y 1, es decir que ݍ ൌ 1. 

Si se tiene en cuenta que ܩ௑
ᇱ ሺ1ሻ ൌ  ሺܺሻ define el número esperado deܧ

descendientes para un individuo cualquiera de la población, las 
consideraciones anteriores pueden ser expresadas de la siguiente forma: i) si el 
número esperado de descendientes es mayor que uno, la probabilidad de 
extinción tiende a una cantidad ݍ ൏ 1; ii) si este valor esperado es menor o 
igual a la unidad, entonces la probabilidad de extinción tiende a uno. 
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