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INTRODUCCION A LA SERIE

El objetivo ultimo de esta serie de Cuadernos sobre Teoria de la Probabilidad
para Modelos Econométricos y Actuariales es el tratamiento de aquellos
aspectos de la teoria de la probabilidad necesarios para “explicar” el
comportamiento de fendmenos dindmicos de las ciencias econémicas y
actuariales. Fenomenos cuyo estado natural es de no-equilibrio. Un no-
equilibrio constructivo que, como consecuencia de su propiedad fundamental
de auto-organizacion, genera nuevos estados y nuevas estructuras infinitamente
complejas en el &mbito de la irreversibilidad temporal y que, por tanto, permite
asimilarlos a procesos estocasticos que evolucionan en el dominio del tiempo y
cuya configuracion varia en el dominio de los estados, definidos éstos por la
realizacion simultanea de infinitas variables aleatorias. Esta interpretacion de
un proceso como una sucesion de variables aleatorias ordenadas en el tiempo
implica, en consecuencia, la necesidad de analizar la naturaleza estocéstica de
sus caracteristicas individuales, intentando una aproximacién a las
distribuciones de probabilidades que, sin resentir la rigurosidad del tratamiento
de los complejos formalismos de su fundamento matematico, evite la distorsion
de la esencia de los fenémenos analizados.

Mediante un riguroso tratamiento conceptual y aplicado se pretende no sélo
ofrecer una fuente acabada de conocimiento para la ensefianza y aprendizaje
sino brindar una herramienta integral para las aplicaciones profesionales en
economia y finanzas, el analisis de riesgo y los problemas actuariales. Cada
Cuaderno presentara un contenido preciso y auténomo de un capitulo de la
teoria de la probabilidad, adecuado para su uso por profesores y alumnos de
grado y posgrado, investigadores y profesionales de las ciencias econémicas y
actuariales. A todos les damos la bienvenida.

Alberto Landro y Mirta Gonzéalez
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INTRODUCCION AL PRIMER CUADERNO

Teniendo en cuenta que, el objetivo de esta serie es “explicar” el
comportamiento de fendmenos dinamicos y que éstos son asimilables a
procesos estocasticos cuyas caracteristicas varian de acuerdo con el tipo de
aplicacion de que se trate, se considerd conveniente comenzar con un ndmero
inicial dedicado a la teoria general de las variables aleatorias.

El contenido de este Cuaderno incluye el tratamiento de las caracteristicas de
las variables continuas y discretas, unidimensionales y multidimensionales. En
particular estd dedicado al estudio de la convergencia estocastica y a las
propiedades de las funciones caracteristicas y generatrices de momentos y
probabilidades.

Los numeros siguientes estaran dedicados al estudio de variables individuales.
En particular, aquellas utilizadas méas frecuentemente en aplicaciones
econométricas y actuariales.
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1.- Las variables aleatorias unidimensionales
1.1.- Definicion

Una variable aleatoria se define como una funcion real de una particion (&) del
espacio muestral () asociado a un fenémeno de comportamiento no-
deterministico, formada por los eventos incompatibles € = {E;, E,, E5, ... } que
representan el conjunto exhaustivo de resultados posibles de dicho fendomeno:
X(w) = x1|E1| + x3|E5| + x3|E3| + -+ (weQ), donde los |E;| denotan
indicadores que pueden asumir los valores 1 6 0 segin que el evento E; ocurra
o no y los x; son niimeros reales'. De esta forma, la definicién de variable
aleatoria traslada el ambito del analisis del espacio ) de los eventos al
“dominio” (o “soporte”) R,, al cual pertenecen los valores que puede asumir
(este traslado implica una importante simplificacion conceptual, en la medida
que () es un espacio abstracto en tanto que R, es un espacio Euclidiano sobre
el cual las operaciones son mas simples)?.

La teoria de las variables aleatorias estd dirigida fundamentalmente a la
asignacion de sus probabilidades asociadas. Es decir, dada una variable
aleatoria X, su analisis esta relacionado, en principio, con la asignacion de las
probabilidades de realizacion de cada uno de los valores de su dominio
(xeQ(X)) o, en términos mas generales, de las probabilidades de asumir
valores pertenecientes a un conjunto BeQ(X):

p(xeB) = p[X(W)eB] = p{w/[X(W)eB]} = p[X~*(B)]

(donde B esta definido por un intervalo o por un numero finito o una infinidad
numerable de operaciones y X ~(B) denota la imagen inversa de B)*.

La particion € que define a una variable aleatoria puede ser numerable o
poseer la cardinalidad del continuo (es decir, ser biunivocamente
correspondiente con el conjunto de los nimeros reales, card(e) = card(R)).
En el primer caso se dice que la variable es discreta, en el segundo que es
continua.

! En términos mas intuitivos, una variable aleatoria (seglin la nomenclatura de de Finetti (1970))
es un nimero univocamente definido pero no conocido (o no conocido aun).

2 De acuerdo con Slutsky (1925), la denominacién de “variable aleatoria” fue introducida por
Nekrasov (1901) y difundida por Chuprov. En realidad, ya en 1850 Chebychev habia utilizado
las expresiones “cantidad”, “variable”y “cantidad variable” al tratar la teoria de los errores
de observacion no-sistematicos.

3 Si los eventos x; que forman el conjunto X(w) son incompatibles, entonces los eventos
X~1(B) también seran incompatibles.



Como una extension de la definicion anterior, se dice que Z(w) = X(w) +
iY(w) es una variable aleatoria compleja si X(w) e Y(w) son variables
aleatorias reales.

Ejemplo n° 1:
Sea una prueba consistente en arrojar tres monedas “clasicas”. La variable

aleatoria que representa el niimero de veces que se puede obtener el resultado
“cara” estd definida de la siguiente forma:

Espacio de Eventos Espacio Ri
J l ——
0 1 2 3
(CCC)I cecxy (XX0) I XXX) l
CX0) XCx)
E3 XCO) XCC) Eo
E2 El

De acuerdo con el supuesto de “perfeccion” de las monedas, la probabilidad a
asignar al evento “que la variable asuma el valor 07, es decir la probabilidad
de que ocurra el evento:

E, :no obtener ninguna vez el resultado "cara"

, 1 . . .

serd p(E,) =-. De la misma forma, las probabilidades a asignar a la
8

ocurrencia de los eventos:

E;:obtener i (= 1,2,3) veces "cara"

seran, respectivamente: p(E;) = % ,P(Ey) = gy p(E3) = % )

1.2.- Las variables aleatorias unidimensionales discretas

Sea X(w) una variable aleatoria discreta y sea Q(X) = {x;,i =1,2,...} su
dominio y sea la sucesion:

pi = p[XW) = x;] = p{w/[X(W) = x;1} = p[X T (x)]( = 1,2,3,...)

la asignacion de la probabilidad de que la variable asuma cada uno de estos
valores, la cual define la “funcién de probabilidades” de la variable.



Teniendo en cuenta que los eventos X (x;) son incompatibles, de acuerdo con
los axiomas de no-negatividad de la probabilidad y de aditividad numerable,
se obtiene que la funcion de probabilidades posee las siguientes propiedades:

p; =0 (i=123..)
i) p[X(W)eQ(X)] = pX T A} = p[(X; =xD U X =x) U ...] =
:ineﬂ(x) pi=1

Esta propiedad de “aditividad numerable” o “completa” o “monotona” o “o-
aditividad” fue introducida por Borel (1896)(1897)(1898), quien la convirtio
en el tema central de la teoria de la probabilidad al demostrar su ley fuerte de
los grandes numeros. Deben reconocerse, ademas, los aportes de Lebesgue
(1901)(1904), Radon (1913)(1915), Fréchet (1915a)(1915b)(1930a)(1930b),
Daniell (1918)(19192a)(1919b)(1920)(1921), Wiener (1920)(1921a)(1921b)
(1923)(1924) y Steinhaus (1923)(1930a)(1930b). Si bien Kolmogorov (1933),
a partir del teorema de continuidad, incorpord a su axiomatica la condicion de
aditividad numerable, manifesto ciertas reservas sobre su validez y la justifico
exclusivamente en virtud de su utilidad en ciertos ambitos de la investigacion
con respecto a la interpretacion frecuencista de la probabilidad (la aditividad
numerable no siempre puede derivarse de colectivos que satisfacen los
axiomas de aleatoriedad y convergencia)®. Por su parte, de Finetti (1937)
considera que la aditividad numerable constituye un ejemplo del riesgo que
traen aparejadas las conclusiones que se obtienen de un sistema axiomatico
basado exclusivamente en conveniencias matematicas (ver Landro (2010)).

La funcion de probabilidades puede ser graficada en un plano cartesiano en el
que los valores de la variable figuran en el eje de abcisas y las probabilidades
respectivas estan representadas por segmentos de longitud proporcional a cada
probabilidad:

P, = P(X=X)

XNy Xy XY st

4 Ver Landro, Gonzalez (2016).



El dominio Q(X) = {x;,i =1,2,..} de la variable X y la funcién de
probabilidades  {x;,p;,i = 1,2,...} componen su “distribucion de
probabilidades”.

En este caso particular de las variables unidimensionales, cualquier conjunto
de valores de su dominio puede ser definido a partir de intervalos, utilizando
operaciones de union y negacion. Se puede concluir, entonces, que los
intervalos de la recta constituyen la base para la definicion de la distribucion
de probabilidades de una variable unidimensional: el conjunto de posibles
valores de la variable comprendidos en un intervalo [xy, x| (para x, < xi)
puede ser expresado por la diferencia[xy,, x; ] = |—00, x; ] — ]—o0, x;,] a partir
de la cual se obtiene que:

plxp X <x) =p(X < xp) —p(X < xp)

En resumen, para calcular la probabilidad de un evento (XeB) basta conocer,
para todo xeQ(X), la probabilidad del intervalo ]—oo,x]; es decir, basta
conocer la funcion:

(0 =p(X <0 =plx 7 ]l = ) p(X=x) = ) p

XisXx XisSX
p(xp < x < xp) = Fy(xy) — Fx(xp) = A;’;Fx(x)

denominada “funcion de distribucion” o “de probabilidades acumuladas” de la
variable X, la cual posee las siguientes propiedades:

1) Es una funcién no-negativa: Fy(x;) =0 (i = 1,2,3,...) y continua por la
izquierda: Fy(x; —) = Fx(x;) (los valores x; se denominan “puntos de
continuidad” de X).

2) Dados dos eventos: A = {X < x;}y B ={X < xj}, donde x; < x; (es decir,
tales que A € B), de acuerdo con el axioma de aditividad, se verificara que
p(A) < p(B). Es decir que Fx(-) es una funcion no-decreciente, Fy(x;) <

FX(xj)(in < xj)S.
3) Se verifica que:

X——00 X—+00

5> Dado que se trata de una variable aleatoria discreta y debido a las consiguientes
discontinuidades de la funcion de probabilidades, en este caso la funcion de distribucion crece
“a saltos”.



Estas condiciones son necesarias y suficientes para que una funcion pueda ser
considerada una funcion de distribucion. Es decir, si una funcion real Fy(x)
satisface las condiciones enunciadas, se puede asegurar que existe una Unica
funcién de distribucion de probabilidades correspondiente a la variable X que
es igual a Fy (x), para el intervalo ]—oo, x].

4) Sean dos variables aleatorias, X e Y, con funciones de distribuciéon Fy(x) y
Fy(y), respectivamente y tales que p(|JX —Y|<n)>1—¢ (donde n y ¢
denotan dos constantes positivas). De acuerdo con el teorema de la
probabilidad total, se puede escribir:

plUX-YI<nu (¥ <y)]
=p(X=Y|<m+pl <y -pldX-YI=npn¥ <y)]
De las relaciones anteriores se obtiene que:
pldX=Ylsmn¥ =y]=pX<sY+n)zp <y)—¢
y, por lo tanto, que p(X >y —n) = p(Y > y) — ¢. Es decir, resulta que:
Fx(-m—-e<FQ@) <F+n)+e
Fx(—mM —F@+m—e<FK()-FKF@) <KGG+n-FKy-n+e
IFx(y) = Fy I < [Fx(y+m) —Fx(y —m] + ¢

La funcion de distribucion puede ser graficada de la siguiente forma:

+

| I | 1
T f 1 |

X
Xy X3 X3 X

La funcién Fy(x) asume el valor p; para todos los valores de X comprendidos
en el intervalo [x;, x,[. En x, y para todos los puntos incluidos en el intervalo
[x5, x3[, serd Fx(x;) = p; + b, y asi sucesivamente.



Ejemplo n° 2:

Sea X una variable aleatoria definida como la diferencia de los puntos a
obtener entre la primera y la segunda tirada de un dado “clasico”. Su dominio
esta definido de la siguiente forma:

a-1 2-1 (3-1 4-1 (5-1) 6-1)

(1=2) (2-2) E=2) (4-2) (5-2) (6-2)

1-3) (2-3) (3-3) 4-3) (5-3) 6-3)

(1-4) (2-4) (3B-4 4-4 (5-4) 6-4)

(1-5) (2-15) (3-5) 4-5) (5-5) 6-5)

(1-6) (2-6) (3-6) (4-6) (5-6) (6-6)
Q

y las funciones de probabilidades y de distribucion asumen los valores:

X P (X=xi) F(xi) ; X P (X=xi) F(xi)
X1=-5 1136 1/36 | x7=1 5136 26/36
X2=-4 2/26 3126 | Xs=2 4/36 30/36
X3=-3 3/36 6/36 | x9=3 3/36 33/36
X4=-2 4136 10/36 ‘ X10=4 2/36 35/36
X5=-1 5/36 15/36 ‘ X11=5 1136 36/36
X6=0 6/36 21/36 |
Pi
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Xi



F(xi)
36/36

30/36

21/36

10/36

3/36 —

=5 -4 =3 2 =1 0 1 2 3 4 5

Ejemplo n° 3: La variable tiempo de espera

Supongase una serie de lanzamientos independientes de una moneda tal que la
probabilidad de que en una prueba dada se produzca el resultado “cara” (C) es
igual a p y la probabilidad de que se produzca el resultado “ceca” (X) es igual

ag=1-p.

Sean los eventos:
C,: que se produzca el resultado "cara "en el n — ésimo lanzamiento
X,: que se produzca el resultado "ceca "en el n — ésimo lanzamiento

De modo que p(C,) =p y p(X,) =q. La probabilidad de que en n
lanzamientos de la moneda se produzca una sucesion dada de k resultados
“cara” y n — k resultados “ceca” (por ejemplo, la sucesion Cy,C, ..., Cy,
Xis1) Xyq2, -, X)) serd, entonces:

p(CiNCyN N Cp N X1 N Xpyp N ..N X)) = plgh*

Sea Z(™ la variable aleatoria que representa el nimero de resultados “cara” a
obtener en una serie de n lanzamientos. Su distribucion de probabilidades sera
de la forma:

p(Z™ =k)=p[(C;NC;N .0 X N Cryq NN X)) U
U, NC,N..NX_1NC,NCrpy N...0NX,) U

U.UX nXoN.NXy xNChgsr1 N...0NCp)] =



=plUC;NC,N..NCNXppy NN X)) =
- - - n —
= pRq" K pRgn R kR = () PR (k=012,..,m)

Sea T la variable aleatoria que representa el nimero de tiradas hasta la
aparicion por primera vez del resultado “cara”:

T=n)=XnX,Nn..NnX,_1NCy) n=123..)
Su distribucion de probabilidades sera de la forma:

n-—1

_\rq Si n=12..
pr(n) {0 n=0

Se comprueba facilmente que:

_ _ p
zpr(n)=2pq” 1=qu” tEro =1
n=1 n=1 q

n=1
La funcion de distribucion queda, entonces, definida de la siguiente forma:
FF(n)=p(T<n)=1-p(T>n)=1-p(T=2n+1)

=1- i p(T =)=

j=n+1

[ee] [ee] n
=1- Z pq"‘1=1—pqnzlpi =1-q"
= 1

j=n+1

Un problema interesante relacionado con la variable T, es el referido a la
distribucién de la denominada “espera residual”, es decir, a la probabilidad de
que el resultado “cara” se produzca al cabo de n, lanzamientos de la moneda,
si ya sufre un retraso de n, tiradas (en otros términos, la probabilidad de que
el tiempo de espera del resultado “cara” sea n, + n,, sabiendo que debe ser
mayor que n,). De acuerdo con el analisis precedente, se tiene que:

_ _pl(T=n,+n) N (T >ny)]
pIT =ny +ny /(T >ny)] = o (T > 17) =




_pT=n+ny) _
p(T >ny)
pqn1+n2—1

P pq":t = p(T > ny)

De lo que se concluye que la variable espera residual tiene la misma
distribucion de probabilidades que la variable “espera desde el inicio”. Un
resultado que contradice la idea intuitiva que el tiempo de espera ya
transcurrido deberia de alguna forma reducir el tiempo de espera no
transcurrido. En realidad, debido a la independencia postulada entre estos
eventos, el tiempo de espera se reproduce con las mismas caracteristicas que
poseia al inicio, sin que se vea afectado por la extension del tiempo de espera
ya transcurrido®.

Asociada a una variable aleatoria X es posible definir también una “funcién de
supervivencia:

Sk = 1= Fe() =p(X >x) = ) 1 (x:e0(0)

xX>Xi

Se denomina “espectro” de una variable aleatoria al conjunto de puntos con
probabilidad no-nula; es decir, al conjunto de puntos de discontinuidad de
Fx(x). Se puede concluir en forma inmediata que, para una variable aleatoria
discreta, el espectro coincide con su dominio (Q(X)) y, por lo tanto, tiene
probabilidad igual a uno.

Como se vera en la seccion siguiente, para una variable aleatoria continua el
espectro es vacio y con probabilidad nula. Por lo que se puede concluir que
como maximo el espectro puede ser un conjunto numerable. Sea una variable
X tal que:

0 si x<a
FX(x)ZI(x>a)={1 si x>a

(donde I(y>q) denota una funcion indicadora del conjunto [x > a]). Su

espectro esta definido por el punto a, de modo que Fy(x) representa la
funcion de distribucion del caso limite de una variable aleatoria cuyo dominio

¢ Es una creencia generalizada (e injustificada) suponer que, a pesar de la independencia de los
eventos, el tiempo de espera de un resultado dado depende de un retardo acumulado. Una
hipotesis que, obviamente, contradice la condicion de coherencia de la interpretacion
deFinettiana (ver Landro (2010, p. 58)).



es Q(X) ={a} y su funcion de probabilidades es p(X = a) = 1. Estas
variables se denominan “constantes” o “quasi constantes” o “quasi constantes
con certeza” o “degeneradas” o “concentradas en un punto”.

1.3.- Las variables aleatorias unidimensionales continuas

Se dice que X es una variable aleatoria continua si su funcion de distribucion,
Fx(x) (no-decreciente), es continua para todo xeR, y si existe, ademas, una
“funcion de densidad de probabilidad” (fx (8, x)) no-negativa tal que:

&&ﬁm@gw=j&@ww (VxeR)

(donde 6 denota un vector de parametros).

De modo que, si Fyx(x) es absolutamente continua, sera’:

d
f(6,2) = —Fx () =

. Fy(x + Ax) — Fx(x)
lim
Ax—0 Ax

= Alimop(x <X<x+Ax) (Ax>0)
X—

Si bien desempefia €l mismo rol que la funcion p;(i = 1,2,...) para las
variables aleatorias discretas, estrictamente hablando, fyx(6,x) no es una
funcion de probabilidades, ya que, para las variables continuas la probabilidad
en cada punto es nula:

pa=@=f&mm=o

Se puede concluir entonces que, en este caso, por razones puramente
matematicas, el concepto de probabilidad resulta en si mismo insuficiente para
atribuir distintos grados de confiabilidad a los diferentes eventos de la
particion que define a la variable aleatoria, ya que los grados de creencia estan
todos identificados con la probabilidad del evento imposible. En
consecuencia, se conviene que, si fy(x) = fx(y), debe interpretarse que el
grado de confiabilidad en la ocurrencia del evento (X = x) es mayor o igual

d , . , . L
7 Que EFX (x) esté definida sélo para casi todos los valores de X, no afecta a la determinacion

univoca de la integral Fy(x) = ffwi Fy(x).



que el correspondiente al evento (X = y) (aun sabiendo que a los dos eventos
les corresponde la misma probabilidad, p(X = x) = p(X = y) = 0)8.

De acuerdo con una interpretacion de la probabilidad en términos de teoria de
la medida, una probabilidad nula es asimilable a la probabilidad de acertar en
un blanco definido por un punto con una flecha cuya punta tiene espesor cero.
Se genera entonces una paradoja que podria ser expresada de la siguiente
forma: si es imposible acertar en cada punto, ;cémo se puede explicar que la
probabilidad de acertar por lo menos en un punto sea igual a la unidad? En
realidad, este planteo es ficticio y surge del error de intentar transformar la
probabilidad en certeza, de ignorar que entre un evento “posible”, aunque de
probabilidad nula y un evento “imposible” existe una diferencia de caracter
cualitativo.

Segun la definicion Boreliana, la probabilidad de que la variable X asuma
valores incluidos en un conjunto cualquiera de su dominio queda definida por
la siguiente integral de Lebesgue-Stieltjes’:

p(XeB) = f dFy(x) = f fe@0)dx  (BeRy)
B B

De acuerdo con el concepto de densidad y, teniendo en cuenta la propiedad de
aditividad completa, sera:

x+dx

f2(8,x)dx = f £(6, W = p(x < X < x + dx)

La funcion de densidad posee las siguientes propiedades:

1) fx(6,x) =0  (VxeR,)
2) [7 f(0,x)dx =1

Estas condiciones son suficientes para poder asegurar que fx(6,x) es una
funcion de densidad. Es decir, si una funcion fyx(6,x) en R;cumple estas
condiciones, entonces se puede asegurar que la funcion Fy(x) definida en la
pagina precedente, es una funcioén de distribucion de la variable X y, por lo

8 Se puede concluir, entonces que, como se menciond en la seccién precedente, para una
variable aleatoria continua el espectro es vacio y, por lo tanto, con probabilidad nula.

? Se concluye facilmente que p(X = x) # 0 si y so6lo si Fy(x) es discontinua en x. Pero Fy(x)
posee puntos de discontinuidad en los puntos Q(X) = {x;, x5, ...} que definen el dominio de
una variable discreta.

11



tanto, que fx (0, x) define una funcion de densidad. Obsérvese que fx (0, x)dx
es el valor del area de un rectingulo de base dx y altura proporcional a
fx(6,x). En general, dada una variable aleatoria X que existe en el intervalo
Q(X) = [c,d], la probabilidad de que X asuma valores comprendidos en un
intervalo [a, b] (¢ < a < b < d), puede ser representada como la suma de las
areas de n rectangulos (n — o) de base dx:

n b
pasx<p) =l fGdc=p( | &)= [ rear=
i=1 a

x€la,b]

b a
= [ rwax— [ @ dx = ) - Fe@) =

= APF, (x) (o <a<b< o)

Sea una variable aleatoria X con funcién de distribucion Fy (x) (er(X )),
entonces toda potencia positiva (@ > 0) F¢(x) es una funcion de distribucion.
Una propiedad similar se cumple para las funciones de supervivencia.

Ejemplo n°4:

Como se vio en la pagina precedente, para variables continuas la condicion
p(X = x) = 0 (para cualquier valor de x) no deriva de ninguna hipétesis de
equiprobabilidad. Para definir una distribucion continua que atribuya el
mismo grado de creencia a todos los puntos de su dominio o de cualquiera de
sus subconjuntos, es natural imponer la condicion que, para cualquier par de
valores x, yeQ(X), se verifique que fy(x) = fx(y). Es decir, que la funcion
de densidad sea constante sobre el conjunto de puntos que se suponen
equiprobables. La seleccion de esta constante obviamente debe ser realizada

de modo que se cumpla la condicidn ffom fx(x)dx = 1. Luego, dado un

dominio Q(X) = [a, b], sea una variable aleatoria continua X con funcién de
densidad de la forma'”:

0 para x<a
1

fx(0) = h—a para a<x<bh
0 para x>Db

10 La utilizacion de intervalos cerrados o abiertos es indiferente ya que, como se menciond mas
arriba, dado que la distribucion de probabilidades es continua, la probabilidad en un punto es
igual a cero.



La funcion de distribucion esta definida por:

a

deu=0 (x<a)
X _ZO X
1 xX—a
Fy(x) = ffx(y)dy=< ,[Odu-l_fb—adu:b—a (a<x<b)
- —0; ab 1 x
deu+fb_adu+f0du=1 (x > b)
a

b

— 00

K, Fx (X)

De acuerdo con lo mencionado en las paginas precedentes, la densidad
constante en el intervalo [a, b] traduce la idea intuitiva de equiprobabilidad
para todos los puntos del intervalo. De modo que la probabilidad de que la
variable asuma valores comprendidos en el intervalo [xq,x,], siendo a <
x1 < x, < b, es directamente proporcional a la longitud de dicho intervalo:

1 Xy — Xq
b—adx_ b—a

plx; Sx<xp) = f fx(x)dx = j‘z

Luego, a intervalos de igual longitud les corresponderan iguales
probabilidades. Esta propiedad es analoga a la de la distribucion discreta que
asigna probabilidades iguales a un nimero finito de puntos.

Esta distribucion —a la que se conoce como “uniforme” y se denota por
U(a,b)- es un ejemplo de los peligros que trae aparejado un planteo
axiomatico de la teoria de la probabilidad y la pretension de extender
conclusiones abstractas a aplicaciones concretas: la probabilidad unitaria del
evento cierto surge como la suma de infinitas probabilidades nulas relativas a
los puntos racionales, lo cual conduce a las consideraciones sobre la
insuficiencia del concepto de aditividad completa realizadas en la Sec.1.2.



2.- Las variables aleatorias de mas de una dimension
2.1.- Las variables aleatorias multidimensionales continuas

Sea {X;(w),X,(w), ..., X, (W)}(weQ)) un conjunto de variables aleatorias
unidimensionales continuas. La combinacion de estas variables permite
definir una variable de n dimensiones X(w) cuyo dominio estd dado por el
producto cartesiano de los dominios de las “variables marginales” (o
“variables componentes”). Se dice, entonces, que el vector:

Xw) =[Xw) Xow).. X,W]" (YweQ)

puede ser considerado una variable aleatoria continua n-dimensional con
“funcion de distribucion de probabilidades conjunta”:

Fx, x,,..%, (X1, X2, ey X)) =
= p[(Xl < xl) )] (XZ < XZ) n..N (XTL < xn)] (xl,xz, ...,anB,BERn)
si existe una funcion de densidad fx, x, . x, (8, X1, X2, ..., X,) tal que:

Fy, %y %, (X1, X2, 000, X)) = Fx(x) = p(X < x) =

X1 X Xn
= f f fle,Xz,...,Xn(e'yLYZ'---ryn)dY1dy2 e dYn

donde X < x debe ser entendida como la desigualdad entre dos vectores, de
modo que cada componente del primer vector es menor o igual que el
correspondiente componente del segundo.

Si se verifica que:

Fx, x,,..x, (X1, X2, ey Xp) =

X1 X2 Xn

0" Fx, x,,..x, (X1, X2, o, X)
= 2 R dx;dx, ...d
,[ f j 0x,0x, ...0x, 16%2 = @n

—00 —00 —o0
la funcién Fy(x) es absolutamente continua.

Esta funcion de densidad posee las siguientes propiedades:

D fx, x,,..%,(0, X1, X3, ., X)) 2 0



2) fQ(X) leﬂXZr-"an(e’ X1,X3, ...,xn)dxlde dxn =1
Q) = OX,) X Q) X . X QX)) € R,).

La funciéon de distribucion conjunta para cualquier subconjunto
{X1, X5, ..., Xi J(k <n) del vector X(w) define la llamada “funcion de
distribucion de probabilidades marginal”.

A partir de la definicion de la funcion de densidad conjunta es posible calcular

la probabilidad de que la variable X esté incluida en una regién cualquiera de
su dominio:

p(XeB) =ffX1,XZ,._”Xn(0,x1,x2, v Xp)dx,dx, . dx, (BeR,)
B

Sea, en particular, una variable aleatoria de dos dimensiones, X(w) =
[X; (w), X, (w)]. Entonces sera:

Fy, x,(x1,%) = p[(X; < x) N (Xy S x3)] =
=p{w/[(X, < x1) N (X, < x)]}=

=pllw/X S x)In[w/(X; < )]} =

X1 X3
= dexl,Xz(J’p}’z): f dexl,Xz(}’byz) (X1, X2€B, BeR;)
Y1sX1 —00 —00

V25X3

La probabilidad de que la variable X asuma valores comprendidos en un
rectangulo (xyy < Xy < xyr, X%y < Xp S xy), para xyr < X, Xpr < X -
definido por el producto Cartesiano Q(X;) X Q(X,), entonces esta definida de
la siguiente forma:

Xa
\
yxgh ()
X'z =T
1'2 P
{xy.xg) {x X'}
| i .

15



pllxy < X1 < x9) 0 (xyy < Xp S xp0)] = f dFy, x, (g, up) =
X rSUSX 0
x215u25x2u
=pllxy <Xy S xp) N Xy S x)] = pllxy < X7 < xp) N (X S xpr)] =
=pl(X1 < x) N (X < x)] = p[(Xy S %) N (X < x50)] —
—{pl(X1 < x31) 0 (X7 < x)] —p[(Xq < x) N Xy S xp)]} =
= Fx, x, (qr, xo11) — Fx, x, (9, X501) — Fx, x, (X1, X51) + Fy x, (%97, %51)

Introduciendo un operador diferencia simple de la funcién F con respecto a la
variable X, de xy a x;7, de la forma:

(x X Il)
Axll ! Fx, x, (x1,x2) = Fx. x, (xq17,x3) — Fx, x, (17, %)

y, teniendo en cuenta que las diferencias multiples se obtienen de la iteracion
de las diferencias simples con respecto a distintas variables, resulta que la
definicion anterior puede ser expresada de la siguiente forma:

pllxy <Xy S xp) N (xy S Xp S xp0)] =

(x 1,X II) (x 1,X Il)
= Axll ! AXZZ g FXl,XZ(xlle) =

(x X II)
= Axll ! [Fxl,xz (xq,x511) — Fx, x, (x1;x2')]

La funcion de distribucion Fy, x, (xq,x;) posee las mismas propiedades que
las correspondientes a la variable unidimensional:

1) Es no-decreciente, es decir, para xy <xy7 y X, < X, todas las
diferencias de segundo orden son no-negativas:

(x 1,X II) (x 1,X II)
Axll ! AXZZ 2 FXl,Xz(xler) =

=pllxy <Xy <xp) N (xy <X < x,)] 20
2) Es continua por la izquierda para cada una de las variables marginales.

3) Por definicion Fy x, (x1,x;) = p[(X; < x1) N (X, < xp)]. Ahora bien,
cuando x; = o, el conjunto(X; < x;) = @. Luego, la interseccion (X; <



x)N (X, <x) > @ y, por lo tanto, p[(X; < x;) N (X, <x,)] 0. Es
decir, se verifica que:

llm Fxlyxz(xl,x'z) = llm FXIIXZ(xl,xZ) =0
X1——00 Xp——00
4) Supongase que x; = +© y x, = +0oo, entonces (X; <x;) 2 Qy (X; <

x,) = Q. Luego, la interseccion (X; < x1) N (X, < x3) = Q y, por lo tanto
pl(X; < x1) N (X, < x,)] = 1. Es decir, se verifica que:

xllgrxgm Fy x,(x1,%2) =1

Xp—+00

5) Supdngase que sdlo x; — oo, entonces se verifica: i) que (X; < x;) > Qu
ii) que la interseccion Q N (X, < x,) = (X, < x,). Luego, sera:

X2 X1
lim Fxl,xz(xpxz) = lim f le,XZ(Q»YL}’z)dM dy, =
X1+ X1+

X2

[ a0y, = pe < 22 = i)

De la misma forma, resulta que:

X1 X2
lim Fxl,xz(xbxz) = lim jfxl,xz(B'J’LYZ)d}’z dy, =
Xp—>+00 Xop—+00

= f fx, Ay, = p(Xq < xq) = Fx, (%1)

donde Fy, () y Fy, () denotan las funciones de distribucion marginales y

fxl(e»xﬂ = ffxl,xz(G,xl'xz)dxz

fx,(6,x3) = fle,Xz(g'xl'xZ)dxl



denotan las funciones de densidad marginales (obsérvese que, a partir de la
funcion de la funcion de distribucion conjunta de una variable
multidimensional {X;, X, ...,X,} es posible analizar las relaciones —
estocasticas- entre las variables componentes).

6) A partir de las propiedades 1) y 3) se demuestra que:

Sixyr < xq = Fy, x, (97, %3) < Fy, x, (X377, x5) =

(X rx II)
= Ay ' Py x, (X1,%2) 20

Si le < lel = FXl'XZ (xl, le) < FXIJXZ (xl,lel) =

(x rx II)
= Ay 7 TFy, x,(01,%2) 2 0

Es decir que la funcion de distribucion correspondiente a una variable
bidimensional es no-decreciente con respecto a cada una de las variables
marginales.

El conjunto de funciones de distribucion Fyy(x,y) que admite a Fy(x) y
Fy(y) como funciones de distribucion marginales define la “clase de Fréchet”
asociada a las funciones Fy(x) y Fy(y)”, F (FX(x),Fy(y))ll. De la misma
forma, dadas las funciones de supervivencia Sx(x) y Sy(y) marginales, es
posible definir una clase de Fréchet asociada a Sy(x) y Sy(y),

F(Sx(x), Sy ().

Dado que, como se mencion6 mas arriba, Fyy(x,y) es una funcién no-

decreciente en x e y, serd Fyy(x,y) < Fxy(x,00) = Fx(x) y Fxy(x,y) <

Fxy(oo,y) < Fy(y) y, por lo tanto, Fxy(x,y) < min[Fx(x),Fy(y)] =
(m)

Fyy” (x,5).

Por otra parte, dado que:
Fyy(x,y) = Sxy(x,¥) — 1+ Fx(x) + Fy(y)

y, teniendo en cuenta que Sy y (x,y) = 0, sera:

' Fréchet (1935) (1951) (1957). Dada la importancia de las contribuciones realizadas por
Hoeffding (1940) (1941) sobre este tema, a esta clase se la deberia denominar como de
“Fréchet-Hoeffding”.



Fyy(x,y) = Max[0, Fy(x) + Fy(y) — 1] = 3 (x, )

Estas distribuciones “minima” y “maxima” definen las “cotas de Fréchet”.

En general, el conjunto de funciones de distribucion Fy, y, x (x1,%2, ..., Xn)
que admite a Fy, (xq), Fx,(x3), ..., Fx, (xn) como funciones de distribucion
marginales, define la clase de Fréchet asociada a dichas funciones,
F [FXl(xl), Fy, (x3), ...,FXn(xn)], cuyas cotas estan dada por las
desigualdades:

Max[O, Fy,(x1) + Fx, (x3) + -+ Fy, (x5) — (n — 1)] <
< Fxy Xy (X1, X2, w00, X)) < mjin [ij(xj)]

Se demuestra que FX(ffI)?z'___'Xn(xl,xz, ..,Xy) es una funcion de distribucion.
Pero Fx(ffl)gz,...,xn (x1, X3, ..., x) sera un funcion de distribucion si y solo si se
verifica una de las siguientes condiciones: i) que Z’]-LlFX]. (xj) < 1 (siendo
0<Fx;(x) <1, j=12..,n) y ii) que X} Fy,(x)<n—1 (siendo
0 < Fy;(%) <1,j=12,..,n)"

Ejemplo n° 5:

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcidn de densidad de la
forma:

( )_{4xy para 0<x<10<y<1
fxy(xy) = 0 para cualquier otro valor de x y de y

El valor de la funcion de distribucion Fy y(x, y) depende de la region a la que
pertenece el punto (X,Y). Efectuando los calculos correspondientes, se
obtiene que:

YV x
Fyy(x,y) = f f 4xydxdy = x*y?> (0<x<10<y<1)
00

12Ver Dall’Aglio (1972).



1 x 1
Fyy(x,y) = ]jélxydxdy = 2x2jydy =x2 (0<x<1ly>1
00 0

v 1 1
Fyy(x,y) = f f dxydxdy = 2y? f xdx=y?> (x>10<y<1)
00 0

1

Fyy(x,y) = f4xydxdy =1 x>1y>1)
0

El area sombreada representa el conjunto sobre el cual se integra la funcion
fxy(x,y) para obtener Fyy(x,y). En resumen, se puede escribir:
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x2y? para 0<x<1,0<y<1
x? 0<x<Ly>1
Fyy(x,y) = y? x>150<y<1
1 x>1y>1
L 0 para cualesquiera otros valores de x e y

Las funciones de probabilidades marginales estan definidas por:

1

1
fo() = f farGoy)dy = f dxydy =2x  (0O<x<1)
0 0

1 1
o) = f foy (6, y)dxdy = j taydx =2y (0<y<1)
0 0

Las propiedades enunciadas para las funciones de distribucion
correspondientes a variables aleatorias bidimensionales pueden ser
generalizadas a variables aleatorias de n dimensiones. Es decir, se puede
escribir:

pllxy X Sx) N xy X, S x) NN (X <X < xpr)] =

_ A)(:I1IIX1”)A)(:2(2,'XZH) A)(;n”xn”)FXl,Xz,---,Xn (x1,x2, - xn) —

)((ler'xlu)A)(::zr’xzu) ___Agi”"xn”)FX(x)

Con un razonamiento similar al del caso bidimensional, se demuestra que
Fx(x) posee las siguientes propiedades:

1) Es una funciéon no-decreciente, es decir que, para xy < xqym, Xy <
Xty e, Xyt < Xpr1, se verifica que:

o)) gl 5 o

2) Es continua por la izquierda para cada una de las variables marginales.

3) Tiende a cero cuando alguna de las variables marginales tiende a _co:
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lim Fy x,  x, (X1, %0, 00, %,) = lim Fy oy (X1, X5, 00, Xp) =
X1—>—00 Xy——00

= lim FX1X2 X (xl,xZ,...,xn) =0
Xp—o—00 22N
4) Tiende a 1 cuando todas las variables marginales tienden a 4 co:

x}l}r}'}_loo FXI'XZI""Xn(xl’ xz, ,xn) = 1
Xp—+00

Xp—+o0

5) Cuando k (=1,2,...,n—1) variables marginales tienden a +oco queda
definida la funcion de distribucion de la variable aleatoria formada por la
combinacion de las n — k variables restantes:

xlll_g_loo Fxl,xz,...,xn(xp X2y ey Xp) = Ex i1 Xs X (k1) Xk425 s Xn)

Xp—+00

6) La diferencia de orden k (= 1,2, ...,n — 1) respecto de k de las n variables
marginales es no-negativa:

)(:Il,’XW) )((ZZ"XZH) ...A;((jk,'xw) X1, XX X1 X2 we0y X)) 20

(xlr L X1, Xt < Xty vy Xt < xkn).

7) Toda potencia a >n—1 de la funcion de distribucion conjunta,
FY x,,.x, (X1, X2, ..,xn) es una funcién de distribucion. Una propiedad
similar se cumple para la funcion de supervivencia conjunta.

8) Si la potencia Fy, x, x (x1,%3, ..., x,) define una funcién de distribucion
para todo a >0, entonces la funcion Fy x, x (x1,%2,..,%,) es “max-
infinitamente divisible”.

a
. .  ea
9) Si la potencia [1 — Fy, x,,..x, (X1, X2, woxn)] = S% XX (X1 X2, 1o, X))
define una funcion de supervivencia para todo @ > 0, entonces la funcion de
distribucién  conjunta, Fy x, x (X1,X3,...,X,) es “min-infinitamente
divisible”.

Sea una variable n-dimensional X = (X;,X5,...,X;). Su funcién de
supervivencia sera:

Sx(x) = le,xz,...,xn(xpxz: v Xg) =1 = Fx(x) =
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=pl(X1 > x) 0 (Xz > x2) 0. (K > x)]

Como ya se menciond en la Sec. 1.2, para n = 1, Sx,(x1) = 1 — Fy, (x1).
Paran > 2, seré:

Sxyx, (X1, %2) = 1= Fy, (1) — Fx, (x2) + Fx, x, (%1, x2)
Sxy X, (X1, X2, %3) = 1 — Fx (1) — Fy, (x3) — Fx, (x3) +

+Fyx, x, (X1, x2) + Fx, x,(x1,%3) + Fx, x, (X2, x3) — Fx, x, x, (X1, X2, X3)

n
Sx1, X Xn (K1) X2, w0, X)) = 1+ (=1) z Fy,(x;) +

=1
n-1 n n-2 n-1 n
+(_1)2 z Z FXi’Xj(xl',Xj) + (—1)3 z z Z FXi'Xerh(xi' xj; Xh)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1h=j+1

+ o+ (D™ Fx, x,,x, (61 X250 Xp)
2.2.- Las variables multidimensionales discretas

Dado un conjunto S finito o infinito numerable cuyos puntos son vectores de
n componentes, es posible definir una variable discreta n-dimensional tal que
p(XeS) = 1.

En particular, dada una variable aleatoria de dos dimensiones formada por la
combinacion de las variables marginales (X,Y) la probabilidad de que asuma
valores comprendidos en un conjunto BeS de su dominio, esta definida por

p[(X, Y)EB] = Z(xi,yj)eB pij: donde pl] = p[(X = xi) N (Y = y])](l:] =
1,2,...) representa la funcién de probabilidades conjunta, la cual posee las
siguientes propiedades:

Dpj=0 (i=12.;j=12..)
2)%iZipij=1

A partir de la funcion de probabilidades conjunta es posible definir las
funciones de probabilidades marginales de la siguiente forma:

pi. = Zpij = ZP[(X =x)n (Y= Yj)] =pX =x;)
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pr=)py =) Pl =m0 (r=y)=p(r=y)

pero la definicion de la funcion de probabilidades conjunta a partir de las
probabilidades marginales solo es posible si las variables son estocasticamente
independientes entre si.

En general de la combinacion de un conjunto {X;,X,,...,X,} de variables
aleatorias unidimensionales discretas, queda definida una variable aleatoria
X () n-dimensional, cuya funcion de probabilidades conjunta serd de la
forma:

p(X) =pij..n=
=p[i=x)n(Xo=x)n..nXp=x)] (Gj .. h=12,.)

Las definiciones y propiedades de las funciones de distribucion
correspondiente a las variables aleatorias multidimensionales discretas pueden
obtenerse como una extension inmediata del caso continuo.

Ejemplo n° 6:

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta, cuya funcion de
probabilidades conjunta figura en la siguiente tabla:

Y Yy=2 Yim 4 P.=s P(X=x)
X
X, =1 124 3124 &%
Xy =2 5124 8/24 13124
X, =5 5124 :’J‘M 7!24
Py=P(¥ey)| 114 13124 1
POGY)
1 2 1
s X
2 A 1] ra
s 4
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En la ultima columna y la ultima fila de la tabla figuran los valores

correspondientes a las distribuciones de probabilidades marginales de X e Y,
respectivamente.

La funcién de distribucion conjunta queda definida de la siguiente forma:

0 para x<ly<?2
= 1<x<22<y<4
4
a 1<x<2,y=4
FX,y(x,y)=<% 2<x<52<y<4
z 2<x<5y>4
24
2 x>52<y<4
24
1 x=>5y=>4
v r
0 4/24 1724 1
4
0 1124 6/24 11/24
2
0 0 0 0
1 2 5 a4
X

En el grafico precedente los valores numéricos que figuran en los respectivos
intervalos de X e Y deben ser interpretados como los volumenes de los
prismas representativos de los correspondientes valores de Fy y(x,y).
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3.- Igualdad y semejanza de variables aleatorias

Se dice que dos variables aleatorias, X e Y son “iguales” (o “equivalentes”)
cuando son iguales los valores que asumen las funciones de densidad para sus
correspondientes valores sobre el dominio Q0 que las definen (obviamente, en
consecuencia, los valores a asumir por las variables son necesariamente los
mismos, X(w) = Y (w)(VweQ)).

Como corolario de la definicion precedente se puede concluir que, si las
variables X e Y son iguales, entonces la expresion X = Y define un evento
cierto, es decir {w: X(w) =Y (w)} = Qy, por lo tanto, sera p(X =Y) =1y
p(X #Y) = 0. Esto significa que la distribucion de probabilidades de la
variable bidimensional (X,Y) esta centrada sobre la recta y = x. Entonces,
sera:

Fx(w) =pX <sw) = p(Y su) = F(w)

Si las variables X e Y son tales que p(X =Y) = 1 (es decir, si el evento
(X =Y) es “quasi-cierto”) entonces se dice que son “quasi-iguales”".

Se dice que la variable aleatoria X es “menor” que la variable aleatoria Y
cuando se verifica que X(w) < Y(w)(VweQ). Como corolario de esta
definicion, si se verifican simultaneamente las condiciones X;,;(w) <
X,(w) (i=1,2,..), se dice que {X;,i=1,2,...} constituye una sucesion
decreciente de variables aleatorias.

Se dice que dos variables aleatorias X e Y son “semejantes” (o
“marginalmente iguales”) cuando poseen la misma distribucion de
probabilidades. Obviamente la propiedad de igualdad implica la de semejanza
pero la implicaciéon inversa no se verifica, la propiedad de semejanza no
implica la de igualdad: para cada par de funciones Fy(x) y Fy(y) existe mas
de una funcién conjunta, Fyy(x,y), que las admite como funciones
marginales.

4.- La distribucion de probabilidades condicionada

Sea (X,Y) una variable aleatoria discreta bidimensional con distribucién de
probabilidades {(xi,yj),pij,i =12, ..;j=12, } La probabilidad de que
la variable X asuma un valor particular x; condicionado por el supuesto que Y
asuma un valor dado, y;, define la funcion de probabilidades condicionada por

el evento condicionante (Y = yj):

13 Esta condicion puede ser expresada alternativamente como p(|X — Y| > €) <.
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_ _ g Plx=x)n(r=y)] py
Pl =x0/(r =) = p(Y =) P

que posee las siguientes propiedades:
D p[x=x)/(¥=y)]=0  (@Gj=12.)

) Lip[X =x)/(Y =y;)] =1

(,j=12.)

Obviamente, la probabilidad condicionada solo puede ser definida si p; # 0.
Por lo tanto, la definicion anterior es aplicable Unicamente a variables
aleatorias discretas. Dada una variable aleatoria continua (X,Y) con funcién
de densidad fyy(6,x,y) continua, teniendo en cuenta que la funcidén de

densidad marginal fy(8,y) = fjooo fxy(6,x,y)dy también sera continua, si se
verifica que fy(60,y) # 0, sera:

y0+h

p(yoSySyo+h)=f fr@wdu=+0  (h>0)
Yo

De modo que la probabilidad condicionada puede ser definida de la siguiente
forma:

:p((XSx)ﬂ(yOSYSy0+h)):
P <Y<y, +th)

h h
L ey @owvdduldv o O fiy (6, u,v)du]dv
= +h = 1 (yot+h
L £ (6, y)dy S (6, y)dy

plX <x)/(yo =Y <y, + h)]

Luego, sera:

r fX,Y(ur y)

JREy ™

m p[(X <x)/(yo <Y <y, +h)] =

Donde la integral que figura en el segundo miembro define indudablemente
una funcién de distribucion de probabilidades correspondiente a una variable

continua y el integrando la funcion de densidad de la variable aleatoria X,

condicionada por el supuesto que Y =y, f(x/y) = .
fY(G;J/)

Si se verifica que:
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plX>x) /Y =y)]=1-plX<x)/ Y =y)]=
:1—FX/Y(X/Y) :SX/Y(X/Y)TY

es decir, si se verifica que es mas probable que X asuma valores mas grandes
cuando Y crece, se dice que X es “estocasticamente creciente” respecto de Y
(X Tese Y)oque Fy y(x /y) (yeQ(Y)) es “estocasticamente creciente”'?,

En forma similar, si se verifica que p[X>x)/ (Y =y)]=1-
Fy,y(x /y) Ly, sedice que X es “estocasticamente decreciente” respecto de
Y (X lest V).

En general, dado un conjunto de variables aleatorias, Xi,X5, ..., Xy, si se
verifica que X; es estocasticamente creciente respecto de Xq, Xy, ..., X;—1 (j —

12,..,m)©s decir, si p[(Xi > x;)/ (Xj = xj)] (i = 12 ..n ) es creciente
respecto de Xy, X,,...,X;_1 (i =1,2,..,n), se dice que el vector es
“condicionadamente creciente en sucesion”'”. A partir de esta definicion se
puede concluir en forma inmediata que, para 5 — 2, la propiedad de
condicionalidad creciente es equivalente a X T,g; Y.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcidon de distribucion
conjunta Fy y(x,y), si se verifica que:

SX,Y(x: y)
Sy(y)

es decir, si es mas probable que X asuma valores mas grandes en la medida
que Y crece, se dice que X es “creciente por la ‘cola’ de la derecha” respecto
de Y (de acuerdo con la nomenclatura de Esary; Proschan (1972)). En forma
similar, si se verifica que:

plX>x) /(Y =y)] =Sxy(x,y) = Ty

Fx,y(x: y)
Fr(®)

es decir, si es mas probable que X asuma valores mas pequeiios en la medida
que Y decrece, se dice que X es “decreciente por la ‘cola’ de la izquierda”

X <sx) /Y =y)]=Fpylxy) = ly

respecto de Y16,

14 Esta condicién —que es mas fuerte que la de Kimeldorf-Sampson (ver Secccion 8.1) - se
denomina también como de ‘“dependencia de regresion positiva” (Lehmann (1966),
Yanagimoto; Okamoto (1969), Schriever(1986)(1987), Fang;Joe(1992)).

15 Como se vera en la Seccion 10.2.5, se demuestra que esta condicién implica la asociacion
positiva.

16 Ver Caperad; Genest (1990).
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En general, dada una variable aleatoria n-dimensional X;, X5, ..., X,, si se
verifica que p[(X; > x;) / (Xj = xj)] T x; (i€A,j, keA) (donde A denota un
subconjunto no-vacio del conjunto {1,2,...,n}) y p[(X; < x)) / (Xj = xj)] )
xy (i€A, ], keA), se obtienen las respectivas extensiones de las condiciones
anteriores.

Todas estas condiciones son invariantes con respecto a cualquier
transformacion estrictamente creciente de las variables marginales.

5.- Una introduccion a las copulas

Sean: i) un vector de variables aleatorias, X = [Xq, X5, ..., X,,], todas con
distribucion U(0,1); ii) Fy, (xq), Fx,(x2), ..., Fx, (%)  sus correspondientes
funciones de distribucion y iii) F(-) una funcion de distribucion n-
dimensional para la que las variables marginales FX]. (xj) (G =12,..,n),son
tales que F(x)eS’-‘[FX1 (x1), Fx, (x2), ...,FXn(xn)]. Se denomina “copula
asociada con F(-)” a la funcion de distribucion C(-) que satisface en forma
univoca la relacion F (x) = C[FX1 (x1), Fx, (x2), ..., Fx, (xn)] .

Ahora bien, se demuestra que: i) Si H(-) denota una funcién de distribucién
unidimensional con funcién de distribucion inversa H™1(+), entonces H™(U)
se distribuye como H(U) vy ii) Si H(*) es una funcién de distribucion continua
unidimensional y la variable x se distribuye como p, entonces H(X) se
distribuye de acuerdo con una funcion uniforme U(0,1). Es decir, si X se
distribuye como F() y F(-) es una funciébn continua, entonces
[FX1 (x1), Fx, (x3), ...,FXn(xn)] se distribuye como C(-) y si U se distribuye
como C(+), entonces [Fx_ll (x1), FX_Z1 (x2), .on\ FX_n1 (xn)] se distribuye como F(*)
(donde F~1(+) denota la inversa de la funcion de distribucion F (+)).

Luego, a partir de estas propiedades se puede concluir que, si F(*) es una
funcion de distribucion n-dimensional continua con variables marginales
~ . -1 -1
Fy,(x1), Fx,(x2), ..., Fx,(x,,) 'y funciones inversas Fy ' (xq),Fyx, (x2), -,
-1 ;.
Fy, (xy), entonces sera:

C(w) = C(ug, Uy, ..., uy) = F[Fg (x1), FH(x2), o, Fi  (0)]

Este teorema fundamental, debido a Sklar (1959), define el rol que juegan las
copulas en la relacion entre las funciones de distribucion multidimensionales y
las correspondientes a sus variables marginales. Establece que en el contexto
de vectores aleatorios continuos, es posible construir una funciéon de
distribuciéon n-dimensional en términos de n funciones continuas
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unidimensionales y una copula que permite relaciones de dependencia entre
variables aleatorias individuales'’.

Dado que una copula C(+) es la funcion de distribucion de un vector aleatorio
U =[U;,Uy,...,Up] en el cual las variables marginales U;:U(0,1) (j =
1,2, ...,m), se puede concluir que es una funcién continua.

Sea en particular una variable bidimensional Z = (X,Y) cuyas variables
marginales se distribuyen de acuerdo a una funcion U(0,1), entonces sera
C(u, v)=F[Fy*(x), Fy 1 (»)] ((w,v)e x5 [0,1]). Esta copula asociada a la
funcién Fyy(x,y) posee las siguientes propiedades: i) C(u, 0)=C(0,v) = 0;
ii) C(u,1) =uyC(,v) = v;iii) paratodou; < u, yv, <v,:

C(uZI UZ) - C(u,z, vl) - C(ulJ vZ) + C(ulr vl) = 0

y iv) para todo ve[0,1] y casi todo u se verifica que 0 < aa—uC(u, v) <1y,

para todo ue[0,1] y casi todo v resulta que 0 < ;—v C(u,v) < 118,
Ejemplo n° 7
Sea Z = (X,Y) una variable bidimensional con funcion de distribucion:
Fyy(x,y) = exp {— [e‘x +e ™V — (35x + e‘sy)_l/a]}
(6 >0,—0 < x,y < ).
Entonces, sera:
ylggo Fyy(x,y) = Fx(x) = exp(—e™)
lim Fyy(x,y) = Fy(y) = exp(—e™)

Aplicando la sustitucion u = Fyx(x) y v =F,(y) o x = —log[—log(u)] e
y = —log[—log(v)], se obtiene la copula:

Cu,0) = w exp {[(~1og0)  + (~1og) | ]

Ejemplo n° 8

Sea Z = (X,Y) una variable bidimensional con funcién de distribucion:

17Ver Schweizer (1974) y Sklar (1973)(1996).
18 Ver Seeley (1961).
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x+1D(¥-1)

, -1,1] x [0,
F (xy)zl x+2e¥ -1 (x Y)el=1,1] x [0, 0]
A 1—e™ (x, y)e[—1, 0] X [0, 0]
kO para cualesquiera otros valores de x e y

y funciones de distribucion marginales:

0 (x<-1)

x+1
Fy(x) =

xe[—1,1]
0 para culauier otro valor de x

(0 (y<0)
Fr ) = {1 ——eV (y=0)

Las correspondientes inversas de estas funciones de distribucion son de la
forma Fyl(w)=2u—-1 y F'(w)=-In(1-v) (uve[,1]). Como
Ran(Fy) = Ran(Fy) = [0,1], seré:

uv

C(u'v)=u+v—uv

Ejemplo n° 9
Sea Z = (X,Y) una variable bidimensional con funcidn de distribucion:

1—e™* —e ™V e &Hy+0xy) (x y > 0,0¢[0,1])

F. r = { .
xy (%, ) 0  para cualesquiera otros valores de x e y

y funciones de distribucion marginales Fy(y) =1—e™ (y = 0) y Fx(x) =
1—e™ (x=>0). Las funciones inversas son de la forma Fyl(u) =
—In(1 —u) y F;1(v) = —In(1 — v) (para u, ve[0,1] ). Por lo tanto, la copula
correspondiente sera:

Clwv)=u+v—1+1—-uw)(l—v)e fnd-winl-v)

Sea X = (X{,X,,..,X,) una variable n-dimensional cuyas variables
marginales son discretas, Q(X;) = {X; 1, X;, ---rXi,mi} (i=12..,n) y
sean p(X; = x;) y Fy,(x;) las correspondientes funciones de probabilidades y

de distribucion de las variables marginales y p(X) y Fx(x) las funciones de
probabilidades y de distribucion de la variable n-dimensional. Una copula
asociada a la funcion p(X) satisface la siguiente relacion:
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p(X) = p(Xy, X5, .., Xp) = C[Fxl(xﬂ:FXZ(xz)» ---»Fxn(xn)]

Para que se verifique la unicidad de esta relacion es condicidon necesaria que
los restantes valores de C (+) se distribuyan uniformemente en cada rectangulo

Xiz1 [in,j_l(xi.j—ﬂ - in,,-(xi.j)]-
6.- La independencia estocastica de las variables aleatorias

Se dice que las variables X e Y son independientes (X L Y en la nomenclatura
de Dawid (1979)) si y s6lo si se verifica la relacion p[(X = xi)/(Y = yj)] =
pi.(i,j,= 1,2,...). Es decir, si el supuesto que Y asume el valor y; no modifica

la asignacion de probabilidades de que la variable aleatoria X asuma uno
cualquiera de sus posibles valores.

En general la condicion de independencia puede ser definida como
Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y) y, dado que la funcion de distribucion determina en
forma univoca la funcién de probabilidades de la variable aleatoria, a partir de
esta expresion se puede escribir:

p[(XeAy) N (YeAy)] = p(XeAx)p(Yedy) (AxeQ(X), AyeQ(Y))

(es decir, que los eventos relativos a la variable X son independientes de los
eventos relativos a la variable Y). Este concepto es generalizable a todo
conjunto {X;, X,, ..., X,,} de variables aleatorias:

FXl,XZ,...,Xn (X1, X2, ey Xp) = Fx, (x1)FX2 (x2) ---Fxn (xn)
e, igual que en el caso bidimensional, esta expresion implica que:
pl(X1€41) N (Xze42) N ... (Xpedy)] =
= p(X1€4,)p(Xz€43) ... p(Xn€Ay)
(A1eQ(X7), AeQ(X3), ..., A eQ(Xy)).

De esta relacion se puede concluir que —contrariamente a lo que ocurre con la
propiedad de independencia para n eventos- si n variables aleatorias son
independientes, entonces k (< n) cualesquiera de ellas también son
independientes.

En particular, si la funcion de distribucion de la variable (Xq,X,, ..., X,,) es
absolutamente continua, la condicidbn necesaria y suficiente para la
independencia de las n variables esta dada por:
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f(elxlle' '"!xn) = f(er xl)sz (97 xZ) an(GP xn)
Ejemplo n° 10:

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional cuya funcion de densidad
conjunta esta definida de la siguiente forma:

fxy(o,y) =
2 et para 0<x<20<y<3
= (e3—1(e*—1) -
0 para cualesquiera otros valores de x ey

Las correspondientes funciones de densidad marginales seran:

2e2% ; 2 -
fx(x)=(e3_1)(e4_1)feydy=e4_1e (0<x<?2)
0

2e%Y ; 1
) = (63_1)(64_1)fe2xdx=63_1e3’ (0<sy<3)
0

A partir de las cuales se obtiene que:

2
fxfy ) = (€3 —1)(e* - 1) et = fyy(x,y)

De lo que se concluye que las variables X e Y son independientes.
Ejemplo n° 11:

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional cuya funcion de densidad
conjunta esta definida de la siguiente forma:

1
y)=r—F—=-=
Ty 2oy 0yL/1 —p

x — my\? X—Myy—my (y—my\?
(=) -~ ()
Ox Ox Oy Oy

(—0 < x < 400,—00 <y < 400, donde my, my, gy, oy y |p| <1 son
constantes reales). El exponente de esta funcion puede ser expresado como:

1
P {_ 2(1 - p?)
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X — My\2 X—Mmyy—m — my\2
( X) —2p xY Y+(y Y) _

Ox Ox Oy Oy
=(x—mX>2_2 x_mxy_my_l_ 2(3’—7"1/)2_ Z(y—my)zz
Ox P Ox Oy P Oy P Oy
—my\?2 (X —myy—my)\? -m
+(3" y) =< x Y Y) +(1—p2)y Y
Oy Ox Oy Oy

Luego, la definicion de la funcion de densidad marginal correspondiente a la
variable Y asumira la forma:

1

2moy 0y 1 — p?

1y— mY 1 y — my\?
_2< fexp —2(1_ Z)GX(x my — poy o ) dx

1 1y —my\?
= V211 — p?ao exp[——( ) ]=
2moxoy+/1 — p? X 2\ oy

- e

Con un razonamiento similar, se obtiene que:

o) = —= e | -3 (5)

A partir de las definiciones anteriores, se demuestra en forma inmediata que la
funcién de densidad de la variable X condicionada por la variable Y sera:

fxy( }’)_
fr)

Mw=fm&ww=

exp

fx/y) =

1

= ( =]
=———exp|—————<(x —my — po.
ox V21 = p? 205 (1~ p?) U gy

Expresion que permite concluir que las variables marginales X e Y pueden ser
consideradas independientes sélo si p = 0.
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Ejemplo n° 12:

Sea una urna de la que se sabe que contiene bolillas blancas y de otros colores
en una proporcion desconocida, sea X (0 < X < 1) la variable aleatoria
(continua) que representa la proporcion de bolillas blancas y sea fy(x) su
funcion de densidad.

Supongase que de dicha urna se efectien n extracciones al azar con
reposicion, considerando como éxito obtener una bolilla blanca y sea Z la
variable aleatoria discreta que representa el nimero de éxitos a obtener en las
n extracciones. Entonces, sera:

PlZ=2/K =0 = (,)x*A-2"*  (@=012..,0)

Supdngase que se consideran mas probables las composiciones de la urna con
aproximadamente la mitad de bolillas blancas y poco probables (en forma
simétrica) aquellas composiciones con casi todas o casi ninguna bolilla blanca
y, en consecuencia, se asigne a la variable X (continua), por ejemplo, una
funcién de densidad de la forma fy(x) =6x(1—x)(0<x<1) (cuyo
(- 1 S

maximo se encuentra en x =~y es simétrica con respecto a ese valor). La
funciéon de probabilidades conjunta de la variable bidimensional (X,Z) sera,
en este caso:

plX=x)Nn(Z=2)]=6 (TZL) xZ¥1(1 — x)n-z+1

Esta variable (X,Z) posee una componente continua y una discreta. La
distribucién de probabilidades de la variable marginal Z queda definida,
entonces, por la expresion:

1

1
p(Z=12) = fp[(x —nz=nlx=6(") f K71 = x)t—7Hy =
0

0

_ oM (n—z+1)!(z+1)!_ 6(z+1)(n—2z+1)
B (Z) (n+3)! T (m+3)m+2)(n+1)

(z=1012,..,n).

De esta expresion se puede concluir que, a partir de la distribucion de las
posibles composiciones de la urna, la probabilidad de obtener, por ejemplo,

una bolilla blanca de una extraccion al azar, sera p(Z = 1) = % De la misma

forma, si se supone, por ejemplo, que todas las composiciones de la urna son
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igualmente probables, es decir, si se supone una distribucion para la variable
X de la forma:

1 para 0<x<1
0 para cualquier otro valor de x

fi =

se obtiene, entonces, que los valores de la variable Z son equiprobables:
p(Z=2)= ﬁ(z =0,12,..,n).

Sean X, Y y Z tres variables aleatorias. Se dice que X e Y son
condicionadamente independientes supuesto un valor dadode Z (X L Y /Z), si
se verifica que:

p{X =x)/[(Y =y;) n (Z =z} = p[(X = x)/(Z = z)]

Es decir, si dado el supuesto que Z ha asumido un valor z,, cualquier supuesto
sobre el comportamiento de Y no modifica la asignacion de probabilidades de
que la variable aleatoria X asuma uno cualquiera de sus posibles valores.

7.- Independencia condicionada y teoria de la informacion

De acuerdo con Dawid (1979) y Spohn (1980), la relacion de independencia
condicionada posee las siguientes propiedades:

1) Dado un estado condicionante Z, si un supuesto comportamiento de Y no
agrega informacion sobre el comportamiento de X, entonces se puede asegurar
que X no agregara informacion sobre el comportamiento de Y, es decir, si se
verifica que (X L Y/Z), entonces también se verificara que (Y L X/Z).

2) Dadas cuatro variables aleatorias X, Y, Z y W, si se verifica que para un
estado condicionante Z, el supuesto comportamiento de las variables Y y W
no agrega informacion sobre el comportamiento de X, entonces se puede
asegurar que cualquier supuesto sobre el comportamiento de cualquiera de las
dos variables tomadas individualmente, no agregara informacion sobre el
comportamiento de X, es decir, si se verifica que [X L (Y N W)/Z], entonces
se verificard que (X L Y/Z).

3) Dados un estado condicionante Z y dos variables, Y y W, ninguna de las
cuales agrega informacion sobre el comportamiento de X, la incorporacion de
un supuesto sobre el comportamiento de una de estas variables, por ejemplo
W, al conjunto original Z, no lograra que el supuesto sobre la otra variable
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agregue informacion sobre el comportamiento de X, es decir, si se verifica que
[X L (Y nW)/Z], entonces se verificara que [X L Y/(Z n W)].

4) Dados un estado condicionante Z y una variable Y, la cual no agrega
informacion sobre el comportamiento de X, si la incorporacion de una variable
W al conjunto (Z NY) no agrega informacion sobre el comportamiento de X,
entonces se puede asegurar que la incorporacion de cualquier supuesto sobre
la variable W al conjunto original Z, tampoco agregara informacion sobre el
comportamiento de X, es decir, si se verifican simultaneamente las
condiciones (X LY/Z) y [X L W /(X nW)], entonces se verificard que
(X L (Y nW)/Z].

5) Dado un estado de conocimiento Z, si la incorporacion al conjunto (Z, W)
de un supuesto sobre una variable Y no agrega informacion sobre el
comportamiento de X y, si la incorporacion al conjunto (ZNY) de un
supuesto sobre la variable W no agrega informacién sobre el comportamiento
de X, entonces se puede asegurar que ni la variable Y, ni la variable W, ni
cualquier combinacion de ellas, agregara informacion sobre el
comportamiento de X, es decir, si se verifican simultaneamente las
condiciones [X L W/(ZNnY)]y[X LY/(ZnW)], entonces se verificara que
(X L(Ynw) /Z].

Obsérvese que las propiedades 3) y 4) establecen que la incorporacion de una
variable irrelevante a un conjunto de informaciéon dado no modifica el status
del resto de las variables que componen el mismo. Es decir, si una variable de
dicho conjunto es irrelevante, seguira siendo irrelevante.

8.- Una introduccién a la dependencia estocastica
8.1.- Definiciones

Sea una variable aleatoria bidimensional Z = (X,Y) con funciones de
distribucion marginales, Fy(x) y Fy(y), conocidas y funcion de distribucion

conjunta Fyy(x,y) que posee cotas de Fréchet superior, FXE’?}) (x,y) =

min[Fy (x), Fy(»)], ¢ inferior, Fey’ (x,y) = Max[0, Fy(x) + Fy(y) — 1]. Si
se verifica que Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y) o, lo que es lo mismo, que:

Fyy(x,
% =Fly /X <x)] = F(y)

es decir, si se verifica que la probabilidad de que las variables X e Y asuman
sus valores mas grandes —o los mas pequefos- en forma conjunta, es mayor
que la probabilidad de que se verifique la misma condicion si las variables
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fueran independientes entre si, se dice que las variables X e Y pertenecen a la
familia de variables con “dependencia de cuadrante positiva” (en términos

compactos (X,Y) € F (+)), condiciéon conocida como ‘“de Kimeldorf-
Sampson”"’.

Esta propiedad es equivalente a:

1= Fyy(6y) = Sxy (6, y) 2 [1 = Fx][[1 = F0)]] = Sx()Sy ()
Es decir, es equivalente a Sy /x(y / X = x) = Sy (x).

A partir de estas definiciones se puede concluir que: i) como ya se vio en la
Sec.6, dada una funcioén Fyy(x,y) que satisface la condicion de Kimeldorf-
Sampson, si x¥ | Y, se verifica que Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y); ii) si (X,Y) €
F®)  entonces, dada una funcion g(-) creciente, se verifica que
[g(X), Y]eF ;i) si (X, Y)eF ™), entonces (¥, X)eF™); iv) si (X, V)eF ),
entonces (—X, —Y)eF ™).

En forma similar, si se verifica que Fyy(x,y) < Fx(x)Fy(y) o Sxy(x,y) <
Sxy(x)Sy(y), se dice que X e¢ Y pertenecen a la familia de variables con
“dependencia de cuadrante negativa”, (X,Y)eF (7).

Generalizando estas definiciones al caso n-dimensional, sea una variable
aleatoria X = (X, X5, ..., X;,) si se verifica que:

Sx1 XX (K15 X2 000y X)) = Sy, (x1)Sx, (x2) .. Sy, (%)

(es decir, si se verifica que la probabilidad de que las variables X;, X5, ..., X,
asuman simultdneamente los valores mas grandes es mayor que la

correspondiente a un vector X! = [Xl(l),XZU), ...,X,(ll)] de variables iid), se

dice que entre las variables marginales existe “dependencia positiva de ortante
superior”.

Si se verifica que:

Fy, x,..x, (X1, X2, oo, X)) = Fy, (x1)Fx, (x3) ... Fx (%)

19 Kimeldorf; Sampson (19752)(1975b)(1978).
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se dice que entre las variables X; (i = 1,2, ..., n) existe “dependencia positiva
de ortante inferior” y, si se verifican estas dos relaciones simultaneamente, se
dice que las variables X; (i =1,2,..,n) existe “dependencia de ortante
positiva”.

En forma similar, si se verifica que:
Sxy XX (K10 X2 000y X)) < Sy (x1)Sx, (x2) ... Sy, (%)

se dice que entre las variables marginales existe “dependencia negativa de
ortante inferior”. Si:

Fy, %%, (X1, X2, 00, Xn) = Fy, (1) Fx, (x3) ... Fx, (%7)

se dice que entre las variables X; (i = 1,2, ...,n) existe “dependencia negativa
de ortante superior” y, si se verifican estas dos relaciones simultaneamente, se
dice que entre las variables X; (i = 1,2, ...,n) existe “dependencia de ortante
negativa”?’.

Por otra parte, si se verifica que la variable (Xi / Xj) (i #j) es tal que
(X; Tost x)(i = 1,2,...,n) , se dice que la variable (X, X,, ..., X;,) observa un
“orden de dependencia estocastica positiva”.

De esta definicion se puede concluir en forma inmediata que, para n = 2, el
orden de dependencia positiva es equivalente al cumplimiento de las
condiciones X Tosr Yy Y Togr X.

Se demuestra que este orden de dependencia implica las dependencias de
ortante positivas’'.

8.2.- Las medidas de dependencia

Hasta aqui el concepto de dependencia sobre dos variables se basé en la
comparacion de las funciones de distribucion bidimensionales, Fy y (x,y), con
el producto Fx(x)Fy(y), obtenido a partir del supuesto que ¥ | y. Una forma
de cuantificar la intensidad de la dependencia consiste en comparar funciones
de distribucién bidimensionales utilizando los coeficientes 7 de Kendall
(1938) y o5 de Spearman (1904), los cuales son: i) invariantes con respecto a
transformaciones estrictamente crecientes y ii) iguales a 1 para la cota

2 Ver Block; Ting (1981), Block; Savits; Shaked (1985).
21 Para un tratamiento mas riguroso de estos conceptos, ver Joe (2001).
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superior de Fréchet (es decir cuando una variable es una transformacion
creciente de la otra) e iguales a -1 para la cota inferior de Fréchet (es decir
cuando una variable es una transformacion decreciente de la otra): —1 <7 <

1y—1<p, <12

Dadas dos variables aleatorias bidimensionales (X,Y) y (X% Y%)
independientes entre si con funciones de distribucion F(-) el coeficiente T de
Kendall considera la diferencia entre la probabilidad de dos pares aleatorios
concordantes (es decir de aquellos pares (X,Y) y (X*,Y™) tales que uno de los
dos posee el valor mas grande para ambos componentes, en otros términos,
talesque, X >X*"eY>Y" 0 X<X*eY <Y lo que es lo mismo, que,
(X —X*)(Y —Y*) > 0) y la probabilidad de dos pares aleatorios discordantes
(es decir de aquellos pares (X,Y) y (X*,Y*) en los que para cada par un
componente es mas grande que el correspondiente componente del otro par y
uno es mas chico, en otros términos, tales que X > X*eY <Y 0 X <X e
Y >Y"y, por lo tanto, que (X — X*)(Y —Y*) < 0). Como se mencioné mas
arriba, si una variable es una transformacion creciente de la otra, la ocurrencia
de un par concordante es cierta y la ocurrencia de un par discordante es
imposible y, viceversa, si una variable es una transformacion decreciente de la
otra, la ocurrencia de un par concordante es imposible y la ocurrencia de un
par discordante es cierta. Formalmente este criterio de medicién asume la
forma:

T=p[X X)X -Y)>0]-p[X-X)(¥ -Y")<0] =
=2p[(X =X -Y)>0]—-1= 4f F(uw) dF (W) — 1

Por otra parte, sea una variable bidimensional continua con funcién de
distribucion Fyy(x,y). Bajo la condicion de que las variables marginales se
distribuyen de acuerdo con una funcion U(0,1) con parametros E(X) =

E(Y) =% y 02(X) = a?(Y) = 1—12, el coeficiente g5 de Spearman se define
como la medida de correlacion entre las variables Fy(x) y Fy (y):

0. =12 [ [ FGOR ) Ry (y) — 3 =

= 12 f j Sy (6, y) dFx (2)dFy (y) — 3

22 Ver Nelsen (2001).
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9.- Funciones de variables aleatorias

Dada una variable aleatoria X, se puede definir una funcién K(X) -que
también es una variable aleatoria- obtenida de aplicar una transformacion K a
cada uno de los valores de su dominio. La distribucion de probabilidades de la
variable Y = K (X) esta dada por la funcion:

FF)=p¥ <y)=pl[KX) <yl=plX <K '(y)] =

= [ arw= [ pwar
K(X)<y K(X)sy

Supdngase el caso mas simple en el que las variables aleatorias X e Y sean
unidimensionales e Y esté definida como una transformacion lineal de la
forma K(X) = aX + b(a > 0). Se verificara, entonces, que:

F@)=p¥ <y)= f dFy(x) = (x < %) -

aX+b
y-b
= [ arwo= | o -
sy— —©
y-b
a y
y— 1 x—>b
=5 () = [ peoax =2 [ () ax
Para a < 0, se tiene que:
[00) [ee) _ b
) =1 Fy (X f ()dx = ffx("a ) ax
y-b
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Se puede concluir entonces que, si Fy(x) es absolutamente continua y a # 0,
entonces Fy(y) también serd absolutamente continua, con funcion de densidad

fr) =1 (59):

lal

Esta propiedad puede ser generalizada para toda transformacion K(X)
estrictamente monodtona con derivada continua. Si K(X) es creciente, se
verificara que:

K71(X) y
d
FRO)= | fwdi= [ fGdc= k7@ [ Akl
K(X)sy —o0 —00
Si K(X) es decreciente, igual que en el caso lineal, sera:

o)

Fy(y) = 1— Fy[K' ()] = f fe (W du
K~ 1(y)

y
_ |diy1<-1(y)|_£ flK @)]du

Es decir, se demuestra que, si X es absolutamente continua, entonces Y =
K(X) también es absolutamente continua con funcion de densidad de la
forma:

d
Fr) = [ K 0| el )

Ejemplo n° 13:

Sea X una variable aleatoria unidimensional con funcion de densidad de la
forma:

exp {—l(x — m)z} (—0 < x < )

fx(x) = ) .

1
oV2lr
(donde m y o son constantes) y sea una variable Y definida a partir de la

aplicaciéon de la transformacion lineal ¥ = K(X) =aX+b (a>0). La
funcion de densidad de Y estara dada, entonces, por:
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y—b—am
ao

1 1 1 2
fy(y)=a—exp[—§( )] (—0o <y <)

oV2m
Ejemplo n° 14:

Sea X una variable aleatoria unidimensional con funcion de densidad de la
forma:

2x para 0<x<1
0 para cualquier otro valor de x

fi =|
y supéngase la transformacion Y = —X. Se verificara, entonces, que:

F@)=p(-X<y)=pX=2-y)=1-pX <-y)=1-F(~y)
donde:

0 para y>0

Fx(=y) = {y? -1<y<0
1 y>-1
Luego, sera:
1 para y>0
Fr() =1-F(=y)={1-y*> —-1<y<0

0 y<-—1
De modo que la funcion de densidad de la variable Y estara dada por:

()_{—Zy para -1<y<0
fry) = 0 para cualquier otro valor de y
Ejemplo n° 15:

Sea X una variable aleatoria unidimensional con funcion de densidad de la
forma:

fr(x) = exp (“p) (—0 < x < )

1
ovV2n

(donde o denota una constante) y sea Y una variable aleatoria definida por la
transformacion Y = X2. Se verificara, entonces que:

43



Ahora bien, dado que el integrando es una funcidn par, se puede escribir:

1 x?
Fy(Y) = \/_ exp< ?>dx

de modo que la funcién de densidad de la variable Y queda definida de la
siguiente forma:

) = LRy = —— ! (—3"—>dx
Yy Yy \/—2\/— -

_\/;O'Z

: [ . ""](y>0)

Sea una variable aleatoria n-dimensional X = (X, X;, ..., X,) y un conjunto
de transformaciones f; (Xq, X5, ..., X,) (i = 1,2,...,m; 1 < m < n) tales que:

V) = fi(xq, x5, o, Xp)
Yy = fo(x1, X2, o0, Xy)

Yoo = fin (1, X, oee) X3)
La funcion de distribucion de probabilidades de la variable m-dimensional
(N1, Yy, ..., Yy esta dada por:

P{é(yz’ < yi)} sz ---fdel,Xz,...,Xn(leXZ' ey Xp)

(la integral multiple es sobre el dominio NJ%,[f;(x1, %2, ..., %) < ¥;]). En
particular, si m=n, X es una variable absolutamente continua y las
transformaciones f;(+) tienen derivadas parciales continuas y son tales que:
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Oh Oh Oh
0x; 0x, — 0xp

] (X0, X, 0 xp) = ax, ox, = ox, #0
Ofn Ofn O
[ 0x; 9x, T 0xyl

Denotando por y = (y4, V5, ..., ) €l conjunto de puntos para los cuales el
sistema f;(xy, X3, ..., x,) = y; (i = 1,2, ...,n) posee soluciones (xq, x5, ..., X,,)
€ X , entonces entre las variables X e Y existe una correspondencia biunivoca
y bicontinua y las transformaciones inversas x; = f; *(y1, V2, ., Yn) (i =
1,2,..,n; (¥4, Y2, .., Yn)€Y) existen y son continuas y la funciéon de densidad
conjunta de (y;, ¥a, ..., ¥n) €s de la forma:

iy Xy LA QO 5 (0, s fi P OO
o Yerta @1 Y20 s V) = U, 720, o £ 2O Oy — y)eY
0 V1 Y2 Yn) €Y

Un caso particularmente importante por sus aplicaciones es aquél en el que X
es una variable de n dimensiones, X = {X;,X,,...,X,}, cuyas variables
marginales son independientes y la transformacion K(X) esta definida por la
suma de las mismas, K (X3, X, ..., X,,) = X; + X, + -+ X,,. En particular, de
acuerdo a lo expresado en la Sec. 2.1, para n =2, la condicién de
independencia estara dada por la relacion:

Fx, x,(x1,22) = pl(Xy < %) N (X7 S x2)] = p(Xy < x))p(Xz < x3) =
= Fy, (xl)sz (x2)

Luego, se puede escribir:

Fyx, () = f dFy x, (e 25) = f dFy (e)dFy, (x7)

X1+X5y X1+Xx,5y

y, de acuerdo con los postulados del teorema de Fubini*, se demuestra que:

23 Propiedad de las integrales de Stieltjes. Denominado también teorema de inversion del orden
de integracion. Segin el cual, si Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y), para x,yeR,, entonces,

S e, 9o MaAF@ | dF 0D = [y [f, 9Ge A ()] dFs ().
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Fyx,(y) = f [ f dFy, (x| dFy, () =

X1<Y—X3

y—X2 o
I dFy, ()| dFy, () = j Fy. (y — )Fy, ()

— 00

Donde la operacion que aparece en el segundo miembro se denomina
convolucion de las funciones de distribucion Fy (.) y Fx,(.) y se denota por
Fy,(.) * Fx, (). Esta propiedad puede ser expresada, entonces, de la siguiente

forma: la funcion de distribucion de una suma de dos variables aleatorias
independientes estd dada por la convolucion de las funciones de distribucion
de las variables sumando,Fy, +x, (¥) = Fx, (¥) * Fx, ().

Debe tenerse en cuenta que la igualdad Fy, (y) * Fx(y) = Fx,(y) * Fx(y) no
implica necesariamente que Fx, (y) = Fx, (y). Es decir, debe tenerse en cuenta
que es posible hallar funciones de distribucion de probabilidades

Fy,(¥), Fx,(y) y Fx(y) tales que Fx (y) sea distinta de Fy,(y) pero sus
convoluciones con Fy(y) sean iguales. Por otra parte, dado que la suma de
dos variables aleatorias es conmutativa, la operacion de convolucidén también
es conmutativa.

En particular, si las funciones Fy, () y Fy, () son continuas, se verifica que:

y—x2
FX1+XZ(Y) = f[f le(u)du fxz(xz)dxz

y aplicando la sustitucion u = v — x,, sera:

Fx,+x,(y) = f l ffxl(v—x)dv fx, (X)dx =

f [ f fx, v — X)fx, (x)dx] dv

—00 -—00

Lo que demuestra que la funcidén de densidad de la suma de dos variables
aleatorias independientes es igual a la convolucion de las funciones de
densidad de las variables sumando:
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fran, ) f fe (0 = 0, Gdx = f. 0 * fi ()

Como la convolucion es asociativa, es facil demostrar que, dadas tres
variables aleatorias independientes, se verifica que:

FX1+X2+X3 =F X +X)+X3 = FX1+X2 * Fx3 = FX1 * FX2 * FX3

y, en general, dadas n variables independientes, se verifica que
Fx,+x,+--+x, = Fx, * Fx, * ... x Fx_. En particular, dada una variable aleatoria
Y definida como la suma de n variables independientes, {X;, X5, ..., X,,}, todas
con la misma funcion de distribucion de probabilidades, Fy, se verificara que
Fy = Fx, = Fy, * ...x Fy = {Fx}"", denominada convolucién de orden n de la
funcion Fy.

Ejemplo n° 16:

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcidn de densidad de la
forma:

(1 para 0<x<10<y<1
frr (e y) = {0 en cualquier otro caso
La funcion de densidad de la variable Z = X + Y esta dada por la convolucion
de las funciones de densidad de las variables marginales, definidas de la
siguiente forma:

1 para 0<x<1
fx () = {0 en cualquier otro caso
fz-x(z—x) =
_{1 para 0<z-—-x<1(esdecirparaz—1<x<2z)
R en cualquier otro caso

Es decir, sera:

fz(2) = f fx)fz-x(z —x)dx =
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= f dx = f dx = medida de 1(2)

0<z—x<1 z—1<x<1
0<x<1 0<x<1

(donde I(Z) denota el conjunto obtenido de la interseccion de [0,1] y [Z —
1,Z7)).

Las igualdades segunda y tercera de la expresion anterior resultan del hecho
que el integrando es no-nulo (igual a 1) s6lo cuando ambos factores son
distintos de cero y esto ocurre cuando los argumentos de las funciones
fz-x(z — x) y fx(x) asumen valores en el intervalo [0,1]. Por lo tanto, sera:

0 para z>0((z) =0)

_)z 0<z<1
i@ =17, 1<z<2
0 z>2(z) =0)

Sea una tercera variable W (independiente de X y de Y) con distribucion de
probabilidades uniforme en el intervalo [0,1].

La funciéon de densidad de la variable V =X +Y + W estd dada por la
convolucion entre las funciones f;(z), calculada mas arriba y fi, (W),

fr(w) = fjooo fv-z(v — z)fz(z)dz. Donde:

para n—-1<z<n(0<n-z<1)
para cualquier otro valor den

fv-z(n—12z) = {é

z para 0<z<1
fz(Z)={2—Z 1<z<2
0 para cualquier otro valor de z

Luego, sera:

fr(m = f zdz + f (2-2)dz

n—1szsn n—1szsn

Es decir, se obtiene que:
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0 para n>0
n?
?? 0 <:n <0
3 3

=4-—In-= 1 <2

e =12-(n-3) <n<

1
5(3—77)2 2<n<3
0 n >3

Obsérvese que, si bien las funciones de densidad de las variables marginales
son rectangulares, la funcion de densidad de la variable X + Y es triangular y
la correspondiente a la variable X +Y + W asume una forma campanular.
Estas consideraciones estan relacionadas con los postulados del teorema
central del limite seglin el cual, en condiciones bastante generales, la variable
aleatoria definida como la suma de n variables independientes tiende a una
distribucién de probabilidades Normal, cuando el nimero de sumandos crece
indefinidamente®*.

Ejemplo n° 17:

Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion
de probabilidades de la forma:

para x<0

0
fx () = {Ae"b‘ x>0

(siendo A > 0). Entonces, la distribucion de probabilidades de la variable
Y,=X; + X, estara dada por:

fr, @) = f fro-x(y —x)dx = 2 f e A= gy =

y—x>0
x>0

y
= 2e M f dx = 22ye™W
0

Es decir, sera:

24 Ver Seccién 12.2.
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0 para y<0
A {/Izye""y y >0

Sea, ahora, una tercera variable, X3 (independiente de las anteriores) y con
distribucién de probabilidades similar a la de X; y X,. La funciéon de
probabilidades de la variable Y; = X; + X, + X; estara dada por:

’ Y /13 2
fr,) =2 f e AN xe~ Mgy = A3e"13’fxdx = Zy e~y
0 0

En general la distribucion de probabilidades de la variable V,, = X; + X, +
...+ Xy, donde las X; son variables aleatorias independientes con la misma
distribucion de probabilidades, sera:

/Vl n-—1
fr ) = ﬁe-w v > 0)

Ejemplo n° 18:

Sea {Xi,X,,...,X,} un conjunto de variables aleatorias independientes

semejantes correspondientes a n ventanillas que comienzan a servir a n

clientes en forma simultdnea y sean las variables aleatorias Y = 1m,in Xy
<jsn

Z = max Xj que representan, respectivamente, el momento en que se libera
<jsn

la primera ventanilla y el momento en el cual terminan de ser atendidos los n
clientes. Teniendo en cuenta las condiciones de independencia y semejanza de
las variables Xj, se tiene que:

F;(z)=p(Z<2z)= p(lrgjasyilxj < z) =
=plX;<DNnX;<2)n..nX, <2)] =
= p(Xl < Z)P(Xz < Z) p(XTL < Z) = [FX(Z)]n

Si la funcion Fy es absolutamente continua, se verifica que:

Fy(2) = [Fx@)]" = f nlFy W] fy (W) d
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De modo que la funcion de densidad queda definida como f;(z) =
n[Fx(z)]"fx(z). De la misma forma:

Fy(y)=p(Y£y)=p(min Xij>=1—p(mjn Xj>y)=

1<jsn 1<jsn
=1-p[X; >y NnX>y)n..nX, >y)] =
=1-pX; >y)pX; >y) ..p(Xp, >y) =1-[1-F®)]"

Luego, la funcién de densidad serd fy(y) =n|l—Fx()|" 1fx(y). En
particular, si las variables X; se distribuyen de acuerdo con una funcion de
probabilidades de la forma fyx(x) = 1(0 < x < 1). Es decir, si su funcién de
distribucion es de la forma Fy(x) = x(0 < x < 1), se obtiene que Fy(x) =
1-1-20)"0<x<1) vy fy@m=n-x)"10<x<1) y que
F(x) =x"(0<x<1)y fz(x) =nx""1(0 < x < 1). Luego, para todo x >
0, se verifica que:

lim Fy(x) = lim p(mjn X; < x) =1
n—-oo n—-oo 1sjsn
Jim F2 ) = fim p (i 2y <) =

De lo cual se puede concluir que el minimo tiende a concentrarse en el origen
y el maximo tiende a aproximarse al valor 1.

De la misma forma, si las variables X; se distribuyen de acuerdo con una
funcion de probabilidades exponencial de la forma:

para x<0

0
fx () = {Ae"lx x>0

serd Fy(x) = 1 — e™*. De lo que se puede concluir que al minimo también le
corresponde una funcién de distribucién Fy(x) =1—e™* y a Z le

corresponde una funcion de distribucion de la forma F,(x) = (1 - e_)‘x)n.
Igual que en el caso anterior, para x > 0, se verifica que lim Fy(x) =1y
n—-oco

lim F;(x) = 0, Es decir que el minimo tiende a concentrarse en el entorno
n—oo

del origen y Z tiende a dispersarse en el infinito.

51



Ejemplo n° 19:

Sea {X;,X,, ..., X,,} un conjunto de variables aleatorias iid con distribucion de
probabilidades fx(x) y funcién de distribucion Fy (x).

Sean XV la variable aleatoria que representa el menor de los valores a asumir
por las n variables, X® la variable aleatoria que representa el segundo valor
en orden de magnitud creciente y, en general X la variable que denota el
mayor de los valores a asumir por las n variables”. Entonces, sera:

Fuo(x) = p(X(k) < x) =
= p(al menos k de las n variables X; sean menores o iguales que x) =

= p(al menos k de los eventos {(XV < x),(X® <x), ...,

) ((X(") < x))} sean verdaderos) =

2 [Fx COVIL = F O™

Si la funcién Fy(x) es absolutamente continua, entonces Fy(x) también lo

es y, por lo tanto, su derivada proporciona la correspondiente funcion de
densidad:

d
foo () = EF(k)(x) =

Z RGOV = Fy GO fi (o) =

J:

;.\

n—

Fx(x) Pt =PI - Fx ()" f () =
j=k

= () kLR (OTF (1 = Fy Gl f (x) +

Notese que X y XM coinciden, respectivamente, con las variables Y y Z del ejemplo
precedente.
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+ 2 ()= (2 ) =+ D] G = Ee G o) =

n

= (k) k[Fx ()T [1 = Fx (O]" ¥ f (x)

(nétese que, para k = 1 y k = n, quedan definidas las funciones de densidad
del minimo y maximo, fy(*) y fz(*), del ejemplo precedente).

En particular, si las variables X; tienen distribucion de probabilidades tal que
fx(x) =1y Fy(x) = x(0 < x < 1), se obtiene que:

fao00) = () k=1 (1 = )" *

Sea una variable aleatoria X discreta con distribucion de probabilidades
x, 000 ={12..},p(X =j) =p;(j =12,..)} y sea la variable Y = K(X)
(que, obviamente, también sera discreta). Entonces, sera:

p(r =) =plK(s) =] = >

K(xj)=y;

Se puede concluir en forma inmediata que cada valor y; puede ser generado
por distintos valores de X. En particular, si K(X) es una funcion invertible,
existe una correspondencia biunivoca entre los valores de Y y de X, es decir
que Y asume valores distintos de X con las mismas probabilidades:

p(Y =y;) =p[Y =K(x)] = p(X = x)
Ejemplo n° 20:

Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes, cada una de las cuales
representa los valores a obtener al arrojar un dado “clasico” de n caras
numeradas de 1 a n. La distribucion de probabilidades de ambas variables es

de la forma p(X) = %(X =1,2,...,n). Sea, por otra parte, la variable aleatoria

Y que representala suma de los puntos a obtener al arrojar los dos dados, Y =
X, + X,. Se puede escribir, entonces:
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P(Y =) = p(y + X, =) = D pl0ty =) (X + X, = )] =
j=1

plX;=DNnXy=y—j)] =

n
=1

J

=ZP(X1=j)P(X2=y_j)= z n_12= z Tl_lz

j 1<jsn 1<jsn
1<y—jsn y-nsjsy-1

. .y- , 1 . q-
Es decir, la probabilidad p(Y = y) estard dada por el factor = multiplicado

por el niimero de valores enteros contenidos en el intervalo definido por la
interseccion {(1<j<n)nNn(y—n<j<y-—1)}. Esta interseccion sera
vacia siy — 1 < 1 (es decir, si y < 2) 0 si y —n > n (es decir, si y > 2n)*,
Si se verifica que 2 < y < n + 1, entonces la interseccion queda definida por
elintervalo 1 < j <y — 1, es decir, sera:

yz—l 1 -1
y
]=

n

Asimismo, si se verifica que n + 2 < y < 2n, la interseccion queda definida
por el intervalo y — n < j < n. Luego, sera:

n

p(Y =y) =
j=y-n

1 2n-y+1
n2~ " nz

Resumiendo los resultados anteriores, se puede concluir que la funcion de
probabilidades de Y queda definida de la siguiente forma:

y—1
v=y»={"
pur=y;= 2n—y+1

)

para 2<y<n+l1

n+1<y<2n

26 En otros términos, el dominio de la variable Y = X; + X, sera Q(Y) = {2,3,4, ...,2n}.
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Sea una variable aleatoria unidimensional Y con dominio Q(Y) =
{y1,¥2, ., ¥n} y tal que sus valores observan el siguiente orden y; > y;, sii >
j y sean dos distribuciones de probabilidades m;(p;) y m,(p;) sobre dicho
dominio tales que m(p;) > m(p)(i =1,2,...,k—1), my(px) > 1m2(pr) y
m(p) = (p)(i =k + 1,k + 2,...,n), de modo que:

k-1 k-1
B0k = ) m@) < ) mm) = Fik-)
i=1 i=1

Y Zizke1T1(P) = Zitg+1m2(p) y, en consecuencia, que F(yp) <
Fi(yp)(h =1,2,...,n). Se dice, entonces que la distribucion {m,(p,)} es
estocasticamente dominante de primer orden respecto de {7, (p;)}.

Con un razonamiento similar se demuestra que la condiciéon necesaria y
suficiente para la dominancia de segundo orden de la distribucion {m; (p))}

respecto de {m,(p)} es que Yy F(y)Ay; < T Fy(y)Ayi(para k < n),
donde Ay; = ;.1 —y; > 0.

De la misma forma, dadas una variable Y continua en el dominio Q(Y) =
[v1, ¥n] vy las funciones de densidad y de distribucion ¢4 [g;(Y)], ¢p2[g2(Y)],
G,1(Y) y G,(Y), la condicion:

y y
f G,(w)du < f G1(wWdu (yeQ(Y))

Y1 Y1

es necesaria y suficiente para poder asegurar que ¢,[g(Y)] es
estocasticamente dominante de segiindo orden respecto de ¢4[g(Y)]. En
general, la condicidon necesaria y suficiente para poder asegurar que
¢2[g(Y)]es estocasticamente dominante de orden j (= 2,3,...) respecto de
$1[g(Y)] es que:

y vy Vi1

516,()] = f f f G, () dudv, ... dv;_, < L[G,(y)] =

Y1 )1 Y1

y vi Vi1

= f f f G, (wWdudv; ...dvj_,
Y1

Y1 V1
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Luego, se puede concluir en forma inmediata que la dominancia de orden j
implica la de orden j + 1, pero que la implicacion inversa no tiene por qué
verificarse.

10.- Valores esperados o momentos de una variable aleatoria
10.1.- Definicion

Existen ciertos valores tipicos de gran importancia en el estudio de las
variables aleatorias denominados ‘“momentos”, que describen aspectos
particulares de las mismas o, mas precisamente, de sus distribuciones de
probabilidades y permiten, en cierta forma, su caracterizacion.

En general un momento se define como el “valor esperado” o promedio
aritmético ponderado de una funcién de la variable aleatoria elevada a un
exponente real no-negativo, cuyo valor determina el orden del momento:

E{fp(X)]} = my(X) = f Lo (015 dFy (x) = f o OIS fi () dx

Qx) Q(X)

En particular, los momentos llamados “naturales” o “con origen cero” estan
definidos como los valores esperados de potencias de la variable X. Seglin se
trate de una variable discreta,{x;, p;, i = 1,2, ... }o de una variable continua con
funcioén de distribucion Fy (x), su expresion sera:

o)

EQC) =my(X) = ) xfp,

i=1
E(X®) =my(X) = f xSdFy(x) = f x5 fy(x)dx
alx) a(x)

Si (X)) =X — E(X), se generan los momentos denominados “centrados” o
“con origen en el valor esperado” o “de los desvios” de la variable X:

B(IX — ECOI} = 1500 = ) [xe = ECOFp = ) [xi = m(X)1°p,

i i

E{IX — ECOI) = s (X) = f X — ECOT*fy (x)dx
alx)
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Los momentos naturales y centrados estan relacionados mediante las
siguientes expresiones:

100 = Y (=1 () OOV, ;00 (5 = 0,1.2,...)
j=0

N

ms(0) = Y OV, (00 (5 = 12,..)
=0
Si @(X) =1|X| quedan definidos los momentos “absolutos-naturales”,
ms|(X) = E(|X|*)para los cuales se verifica que Sl\/m|sl|(X) < sz\/m|52|(X)

(1 <s;<s,). Asimismo, si @(X) =|X —E(X)|, quedan definidos los
momentos “absolutos-centrados”, p5(X) = E(|X — E(X)[*).

Otros valores tipicos de una variable aleatoria son los denominados
“momentos factoriales”, definidos para todo s entero como mg(X) =

E[X(X —1)..(X — s+ 1)]?7. En particular, sera:
mp(X) = E(X) = m(X)
mpz(X) = E[X(X — D] = E(X?) = E(X) = mp(X) — m(X)

mz1(X) = E[X(X — DX — 2)] = m3(X) — 3m,(X) + 2m(X)

Su utilidad radica fundamentalmente en la posibilidad de dar, en algunos
casos, una forma mas simple a ciertas expresiones que involucran a los
momentos. De acuerdo con las relaciones anteriores, su valor puede ser
obtenido a partir de los momentos naturales y viceversa, los momentos
naturales pueden ser calculados a partir de los momentos factoriales.

De la misma forma que para las variables aleatorias unidimensionales, es
posible obtener momentos para variables de mas de una dimension. Dada, por
ejemplo, una variable bidimensional (X,Y), se puede definir un momento
“mixto natural” de orden (sy, s;) como E(X*1Y*2) = mg o (X,Y).

27 Obviamente, si X asume valores enteros, [X(X — 1) ..(X —s + 1)] = (X)i!s)l.
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Obviamente los momentos correspondientes a las variables marginales pueden
ser expresados de la siguiente forma: m, o(X,Y) = E(X%1) y mg, (X,Y) =
E(Y*52).

Aplicando un criterio similar al utilizado en las variables unidimensionales, se
pueden definir los momentos “mixtos centrados” de orden (s4, S;) como:

E{[X — EQOI[Y — E(V)]%2} = ps, 5, (X, Y)

Entre estos momentos tiene particular importancia el momento centrado mixto
de orden (1,1), denominado cominmente “covarianza”:

covX,Y) =yX,Y) = u 1 (X,Y) = uX,Y) = E{[X —EQO]Y —EM)]} =
= E(XY) — E[YE(Y)] — E[XE(X)] + EQ)E(Y) =
E(XY) — EQOE(Y) = my1(X,Y) — m(X)m(Y)

La covarianza proporciona una medida del grado de relacion lineal entre las

variables X e Y28, Como corolario de su definicidon se obtiene en forma
inmediata que y(aX,bY) = aby(X,Y) (donde a y b son constantes).

A partir de este corolario, se puede concluir que, dadas dos variables
aleatorias, U y V, definidas como combinaciones lineales de sendos conjuntos
de variables aleatorias unidimensionales, {X;, X5, ..., Xy} y {V1, Yo, ..., Vo )}

U= a1X1 + a2X2 + -+ ame
V = blyl + b2Y2 + -+ leYTl
se verifica que y(U, V) = ¥iZ; Xj—4 aibjy(Xi, Y])

En general, dada una variable aleatoria n-dimensional, X = {X;,X,, ..., X,,},
los correspondientes momentos mixtos naturales y centrados de orden s =
(51,52, ..., Sp) quedan definidos, respectivamente, como:

S;:

ms(X):msl,sz,...,sn(X1:X2' v Xp) = E( }1=1ij)

.us(X):.usl,sz,...,sn(Xl'XZ' "-'Xn) = E{ }1=1[Xj - E(Xf)]sj}

28 Para un estudio mas detallado de esta medida, ver Sec. 10.5.
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Estos momentos se relacionan de la siguiente forma:

0= 37y i () (7). (),

ji J2 Jn

(Mm@ M)V ... [mX) P (X)

m0=33 Y ()0

R a
Mm@V M)V .. [mX) Vs (X)

El conocimiento de algunos momentos de la sucesion completa
correspondiente a una variable obviamente no es suficiente para caracterizar
completamente a su distribucion de probabilidades. En realidad, ni siquiera es
suficiente el conocimiento de la sucesion completa de momentos de orden
entero: dos variables, X e Y, tales que E(XS) = E(YS) = mg (para todo s
entero), pueden distribuirse de acuerdo con funciones de probabilidades
diferentes. Para poder asegurar el cumplimiento de la condicion de unicidad
(es decir, para poder asegurar que si dos variables tienen los mismos
momentos son idénticamente distribuidas) es suficiente que se verifiquen las
siguientes condiciones: i) que E(X5) = E(YS) < 400 (s = 1,2,...)% y ii) que

J
exista un valor w > 0, tal que la serie Z;’;O m;(X) — sea convergente.

w
Jj!

Ademas del problema de la unicidad se debe considerar el de la existencia.
Las condiciones necesarias para poder asegurar que {mgs=12,..}
constituye la sucesion de momentos de una variable aleatoria son: i) que my >

1
0 para todo s par y ii) que se verifique la desigualdad (msl) /s1 <

1
(ms,) /s2 (0 < 51 < 5,)30.

Dada una variable bidimensional (X,Y), se pueden definir los “momentos
factoriales mixtos™:

mpg, ) (XY) =E{[XX -1 .(X -5, + DY -1 ..(Y —s, + D]}

29 La demostracion de esta propiedad sera desarrollada en la Sec. 13.2, al estudiar la funcion
caracteristica.
30 Esta expresion se obtiene inmediatamente haciendo g;(X) = X5, g,(X) = lya = z_z (para

1

0 < 51 < s3) en la desigualdad de Schwarz-Hélder (ver Sec. 10.2.5).
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Los “momentos mixtos absolutos-naturales™:
mys, 5,| (X, Y) = E(IX]51]Y]%2)
y los “momentos mixtos absolutos-centrados™:
N N
His 551 (X Y) = E(|X = my 00O |Y = mg 1 (V)] )

Ejemplo n° 21:

Sea una variable aleatoria X con funcidn de densidad de la forma:

fx(x) = \/%exp [_%(x - m)z] (oo < x < )

o

y sea la variable Y = e*, que puede asumir solo valores positivos.

La funcion de distribucion de la variable Y sera de la forma:
Fy(y) =p(Y <y) =p(e* <y) =plx < In(y)] =

in(y)

-7 | el |00

—00

y la correspondiente funcion de densidad sera:

l
£ ) = fﬁLﬁ)o»m

r

In(y)-m gz+m
o

Realizando la sustitucion =z de modoque y=e , se obtienen

los momentos naturales:

[ee)

m®=ﬂwafﬂmw=
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= oy f exp[(oz + m)(s — 1)]exp <—7

> exp(oz + m)dz =

1 f < N Zz)d
=—— | exp|soz+ms ——|dz
Vam s P

y eliminando del exponente el término lineal mediante la traslaciéon z = v +
sa, se puede escribir:

° 2
mg(Y) =E(Y®) = ;Tfe < +ms—%>dv=

[oe] 2
(122+ ) e‘”/zd (122+ )
=exp|(=s®0* +ms v=-exp|=s‘c®+ms
2 \21T 2

Supongase, en particular, que m = 0y ¢ = 1, es decir, que:

A1) = —=em |5 ()]

\/_

los momentos naturales quedan definidos de la siguiente forma:

[ee]

mo(r) = Br*) = [ 8 0y = == [ y*~texp [~ 5 (1)) ay
0

0

Realizando la sustitucion [n(y) = u, se obtiene que:

m_;f (15 -2 -
ms —\/Z_n_ooexp us > u=

sz/ )
262; fexp[——(u—s)]du=es/2

— 00

Como se vio, la condicion suficiente para que la sucesion de momentos

identifique a la variable es que exista un w > 0 tal que la serie Y o=, mg(X) %
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sea convergente. En este caso el término genérico de la sucesion es de la
forma:

52 s “13\°
s ws e’ 2w (e”/2ws™1e)
e l2—= =

s!' sSe=S\2ms vV2ms

Para s suficientemente grande, cualquiera sea el valor de w > 0 que se elija,

. , S —
se verificara que e f2ws™1 > 2 y, por lo tanto, resulta que:

ws 25
lim my(Y) — = = 400
500 s! 27S

De lo que se concluye que, para la variable transformada Y, la condicion de
unicidad no se cumple.

10.2.- La esperanza matematica
10.2.1.- Definicion

El momento natural de orden uno define una medida denominada “esperanza
matematica” o “valor esperado” de X:

o]

EQO = ) xipy = my(X) = m(X)

i=1

EX) = fxdFX(x) = fxfx(x)dx

que caracteriza la posicion de la variable (dado que la integrabilidad y la
integrabilidad absoluta son equivalentes, se puede asegurar que E(X) implica
la existencia de E (| X])).

Dada una variable aleatoria compleja, Z = X +iY, tal que E(X) y E(Y)
existan, serd E(Z) = E(X) + iE(Y).

10.2.2.- Una interpretacion subjetivista
De acuerdo con la interpretacion subjetivista la probabilidad de ocurrencia de

un evento A (p(A4)) puede ser definida como el precio equitativo a pagar para
recibir 1 si el resultado A se verifica y 0 si no se verifica. Obviamente se
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puede apostar por un importe x, distinto de 1, pagando una cantidad xp(A)
para recibir x si el resultado A se verifica®'.

Sean ahora n eventos incompatibles, {A-, j=1.2, ...,n}, que definen una
particion del dominio Q, de modo que A; N A;(i # j) y Uj—; 4; = Q y sean
p; = p(Aj)(j = 1,2, ...,n) sus correspondientes probabilidades de ocurrencia,
de modo que Z}?:lpj = 1. Si se supone que en caso de ocurrencia de un
evento A; un apostador recibird la cantidad variable x;, entonces las n
apuestas sobre los eventos A; sumaran Z;lejp ;- La cantidad a recibir por
dicho apostador segiin cudl sea el resultado que se verifique, puede ser
interpretada como una variable aleatoria X con distribucion de probabilidades
{xj,pj, j=12, ...,n}. Definiendo una funcién indicador (la cual es en si
misma una variable aleatoria que puede asumir solamente los valores 0 6 1
con probabilidades p(A4) y p(A), respectivamente):

1 para WEA;

oy (w) = {0 wed;

la variable aleatoria X puede ser expresada como X(w) = 27:1 Xjla, (w). La

suma de las apuestas representa, entonces, el valor esperado (o la “prevision”
en la nomenclatura subjetivista) de la variable X, go(X (W)) =FE (X (W)) =

Z?:lx]p]

De estas consideraciones se puede concluir con Huygens que, en la
interpretacion subjetivista, el valor esperado representa el precio equitativo a
pagar para recibir una cantidad aleatoria X32. En particular, si la variable
aleatoria puede asumir s6lo los valores 0 y 1 y utilizando la funcidén
indicador I, (donde A denota el conjunto de puntos del dominio Q para los
cuales la variable aleatoria asume el valor 1), se verifica que p(A4) = E(ly).
De modo que la probabilidad puede ser considerada como el valor esperado
para una variable aleatoria correspondiente a una apuesta simple y, a su vez, el
valor esperado puede ser considerado como la extension del concepto de
probabilidad para una apuesta multiple.

31 La cantidad x puede ser negativa. Los términos “pagar” y “recibir” deben ser interpretados en
sentido algebraico.

32 En realidad, esta apreciacion tiene un alcance muy limitado en la medida que el concepto de
equidad de la apuesta esta afectado por la actitud del individuo frente al riesgo y, por lo tanto,
no se puede hablar de equivalencia en sentido absoluto entre una cantidad aleatoria y una
cantidad cierta.

63



Sea ahora A; = X‘l(xj) = {W,X(w) = xj}(j =1,2,..) un conjunto de
eventos incompatibles que definen una particion del dominio Q. La variable
aleatoria X(w) asumira el valor x; cuando se verifique que weA4; y, por lo

tanto, cuando admita una representacion de la forma X(w) = Z;?';Vl Xl 4; (w)
con distribucion de probabilidades:

pi=p(X=x)=p (X_l(xj)) =p(4))

De esta forma se demuestra que las consideraciones realizadas para la
definicion del valor esperado en el caso de n apuestas, son generalizables a
una variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidades {xj,p i J =
1,2, }, de modo que se puede escribir E(X) = Z;’;lxjpj, siempre que la
sucesion sea absolutamente convergente, es decir siempre que la suma se
mantenga finita y no varie ante modificaciones en el orden de los sumandos;
en otros términos, siempre que la cantidad a pagar no dependa del orden en el
cual se realicen las apuestas.

10.2.3.- La apuesta de Pascal o paradoja de la salvacién eterna

La conocida como apuesta de Pascal es un ejemplo tipico de coémo el
razonamiento mediante expectativas constituyd un sinonimo del nuevo
racionalismo imperante en la primera mitad del siglo XVII. Un ejemplo en el
cual el espiritu religioso parece basarse mas “...en el interés temporal
individual que en un dogmatismo racional o un entusiasmo mistico” (Daston

(1988, p. 62)).

Pascal —quien, basado en la supuesta superioridad de la fe sobre la razon,
habia rechazado por innecesarios todos los intentos para probar la existencia
de Dios- incluye en “Les pensées” (1669) un dialogo en el que propone un
argumento bajo la forma de un juego que admite sélo dos alternativas
posibles: aceptar o rechazar la existencia de Dios, de modo que la aceptacion
no implicaria ninguna pérdida en esta vida y produciria la ganancia infinita de
la salvacion eterna y el rechazo podria significar una equivocacion que
conduciria a la condenacion eterna.

La propuesta de Pascal consiste en considerar “.../as proposiciones: ‘Dios
existe’ y ‘Dios no existe’ jHacia cuadl de las dos nos inclinaremos? La razon
no puede determinar nada acerca de esta cuestion. Con respecto a esas
afirmaciones, separadas por una distancia infinita, se plantea un juego cuyos
resultados posibles seran ‘cara’ o ‘cruz’ ;A qué apostaremos? (...) Dos cosas
se pueden ganar: la verdad y la beatitud, y tres cosas se pueden
comprometer. nuestra razon, nuestra voluntad y nuestro conocimiento; y de
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dos cosas debe huir nuestra naturaleza: el error y la miseria (...) Evaluemos
la ganancia y la pérdida posibles considerando ‘cara’ que ‘Dios existe’: si
ganamos, ganamos todo, si perdemos, no perdemos nada. Apostemos, pues,
sin vacilar a que Dios existe (...) Y tendremos como ganancia posible una
vida infinitamente feliz, una posibilidad de triunfar contra un numero finito de
posibilidades de perder, no hay que vacilar, hay que arriesgarlo todo (...)
Pues de nada sirve decir que la ganancia es incierta y que el riesgo es cierto,
vy que la infinita distancia que media entre la certeza de lo que se arriesga y la
incertidumbre de la ganancia iguala el bien finito que se arriesga en forma
cierta con el infinito que es incierto. No es asi. Todo jugador arriesga con
certeza para ganar con incertidumbre y, sin embargo, sin pecar por ello
contra la razon, arriesga con certeza lo finito para ganar con incertidumbre
lo finito. No hay una distancia infinita entre esa certeza de lo que arriesga y
la incertidumbre del triunfo (...) Hay, en verdad, una distancia infinita entre
la certeza de ganar y la certeza de perder. Pero la incertidumbre de ganar es
proporcional a la certeza de lo que se arriesga, segun la proporcion de las
probabilidades de ganar y perder. Y de esto resulta que, si hay probabilidades
iguales de un lado y del otro, la partida consiste en jugar de igual a igual y,
entonces la certeza de lo que se arriesga es igual a la incertidumbre de la
ganancia (...) En la medida que se arriesga lo finito, en un juego en el que
hay iguales probabilidades de ganar y perder y la ganancia es infinita,
nuestra propuesta posee una fuerza infinita”

De acuerdo con este razonamiento, si el jugador A (“rosotros”) apostara a la
ocurrencia del resultado “cara” (es decir, si confiara en que “Dios existe™), su
posible ganancia (compuesta por infinitas “unidades de beatitud” que
garantizan la “salvacion eterna’) seria g; = o0, con una probabilidad p; > 0
y su pérdida posible en esta vida (de acuerdo con la hipotesis Pascaliana” seria
g> = 0, con una probabilidad p, > 0 (dado que se supone que existe “...un
numero finito de posibilidades de perder”). Luego, segin la definicion de
Huygens, la esperanza matematica del juego para A esta dada por E(Y) =

g1(1 —py) + gap, = oo.

Desde un punto de vista estrictamente probabilistico, el hecho que la
esperanza matematica de un juego sea infinita y que, en consecuencia, se deba
integrar una suma ideal infinita (formada por infinitas “unidades de fe”) para
participar en él no constituye ningin contragjemplo a la definicion de
Huygens. La que se podria considerar como “la paradoja de la salvacion
eterna” surge del mismo planteo del juego en el que Pascal postula “...que la

33 Pasaje n° 418 en la numeracion de Lafuma y 233 en la de Brunschvicg. En realidad, Pascal
no fue el creador de este famoso ejemplo de apologética religiosa de la teologia natural. Un
argumento bastante parecido se encuentra en “La logique oul’art de penser” (1662) de Antoine
Arnauld y Pierre Nicole -los logicos de Port Royal- y en “Wisdom of being religious” (1664) de
John Tillotson.
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ganancia es infinita” y, a partir de una confusa e inexplicable interpretacion
de la “fortuna” de A (“...nuestra razon, nuestra voluntad y nuestro
conocimiento”) como una magnitud medible en unidades fisicas que solo
puede asumir un monto finito (“...lo que comprometemos (...) es finito (...) y
no hay una infinidad de posibilidades de perder contra la posibilidad de
triunfo”) provoca una violacion de la condicion de equidad al considerar como
natural la discrepancia entre la definicion de esperanza matematica del juego y
la presunta finitud de la “fortuna” del jugador A.

10.2.4.- La paradoja de San Petersburgo y la definicion de la esperanza
moral

En una carta fechada el 9 de setiembre de 1713 N. Bernoulli plante6 a Pierre
de Rémond Marqués de Montmort una serie de problemas relacionados con
juegos de azar’*. En particular, el quinto y Gltimo problema se refiere a un
juego en el que un jugador A arroja sucesivamente un dado “clasico” hasta
obtener el resultado “6”. Si esta circunstancia se produce en la primera
“tirada”, entonces A le debe entregar a su contrincante, el jugador B, una
moneda; si el resultado “6” se presenta por primera vez en la segunda tirada, A
le debe entregar a B dos monedas; si este resultado se presenta en la tercera
“tirada”, A le debe entregar a B 22 monedas. En general, si el resultado “6” se
presenta en la n-ésima “tirada”, A le debe entregar a B 2" 1(n =12,...)
monedas. De modo que la esperanza matematica del juego para el jugador B
esta dada por:

=323
j=1

Este problema, que considera el incremento de la ganancia de B de acuerdo
con una progresion geométrica es, en realidad, una modificaciéon del cuarto
problema en el cual el jugador A arroja sucesivamente un dado cléasico hasta
obtener el resultado “6”. Si esta circunstancia se produce en la n-ésima
“tirada” A le debe entregar al jugador B n(= 1,2,3, ...)monedas35. En este

34 La correspondencia de Montmort-Bernoulli se publicd por primera vez, en la segunda edicion
del “Essaid’analyse sur les jeux d’azard” de de Montmort.

35 En Cardano, G. (1564) figura un juego (una de cuyas versiones se conoce hoy como
martingala) que podria ser considerado como un antecedente de estos problemas: Sean dos
jugadores: A, cuya fortuna consta de ¢ monedas y B, que posee una moneda. Suponiendo que
ambos arriesguen apuestas iguales, si B gana, las apuestas se duplicaran en el juego siguiente y
si A gana, el juego finaliza.
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caso N. Bernoulli, aplicando los métodos de suma de series convergentes
desarrollados por su tio Jakob, obtuvo que la esperanza matematica del juego
para el jugador B esta definida por:

f0=33() =509 -

(en general se demuestra que, en un juego de este tipo, la esperanza
matematica es igual a la inversa de la probabilidad de que ocurra un resultado
favorable al jugador B). Una solucion que, obviamente, no es aplicable al
quinto problema, en el que la serie es divergente®®.

Posteriormente Cramer (1728), a fin de simplificar el tratamiento del
problema, sustituyé el dado por una moneda “clasica”, de modo que,
denotando por Y a la variable aleatoria que representa las cantidades a recibir
por el jugador B, su funcidon de probabilidades y su funcion de distribucion
quedan definidas, respectivamente, de la siguiente forma:

1
— oy—1y _ _
p(Y =2Y"1) = 5y y=12..)

y
1
Fy(y) = p(Y < 2V71) =22__ 1__

Lo cual implica que, dado que la funcioén de pago del jugador A (f(y)) crece
en forma proporcional al decrecimiento de las probabilidades de ocurrencia de
una sucesion ininterrumpida de resultados “ceca”, la esperanza matematica del
juego para el jugador B queda definida por una serie no-sumable de la forma:

N S 1 11
E(Y)=yzzlf(y)p(y)=;2y =g tat =

j-1
36 De aplicar la misma solucién al quinto problema se obtendria que E(Y) = % ;5‘):1 (%) =

- %, un resultado que innegablemente implica una contradiccion entre la definicion de Huygens
de esperanza matematica y la ganancia que B esperaria obtener del juego Es probable que los
trabajos de Guido Grandi y la correspondencia entre Leibniz y N. Bernoulli sobre la
convergencia y divergencia de series hayan influido en el planteo de estos problemas.
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Este resultado obligaria al jugador B a entregar a A un numero infinito de
monedas antes de comenzar el juego para asegurar el cumplimiento de la
condicion de equidad pero, dado que “...es practicamente imposible que no
ocurra el resultado ‘cara’ al cabo de una sucesion de infinitas tiradas del
dado” (Cramer (1728, p. 558)), es posible suponer que ningin jugador estaria
dispuesto a pagar mas de una cantidad finita (en general pequefia, si se tiene

n J _

en cuenta que la duracion esperada del juego es E(n) = =137 =

1 1,3 1 1\ 72 . .
E(1+5+2_2+'")_5(1_§) = 2) para participar en €.

Como en el caso de la apuesta de Pascal, desde un punto de vista
estrictamente probabilistico se puede concluir que el hecho que la esperanza
matematica del juego de N. Bernoulli sea infinita y que, en consecuencia, se
deba integrar idealmente una suma infinita para participar en €l no constituye
ninguna paradoja’’. En realidad, la conocida como paradoja de San
Petersburgo -igual que la de Pascal- surge de la interpretacion operacional del
juego, la cual implica una violacidbn en la practica, de la condicion
fundamental de equidad provocada, en este caso, por la discrepancia entre la
definicion de esperanza matematica y el presunto comportamiento racional del
jugador.

Para resolver esta diferencia entre la interpretacion matematica de la
expectativa y lo que indica el sentido comun, los probabilistas del siglo XVIII
y la primera mitad del siglo XIX intentaron numerosas soluciones a este
problema (todas concebidas a partir de definiciones objetivistas de la
probabilidad). Unas, centradas en la decision del jugador, estuvieron dirigidas
a la evaluacion de una apuesta aceptable de acuerdo con la definicion de
esperanza matematica; otras, vinculadas con la estructura del juego, se
basaron en redefiniciones de la funcion de pagos, reinterpretaciones de la
distribucion de probabilidades y consideraciones acerca de la duracion del
juego y estuvieron dirigidas a lograr la finitud de su esperanza matematica. Un
analisis comparado permite conjeturar que la naturaleza de estas soluciones es
una consecuencia de la falta de una definicién formal para las nociones de

37 La calificacion de aparentes atribuida a las paradojas de Pascal y de Bernoulli se basa en la
definicion canénica de Saisbury (1995), segun la cual una paradoja es una argumento que, a
partir de principios intuitivamente plausibles y a través de deducciones intuitivamente
aceptables, conduce a una conclusion fuertemente contra-intuitiva absurda o a una verdadera
contradiccion y en la consideracion que los ejemplos tratados aqui constituyen solamente
afirmaciones no plausibes o contrarias al sentido comun y no verdaderas contradicciones.
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valor esperado y espacios de probabilidad infinitos, que fueron introducidos
por Kolmogorov recién en 1933.

Si bien, como se vera, ninguno de estos intentos condujo a una solucion de la
version original del problema ni a una respuesta completa y universalmente
aceptada a la cuestion de por qué un jugador con sentido comun decide
arriesgar una apuesta menor (o mayor) que la esperanza matematica del juego,
cabe destacar las propuestas debidas a N. Bernoulli, G. Cramer, D. Bernoulli,
A. Fontaine, J.-B. Le-Rond d'Alembert, G.-L. Leclerc de Buffon, M.-J.A.N.
Caritat de Condorcet, P.S. de Laplace, S.-F. Lacroix, S.-D. Poisson, E.
Czuber, W.A. Whitworth, H.E. Timerding, K. Menger, W. Feller y A. Martin-
Lof*®.

Cramer (1728) postulé que la solucion del problema de N. Bernoulli consistia
en redefinir la funcion de pagos (f(y)) a fin de lograr que la sucesion
2y=1f()p(y) fuera convergente. A partir de la idea que “Los matematicos
evaluan el dinero en proporcion a su monto y las personas razonables en
proporcion al uso que puedan hacer de él” (pp. 560-561), que la esperanza
matematica identificada con el contexto legal de los contratos aleatorios no
toma en consideracion las “circunstancias financieras” individuales de los
jugadores (tomadores de riesgo) y que, en consecuencia, €s necesario
interpretar el concepto de expectativa en un contexto econémico afectado por
la incertidumbre, propuso establecer una cota superior (f*) para la funcion de
pagos, de modo que:

> 1 . > 1
j=0 j=1

1 1
<P s D g |[f® =+ @) <o
j=1

j=1

En particular, consider6 razonable (sin ningtn tipo de justificacion) fijar una
cota en f* = 22* dado que, a partir de ese valor se podia suponer que el
dinero poseia para la gente “de sentido comun” un “valor moral” constante.
Es decir que, estableciendo los fundamentos de una “feoria matemdatica de la

38 Para una cronica mas completa sobre la numerosisima literatura referida al analisis en
términos de probabilidad clasica de esta paradoja, ver Todhunter (1865).
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utilidad” (Starmer (2000, p. 332) postuld que, a partir de 22%el incremento de
la utilidad de la fortuna de B era nula y, en consecuencia, su utilidad marginal
era decreciente.

Posteriormente abandoné la hipdtesis de la existencia de una cota superior
para la funcion de pagos y establecid (sin ninguna justificacion conceptual)
que el valor moral del dinero podia ser considerado como equivalente a la raiz
cuadrada de su valor matematico y propuso la definicion de una version de la
esperanza matematica del juego para B en funcion de dicho valor moral de la
ganancia, a partir de la cual obtuvo que:

1 V2
E(Y)_Z Zylzyzfyzx/——l 2272 -1

De acuerdo con la condicion de equidad, segin la cual la esperanza
matematica de ganar de B debe ser igual a su esperanza matematica de perder,

concluy6 que el valor de la apuesta de debia ser:

o] w2
2(V2-1)]  12-8V2

=29<3

Posteriormente, como una alternativa a esta propuesta, considerd (sin intentar
tampoco en este caso ningun tipo de justificacion) la posibilidad de asignar al
dinero un valor moral definido como la inversa de su valor matematico.

Debe tenerse en cuenta que la pretension de Cramer no fue dar una definicion
general de la funcion que representa el valor moral del dinero, sino demostrar
que, en ciertos casos, una funciéon de pagos que cumpliera la condicién que la
utilidad marginal de la fortuna de B fuera decreciente, podria conducir a una
esperanza matematica finita’®. La falta de una justificacion racional y su
consiguiente dosis de subjetividad motivaron el rechazo de N. Bernoulli de
estas propuestas.

A partir de la consideracion de la diferencia entre el “valor matematico” y el
“valor moral” del dinero planteada por Cramer, D. Bernoulli (1728)(1738)
propuso sustituir, en la definicién de esperanza matematica de un juego, el

39 Menger (1934) demostrd rigurosamente que la condicion necesaria y suficiente para poder
asegurar la finitud de la esperanza matematica de un juego construida utilizando el valor moral
del dinero, es que la funcién f(y) sea acotada.
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valor de la ganancia en términos absolutos por su valor relativo o utilidad e
introdujo el concepto de “esperanza moral™*’. Basandose (sin justificacion) en
la hipdtesis que considera que los incrementos infinitesimales en la utilidad de
un jugador son directamente proporcionales a los incrementos infinitesimales
en su fortuna e inversamente proporcionales al monto de la fortuna inicial, es

decir suponiendo que df (y) =k (;—y (donde f(y) denota la funcion de utilidad

o “fortuna moral” o “emolumentum”, y denota la “fortuna fisica” o “summa
bonorum™*' del jugador y k > 0 es un factor de proporcionalidad que depende

del comportamiento del jugador) y, por lo tanto, que la utilidad marginal es tal

que %ﬁzy) = S’ defini¢ la utilidad de la fortuna del jugador como proporcional

a su logaritmo, f(y) = fby i—xk[ln(y) — In(b)] (donde b, representa la fortuna
inicial de B tal que f(b) = 0)*.

Que f"(y) < 0 implica que la utilidad marginal de y es decreciente®. Esta
concavidad estricta de la curva le permitio a D. Bernoulli concluir que a todo
juego equitativo le corresponde una esperanza moral negativa para ambos

40 Esta intencion de reconciliar el significado matematico del concepto de expectativa con la
interpretacion que sugiere el sentido comun, condujo a los probabilistas del siglo XVIII a
formular diferentes definiciones matematicas del concepto de expectativa de acuerdo con
distintas interpretaciones de la nocion de razonabilidad. Contrariamente a la posicion de su
primo Niklaus basada en la equidad, D. Bernoulli asimilé el sentido comtn a la prudencia,
generando la primera expresion del concepto econdémico de utilidad (ver Arrow, K. (1951),
Samuelson, P. (1977)).

41 Ambas denominaciones de acuerdo con las nomenclaturas de Laplace (1812) y D. Bernoulli
(1728).

42 En términos de la teoria del valor asociada a su interpretacion de expectativa, D. Bernoulli
(1738) defini6 la fortuna como “... todo lo que pueda contribuir a la adecuada satisfaccion de
todos los deseos del jugador” (p. 24). Para que la funcion de utilidad esté definida en todo
punto se debe verificar que y >0 (“Nadie puede alegar que no posee absolutamente nada (...)
Para la gran mayoria la mas importante de sus posesiones debe ser su capacidad productiva”
(p. 25).

“Fechner, G.1. (1866) obtuvo una justificacion de la hipotesis logaritmica de D. Bernoulli que
culminé en la conocida como ley de Weber-Fechner. A partir de la propuesta de Weber, segiin

. . . , dR . .
la cual el incremento de un estimulo es proporcional al estimulo, - = k, Fechner interpreto a la
. - dR R
constante k como la “unidad de la sensacion”, de modo que dS = ¢ = © S=c lnR— (donde R,
0

representa el “umbral inferior de la sensacion”). Para un analisis de los alcances de la formula
de Fechner, ver Guilford (1936), Stigler, G.J. (1965).
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jugadores, debido a que la utilidad del monto de la ganancia posible es menor
que la utilidad del monto de la pérdida posible™.

Suponiendo que a las ganancias sucesivas, gi, g2, g3, ---» les correspondan,
respectivamente, las probabilidades pq,p,,ps, .., la utilidad esperada o
esperanza moral del juego para B queda definida por:

E*(Y) = kpyIn(b + g1) + kp,In(b + g,) + kps3In(b + g3) + -+ — In(b)

De esta expresion se obtiene que la “fortuna fisica” que genera dicha utilidad
esperada esta dada por:

y(b) = E[f(y) = bl = k*(b + g1)P+(b + g2)*2 ...b"

(donde b* = k In(b) X2, p; = k In(b)).

En consecuencia, en el problema de N. Bernoulli la “fortuna fisica” del
jugador B queda definida como:

y(b) = (b + 12(b + 2)5(b + 22)s .. — b*
y la esperanza moral del juego para el jugador B como:
1 1 1
E*(Y) = Inly(®)] = 5In(b + 1) + 7 In(b +2) + 3 In(b + 22) 4 - — b*

De acuerdo con el criterio de d’Alembert (segin el cual, dada una sucesion

{a]-}(aj >0,j=1,2, ) tal quelim SAZNP 1, se verifica que lim 27:1 a; <
n—oo

joo aj
o) y teniendo en cuenta que:
b
in —n+1

nl+1 In(b +27) 1+ 1(2(2’1)) 1
lim&E——— = lim ———2_ ==
n—oo 1 n n—oo ln(£+l)

Z_n ln(b +2 ) 2N o

In(2m)

se puede concluir que E*(Y) < oo. En particular, para b = 0 resulta que*:

44 La denominacion de juego o paradoja de San Petersburgo -atribuida a d’ Alembert- se debe a
que la solucion propuesta por D.Bernoulli (“Specimen theorice novee de mensura sortis” (1730-
31)) fue publicada en Commentarii Academice Scientiarum Imperialis Pertropolitance (1738).
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-1 n(2
FO) =m0l =m@ Y ot )
=1

(1-3

y, por lo tanto, que y(0) = 2. Asimismo, se demuestra en forma inmediata
que:

o) 1 0
y(b) 1—[( b )Z b 1—[ L b b
—_— _— —_— J — — —_
y(0) ,1”21-1 2<,f1+m2 7 <113
Jj= Jj=

Lo que permite concluir que, para b < oo, el producto converge y que, para
valores pequeios de b, y(b) crece lentamente.

Como corolario de la propuesta de D. Bernoulli se puede concluir entonces: i)
que, si b es infinita las esperanzas matematica y moral son equivalentes*’; i)
que la fortuna de B define una cota superior a su esperanza moral y que, en
consecuencia, si es infinita, entonces E*(Y) = oo; iii) que, a partir del
principio de equidad en términos de utilidad, segin el cual la utilidad
negativa de la pérdida debe ser igual a la utilidad positiva de la ganancia, la
apuesta de B debe ser menor que la esperanza matematica del juego®’; iv) que
la utilidad logaritmica es una condicidén suficiente, pero no necesaria, para
explicar una tasa de aversion al riesgo mayor que la postulada por Cramer y
esta afectada por el mismo grado de subjetividad*® y v) que este analisis puede

4 Una revision del famoso “problema de los puntos” planteado por A. Gombaud, Caballero de
Meéré, permite concluir que la solucion propuesta por Pascal y Fermat admite una interpretacion
en términos del problema de N. Bernoulli finito, suponiendo la linealidad de la funcion de
utilidad de 4 o de B.

46 Samuelson (1934) demuestra que, para apuestas suficientemente pequefias, la concavidad de
la funcién de utilidad, considerada en la esperanza moral, se asimila al de la funcién lineal de la
esperanza matematica.

47 A partir de esta conclusion D. Bernoulli demostro sus tres teoremas fundacionales sobre la
teoria del riesgo.

48, Con respecto a la actitud de aversion al riesgo, Condorcet postula que, en contradiccion con
el principio de equidad, los jugadores tienen tendencia a subvaluar circunstancias con
probabilidades altas. Tienden a preferir una ganancia relativamente grande con una pequeiia
probabilidad a una ganancia pequefia con un alto grado de probabilidad. Esta conjetura, que
admite una justificacion formal so6lo si se verifica que f®(y) > 0 en el entorno de b, no se
verifica para una funcién de utilidad cuadratica. En la moderna teoria de optimizaciéon de
carteras, se considera que una funcion de utilidad de la forma % [f (#)]® representa, en general,

una version del principio de aversion al riesgo mas realista que las de D. Bernoulli y Cramer,
pero igualmente subjetiva.
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generalizarse a funciones de utilidad lineales y aun convexas que indican una
actitud neutral y de atraccion al riesgo, respectivamente.

N. Bernoulli consideré6 que la solucion de D. Bernoulli implicaba una
simplificacion excesiva de la actitud del jugador frente al riesgo, que la
introduccion del concepto de esperanza moral era un argumento “ad hoc” y
que la utilizacion de la funcion de utilidad como representacion de la aversion
al riesgo no era adecuada para explicar la discrepancia entre la interpretacion
matematica de la expectativa y el comportamiento que indica el sentido
comin y sostuvo, en consecuencia, que la soluciéon debia plantearse,
inevitablemente, a partir de la definicion de esperanza matematica.

En coincidencia con N. Bernoulli respecto del retorno al concepto de
esperanza matematica, Fontaine (1764), baso su propuesta en el principio que
la ganancia del jugador B no puede superar la fortuna (a) de A. Suponiendo
que 2™ < a + Sp, es decir, que n < log,(a + Sg) (donde S denota la apuesta
de B), la esperanza matematica del juego para B sera:

1,
E(Y) = 25(21—1 —Sg) G=12..,n)
j=1

E(Y) = G=n+1n+2..)

2j+1
De modo que, cuando n aumenta indefinidamente, la esperanza matematica
que garantizala equidad del juego sera tal que:

o n 1 1
Jim |5 (1= 57) 0 + g 2a] = 0

n2" 1l4a

y la apuesta de B sera Sg = g

Esta solucion, basada en el supuesto de finitud del capital del jugador A
(seguida, entre otros, por Poisson, Catalan y von Mises) fue rechazada por la
interpretacion Platonica de Bertrand (1889), en parte por Keynes (1921) y
replanteada por Shapley, L.S. (1972) y Samuelson (1977).

Si bien admitio que el enfoque probabilistico convencional no consideraba
adecuadamente los aspectos del comportamiento psicologico del jugador ante
la incertidumbre, d’Alembert (1768) también coincidid6 con N. Bernoulli en
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que la solucion del problema deberia basarse exclusivamente en la definicion
de la esperanza matematica.

Cuestiono, en general, todas las soluciones que dependian de las fortunas de
los jugadores y postuldé que la componente mas importante del concepto de
esperanza matematica del juego no era la ganancia sino la probabilidad de
obtenerla. Que la sobreestimacion de la esperanza matematica, que en general,
conducia a una interpretacion erréonea del comportamiento del jugador se
debia fundamentalmente a la sobrevaluacion de las probabilidades®.

Sus criticas se refirieron fundamentalmente a la injustificable pretension de
extender las propiedades matematicas de la probabilidad al mundo fisico, en
particular, las hipdtesis de equiprobabilidad y de independencia de las
“tiradas” sucesivas, y a la utilizacién de las mismas ponderaciones para las
probabilidades y para los resultados del juego, en vez de subordinar estos a los
valores de probabilidad, empleando ponderaciones no-lineales>’. Este planteo
segun el cual “.. en la naturaleza nunca se verifica que los efectos sean
siempre y constantemente los mismos” (d’ Alembert (1773, p. 301), lo condujo
a proponer en un juego de “cara” y “ceca” la siguiente (injustificada)
definicion de las probabilidades de obtener “cara” en la n-ésima “tirada”

o 1
——— (donde ¢ denota una constante arbitraria) en vez de — y, en
21 (1+cn?) 2n

consecuencia, una esperanza matematica del juego para el jugador B de la
forma’':

4 &’ Alembert (1768) (para quien el calculo de probabilidades constituia fundamentalmente una
descripcion de la psicologia comun a todos los individuos frente a la incertidumbre) propuso
varias expresiones alternativas para definir la expectativa y, en consecuencia, la apuesta segun
la situacion financiera del jugador utilizando el concepto de esperanza matematica, pero no
realizd ningun analisis comparativo entre ellas. Probablemente esto se debid a su conclusion
que la evaluacion del riesgo por un jugador segin fuera de periodo corto o largo era totalmente
subjetiva (“;Como comparar un riesgo presente con una ganancia remota desconocida? A este
respecto el andlisis de las correspondientes aleatoriedades no nos proporciona ninguna
ensenianza” (pp. 33-34)). Una conjetura que Buffon y Condorcet creyeron resolver a partir de la
propuesta de definicion de una “unidad de riesgo psicologico minimo”.

30 Yaary (1987) demostr6 que la concavidad de la funcion de utilidad y la no-linealidad de las
ponderaciones de las probabilidades constituian explicaciones igualmente validas de la actitud
de aversion al riesgo.

31 d’ Alembert propuso tres variantes (igualmente injustificadas) de la funcion de probabilidades

de obtener “cara”: i) 5 (que permite calcular el valor de la constante para cualquier

2n(1+c

apuesta); ii) ﬁ (que admite la equiprobabilidad de los resultados para n = 1) vy iii)

1 . . .
—2"[1 = ] (que tiende a cero cuando n aumenta indefinidamente).
-
(k=m)?
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Esta curiosa definicion arbitraria de la probabilidad lo condujo a una (mas
curiosa) demostracion que surge de representar la suma del segundo miembro

de E(Y) mediante un cuarto de circunferencia (ver Fig. 2), donde CA = \/% y

los segmentos sobre la tangente AE = ny AF = n + 1. Luego, denotando por
uy v alos angulos ACE y ACF, respectivamente y, dado que tg(u) = nvcy
tg(v) = (n+ 1)Vc, se obtiene que tg(v) —tg(u) =+/c y, dado que

1
CEcos(u) = CFcos(v) = ¢ 2y, por lo tanto que Cg = ZOS(u)

se obtiene que:

CE os(v)’
sen(ef)g—g = sen(u —v) Zzzgg =
cos(u) B

= [sen(v)cos(u) — sen(u)cos(v)] .

os(v)
= [tg(w) — tgw)]cos?(w) = Vccos?(u)

Dividiendo por EF = AF — AE = tg(v) —tg(u) =+/c, se obtiene que

1 CF _ . e2 : _r _1 CF
EFsen(ef) o = oS (u). Ahora bien, dado que o EFsen(ef) 5

. CF . . .
EF =1y lim == 1, se puede concluir que, a partir de un cierto rango, la
n—oo

serie ), admite una aproximaciéon por una funciéon seno y que,

o 1
J=114¢j2

reemplazando estos senos por los arcos correspondientes, se comprueba la
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validez del supuesto que la serie puede ser representada por un

o _1
J=114¢j2
cuarto de circunferencia y, en consecuencia que, considerando una

probabilidad de obtener “cara” en la n-ésima “tirada” igual a T

esperanza matematica del juego para B es finita.

El aporte de Buffon a la solucion del problema de San Petersburgo incluye un
conjunto de propuestas heterodoxas desarrolladas en el periodo que va desde
sus discusiones con Cramer (1728), hasta la publicacion del “Essai
d’arithmétique morale” (1777). Con la intencion de obtener una expresion
general para la funcion de utilidad, Buffon propuso su propia interpretacion de
la esperanza moral en la que la relacion logaritmica entre la utilidad y la
fortuna original del jugador planteada por Bernoulli es sustituida por una

relacion de la forma f(y) = % (donde f(y) denota la funcién de utilidad, g

denota la ganancia y b representa la fortuna original de B). A partir de la cual

obtuvo que E* = q%— pg’j (donde p y q denotan, respectivamente, las

probabilidades de ganar o perder el juego)*”.

Alternativamente al planteo precedente y, a fin de obtener una interpretacion
mas adecuada del principio de aversion al riesgo, Buffon propuso (en forma
absolutamente subjetiva) una representacion de la funcion de utilidad que
incluia un umbral, al que denomind “e/ nivel de vida habitual” del jugador. De
modo que arriesgar una parte del ingreso por encima de dicho umbral era
asimilable a arriesgar un monto infinito para el cual ninguna expectativa podia
significar una compensacion adecuada®. Independientemente de D. Bernoulli,
Buffon aplico esta funcion de utilidad para demostrar los beneficios que

2 Si bien Buffon fue mas conocido como naturalista que como matematico, es necesario
destacar sus trabajos sobre las aplicaciones de la teoria de la probabilidad en su monumental
“Histoire naturelle”, de la cual el “Essai d’arithmétique morale” es un suplemento. Esta obra
marcé el comienzo de una transicion (completada posteriormente por Laplace y Poisson) entre
la interpretacion netamente deductiva de los probabilistas del siglo XVIII y la orientacion
frecuencista de Quetelet

33 Mediante un controvertido desarrollo sumamente complejo, vinculado a la incorporacion del
principio de aversion al riesgo en el calculo de la esperanza moral, Weirich (1984) obtuvo una
demostracion de este supuesto de Buffon de existencia de una cota superior en el monto de la
apuesta inicial (ver Martin (2008)).
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acarrea la atomizacion del riesgo y concluir, como aquél, que todo juego
9954

equitativo es un “lost game™".

En otro intento de resolucion del problema de la convergencia de la esperanza
matematica definida por una progresion geométrica, Buffon (1777) introdujo
la nocion de “ganancia moral” segun la cual, si en el problema de N.
Bernoulli se consideraba una funcién de pagos definida como un multiplo de
2 — & (donde 0 < € < 2) entonces, para el jugador B, E(Y) < oo,

Asimismo, en coincidencia con la opinion de d’Alembert respecto de la
sobrevaluacion de las probabilidades en el calculo de la esperanza matematica
del juego, propuso una definicion de imposibilidad moral o imposibilidad por
analogia (“...un punto medio entre la duda y la certeza fisica”) basada en la
hipétesis (innegablemente subjetiva, a pesar de su intento de justificacion
biométrica) que la significatividad de una probabilidad poseia una cota

10
inferior igual a (%) . Lo cual le permitié considerar como nulas a todas las
probabilidades menores que 1/10.000 y, por lo tanto, concluir que el valor
esperado del juego de San Petersburgo era igual a 6,5,

Mas alla de las mencionadas propuestas acerca del comportamiento de la
funcién de utilidad y la funcién de probabilidades, la importancia de Buffon
en esta cronica de los intentos de solucion del problema de San Petersburgo
radica en la adopcion del principio que el conocimiento se adquiere
exclusivamente por la observacion o por la analogia, el cual lo condujo a la
conclusion que, solo si el juego era repetido efectivamente una gran cantidad
de veces era posible asegurar una aproximacion entre la cantidad ganada por
B y el monto de su apuesta y, por lo tanto, aproximar la apuesta de B a su
esperanza matematica.

54 Posteriormente, Laplace (1795), Lacroix (1816), Ottinger (1848) y Liagre (1852)
demostraron rigurosamente la equivalencia de los resultados de D. Bernoulli y Buffon.

35 Bufon (1777): “A partir de los datos que proporcionan las tablas de mortalidad, se puede
deducir que hay una contra 10249 posibilidades que un hombre de 56 aiios fallezca dentro de
las siguientes 24 horas. Ahora bien, a pesar de esto, los hombres de dicha edad, en la cual la
razon asume toda su madurez y la experiencia toda su fuerza, no teme morir al dia siguiente.
Luego, se puede concluir que toda probabilidad igual o menor a 1/10000 puede ser
considerada nula y que todo temor o toda expectativa que se encuentre por debajo de este valor
no debe afectar ni preocupar el corazon ni el pensamiento” (p. 106)). Ver Landro (2010).
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A partir de este tratamiento netamente empirista, basado en la informacion
proporcionada por sucesiones de observaciones repetidas en igualdad de
condiciones del juego propuesto por N. Bernoulli, rechazo6 por irrealizable la
posibilidad de la duracién infinita del juego y compard el resultado de sus
observaciones con la distribucion binomial segun la cual, dada una sucesion
de 2/ juegos de San Petersburgo, el nimero esperado de juegos en los que el

resultado “cara” se obtiene en la j-ésima “tirada” estd dado por Z{zl 2/7t =
2/ —1 y la ganancia esperada de B es Y/_,2/72/7t =2/ é Si bien el
experimento no puede considerarse concluyente, de acuerdo con una

extension de este razonamiento y suponiendo un numero n* suficientemente
grande de juegos, se demuestra que la ganancia esperada de B en un juego

equitativo puede ser aproximada por E(B/n*) = %logz (n*) (ver Lupton
(1890))°.

Una expresion limite rigurosa de este argumento de Buffon (que
contrariamente a los otros intentos mencionados aqui, constituye el Unico
analisis de un juego de San Petersburgo no modificado) puede ser obtenida a
partir de una ley débil de los grandes numeros debida a Feller (1936)(1945)
segiin la cual, dada una sucesion {Y;} de variables aleatorias iid, que
representan las posibles ganancias de B, con distribucion de probabilidades de
la forma p(Yi = Zi_l) =271(i=1,23,..), se verifica que, cuando n*
aumenta indefinidamente:

Z?=1Yi 3}

E(B/n*)
es decir que, cuando n* — oo, la posible ventaja de un jugador sobre el otro
tiende a desaparecer. Como corolario de este teorema se puede concluir que el

valor esperado E(B/n*) converge a una funcion asintéticamente equivalente
de la forma:

E*(B/n) = - log, [n” log, (n")]

% Como una generalizacion de la definicion asintética de Buffon, a partir de la aplicacion de
técnicas de simulacion, algunos autores infirieron: i) que los resultados observados presentan
una asimetria infinitamente positiva y, en consecuencia, una distribuciéon no-Normal; ii) que su
varianza infinita revela su naturaleza fractal e implica el no cumplimiento de los postulados de
la ley de los grandes numeros; iii) que la esperanza (matematica o moral) no es infinita, sino
indefinida; iv) que el promedio ponderado de las ganancias constituye un estimador pobre del
valor esperado del juego y v) que una solucion de la paradoja puede ser obtenida mediante la
aplicacion de la mediana como estimador robusto de la tendencia central.
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Como una extension del teorema de Feller, Martin-Lo6f (1985) demostré que la
variable = [Z?;l Y; — E(B/n")] se distribuye de acuerdo a una funcién
n

infinitamente divisible g(u) tal que, para n* = 2™ y n — oo, asume la forma
lim [1 — g(2™)] = (1,8)2™™. Lo cual implica que la probabilidad de que la
m-—oo

apuesta Sp = 2™ + n resulte insuficiente para pagar la ganancia Z{il Y;
(obtenida por B al cabo de n* = 2™ juegos) es igual a (1,8)27" (= 0).

De los teoremas anteriores se puede concluir que, bajo el supuesto que
d2(Y) < o, la condicién necesaria y suficiente para el cumplimiento de la
equidad asintotica de Buffon para un nimero suficientemente grande de
repeticiones independientes, es que la apuesta de B no sea constante, sino una
funcion del nimero de partidas ya jugadas.

En la segunda parte de su “Mémoire sur le calcul des probabilites” (1784)
Condorcet plantea una severa critica a la propuesta de Buffon sobre el
concepto de certeza moral considerando que “...es esencialmente incorrecta
ya que conduce a una mezcla de dos cosas de naturaleza diferente -
probabilidad y certeza, una idea similar a confundir una asintota a una curva
con una tangente en un punto muy distante. Tales propuestas no pueden ser
aceptadas en las ciencias exactas sin destruir su rigor” (Todhunter (1865), p.
347).

El fundamento de su propuesta ((1784)(1785a)(1785b)(1789)(1805)) -que, en
cierta forma resumi6 las contribuciones de sus predecesores- se basa, en
coincidencia con d’Alembert, en el concepto de esperanza matematica
interpretada como una representacion cuantitativa comun de los diferentes
estados en que se encuentran los individuos que enfrentan riesgos diferentes,
involucrando en su definicidon consideraciones de caracter legal, econdmico y
psicologico.

Igual que Buffon, Condorcet adoptd el concepto de esperanza matematica
como promedio obtenido a partir de una sucesion de repeticiones del evento
en igualdad de condiciones y la equivalencia asintotica entre la apuesta
equitativa y la esperanza matematica del juego, y dedicod sus esfuerzos a la
determinacion del niumero finito de “tiradas” necesario para lograr la maxima
aproximacion a la equidad del juego, es decir, la maxima aproximacion entre
las ventajas de los jugadores.

Denotando por n al nimero maximo de “tiradas”, la esperanza matematica del
juego para B queda definida por E(Y) = X7, 2]’_1% = %+ 1. De acuerdo

con la propuesta de Condorcet, el jugador B comienza a ganar cuando el
;. . *_ n
resultado ““cara” ocurre en la n*-ésima “tirada”, tal que 2" ~1 > E+ 1, es
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decir, tal que n* > log, (g + 1). La equivalencia entre las ventajas de los
jugadores se produce cuando el resultado “cara” ocurre en la tirada n* =
log, (g + 1). En cualquier otro caso, B pierde. De modo que la probabilidad

de Bde ganar (es decir, de perder A) esta dada por Z’]-Ln* +1 %, la probabilidad
de equilibrio (es decir, la probabilidad de que ni A ni B ganen o pierdan) esta
2:1* % Luego

. ;. , n .
resulta que la ganancia maxima de A sera Sp —1 = > S el resultado “cara”

dada por y la probabilidad de que B pierda esta dada por Z?;l

ocurre en la primera “tirada” y su pérdida maxima sera 2™ — Sg. Este
resultado le permiti6 a Condorcet demostrar su tesis que la definicion
convencional de esperanza matematica de un juego, interpretada como un
promedio finito de las ganancias de B, consideradas como los valores posibles
de una variable aleatoria discreta, es la inica que permite lograr “...la mayor
aproximacion posible entre dos condiciones esencialmente diferentes de los
Jjugadores” (p. 654).

Contrariamente a los probabilistas del siglo XIX -quienes, siguiendo los
trabajos de Buffon y Condorcet, basaron sus propuestas en el concepto de
esperanza matematica y en un comportamiento asintotico de acuerdo con los
postulados de la ley de los grandes nimeros y consideraron a la paradoja de
San Petersburgo como una confirmacion de que la tinica interpretacion valida
del concepto de probabilidad era la frecuencista, Laplace, retomando -y
generalizando- la propuesta sobre la teoria del riesgo de D. Bernoulli,
demostré que la esperanza matematica puede ser considerada como el limite
de la esperanza moral no solo cuando se particiona infinitamente la fortuna,
sino también cuando la division del riesgo resulta infinita.

Laplace (1795) analiz6 la cuestion de la determinacion de la apuesta en el
problema de N. Bernoulli a partir de la definicion cléasica de equidad, de una
forma vinculada estrechamente con el espiritu de la propuesta de d’Alembert,
en particular, en lo referido a la supuesta incorrecta aplicacion del principio de
indiferencia ante la falta de informacion acerca del comportamiento de las
frecuencias relativas de los resultados’’. No obstante, en su “Théorie
analitique des probabilités” (1812) Laplace abandond esta adhesion a la
definicion Huygensiana de esperanza matematica por la Bernoulliana de
esperanza moral.

Denotando por Sp al valor de la apuesta de B, considerando una funcion de
pago de la forma 2™ si se obtiene “cara” en la n-ésima “tirada” y 0 si este
resultado no ocurre al cabo de las n “tiradas” y denotando por b a la fortuna

57 Esta postura Bayesiana de Laplace ejercid una notable influencia en las interpretaciones del
concepto de probabilidad de d’Alembert y Condorcet.
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minima de utilidad nula de B, Laplace obtuvo que la utilidad esperada de B
estaba dada por:

1 1
E*(Y) = Sk in(b =S5 +2) + 5k In(b — S5 +2%) + -+

1 1
+2—nk In(b—Sg +2™) + z—nk In(b — Sg) + In(h)
De acuerdo con la condicién de equidad, la utilidad esperada de la fortuna de
B debe ser la misma antes o después del juego, es decir, la expresion

precedente debe ser igual a k In(b) + In(h). De modo que, suprimiendo los
términos k y In(y) y dividiendo m. a m. por b — Sg, debe verificarse que:

1
LS L2 %1 2 N (2 zin
+b—SB_( +b—SB) +b—SB +b—53

Esta serie satisface el criterio de d’ Alembert, es decir, se verifica que:

1 1
i \o j=1\g-1
(1+ 2 )2]<(1+2 )21
b-Sp b-Sp

0, lo que es lo mismo, que:

A R B i

1+
b-Sg = (b—Sg)? b-Sg

Por otra parte, dado que:

1
- 2n 2_"_1_ nn(2) 1l< 1 1 — o
i M\ s, ) T T T b—SB+2_">_

1
on

. . 2n - .
se puede concluir que lim (1 to=5 )2 = 1. Asimismo, dado que la serie
n—-oo —oB

148 puede ser expresada de la siguiente forma:

b—SB

S )Y Lin(1e 2 )<

L2 sg) LM\ Th=s,) "
n—-1 . oo

—211 142 +zlz(1+ ! )

_,12fn b—sg) L2\ T h—s,
]:

1

Sp
ln<1+b_SB>—

-
-
1l
S

[S+]
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o 0,4342945 b—Sg
+ Z Tln (1 + - ) =

—nilll 14 2J N 1 l ( 1 )+(n+1)ln(2)+
_,121" b—z) 21" \p 2 on—1
]=

0,4342945b — z
3 n-2

y, teniendo en cuenta que:

i 04342945 (

o 1
= (0,4342945)(b — Sp) Z =

) §0434Z945b Sp _
Jj

j=n
o n—-1
~ S 1 1\ 04342945D — S,
— (0,4342945)(b — Sp) Z?_ Z? === —

se obtiene la siguiente aproximacion:

Sp
ln(1+b_58>
jl D)ol ()+
i 2 —z) T 1M\
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(n+ 1)In(2) 0,4342945bh —z
2n—1 3 2n—2

A partir de esta demostracion Laplace obtuvo que, paran =11y b — Sz =
100, B deberia poseer una fortuna b = 107,89 y apostar Sz = 7,89; para b —
Sg = 200, B deberia poseer 208,78 y apostar 8,78 y que, si la fortuna de B
fuera infinita, entonces su apuesta deberia ser infinita.

Posteriormente, Menger (1934) demostr6 rigurosamente que esta conclusion
de Laplace se verifica si y, solo si, la funcion f(y) es acotada y que, en caso
contrario, siempre sera posible definir un juego de San Petersburgo para el
cual la esperanza moral es infinita aun en el caso en que B poseyera una
fortuna finita®®. Debe tenerse en cuenta que, si bien estos resultados sobre las
funciones de utilidad acotadas permitieron asegurar la finitud de la esperanza
moral, no lograron justificar la diferencia entre la esperanza matematica de un
juego y el comportamiento habitual de los jugadores®’.

A partir de su teoria de la esperanza moral como complemento de la esperanza
matematica, Laplace (1812) obtuvo la siguiente version mas rigurosa de los
tres teoremas de D. Bernoulli ya mencionados:

1.- Sea un jugador A4, sea a su fortuna, p su probabilidad de ganar en un juego,

S, su apuesta y Sp = qSA (donde g = 1 —p) la apuesta de su contrincante

R
(B). Si A gana, su fortuna sera a +%SA, con probabilidad p, si pierde, se
transformara en a — S,, con probabilidad q. De modo que la esperanza moral
p
del juego para A sera E*(Y) = (a + %SA) (a—S4)7 y la esperanza

matematica E(Y) = (a + %SA) p + (a — S4)q = a. Dividiendo m. a m. por a

38 A este respecto propone el siguiente ejemplo: Supdngase que el jugador B posea una fortuna
b, al cabo de la n-ésima "tirada" su ganancia seria (be?™ — b) y su esperanza matematica

EY)=Y% l.(bezj — b) = oo. De acuerdo con la hipétesis de D. Bernoulli, la utilidad de
Jj=15j

b+b22/-p
2!

cada ganancia sera k In ( =k ln(e 2 ) De donde se obtiene que, dado que la funcién

de utilidad es lineal, la esperanza matematica de las ganancias serd E(Y) = ?‘;1%1’(2" =k+
k + k + -+ = o, que la esperanza moral, E*(Y) = (b.e.e.e ...) — b, serd infinita atin cuando b
sea finita, generando lo que Menger denomind la “super paradoja de San Petersburgo” (ver
Aumann (1977) , Samuelson (1977), Martin (2008)).

9 Este trabajo de Menger despertd el interés de von Neumann en la teoria de la utilidad e
influyd, a su vez, sobre el desarrollo del sistema axiomatico de von Neumann-Morgenstern
(1944), en el que el principio de la esperanza moral surge como un teorema, como corolario del
cual se puede demostrar que las funciones de utilidad consistentes con dicho sistema forman
una clase en la que cualquier funcion de utilidad puede ser expresada como una funcion lineal
de cualquier otra de la misma clase. Los continuadores inmediatos de esta teoria de la utilidad
fueron, entre otros, Strotz (1953), Ellsberg (1954), Savage (1954), Chipman (1969).
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y aplicando m. a m. el operador logaritmo en la ecuacion de la esperanza
moral, se obtiene que:

1 qS4 Sa
In|—E*(Y) =pln(1+——)+qln(1——><0
a pa a

Lo cual permite concluir que, en un juego equitativo, E*(Y) < a, es decir que
E*(Y) < E(Y) o, lo que es lo mismo, que la apuesta de B debe ser menor que
su ganancia esperada.

2.- Sea un comerciante A que posee una fortuna igual a 1 y que desea
despachar una suma de dinero € en un barco cuya probabilidad de arribar a
destino es igual a p. De acuerdo con lo demostrado mas arriba, su esperanza
matematica y su esperanza moral seran tales que (14 pe) > (1+ €)P.
Supoéngase que el comerciante divida la suma & en partes iguales para ser
despachadas en n barcos. Aplicando el esquema de pruebas repetidas de
Bernoulli, la esperanza moral de la operacion puede ser expresada como:

n—1
E;(Y)=k [p"ln(l +&)+np"lgin (1 + ~ s) +

n—2

+n(n—1)p

"2q2l (1+
2 T

8)] + In(h) =

n

n-—1 n—1 n-—2 n—1Dn-2 n-3,2
=kpfp +( )p q+( )( )p . de + In(h)

I+e  1+2% W@ (1+=2e)

(donde g = 1 — p). En particular, para n = 1, sera:

de de
Ei(Y) = kpfl—_}_g + In(h) = kpfl—_i_g(P + )"+ In(h) =

n-—1 n—1 n-—2 n—1Dn-2 n-3,2
=kpfp +( )p q+( )( )p . de + In(h)

I+e  1+2% W@ (1+=2e)

De modo que:

€ p"2 (n—2)p"3q
+ n—-2

— de >0
1+£1+n71£ 1+TS

n—1
BA(n) = Bi () = knq™——
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Lo cual demuestra que la particion del riesgo implica un aumento en la
utilidad esperada para el comerciante. Es decir que “Para el comerciante es
preferible exponer su fortuna por partes a riesgos independientes entre si, que
exponerla en su totalidad a un unico riesgo” (Laplace (1812, p. 442)).

Por otra parte, se puede escribir:

v £ £ n-1
E,(Y)=kp f dsf e_(“?)x [pe_ix + q] dx + In(h) =
0

IV =

+ - |de + In(h)
1+p£+q§ n(1+ps+q§)

Luego, para valores de nsuficientemente grandes, sera:

p
1+ pe

E*(Y) = kf de + In(h) = k In(1 + pe) + In(h)
Lo que demuestra que la esperanza moral converge a la esperanza matematica
1+ pe.

3.- Si se supone que el comerciante asegura la suma & despachada en un barco
mediante el pago de una prima (1 —p)e, su esperanza moral (utilidad
esperada) aumentara de (1 + )P a (1 + pe), por lo que se puede concluir que
el seguro produce lo que D. Bernoulli denomina una ventaja moral®.

En coincidencia con el planteo de Buffon y Condorcet -basado en una
interpretacion frecuencista y, en consecuencia, en una definicion de
probabilidad concebible solamente en términos de eventos repetibles-, Lacroix
(1816) considerd que el calculo de la esperanza matematica como el promedio
ponderado de las pérdidas y las ganancias sélo tenia sentido en un juego en el
cual el numero de resultados fuera finito. El hecho que esta condicion no se
cumpliera en el problema de San Petersburgo, lo condujo a retornar a la
cuestion de la validez de la esperanza moral para eventos individuales®'.

% Esta teoria de la aseguracién de Laplace fue continuada por B.J. Fourier (1819) vy,
fundamentalmente por Barrois (1835) quien, dada la asimilacion de las esperanzas matematica
y moral cuando los riesgos estan infinitamente particionados, calculdé la esperanza del
asegurador como matematica y la esperanza del asegurado como moral.

61 Con respecto a la controversia sobre si la esperanza moral podia ser considerada como un
argumento respecto de eventos no repetibles fue aceptada por Lacroix (1816), Czuber (1878) y
Timerding (1902) y rechazada por Fries (1842).
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A partir de la definicion de la esperanza moral y de la relacion entre la utilidad
y la fortuna original del jugador, Lacroix dedicé una parte importante de su
trabajo al andlisis comparativo de las formulas de Buffon y D. Bernoulli para
la evaluacion de las pérdidas y las ganancias relativas. De lo ya comentado, se
puede concluir que la diferencia entre ambas propuestas radica en el supuesto
sobre el comportamiento discreto o continuo de la variacion de la riqueza. De
acuerdo con la propuesta de Buffon, el valor relativo de una pérdida g con

respecto a una fortuna b esta dado por % y el valor relativo de una ganancia g

por g‘%, obteniendo el siguiente valor relativo de la pérdida equivalente a la
gb
E.
valores relativos de una pérdida y una ganancia quedan expresados,
respectivamente, por:

ganancia g: g = Por otra parte, en la propuesta de D. Bernoulli, los

kin(b - §) — k In(b) = —k ln(b_g>

b

Y,

b+g)

kln(b+g‘)—kln(b)=—kln< -

. ., b b+ . .
Luego, a partir de la ecuacion P T‘g, que proporciona el valor relativo de
una pérdida equivalente a una cierta ganancia, Lacroix concluyo que las
propuestas de Buffon y D. Bernoulli conducen al mismo resultado®.

Fries (1842) continuando la propuesta de d’Alembert y a diferencia de
Lacroix, expreso el valor subjetivo de una pérdida relativa como b%g y, a

partir de la ecuacion de equivalencia mencionada mas arriba, obtuvo la

b
, menor

siguiente evaluacion de la pérdida equivalente a la ganancia: g = bi2g

que la de D. Bernoulli.

Czuber (1878) compard esta relacion con la propuesta de Buffon y concluyo
g
> p— g
resultados numéricos obtenidos por D. Bernoulli, la diferencia respecto de la
evaluacion del valor de la pérdida equivalente a una cierta ganancia, podia

considerarse no significativa.

que, si bien las formulas de Buffon y ﬁ no conducian a los mismos

Posteriormente, incorporando las formulas de Buffon en las ecuaciones de
Laplace, Czuber demostro los teoremas de aversion al riesgo de D. Bernoulli y

62 Esta demostracion de Lacroix fue continuada por Ottinger (1848) y Liagre (1852).
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concluy6 que las formulas de Buffon eran preferibles a las de Bernoulli,
debido a su independencia del supuesto de continuidad de la variacion de la
riqueza.

Si bien como se vio en las paginas precedentes -excepto por las criticas de
d’Alembert y Condorcet-, los probabilistas del siglo XVIII y comienzos del
siglo XIX aceptaron la teoria de la esperanza moral, los probabilistas
franceses de la segunda parte del siglo XIX -entre los que cabe mencionar a
Poisson (1837), Bertrand (1889) y Poincaré (1896)- minimizaron su
importancia o simplemente la rechazaron.

En particular, Poisson adhirio6 a los trabajos de Laplace pero considerd, como
Condorcet, que la esperanza moral sélo podia considerarse un complemento
de la esperanza matematica, especialmente util en las aplicaciones referidas a
cuestiones econdmicas®.

Como un caso particular de la solucién propuesta por Fontaine (1764),
Poisson (1837) propuso considerar una funcion de pago de la forma 2" y
expresar la fortuna del jugador A como a = 2%¥(1 + h) (donde k(< n) era un
namero entero y h podia asumir cualquier valor real en el intervalo (0,1)). De
modo que, para las primeras k “tiradas” la ganancia esperada de B seria igual
a k y, para las n — k “tiradas” restantes seria:

" 1 1
2 (1+h)(ﬁ+“'+2_n)

Es decir que, en total, la ganancia esperada de B seria:

n
1 1
k — —
k +2%(1 + h) E 21_k+(1+h)(1 zn-k)

j=k+1

Un resultado que le permitié concluir que cuando n aumenta indefinidamente,
la ganancia esperada de B serd menor o igual a k+1+h y que, en
consecuencia, su apuesta deberiaser k + 1 < Sy < k + 2.

Whitworth (1901) arrib6 a los mismos resultados que D. Bernoulli a partir de
un planteo del problema de San Petersburgo completamente diferente,
independiente de la definicion de la funcién de utilidad. Su propuesta se baso
en el principio que todo jugador que posea una fortuna finita tiene la certeza
de arruinarse al cabo de un niimero infinito de jugadas y que, en consecuencia,

% Debe tenerse en cuenta que Laplace y Poisson constituyen la transicion entre la obra de los
probabilistas del siglo XVIII y la interpretacion estadistica de Quetelet (1835). Para los
probabilistas del siglo XIX el niicleo de la teoria de la probabilidad se trasladdo de la
cuantificacion de la expectativa al estudio de las distribuciones de probabilidades.
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un comportamiento racional le indicaria no apostar una cantidad fija, sino un
porcentaje fijo de su fortuna previa a cada jugada®.

A diferencia de las propuestas anteriores dirigidas a definir las condiciones
que permitieran asegurar un valor finito para el juego, el objetivo de
Whitworth consistié en hallar la proporcion entre la apuesta y la fortuna
inicial que, en el largo plazo, condujera al jugador a una posicién de equilibrio
(es decir, sin pérdida ni ganancia)®.

Sea un jugador B con una fortuna inicial b, involucrado en una serie de
partidas repetidas en las que: i) su apuesta (Sp) esta dada por una proporcion
fija de su capital al inicio de cada juego; ii) su ganancia posible en cada juego
es g vy iii) las probabilidades de ganar o perder en cada juego son p y q(p +
q = 1), respectivamente. De acuerdo con estas premisas, cada vez que B gana

una partida su fortuna asume un valor igual a la fortuna inicial multiplicada

b+g-Sp
b s

a la fortuna inicial multiplicada por b — 73. Luego, para garantizar una

por y, cada vez que pierde una partida su fortuna asume un valor igual

situacion de equilibrio de largo plazo se debe verificar que (1 +%—
sg\P sg\? _

7)) (1-3) =1

En general, suponiendo que las cantidades a ganar por B sean g;, g,

g3 - (gj >0;j=1,2, ,n) con probabilidades p;q, p3, ..., Pn (Z;-lzlpj =
1), el correspondiente multiplicador del capital inicial (b) sera de la forma

. Dj \NDi pj
7:1(1+%—5—B)1:1 0 }1:1(1+%)]:]'[}1:1(1 SB) . A partir

b - b+gj
de la hipotesis que Sp < b, de modo que los términos de orden superior de los
. S . .
cocientes —2— sean despreciables, el desarrollo de la expresion precedente

9j
puede ser aproximado de la siguiente forma:

n n

gj\PI Dj
||1 ) x21+S
(+b) +B_1b+gj

j=1 j

64 Este principio -sin otra justificacion que la que proporcionan los postulados del teorema de
eponimia de Stigler- hoy se conoce como la “estrategia de apuestas de Kelly” (Kelly (1956)
(ver Irwin (1967), Tijms (2004), Székely; Richards (2005)).

OSWhitworth (1901): “No hemos asignado un nuevo valor a la esperanza matemdtica (...)
Simplemente hemos determinado los términos de acuerdo con los cuales un individuo puede
comprar la expectativa de obtener una ganancia, de modo que, al cabo de un numero
suficientemente grande de repeticiones -cada vez sobre una escala proporcional al monto de su
fortuna previa a cada repeticion-, no resulte ni mds rico ni mas pobre” (p.246-247).
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Dado que, para n — oo esta sucesion es convergente, Whitworth obtuvo la
siguiente aproximacion:

Iy, (1+9)” -1

© pj

j=1 b+gj

Sp =

para valores de n suficientemente grandes. Aplicando este resultado al
problema de San Petersburgo obtuvo la apuesta:

1

Fa(1+5)7 -1

0 _ 2
J=1p+2i-1

SB=

que garantiza un equilibrio de largo plazo.

Timerding (1902), retornando a la teoria de Cramer acerca de la existencia de
una cota superior (f*) para f(y), propuso una funcion de utilidad hiperbolica

de la forma f(y) = f’:_yy, que combina las propiedades de la funcion acotada
con las de la funcion logaritmica de Bernoulli.

Por otra parte, a fin de contrastar el postulado de Czuber sobre la
independencia de la condicion de continuidad en la variacion de la riqueza de
las férmulas de Buffon, Timerding consideré la desagregacion de una
ganancia en dos ganancias sucesivas, g = g, + g, cuyos valores relativos

son Ly S T respectivamente. En el ambito de la interpretacion
b+g:”® b+gi1+g:

discreta, este procedimiento lo condujo a la incongruencia que el valor
91+t92 _ 91 92
b+gi+g2 b+gi1tg, b+gitg:
que la suma de los valores relativos, I =91 4 92  porel contrario,
b+g b+g, b+tgi+g:
de acuerdo con la definicion de esperanza moral (sin tomar en consideracion a
la constante) en el ambito de la interpretacion continua de Bernoulli, obtuvo

que:

relativo de la suma de las ganancias, era menor

b+g\  (b+g b+g1+9:\ |, (b+9:1+ 9
In =In +in(—F—Z) =In[——=
b b b+ g, b

Este resultado le permiti6 a Timerding demostrar que la aceptacion del
supuesto de continuidad de D. Bernoulli implica la soluciéon de Ia
contradiccion y, en consecuencia, que el postulado de independencia de
Czuber respecto de las formulas de Buffon era incorrecto.
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Desde un punto de vista estrictamente probabilistico la sustitucion del
principio de la razon insuficiente por la ley de los grandes niimeros como
fundamento del concepto de valor esperado se contintia con el analisis de las
soluciones dirigidas a especular acerca de la posibilidad de interpretar a la
esperanza matematica como una expresion cuantitativa que involucra
definiciones (neo-Niklausianas) de la probabilidad diferentes de la definicion
clasica®.

A partir de la definicion logicista Keynes (1921) (adoptando una posicion
neo-Niklausiana) intentd6 refutar “...la doctrina que las esperanzas
matemdticas de cursos de accion alternativos constituyen las medidas de
nuestros grados de preferencia” (p. 344). La aproximacion de Keynes
consistio, precisamente, en definir una teoria del vinculo parcial como una
generalizacion de la teoria del vinculo total de la légica deductiva® y
considerar a la probabilidad como un grado de ese vinculo parcial®®, de modo
que no es posible hablar de la probabilidad de una hipotesis sino solamente de
su probabilidad condicionada por una evidencia relacionada parcialmente con
ella®.

Esta propuesta lo condujo a un modelo en el que la probabilidad p(A/B) se
traduce en un grado de creencia racional representativo del grado de vinculo
parcial, concebido como una relaciéon (indefinida) entre una proposicion (4) y
un cuerpo de conocimiento (B) condicionada por la verdad de dicha
evidencia. Donde el evento A puede, en consecuencia, ser representado
mediante un subconjunto de su espacio muestral A € Q(w) formado por los
elementos w para los cuales una propiedad S es verdadera, A =
{w/S(w) es verdadera}, de modo que a cada proposicion S(w) del espacio
proposicional le corresponde un conjunto A en el espacio de eventos y
viceversa.

% T as soluciones neo-Danielianas, basadas exclusivamente en la teoria del valor, no seran
tratadas en este texto.

7 Keynes (1921): “Asi como en ciertas circunstancias podemos juzgar directamente que una
conclusion ‘se sigue’ de una premisa, la hipotesis que sostiene que a veces podemos reconocer
que una conclusion ‘se sigue parcialmente’ de una premisa o se basa en una relacion de
probabilidad con la misma, constituye una extension del supuesto original” (p. 52).

%8 Keynes (1921): “Si tenemos en cuenta que para conocer correctamente una conexion légica
entre un conjunto de proposiciones, a las que denominamos nuestra evidencia y que suponemos
conocidas y otro conjunto formado por las que denominamos conclusiones, debemos asignar a
estas ponderaciones mayores o menores de acuerdo con los fundamentos proporcionados por
las primeras (...) no resulta forzado describir este vinculo entre evidencias y conclusion como
una relacion de probabilidad” (pp. 5-6).

9 Keynes (1921): “Asi como ningun lugar puede ser intrinsecamente distante, ninguna
proposicion es en si misma ni probable, ni improbable. La probabilidad de dicha proposicion
varia de acuerdo con la evidencia presentada, la cual actia como si fuera su origen de
referencia” (p. 7).
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En la concepcion Keynesiana las relaciones de probabilidad entre un cuerpo
de conocimiento B y una conclusion consistente en una propiedad (o conjunto
de propiedades) A no siempre son cuantificables y en muchos casos ni
siquiera son comparables”’. Estas consideraciones lo condujeron a la
conclusion que, aun cuando se supusiera que las cantidades de bienestar
fueran medibles, las asignaciones de las probabilidades no siempre son
cuantificables y no toman en consideracion el estado del conocimiento, ni la
evidencia con que cuenta el observador, ni el riesgo asociado al juego. Keynes
postuld que, precisamente, esta no consideracion de que “...e/ gran riesgo de
la apuesta es lo que nos determina” (p. 352) es la razon del fracaso de la
definicion de esperanza matematica en la paradoja de San Petersburgo.

Sean G la posible ganancia del jugador B, p su probabilidad de ganarla y, en
consecuencia, Sg = E(Y) = Ggp su apuesta para participar en el juego,
Keynes definié el riesgo absoluto de B como Rp = qSp, de modo que el
riesgo relativo, q, queda definido como la probabilidad de perder la apuesta.
Luego, denotando por k la “tirada” en la cual la posible ganancia de B es

E(y) = %’ el riesgo absoluto asociado en el juego de San Petersburgo es Rg =

1\ n . , . . .
(1 — z_k)E el cual, si se supone un nimero infinito de “tiradas”, asume un

valor infinito. En realidad, la apreciacion de Keynes no es del todo correcta en
la medida que en el juego de San Petersburgo el riesgo relativo es proximo a
la unidad.

Keynes asimila la probabilidad p a un grado de creencia racional (igual para
todos los individuos) no simplemente a un grado de creencia individual. Es
decir, considera a las probabilidades como valores fijados objetivamente por
el observador los cuales son asimilables a las relaciones l6gicas conocidas por
intuicion, pero utilizando un concepto Platonico (metafisico) del término
“objetivo”, es decir, no referido a “cosas” del mundo material, sino a “algo”
en un supuesto mundo formado por ideas abstractas, similar al postulado por
los filésofos de Cambridge, que incluia ideas objetivas, cualidades éticas (con
la idea de virtud ocupando un lugar prominente) y entes matematicos.

Ramsey (1931) propuso una interpretacion de la probabilidad como grado de
creencia personal que difiere de la de Keynes en el supuesto de la existencia
de relaciones logicas de probabilidad como pares de proposiciones
perceptibles por el observador. Considera que solo es posible percibir las
relaciones logicas en casos de cierta complejidad, pero que habitualmente su

70 Keynes (1921): “Existen pares de probabilidades para los cuales no existe ninguna
comparacion posible entre sus magnitudes, que respecto a ciertos pares de relaciones de
probabilidad aunque no podemos medir la diferencia entre ellas, podemos asegurar que una es
mayor que la otra, y que en un tipo muy especial de casos puede adjudicarse un significado a
una comparacion numérica de magnitudes” (p. 34).
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percepcion en casos simples es imposible, lo que conduce a postular que la
intuicion logica no es adecuada para establecer la existencia de grados de
vinculacidon parcial ni para demostrar la satisfaccion por parte de la teoria
Keynesiana del sistema axiomatico de Kolmogorov.

La conclusion de Ramsey es que “...el grado de una creencia es una
propiedad causal de ésta, que puede ser expresada vagamente como el limite
superior a partir del cual estamos preparados para actuar sobre dicha
creencia” (p. 169).

Debe tenerse en cuenta que esta definicion subjetivista considera que la
probabilidad p corresponde siempre a eventos individuales y, cada vez que se
asigne una probabilidad, es necesario pensarla como subordinada a la
interpretacion que hace cada observador de un conjunto de informacion
particular. En este contexto, la condicion de equidad implica la indiferencia
entre ser uno u otro jugador, entre pagar o cobrar p para cobrar o pagar 1 ante
la ocurrencia de un evento E. Se dice en ese caso que la evaluacion de p es
“coherente” en cuanto que no coloca a ninguno de los dos jugadores en la
situacion de ganar con seguridad. Una restriccion que permite concluir que los
grados de creencia son personalmente racionales (al menos hasta el punto de
satisfacer dicha restriccion).

Completando esta definicion, de acuerdo con el teorema de Ramsey-de
Finetti, se denomina probabilidad de ocurrencia de un evento E, para un
individuo dado, al niimero real p(E) = p que representa la medida de su
grado de creencia personal en E y que puede ser interpretado como la
esperanza matematica de un juego con una ganancia unitaria posible en caso
de ocurrencia de E; es decir, como una apuesta de valor p sobre la ocurrencia
de E, que cumple la condicion de coherencia.

Este teorema y sus generalizaciones demuestran que, dado un grupo social
B = {B4, By, ..., By}, la posicion mas favorable en cuanto al cumplimiento de
la condicion de coherencia seria converger en una probabilidad intersubjetiva
o de consenso. No obstante, podria suceder que, en un grupo social, un
subconjunto mayoritario de sus integrantes conviniera en adoptar una
probabilidad de consenso y otro subconjunto (minoritario) asumiera
probabilidades subjetivas sobre la ocurrencia de un evento distintas de la
probabilidad intersubjetiva. Esta circunstancia no modifica el razonamiento
precedente y permite concluir, en primer lugar, que las probabilidades
intersubjetivas no deben reemplazar completamente a las probabilidades
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personalistas deFinettianas, que ambas son necesarias para una evaluacion del
grado de creencia de los individuos’.

Estos resultados conducen a la conclusiéon que, dado que inevitablemente en
todo grupo social existen individuos cuyos razonamientos son eminentemente
intuitivos o cuyos grados de creencia se basan en patrones logicos no-
estandar, el consenso Keynesiano nunca serd completo. De modo que se
puede concluir que ese grado de creencia singular compartido a nivel
universal es de existencia puramente ideal y que, en consecuencia, la
interpretacion intersubjetivista de la probabilidad puede ser considerada como
una definicién intermedia entre la interpretacion logicista del “joven” Keynes
y la personalista-critica de Ramsey-de Finetti.

Fechner tom6 de Quetelet la idea de la analogia entre el modelo de Laplace
sobre mecanica celeste y una fisica de la sociedad humana, es decir, de la
asimilacion de las leyes gravitacionales a las causas constantes que gobiernan
la sociedad en la que, al igual que las perturbaciones que afectan a los
fenémenos fisicos, las diferencias entre los individuos que la componen (las
cuales no deben ser interpretadas como desvios aleatorios del verdadero valor,
sino como “...la forma libre de reaccién del individuo ante un estimulo”” se
distribuyen de acuerdo con una funcion de probabilidades y se vuelven
despreciables si se considera un niumero suficientemente grande de individuos.
Estos postulados condujeron a Fechner al concepto de “objeto colectivo” o
“serie colectiva” al que definid como un conjunto de individuos heterogéneos
que varian aleatoriamente con respecto a un atributo comtin (en particular, un
atributo cuantificable), regido por leyes de naturaleza probabilistica. En su
expresion mas simple el colectivo puede ser considerado como una sucesion
de resultados obtenidos de una serie de observaciones repetidas en igualdad de
condiciones, cada una de las cuales admite so6lo dos alternativas posibles. Es
decir, matematicamente el colectivo puede ser considerado como aproximable
por una serie binaria infinita.

El concepto de objeto colectivo tuvo su culminacion en la reformulacion
realizada por Reichenbach (1935) y R. von Mises del concepto de
probabilidad “...a fin de reemplazar o complementar la rigida estructura
causal de la teoria clasica” (von Mises (1921, p. 427)).

"l de Finetti (1937): “...es posible demostrar que existen profundas razones psicolégicas que
hacen muy natural la concordancia exacta o aproximada que se observa entre las opiniones de
distintos individuos, pero no hay ningiin argumento racional, positivo o metafisico que pueda
dar a este hecho un significado que vaya mas alla de una simple concordancia de opiniones
subjetivas” (p. 152).

72 Heidelberger (1987, p.137)).
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Von Mises (1928) considera la necesidad de distinguir entre “colectivos
empiricos” (que pueden ser hallados en el mundo real que, por lo tanto son
observables y que, en consecuencia, estan formados por un nimero finito de
elementos) y “colectivos matematicos” (formados por una sucesion infinita de
elementos). De acuerdo con von Mises (1928), los colectivos empiricos
obedecen a dos principios fundamentales: i) La “ley de estabilidad de las
frecuencias estadisticas” y ii) la “ley de irregularidad” que postula la
aleatoriedad absoluta en la proyeccion de los atributos sobre los elementos del
colectivo.

Sea E € Q un atributo asociado a un colectivo. Supdngase que en los primeros
n elementos del colectivo el atributo E se presentd n(E) veces, de modo que

la frecuencia relativa del atributo E al cabo de n observaciones queda definida
n(E)

n
media que n crece, la frecuencia relativa se aproximara indefinidamente a un
valor fijo asimilable a la probabilidad de ocurrencia de E.

por . La ley de estabilidad de las frecuencias estadisticas establece que, a

Una de las principales objeciones a esta definicion frecuencista radica en lo
restringido de sus aplicaciones, dado que en muchos casos practicos es
imposible definir un colectivo empirico. Entre las numerosas modificaciones a
que se sometid a la interpretacion frecuencista a fin de eliminar esta
restriccion, la mas importante fue, indudablemente, la debida a Reichenbach
(1935), quien procurd obtener una definicion de probabilidad por una via
axiomatica y justificar el significado intuitivo de la misma. Con respecto a la
primera cuestion Reichenbach intent6 una solucion basada exclusivamente en
la teoria de conjuntos y en las operaciones logicas, obteniendo una definicion
de probabilidad (puramente formal) expresada como una relacion entre dos
clases de proposiciones.

En lo que hace al papel que desempena la intuicion en el analisis filosofico de
la probabilidad objetiva, tomando como punto de partida el supuesto
(contrario a la propuesta de von Mises) de que la interpretacion frecuencista
de la probabilidad podia ser generalizable a todas las aplicaciones del término
probable, Reichenbach intentd6 ampliar sus alcances a eventos no-repetibles,
mediante la definicion de las que se denominaron clases de referencia,
formadas por eventos similares al analizado y considerd a la teoria de la
probabilidad como una disciplina que calcula probabilidades desconocidas de
colectivos derivados a partir de probabilidades conocidas de colectivos
originarios. Pero esta generalizacion tropezo con la dificultad insalvable que
significa la imposibilidad de la determinacion de reglas de seleccion objetivas
universalmente aceptadas de los eventos que deben integrar dichas clases de
referencia.
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De todo lo anterior se deduce que, tanto la definicion de von Mises como la de
Reichenbach, a fin de evitar cualquier otro tipo de regularidad en las
sucesiones de eventos que constituyen su fundamento, intentaron proporcionar
a la relacion de probabilidad un contenido estrictamente matematico mediante
la imposicion de complicadas condiciones que, inevitablemente, restringian el
concepto de aleatoriedad total y demostraban que era imposible dar un
caracter matematicamente preciso a la nocion de “irregularidad absoluta™.

Reichenbach aplico estos conceptos al problema de N. Bernoulli pero, de
acuerdo con el método de series convergentes, propuso que la divergencia de
la esperanza matematica no es atribuible necesariamente a la forma de asignar
los valores a p, sino a la definicion de la funcion de pagos (que puede hacer
que el juego se transforme en no-equitativo cuando el nimero de jugadas
aumenta indefinidamente)”*.

10.2.5.- Propiedades
La esperanza matematica posee las siguientes propiedades:

1) Sea X una variable “degenerada” cuyo dominio es Q(X) = a y su funcion
de probabilidades es p(X = a) = 1. Entonces, serd E(X) = ap(X = a) = a.

2) Sea una variable Z = g(X) (donde g(X)eR;, X es una variable aleatoria
con dominio Q(X) y funcion de distribucion de probabilidades Fy(x)).
Entonces sera:

E(Z) = E[g(X)] = f 2dFy(7) = f 9GO dF(x) = f 9GO fy () dx

En el caso particular en que X sea una variable discreta, sera E(Z) =
2;9(x)p;-

En general, para una variable X de n dimensiones, se verifica que:

Elg(X1, X2, ., X)) = z Z z CICTRETRENE S | TN

Ji J2 Jn

E[g(Xl'XZr 'Xn)] =

73 Ver Borel (1939)(1949a)(1949b)(1950).
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- f f e f g(Xli Xz, "'lXTl) fX1'X2r"-JXn(x1’ X3, ...,xn)dxldxz ...dxn

3) Como corolario de la propiedad anterior, dada una variable aleatoria Z =
kX (donde k denota una constante) se puede concluir que:

E(Z) = E(kX) kxdFy (x) = kE(X)

= fn(x)

4) Sean dos variables aleatorias, {X, Q(X), Fx(x)} y {Y, Q(Y), Fy (y)}, y sea la
variable bidimensional Z = X + Y. Entonces sera:

E(Z)=EX+Y)= j f(x+y)dFZ(x+y)=
a(x) aly)

= f xdx f fxy(x,y)dxdy + f ydy f fxy(x,y)dxdy =
ax) o) o) Qx)

_ f xdFy () + f ydFy(y) = E(X) + E(Y)
Qx) Q)

Esta propiedad es generalizable a cualquier conjunto {X;,X,,..,X,} de
variables aleatorias:

EX i+ X, ++X,) =EX)+EX,) + -+ EX,)

A partir de estas propiedades se obtiene el siguiente corolario: Sea la variable
n-dimensional Z definida por Z = ¢(X;, X5, ..., X;,) (donde ¢ es una funcion
lineal). Se verificara que:

E(Z) = Elp(X1, X3, ..., Xp)] = @[E(X1), E(X3), ..., E(Xy)]
Ejemplo n° 22:

Sea una variable aleatoria X que sélo puede asumir valores positivos.
Entonces se puede escribir:

X—EX)

£ =EX)(1+Y)

X =EX) [1+
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X—E(X)
E(X)
Z=pX) = %, se verificara que:

De modo que E(Y) =E ( ) = 0. Luego, dada una variable aleatoria

E@)=E (%) =E [E(X)(ll + Y)] - E(lX)E (1 Jlr Y) )

LY U G DR T POY i e
“rn (1= i5w) w0 )|

y, dado que las variables Y2 y (1 +Y) pueden asumir solamente valores
2
positivos, sera E (11;_1/) > 0. Lo que permite concluir que el valor esperado de

la variable Z, definida como la transformaciéon no-lineal ¢ de la variable X

seratal que E(Z) = E (%) > ﬁ

5) Sean dos variables aleatorias independientes {X,Q(X),Fx(x)} y
{Y,Q(Y),Fy(y)} y sea la variable bidimensional W = XY. Se verificara,
entonces, que:

E(W) = E(XY) = f f xydFy (x,) = f f ) fx (O, ()ddy =
QXx) Q) QX) Q)

= [ xredx [ yhoidy = EOE®)
Qx) Q)

Esta propiedad es inmediatamente generalizable para cualquier conjunto
(X4, X5, ..., X,,) de variables aleatorias independientes:

E(Xy. Xy . Xn) = EQXEX) ... E(Xy)

Retornando al momento centrado mixto de orden (1,1), denominado
cominmente covarianza:

covX, V) =yX,Y) =1 (XY) = E{[X —EXOIY —EW]} =

= E(XY) — E[YE(Y)] — E[XE(X)] + ECOE(Y) = E(XY) — EQOE(Y)
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De la propiedad 5) se puede concluir que, si las variables son independientes,
la covarianza es nula. Ahora bien, que la covarianza sea nula no implica que
las variables sean independientes, s6lo implica que no estan relacionadas
linealmente (es decir, que no estan relacionadas en los momentos de primer
orden solamente). Cuando y(X,Y) > 0 se dice que la relacién entre las
variables es positiva o directa. Esto ocurre cuando en el valor esperado
E{[X — E(X)][Y — E(Y)]} prevalecen las diferencias X — E(X) e Y — E(Y)
del mismo signo; en otras palabras, cuando tendencialmente, a valores grandes
de X corresponden valores grandes de Y. Viceversa, cuando y(X,Y) < 0, se
dice que la relacion entre las variables es negativa o inversa.

Ejemplo n° 23:

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcion de densidad
conjunta de la forma:

1
f (xy)—{g(x"')’) para 0<x<20<y<1
XY \\\ -

0 en cualquier otro caso

Las funciones de densidad marginales estan definidas por:

1 1
1 2x +1
£ = [ furGoddy =3 [+ pdy ==
0 0
2 2
1 2
) = [ oGy =3 [+ ydr =50+ D)
0 0
Las correspondientes esperanzas matematicas son:
2 2
1 11
EX) = fxfx(x)dx =gf x(2x + Ddx = 5
0 0
1 1
3 5
B0 = [ 0y =3 [ v+ Day =3
0 0

y la covarianza esta dada por:
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y(X,Y)=E[<X—19—1> —— =—f y—— dyf2 (x+y)dx
0 0

1

2 1
=57 (y——)( 2y + dy = ~81
0

Es decir que entre las variables X e Y existe una correlacion lineal inversa.

6) Sean X e Y dos variables aleatorias id, con funcion de distribucion F (u),
sea una variable bidimensional Z = (X,Y) con funcion de distribucion F;(z)y
sea g() una funcion real. Si se verifica que y[g(X), g(Y)] = 0 (suponiendo
que la covarianza exista), se dice que entre las variables X e Y existe
“dependencia funcional positiva”.

En general, dada una variable aleatoria n-dimensional X = (X, X5, ..., X,,)
con funciones de distribucion Fy, (x1) = Fx,(x;) = - = Fx, (x5) = F(u) y
Fx(x) y una funcion realh(-), si se verifica que:

E[ﬁ[hos-) = [ Jeco)

se dice que entre las variables marginales existe “dependencia funcional
positiva” (en particular, si n es impar la funcién h(-) deber observar la
condicion de ser no-negativa).

7) Sea una variable aleatoria n-dimensional X = (X3, X, ..., X;,) y sean g, (X)
y g2(X) dos funciones reales crecientes respecto de cada componente del
vector X, si se verifica que:

Elg1(X)g.(X)] = E[g:(X)]E[g,(X)]

es decir, que y[g(X),g(Y)] =0 (suponiendo que los valores esperados
existan), se dice que X es una variable “asociada positivamente”’,

74 Debe tenerse en cuenta que, para distribuciones no-Normales multidimensionales, las
medidas de asociacion mas adecuadas son los coeficientestde Kendall y p; de Spearman.
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Como corolario se puede concluir en forma inmediata que esta condicion
también se verifica para 5, — 1, siempre que los valores esperados existan.

Esta condicion de asociacion implica la condicion de dependencia de ortante
positiva. Se demuestra, ademas, que cualquier subconjunto de X también esta
asociado positivamente’

8) Tomando como punto de partida la desigualdad:

il w0 (ab>0ap>0ielo)
a ﬁ a— al !arﬁ la b_

Supénganse dos funciones, g; y gs, tales que E[|g; (X)|*] = E[lg,(X)If] =

176, Haciendo en la desigualdad anterior a = g;(X) y b = g,(X), se obtiene
que:

Ellg1(X)g. (X[ < E

lg: CO1* |.92(X)|B] _
+ =
a B

1 1
= L Ellgs (011 + 5 E[lg (01F] =

1 1
= 27 = 1= Bllg, GO + (B, 01

En particular, para ¢ = = 2, se obtiene la desigualdad de “Schwarz-
Holder”:

{E[g:(X)g.(X)1}? < E{lg:CO1*3E{[9.(01%}

En esta demostracion se ha supuesto implicitamente que los valores esperados
que figuran en el segundo miembro son finitos y distintos de cero. En el caso
en que uno de los dos sea nulo —por ejemplo, el primero-, entonces g, (X) = 0
y, por lo tanto, se anulara también el primer miembro. Si uno de los dos fuera
infinito y el otro distinto de cero, el segundo miembro sera infinito vy,
entonces, se verificaria la desigualdad.

75 Ver Esary; Proschan (1972), Yanagimoto (1990), Schriever (1987).
76 Si esta condicién no se verifica se puede utilizar una normalizacién g*(X) de la forma

0
* X = g X
9 = o
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Sea una distribucion de probabilidades discreta {xj,pj} y sean las

_1 -1
transformaciones gl(xj) =Yip; /a y 92 (xj) = Zjp; /e (donde §+ % =1).

Entonces, como corolario de la demostracion anterior, sera:

> il = Y 191(5) 92| = Ellgs (g, (01l <
j j

< (lg: )| el g, (X)) 78 =

1/5

Ye
B
=D 1a ) ps| Dl v
J J
Es decir, se demuestra que:

Ya
B
Zly,-zjl = Z|3’j|a 2|Zj|
j j j

Con un razonamiento analogo, para distribuciones continuas, se demuestra
que:

1/[5'

f|fX1 (0 f, (0)]dx <

< [[itmeoras] [ firra] " [[Imwle]

9) La desigualdad de Minkowsky:

Sean dos variables aleatorias, X e Y, para a > 1, se verificara que:

E(X+Y|*)=E(X+Y||IX+Y[* ) <E(X|IX +Y|* T+ |Y]||X +Y|*"1)
=E(XIIX +Y[*" D)+ E(YIIX + Y[

Aplicando la desigualdad de Schwarz-Holder a las dos esperanzas
matematicas que figuran en el segundo miembro, dado que %+% =1 (es

decir que § = ﬁ), resulta que:
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EQIX + Y1) < [E(X|9] Ya[E(IX + ¥|@D8)] 78 4
+E(IY|9)]a[E(1X + Y|(“-1)ﬁ)]1//3 =

:{[E(|X|a)]1/a + [E(ly|oc)]1/a} [E(|X + Y|%)](@-D/a

Multiplicando miembro a miembro en esta expresion por [E(|X +
Y|%)](@~1/« se obtiene que:

E|(X + 1) Ye| < [EQAXI]Ye + [E(IY|%)] Y

9) Sea una variable aleatoria que puede asumir valores no-negativos y sea s un
numero real positivo, aplicando, entonces el teorema de Fubini, se puede
escribir’’:

©o co x+
E(|X|5) = E(X%) = f xSdFy(x) = f f susTldu |dFy(x) =
0 0 \0
= f sus™1 deX(x) du :f sxST1[1 — Fy(x)]dx
0 0 0
A partir de esta expresion se obtiene, en particular, que:
0 oo
EX) =— fFX(x)dx +][1 — Fy(x)]dx
—00 0

siempre que las integrales que figuran en el segundo miembro no sean ambas
infinitas.

Asimismo, si la variable X es tal que solo puede asumir valores enteros no-
negativos, para s = 1 y repitiendo para la suma el procedimiento utilizado en
la demostracion precedente, se puede escribir:

77 La inversion del orden de integracion que postula el teorema de Fubini es posible dado que la
funcion integrando en no-negativa (ver Sec. 9).
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E(X)=ijp,-= pj=iipj=2p(xzj)

o J
j=0 j=1i=1 i=1 j=i j=1

Como corolario de esta expresion, dadas dos variables aleatorias, X e Y, que
s6lo pueden asumir valores enteros no-negativos y tales que Fy(j) = Fy(j). Si
los correspondientes valores esperados existen, se obtiene que E(X) < E(Y).
Asimismo, si las variables X e Y son tales que pueden asumir cualquier valor
real no-negativo, entonces se verifica que E(X%) < E(Y®)(s > 0).

Ejemplo n° 24:

Sea una variable aleatoria X con funcion de densidad de la forma:

k para -1<x<1
fx() =4k .
pory para cualquier otro valor de x

Dado que la funcion de densidad es simétrica, se puede escribir:

[ee) [o] 1
f (x)d —kad +fkd —[Zklr+2k—2k+2k—8k—1
fx(jdx =2 | “Zdx =135, ~3 —3 "
1 -1

y como por definicion se debe verificar que ffom fx(x)dx = 1, debe ser k = g.

Se desea determinar el intervalo (-a,a) para el cual se verifique que
f_aa fx(x)dx = 0,90. Dado que f_ll fx(x)dx = %f_ll dx = %’ se debe elegir un

valor de b tal que:

b b
311 61
: fx_4dx ZdFdx — 0,90 — 0,75 = 0,15
—b 1
[ 1]*’_1 1 15
4x3], T 4 4p3 T 7

Es decir, sera b = 1,357.

Teniendo en cuenta la simetria de la funcién de densidad, el valor esperado de
X puede ser definido de la siguiente forma:
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o 0 o

E(X) = fxfx(x)dx: fxfx(x)dx+fxfx(x)dx

— —o0 0
0 [S) 0 0
= f—xfx(—x)d(—x)+fxfx(x)dx = fxfx(x)dx+fxfx(x)dx =0
—o0 0 0 0

Notese que este resultado depende solo de la propiedad de simetria, fy(x) =
fx(—=x), es decir que puede ser considerado valido para toda distribucion de
probabilidades continua simétrica con respecto al valor x = 0.

Ejemplo n° 25:

Sea una variable aleatoria X con funcidon de densidad de la forma:

(1
JE para 0<x<1

=<1
fx () 2 2<x<4
0 para cualquier otro valor de x

Se verifica, entonces, que:

4
P(x>1)=p(x>2):f%dx:E]z:%
2

4
1 x4 1
p(x>3)—f1dx— [1]3 —Z
3
La esperanza matematica de X sera entonces:
1 4
E(x)—lf d +f dx =~
=5 | xdx xdx =
0 2

10.2.6.- La dominancia estocastica en la controversia entre la axiomatica
de von Neumann-Morgenstern y el planteo de Allais

A partir del concepto que el orden de preferencia entre distintas alternativas en
condiciones de incertidumbre se basa en la maximizacion de la esperanza
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moral, von Neumann; Morgenstern (1953) plantearon un fundamento
axiomatico de la teoria del valor.

Tomando como punto de partida la nocion de “conjunto de indiferencia”
como aquél formado por las combinaciones de utilidades posibles que no
generan preferencias entre si, definieron (a partir de la funcion de utilidad
ordinal de los neocléasicos) una funcion de utilidad cardinal que preserva el
orden (lineal) de las preferencias, valida s6lo bajo ciertas condiciones
resumidas en los siguientes axiomas:

Axioma 1: Los conjuntos de indiferencia estan ordenados de acuerdo con una
relacion de preferencias, de modo que ésta satisface las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Axioma 2: El conjunto de utilidades es continuo en-probabilidad. Es decir, si
existe una preferencia entre las utilidades y; e y,, entonces existe la misma
preferencia entre la apuesta a integrar para participar en un juego cuyos
resultados posibles son y; (con probabilidad p) e y, (con probabilidad 1 — p).

Axioma 3 (de aditividad): Si existe una preferencia entre y; e y,, entonces
existe la misma preferencia entre la apuesta a integrar para participar en un
juego cuyos resultados posibles sony; (con probabilidad p) e y, (con
probabilidad 1 —p) y otra apuesta para participar en un juego cuyos
resultados posibles son y; (con probabilidad p) e y (con probabilidad 1 — p).

Axioma 4 (de independencia fuerte): Si existe una preferencia entre y, y
una apuesta (r;) para participar en un juego cuyos resultados posibles son y;
(con probabilidad p;) e y, (con probabilidad 1 — p;), entonces existe la
misma preferencia entre una apuesta r, para participar en un juegos cuyos
resultados posibles son y, (con probabilidad p,) ¢ y (con probabilidad 1 —
p2) Yy otra apuesta para participar en una juego cuyos resultados posibles son
un billete de loteria (r), que ofrece la posibilidad de ganar y;, con

probabilidad p, y de ganar y con probabilidad 1 — p,78.

La funcion de los tres primeros axiomas, los cuales estan vinculados con los
supuestos de completitud y continuidad de las preferencias, consiste en
establecer la existencia de una funciéon de preferencias continua sobre las
distribuciones de probabilidades. El ultimo axioma, que es condicion
necesaria para lograr la no-condicionalidad de la probabilidad, estd vinculado

78 Si bien este axioma no figura en von Neumann; Morgenstern (1953), de acuerdo con
Malinvaud (1952), se encuentra implicito en su formulacion preaxiomatica. Una version previa
de este axioma puede ser hallado en Marshak (1950), Manne (1952) y Samuelson (1952).
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con los supuestos de monotonicidad y linealidad de la funcion de preferencias
sobre un conjunto de distribuciones de probabilidades.

La condicion de linealidad determina una doble implicacion entre el
cumplimiento del axioma de independencia y el criterio de decision basado en
la maximizacion de la esperanza moral. En otros términos, implica que el
axioma de independencia constituye una condicion necesaria y suficiente para
justificar el criterio de seleccion de las preferencias mediante la maximizacion
de la utilidad esperada. En la primera parte del axioma 4 la comparacion sera
entre E;(Y) y:

E5(Y)=r=yip1 +y:(1 —=p1) = O0h —y2)P1 + 2
En la segunda, la comparacion sera entre:
E3(Y) = yop, +y(1 = p2) = 2 = y)p2 +y
Y,
Ex(Y)=rp; +y(1 —p2) = [yap1 + y(A —p)lp2 + y(1 —p2) =
=01 —y)pp2 +y

De modo que si el jugador prefiriera E; (Y) a E;(Y) (E5(Y) a E;(Y)), deberia
preferir E3(Y) a E;(Y) (E;(Y) a E3(Y)). Es decir, si se verifica que y, >
yip1 + y(1 —p;), entonces se deberia verificar que y, > y;p; +
y2(1—p) O <y, <y).

Esta relacion entre el orden de preferencias y las utilidades esperadas que
impone el axioma de independencia haciendo abstraccion de la forma de la
funcion de utilidad, hizo que la seleccion de este orden se basara
habitualmente en comparaciones entre los valores esperados y los momentos
centrados de segundo orden de las distribuciones de probabilidades”. Sin
embargo, debe tenerse en cuenta que, dado que en general la esperanza moral
es una funcion de la sucesion completa de momentos de la distribucion de
probabilidades, la definicion de una regla de seleccion a partir de los dos
primeros momentos, exclusivamente, solo es valida para un conjunto limitado
de funciones de utilidad o para clases muy especiales de distribuciones de
probabilidades. Por ejemplo, si la funcion de utilidad es cuadratica, el calculo
de la utilidad esperada involucra a la esperanza matematica y al momento
centrado de segundo orden. En términos mas generales, Markowitz (1959) y
Richter (1960) demostraron que, si la funcion de utilidad esta definida por un

7 Ver Markowitz (1959), Tobin (1958)(1965).
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polinomio de grado k, entonces deben ser considerados los k primeros
momentos naturales. Ahora bien, si dos distribuciones difieren en todos esos k
momentos, entonces la definicion del orden de preferencias requiere el
conocimiento de las magnitudes y de los signos de las k derivadas de la
funcion de utilidad, lo cual implica numerosas restricciones sobre dicha
funcion con la consiguiente pérdida de generalidad de los resultados™.

La mal llamada paradoja de Allais constituye una prueba de que el cuarto
axioma, en la practica, tiende a ser violado sistematicamente, generando un
comportamiento de los jugadores frente al riesgo inconsistente con la ya
mencionada hipotesis de maximizacion de la utilidad esperada y la linealidad
de las preferencias sobre las probabilidades®'.

La cuestion fundamental inherente a la controversia entre la axiomatica de
von Neumann-Morgenstern y el planteo de Allais se refiere a la cuestion de la
preservacion de orden de preferencias entre un evento cierto y uno incierto
cuando ambos se transforman en inciertos.

De acuerdo con la propuesta de Friedman; Savage (1948), dadas una variable
aleatoria unidimensional Y con dominio Q(Y) = {y;, V5, ..., ¥n}, que
representa el conjunto de utilidades posibles, tal que sus valores observan el
siguiente orden y; > yj;, si { > j y dos asignaciones de probabilidades sobre
dichos resultados, m;(p;) y m,(p;), tales que m;(p;) es estocasticamente
dominante respecto de m,(p;), entonces se demuestra que es posible definir
un orden de preferencias basado en las esperanzas morales:

B0 = ) yim@) > ) yim @) = Ei (1)
i=1 i=1

sin importar la forma que asuma la funcién de utilidad®*.

Supoéngase, en particular, una funcion de utilidad y(x), continua y con
derivada primera continua y positiva en el intervalo [x;,x,] y dos
distribuciones de probabilidades, ¢;[g(y)] v ¢2[g(y)] sobre un intervalo
finito Q(X), se demuestra que, si ¢,[g(y)] es estocasticamente dominante de
primer orden respecto de ¢,[g(y)], entonces @,[g(y)] sera débilmente

80 La debilidad de los métodos que involucran comparaciones de valores esperados y momentos
centrados de segundo orden exclusivamente se manifiesta, por ejemplo, en la definicion de la
frontera eficiente de Markowitz.

81 Que constituya una prueba de que el cuarto axioma, en la practica, tiende a ser violado
sistematicamente, implica reconocer que la paradoja de Allais no es una paradoja, sino que
representa un razonable sistema de preferencias.

82 Ver Sec. 9.
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preferida a ¢,[g(y)]. Es decir, si se verifica que las funciones de distribucion
G1(x) y G,(x) son tales que G,(x) < G,(x) (para todo xeQ(X)), entonces
sera E5(Y) = E{(Y). De la misma forma se demuestra que la condicion
G,(x) < G1(x) (para al menos un valor de X) es necesaria y suficiente para
poder asegurar que ¢, [g(y)] sera estrictamente preferida a ¢4[g(y)] y, por lo
tanto, que E;(Y) > E;(Y). Viceversa, si ¢,[g(y)] es preferida a ¢,[g(y)]
para toda funcion de utilidad, entonces ¢;[g(y)] es estocasticamente
dominante de primer orden respecto de ¢,[g(y)] y, en consecuencia E;(Y) >
E{(Y). La condicion necesaria y suficiente para la preferencia estricta es que
las distribuciones ¢1[g(y)] y ¢,[g(y)] no sean idénticas.

Dado que las variables Y* (s =1,3,5,...; YeQ(X )) son funciones monoétonas,
se puede concluir en forma inmediata que, si @;[g(y)] es estocasticamente
dominante de primer orden respecto de ¢@,[g(y)], entonces todos los
momentos naturales de orden impar de la distribucion ¢,[g(y)] son mayores
o iguales que los respectivos momentos de ¢,[g(y)]. En particular, si el
dominio Q(X) incluye solamente valores no-negativos, entonces todos los
momentos naturales de ¢,[g(y)] seran mayores que los correspondientes
momentos de ¢4 [g(y)].

Asimismo, si se considera una funcion de utilidad marginal no-creciente, mas
precisamente una funcion de utilidad con derivada de primer orden continua y
positiva y derivada de segundo orden continua y menor o igual que cero en un
intervalo [xq, x,,] (es decir una funcion representativa de una aversion débil al
riesgo), se demuestra que la condicidon necesaria y suficiente para poder
asegurar que ¢,[g(y)] sera, al menos, tan preferida como ¢4[g(y)] -es decir
que E;(Y) = E;(Y)- es que m;(p;) sea estocasticamente dominante de
segundo orden respecto de 7, (p;), es decir, que:

Z?:l F,(yp)Ay; < Z;{:1 Fy(y)Ay;.

Como corolario de este resultado se obtiene entonces que, contrariamente a lo
que ocurre en la dominancia de primer orden, la condicion de dominancia de
segundo orden no impone ninguna restriccion sobre las magnitudes relativas
de los momentos de orden superior.

A partir de estos resultados, se puede concluir que: i) la condicién de
dominancia de segundo orden permite un ordenamiento de las preferencias de
alcances mas generales que la dominancia de primer orden; ii) la dominancia
de primer orden es la condicion mas débil para garantizar un orden de
preferencias entre dos opciones alternativas para toda funcidén de utilidad
continua con derivada de primer orden continua y positiva en el dominio
Q(Y); iii) dado que la experiencia indica que los jugadores tienden a
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sobrevaluar las probabilidades pequenas y a subvaluar las probabilidades
proximas a la unidad® para valores de p; por debajo de una cierta cota, m(p;),
es una funcidén coéncava de p;; iv) es de esperar que todo jugador cuya
estrategia de decision se base en la maximizacion de la esperanza moral
subjetiva prefiera una distribucion de probabilidades estocasticamente
dominada; v) dado que las preferencias no son lineales en las probabilidades
m(p)84, la esperanza moral subjetiva no satisface la condicion de
monotonicidad en el sentido que cualquier maximizacion individual de la
esperanza moral subjetiva generard necesariamente una preferencia por
distribuciones dominadas y vi) la no-linealidad de m(p) no esta caracterizada
por la forma de la funcion de utilidad exclusivamente y, en consecuencia los
principales resultados de la teoria de la utilidad esperada (como por ejemplo,
la caracterizacion de la aversion al riesgo por la concavidad de la funcién de
utilidad) no pueden ser aplicados.

De acuerdo con la teoria de la dominancia estocastica, la paradoja de Allais se
genera: i) por la tendencia de los individuos a evaluar la preferencia del par de
ganancias posibles estocasticamente dominante de acuerdo con una funciéon de
utilidad mas adversa al riesgo que la utilizada para evaluar la preferencia del
par dominado y ii) por la aplicacion del “efecto certeza” de Kahneman;
Tversky (1979) y del efecto “coeficiente comun” de MacCrimmon; Larson
(1979)% segtin el cual, si un individuo con una fortuna inicial dada es
indiferente entre una probabilidad m;(p) de ganar un monto x; y una
probabilidad m;(p)m,(p) de ganar x,, entonces preferira débilmente una
probabilidad m; (p)m,(p)m3(p) de ganar x, a una probabilidad m;(p)m3(p)
de ganar x.

10.3.- Otras medidas de posicion
Otro valor tipico de la posicion de una variable aleatoria es la “mediana”,

definida como el valor de la variable (x;,.) que divide a la funciéon de
probabilidades en dos partes iguales. Es decir, el valor de x tal que:

PX < Xme) <5 S PX < Xipe)

N| =

8“Los jugadores, cuando apuestan, prefieren algunas probabilidades a otras (..) Las
preferencias no pueden ser explicadas mediante la hipotesis de la utilidad esperada” (Edwards
(1962, p. 110)). Ver Preston; Baratta (1948), Griffith (1949), Sprowls (1953), Nogee;
Lieberman (1960).

8% Una afirmacion basada en estudios empiricos sobre el comportamiento en condiciones de
incertidumbre que comenzaron con los experimentos de Preston; Baratta (1948), Griffith
(1949), Edwards (1953)(1954), Sprowls (1953).

8 La “Paradoja de Bergen” que figura en Hagen (1979, pags. 278-279/290-292), es un caso
particular de este efecto (ver también Allais (1979), Tversky (1975)).
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Si la funcion Fy(x) es continua, siempre existira un valor x = Xx,,, tal que

1
FX(xme) = e

De la misma forma que se define la mediana es posible definir otros valores
tipicos de la posicion de la variable denominados “cuantiles”, que dividen a la
funcion de probabilidades en un cierto nimero de partes iguales. Interesan, en
particular, los denominados “cuartiles” (xq,,Xq,,Xg,), que dividen a la
distribucién en cuatro partes iguales:

p(X < le) <-< p(X < le)

p(X < xQz) <=-< p(X < xQZ)

[CY (SN N

3
p(X < xQ3) < 7 < p(X < xQ3)

y los denominados deciles (xdj, j=1,2,..,9) que dividen a la distribucion en

diez partes iguales, p (X < xd].) < % <p (X < xdj) G=12..9).

bR TS

Otra medida de posicion es el valor central llamado “modo”, “moda” o “valor
modal”, definido por el valor de la variable (x,,,) al cual le corresponde la
mayor probabilidad.

Ejemplo n° 26:

Sea X una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidades de la
formap(X = x) = %(x = 1,2,...,n). Para n impar se tiene que:

( <n+1)_ ( <n+1 1)_n—11<1
P\Xs—H)=P\*=73 T2 n 2

= >
2 n 2

( < n+ 1) n+11 1
x < = -
P 2
Es decir, existe un unico valor, X,,, = %, que satisface la definicion de
mediana.

n+1

. . . n
Si n es par, todos los valores de X comprendidos en el intervalo SSx<—-
satisfacen la condicion de la mediana.
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10.4.- La varianza
10.4.1.- Definicion

Una clase de momentos particularmente apropiada para caracterizar la
“forma” de la concentracion de los valores de la variable alrededor de su valor
central es la de los momentos centrados o con origen en la esperanza
matematica. En especial el momento centrado de segundo orden define una
medida del grado de dispersion de los valores de la variable con respecto a su
valor esperado denominada “varianza” o “desvio medio cuadratico”, u,(X) =
0%(x) = E{[X — E(X)]?}. Desarrollando en esta ecuacién el binomio al
cuadrado se obtiene la siguiente expresion de la varianza en funcion de los
momentos naturales:

02(X) = E(X?*) + [EX)]* = 2E(XEX) = E(X?) = [E(X)]?
=my(X) — [m(X)]?
De esta relacion se concluye que E(X?) > [E(X)]2.

Esta medida, por ser un momento de segundo orden, posee una dimension
distinta a la de la variable. Para solucionar este problema se define, entonces,
otra medida —denominada “coeficiente de dispersion” o “desvio estandar”-

igual a la raiz cuadrada positiva de la varianza, g (X) = ++/u, (X).

Tanto la esperanza matematica como el coeficiente de dispersion estan
estrechamente vinculados al sistema cartesiano de referencia de la variable
aleatoria. Asi dada una traslacion de la variable, su esperanza matematica se
vera afectada en la misma medida y, dada una modificacion de su unidad de
medida, su coeficiente de dispersion se vera afectado en forma
correspondiente. Sea, por ejemplo, una variable aleatoria X con valor esperado
E(X) y varianza ¢2(X). La variable:

_X—-EX) X EX)
T aX)  o(X) oX)

-denominada “estandarizada” o “tipificada”- posee valor esperado nulo y
varianza igual a uno. La importancia practica de esta transformacion radica en
la posibilidad que brinda de comparar la forma de las distribuciones de
probabilidad correspondientes a variables diferentes.
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Ejemplo n° 27:

Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidades de la
forma:

X P(X)
-1 1/20
0 7/20
5 3/20
7 3/10
9 3/20

Sus momentos naturales de primero y segundo orden estan dados por:

me) = E(0) = ) xpy =

L

-0 (g5) +0g5) + 5 ) + 7 () + o ) 70

my(X) = inzpi = (-1)? (2—10) + 02 (2—70) +5 (%) + 7(%) + 8(%)

L

Los correspondientes momentos centrados seran:

100 = 200 = ) [ = EQOPp; =

i

1 3 3 6 3
— (1 —4)2__ — a2 — 122 — a2 __ — 2
=(-1-4) 20+(0 4) 2O+(5 4) 20+(7 4) 20+(8 4) 20

1 3 3 6
— (-1 —4)3— _ 3> _ 13> _ 43
us(X) = (-1-4) 20+(O 4) 20+(5 4) 20+(7 4) 20t

166

3
43— = = _
+(8—4) 20~ 20 8,3
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1 3 3 6
XN=(-1-9)*"—=+0-)*"—+G-D'—=+ (7 -4)*—
Ha() = (F1= Do+ (0= D 2o+ (5 =D o+ (7= Do+

rE-)t— =222 7100
20 20 ’

Ejemplo n° 28:

Sea una variable aleatoria X con distribucion de probabilidades de la forma:

0 para x<a
1

fX(x)z bT a<x<b
0 x=b

Se obtiene en forma inmediata que:

bt 1 b bs+1 _ as+1
E(X®) = $ dx =—— | x%dx = ———F——
()= [ xopecode == [ xeax e
—00 a
En particular, sera:

2 _ 2
m(X)=E(X)=b a :b+a

2(b—a) 2
0 = b? — a? _b2+ab+a2
A =3 —a) 3
_ b-a)?

Por lo tanto, serd a%(X) = m,(X) — [m(X)]? =

Ejemplo n° 29:
Sea una variable aleatoria X con distribucion de probabilidades de la forma:

1
bv2m

La esperanza matematica esta definida por:

1/x—a

e“E(T)Z (—o0 < x < )

fx(x) =

o) o)

E(X) = fxfx(x)dx =b_ fxe_%(%)z dx

—00 —00
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. .y . ., X—a .
Aplicando en esta expresion la sustitucion - = U.se obtiene que:

1 v u? b w21 ®
EX=—fub+a e_Tdu=—e_7] +a=a
*) Vam . ( ) V2m o
Asimismo, el momento natural de segundo orden esta definido por:
E(X?) fw 2 fy () dx = — fw 2e73(59 4
= | x x)dx = —— | x%e 2 X
A X bv2m A

Aplicando la misma sustitucion que en el caso anterior, se obtiene que:

1 r u?
E(X?) =— f(ub +a)e zdu=
v2n_
1 b u2 b u2 b u2
= ——|b? f u?e 2z du + a? f e zdu+ 2ab f ue zdu
V2m ~ ~ ~
e integrando por partes resulta que:
M 'Ll.2 'Ll.2 ®
f ue z2du = [9_7] =0
v uz 'Ll.z ® M uz
f u?e zdu = [—ue_T] + f e zdu=V2n

Es decir, que E(X?) = m,(X) = b%? + a®. Luego, serd o2(X) = my(X) —

[m(X)]? = b2.

10.4.2.- Propiedades

A partir de su definicion, es posible enumerar las siguientes propiedades de la

varianza:

1) La igualdad E{[X — E(X)]?} = E{|X — E(X)|?} = 0 se verifica si y sélo si
X — E(X) =0, es decir, si X = E(X) o, lo que es lo mismo, solamente si X es
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una variable que puede asumir un valor Unico que, obviamente, coincidira con
su valor esperado.

2) Sea una variable aleatoria X tal que su momento natural de segundo orden
sea finito, m,(X) = E(X?) < oo, y por lo tanto, tal que E[(X — k)?] < oo.
Entonces, se puede escribir:

E[(X —k)?] = E{[(X - EC0) + (E) - 0]} =
= E{[X — EX)1?} + E{[E(X) — k]*} + 2E{[X — ECOIE(X) — k]} =
=a2(X) + [E(X — k)] + 2[E(X) — K]E[X — E(X)] =
=a?(X) +[EX) — k]? = 0%(X)

Lo cual demuestra que los momentos de segundo orden de la forma E[(X —
k)?] asumen su valor minimo cuando los desvios estan calculados respecto de
la esperanza matematica de la variable (k = E(X)). Se dice, entonces, que
E(X) define el centro de segundo grado de la variable X. En general, se
denomina centro de grado s (s > 0) de la variable X al valor ks que minimiza
la expresion E(|X — k|®).

De la misma forma que se demostro que, con respecto a la varianza, el valor
esperado es un centro de grado dos, se puede demostrar que la mediana es un
centro de grado uno: Sea k > x,,., dividiendo la recta en tres intervalos, se
tiene que:

E(IX = k) = E(IX = xmel) =

Xme k
- f 1y = kI = 1y = xmel) dFy (y) + f(ly—k|—|y—xme|>dFy<y)+
—00 Xme

n f 1y = kI = 1y = Xme ) dFy ()
k

Ahora bien, se verifica que:
paray < xpme: |y —kl =1y —Xmel = (7 = k) = (Xme —¥) =k — Xppe

para xXme <y < k: |y_k|_|y_xme|z(y_k)_(y_xme)z
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=K —Xpe — 2V 2 Xpe — k
paray <k |y —kl=1y—Xpel = — k) = (¥ — Xme) = Xme — k
Luego, se puede escribir:
E(1X — k) = E(IX — xmel) = [k — Xmelp(X < xpe) +
+ [Xme — klp(tme < X < k) + [xppe — klp(X = k) =
= [k = Xmelp(X < xpe) = [k = Xme {p(X < Xpe) =1+ (X < xe)} =
= [k = xmel[1 = 2p(X < xpme)]

De acuerdo con la definicion de mediana que figura en la Sec. 10.3, se verifica
que 1 —2p(X < xppe) = 0. Es decir, que E(|X —k|) = E(|X — xppel). Una
demostracion similar se obtiene para k < x,,,,. Luego, se puede concluir que
la expresion E(]X — k|) asume su valor minimo para k = x,,,,.

Las propiedades 1) y 2) explican por qué la varianza ocupa un lugar
preponderante en el analisis de las variables aleatorias. El hecho que se anule
solamente si X es una variable degenerada ha motivado su adopcion entre
todos los momentos centrados como la medida optima del grado de
dispersion. Ademas, es el momento de menor orden que posee la propiedad
2). Debe agregarse a todo esto la simplicidad de su tratamiento la cual, como
se vera oportunamente, se deriva de la propiedad de aditividad para variables
aleatorias independientes. En realidad, todo momento de la forma E(|X —
E(X)|®) es apto como medida del grado de dispersion de una variable
aleatoria. La varianza tiene la ventaja de evitar las complicaciones que surgen
de la utilizacion del valor absoluto.

3) Sea una variable aleatoria X y una constante k. De acuerdo con la
definicion de varianza, sera:

o2(kX) = E{[kX — E(kX)]?} = E{k?[X — E(X)]?} = k?d?(X)
4) Propiedad de aditividad para variables aleatorias independientes
Sea una variable aleatoria bidimensional Z = X + Y. Por definicion sera:

d?(Z)=c*X+Y)=E{{(X+Y)-EX+Y)]*} =

= £ {[(x = EC0) + (v - ED)} =
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= E{[X — ECOI*} + E{[Y — E(V)]?} + 2E{[X — EQOIlY — E(N)]}
Es decir:
d?(X+Y) =0%X) +0%(Y) +2y(X,Y)
Generalizando esta demostracion, sea una variable aleatoria de n dimensiones,

Z =X, X, +- 1 X,, se verificara, entonces, que:

n

(D) =P £ Xy £k Xe) = ) P K) £ Y y(Xi X))

i=1 i#j

En consecuencia, si las n variables marginales son independientes, resulta
que:

n
PG EX X = )

i=

o%(X)
1

Segun lo expresada al tratar la covarianza (Sec. 10.2.5), la independencia es
una condicion suficiente, pero no necesaria para la verificacion de esta
propiedad de aditividad de la varianza.

5) La desigualdad de Bienaymé-Chebychev-Medolaghi®:

Sea una variable aleatoria X con funcion de distribucion de probabilidades
Fx(x). Se verifica, entonces, que:

E(IX — EQOI) = f IX — EQO)|5dFy (x) =
alx)

- f X — EQO)[SdFy(x) + f X — EQOISdFy(x) =
| X—E(X)|<a |X—E(X)|>a

86 Habitualmente esta propiedad, relacionada con el resultado obtenido por el matematico ruso
P. L. Chebychev (1867) (o Tchébycheff) para probar la generalizacion del teorema de
Bernoulli, figura en la literatura como “desigualdad de Chebychev”, pero como una evidencia
irrefutable de la vigencia de esa ley de la sociologia de la ciencia conocida como “ley de la
eponimia de Stigler”, esta relacion habia sido publicada por I.J. Bienaymé (1853)). Esta
desigualdad fue generalizada por Medolaghi (1908), en la presentacion de una teoria hiper-
Normal del riesgo (ver Insolera (1923).
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> f X — EQO[SdFy ()
IX—E(X)|<a

> ¢ f dF, (x) = &p(IX — ECO)| = a)

|IX—E(X)|za
Luego, sera:
p(IX—EX)|=a)=1-p(X —EX)| <a) < E(X _af(XNS)
Es decir:
p(X—EX)| <a)=1— E(X —af(X)IS)

Haciendo en esta expresion s = 2y a = to(X)(t > 0), se obtiene que:

E{[X - EX)]*} 1
p(IX—EWI <to(0) 21 -——Fomm—=1-5

La importancia de esta propiedad radica fundamentalmente en su gran
generalidad: se verifica cualquiera sea la forma de la distribucion de
probabilidades de la variable®’.

6) La desigualdad de Kolmogorov

Sea {X;,X,, ..., X} una sucesion de variables aleatorias independientes, todas
con valor esperado nulo y varianzas ¢/, sea la variable aleatoria Y, = X; +
X, + -+ X,, y sean los eventos:

Ej:la suma parcial Y;(j = 1,2, ...,n)
es la primera que asume un valor absoluto

n_n

mayor o igual que una constante "a

87 Esta desigualdad puede ser considerada también como un corolario de la desigualdad de
Markov segun la cual, dada una variable aleatoria X > 0, se verifica que p(X > a) <

2D (@ > E(0).
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Es decir:
E; ={w/|Y;| = a}
E={w/[Inl<a)n.n(lYio,| <a)n(|] =a)]} G=12..,n)

Ey ={w/[(INl <o) n (Y2l <a) n..n (Va] <a)]}

Obviamente, se verificard que E; UE, U ..UE, = <1I£19’1<X |Y]| > a) y Ey =
<jsn

(f;ljas)%Y] < a). Por otra parte, E; NE, =@ y U;'l=0 E; = Q. A partir de estas
relaciones y utilizando una funcién indicador de los conjuntos Ej, se obtiene

que Yoo ! g, =1y Yl g; < 1. Esta ultima desigualdad permite escribir:

Y2 (i Igjﬂ = Zn: E(Y2lg,) = i E{[Y; + (Ya =)' I;}

j=1 j=1 j=1

E(Y?)>E

Ahora bien, se verifica que:
E(¥21g,) = E (¥21g,) + E (Yo = ) Ig | + 2B | (o = )15 | =
= £ (¥215,) + E [(fa = 1) 1| +
+2 [(Xjaz + Xz + X)Xy + X + o+ X)) | =
= £ (V21g,) + E| (Y = %) 1| + 2B (Y1, ) E (Y — 1)

. 2 ., . .
y, teniendo en cuenta que (Yn - Y]) = 0, de la ecuacion anterior se obtiene
que:

E(V21g,) 2 E[(Y — %) 15| + E (¥P15,) 2 E (¥?5,) 2

> a?E (Iy,) = a’p(4;)

Luego, la desigualdad original queda expresada de la siguiente forma:
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n n
B0 2 Y B(71s) zatp(a) = ap | 4 ) =@ (axIy] = o)
j=1 j=1

E(Y2 ,
De lo que se concluye que p(max |Y}| > a) < % (obsérvese que esta
1<jsn a

condicion es mas fuerte que la desigualdad de Bienaymé-Chebychev).

7) Sea una variable aleatoria bidimensional Z = XY, en la que las variables
marginales que intervienen como factores son independientes entre si.

De acuerdo con la definicion de varianza, se puede escribir:
o?(XY) = E[(XY)?] - [EXV)]? = EX®)E(Y?) — [ECO)P[E()]? =
= my (XM, (¥) — [mX)]*[m(Y)]? =
={a2(X) + MO Ho? (V) + [m(]?} = [mO* [m (V)]
Es decir,
o?(XY) = 02(X)a?(Y) + [m(V)]?02(X) + [m(0)]*a?(Y)
Generalizando este resultado, sea una variable aleatoria n-dimensional

definida por Z = X;X,..X,, donde las n variables marginales son
independientes entre si. Se verificara, entonces, que:

XXy X) = | [t + o1y = | [imexor?
i=1 i=1

La condicion necesaria para obtener una expresion exacta de la varianza de un
producto de variables en términos de las varianzas y covarianzas de las
variables marginales es que estas sean independientes entre si.

En general, dada una funcién @ (X, X5, ..., X,) de las variables aleatorias
marginales, los dos primeros términos de su desarrollo en serie de Taylor en el
entorno de su esperanza matematica, (E (X)), E(Xy), ..., E (Xn)), permiten
escribir:

9(X1, Xz, ., Xp) = Q[E(X1), E(X3), ..., E(XR)] +
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n
d
+ ) 1= B 30 0, Koy e Ko, et w20 =

i=1

- (p[E(Xl)J E(XZ)! ey E(Xn)]

+ ) X = EGDI EG), ECX), o, ECK)]

i=1

Aplicando entonces la propiedad de aditividad de la varianza, se obtiene la
siguiente aproximacion a la varianza de una funcion arbitraria de variables
aleatorias unidimensionales:

L0, Xy X)] = Y (@B, ECR), ., EXIP 0 (X0) +
i=1

n

£ D AGIECD, EX), -, EGDI gy B0, EQ), ., ECT (X, X;)

i=1j=1
10.5.- El coeficiente de correlacion lineal de Pearson

A partir del resultado que proporciona la desigualdad de Schwarz, se tiene
que:

[y (X, )% = (E{[X —EIY —EM)IH? <
< E{X -E@IY —EMIIN? <

< E{[X - EQOPPIE{[Y —EM)]*} = 0 () a?(Y)

|m < 1. El cociente p(X,Y) =

define el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X e Y.

Con lo que queda demostrado que

y(X,Y)
o(X)o(Y)

De acuerdo con la propiedad de aditividad de la varianza se puede escribir:

'[sm +awl-

X —
s T eml = a(X)] [am

0.2

o?(X) + a?(Y) +

1 1
T o2(X) o2(Y)
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28 ([~ £ o)l e~ £ Gl -

2
e FIX — EQOIY = EMN = 2[1 +p(X,1)]

Como el primer miembro de esta ecuacion es no-negativo, se verifica que

p(X,Y) = —1. Sera 1gual a -1 solamente si o = 0. Es decir, si

w0+ 7]
O'(X ) oY)

se verifica que E + m = k o, lo que es lo mismo, si las variables X e Y
estan vinculadas por una relacion lineal con pendiente negativa:

o(X)

=———X+ko(Y)
a(¥)
' 2[ X _ — _

De la misma forma, o 505 (Y) = 2[1 - p(X,Y)]. Por lo tanto, se
verificara que p(X,Y) < 1. Sera igual a la unidad cuando las variables estén
vinculadas mediante una relacion lineal con pendiente positiva Y = %X +

ka(Y). En general, para p(X,Y) # 0, se puede definir una recta que,
utilizando una expresion muy poco rigurosa, sea “muy probable” que pase lo
mas proximo que sea posible a los puntos (x,y), Y = a; X + a,, conocida
como recta de regresion de Y con respecto a X. Donde:

a(¥)
ap =m(Y) — p(X,Y) o (X )m(X)

oY)

pX,)Y)—= o (%)

Se demuestra facilmente que los coeficientes a, y a; son tales que minimizan
el valor esperado E[(Y —a;X —ay)?]. Este valor minimo, ¢2(&) =
a?(V)[1 — p?(X,Y)] < 62(Y), sera tanto menor cuanto mas se aproxime a
uno el coeficiente p?(X,Y) (es decir, cuanto mas se aproxime a la forma lineal
la distribucion de (X,Y)), o cuanto menor sea la varianza marginal de Y (debe
tenerse en cuenta que la recta de regresion se determina a partir de la
minimizacion del valor esperado del cuadrado de la distancia, medida en la
direccion del eje Y, entre el punto aleatorio (X,Y) y el punto de la recta
correspondiente a la misma abscisa).

Todas las consideraciones precedentes conservan su validez en la definicion
de la recta de regresion de X con respecto a Y, X = b;Y + by. Donde b, =
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mX) — p(X,Y) Ggim(Y’) y by = p(X, y) 222 (y) La interseccion de las dos
rectas de regresion se produce en el baricentro de la distribucion
(m(X),m(Y)). Si se verifica que p(X,Y) = 0, las rectas seran ortogonales,
paralelas a los ejes de coordenadas y, si |p(X,Y)| =1, las dos rectas

coincidiran con los puntos (X, Y)8s.
Ejemplo n° 30:

Sea una variable aleatoria bidimensional Z = X +Y con distribucion de
probabilidades de la forma:

for(0y) 1 { [ x — mX
y(x,y) = exp
e 2mayoy+/1 — p? 2(1 - p?)

_9 x—me—my_I_(y—my)Z
p Ox Oy Oy

(para —oo < x < 00, —00 < y < o0, donde my, my, p, 0y y Oy son constantes
reales, tales que |p| < 1y oy, ay > 0).

El exponente de esta funcion de densidad conjunta puede ser escrito de la
siguiente forma:

(x—mx>2 2 x—me—my+(y—my)2_
Ox P Ox Oy Oy B

=u? — 2puv + v? = (u? — 2puv + p?v?) — p?v? +v? =
= (- pv)? —v*(1-p?)

De modo que ésta puede ser expresada como:

fX,Y(xv y) =

_ 1

= exp
2moyoy+/1 — p?

2

2 ox+/1 — p2

1 X — my 2] 1 x—(mX+p0'Xy::Y)
( ) exp

Ox

8 El concepto de correlacion se debe a F. Galton (1888)(1890) (ver Stigler, S.M.(1986)(1989)).
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La funcion de densidad de la variable marginal Y esta dada por:

AG) Aff (v - -5
y) = v, y)dx = exp|—= .
Y . xr 2oy oy 1 — p? | 2\ oy

[ee)

1|x— (mX + paxy_my)-z

Oy

.| exp| —= dx
_-!; 2 Oyx+/ 1-— p2

x—(mx+paxy;7:y)

ox\/1-p?

1 1 /x — my\? r _u?
exp _E(—> ox+1— p? fe 2 du =
2oy 0y 1 — p? Ox .

1 [ 1 <y - my>2]
= exp|—=
Uym p 2 Oy

De la misma forma se demuestra que la funciéon de densidad para la variable
marginal X esta definida por:

Aplicando la sustitucion = u se obtiene que:

) =

1 1 /x — my\?
&m-@ﬁfmfﬂ @)]

A partir de los resultados anteriores se puede definir la funcién de densidad
condicionada:

fxy(x,y) _

f(X/Y)=W—

= ;exp (— ;> {[x - (m + po Y- my>]2}
ox\V2m/1 — p? 205 (1 - p?) X X oy

Obsérvese que la condicion necesaria y suficiente para que las variables X e Y
sean independientes, es decir, para que se verifique la igualdad:

B ~ 1 _l x — my\?
f(X/Y)—fx(x)—JXmexz?[ 2( ox )]
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esque p = 0.
La covarianza entre las variables marginales esta dada por:

1

2oy oy 1 — p?

y(X,Y) = E[(X —my)(Y —my)] =

j-o Jo.o(x — my)(y — my).

—00 —00

1 X —my\? X—Myy—my [(y—my\?
exp <_ 2(1 - pZ) [( Oy ) B Zp Oy Oy + ( Oy ) dxdy

[(u—pv)?+v2(1— )]) dudv

Oy Oy
=—Xr f fuv exp
2n,/1—p 2(1 p?)

r v 1(u—-v
S s fve_z \/ — p? fuexp[ Q du |dv
2mf1—p2 J. —p?

. . , . . . .y u—-pv
Si en la integral que figura entre paréntesis se realiza la sustitucion \/l_pz =
-p

se obtiene que:

27r_

T T S

Luego, sera:

Ox Oy v Ox Oy I v
X, Y) = f vie 2 dv = [—ve 2] + f ez dv
4 V2m V2m p —o

— 0o — 0o

= poxOy

De esta expresion se concluye facilmente que el coeficiente p que formaba
parte de la funciéon de densidad conjunta, es el coeficiente de correlacion

lineal entre las variables marginales, p = V(XUY) p(X,Y).
OxO0y

126



10.6.- La asimetria

Los momentos centrados de orden impar son especialmente utiles para medir
el grado de concentracion de los valores de la variable a la izquierda o a la
derecha de su valor central; es decir, el grado de distorsion de la funcion de
densidad con relacion a la distribucion simétrica respecto de su valor
esperado.

Sea una variable aleatoria X con distribucion de probabilidades simétrica, es
decir tal que las variables [X — E(X)] y —[X — E(X)] tengan la misma
funcién de densidad:

Fy_pox) =plX —EX) <x] =p[X —EX) > —x] =1 - Fx_gx)(—x)

Si la funcion Fy(.) es absolutamente continua, la condicién necesaria y
suficiente para poder asegurar la asimetria de la distribucion es que fy(x) =
fx(—x). Asimismo, si una variable [X — E(X)] es simétrica con respecto al
origen, entonces la variable [X — E(X)]***1(s = 1,2, ...) también es simétrica
con respecto al origen, tiene la misma distribucion de probabilidades y, por lo
tanto, el mismo valor esperado:

Ursi1(X) = E{[X — E(X)]?**1} = E{—[X — E(X)]***1} =
= E{[X - EX)]**}=0 (s=12..)

La medida de asimetria utilizada habitualmente es el momento estandarizado

de tercer orden, As(X) = Zggg

este coeficiente, indicara que mas asimétrica es la variable en cuestion.

Cuanto mas se aleje de cero en valor absoluto

10.7.- La Kkurtosis

El momento centrado de cuarto orden de la distribucion Normal cumple la
siguiente condicion: p, = 30*. Se puede definir, entonces, una medida que
permita comparar una variable cualquiera con la variable Normal en lo que
hace a su “kurtosis”, es decir al valor de la probabilidad del modo de la forma:

— MO
o (X)

Seguin que este coeficiente sea mayor, igual o menor que cero, indicara que
esta probabilidad modal es mayor, igual o menor a la de la funciéon Normal; es
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decir, que la distribucion de probabilidades dada es mas, igual o menos
“apuntada” que la distribucién Normal®’.

10.8.- La esperanza matematica condicionada
10.8.1.- Definicion

De acuerdo con lo expresado en la Sec. 8, dada una variable aleatoria
bidimensional, (X,Y), es posible definir la funcion de probabilidades para la
variable marginal X, condicionada por el supuesto de la ocurrencia de un valor
particular y de la variable Y:

plx=x)/(Y =y)] = %(n; =p(Y =y;) #0)

(en el caso de variables aleatorias discretas) y:

_ fxy (x,y)
fx/y) = NTOR (fr() #0)

(en el caso de variables aleatorias continuas). Se puede definir, entonces, la
esperanza matematica condicionada, E[X /(Y = y)], de la siguiente forma:

1

i

E[x/(Y =y))] = Z xp[X =x)/(Y = y;)] = p_ljZ XiPij

1

B/ =)= | o Ge/y)dx = | 2 Gayrax

Qx) Qx)
Siempre que la suma o la integral existan.
Se puede concluir, entonces, que suponiendo que E(X < ), la esperanza
matematica E(X/Y) es una funcion de la variable Y y, como tal, es una
variable aleatoria.

Ejemplo n° 31:

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcion de densidad
conjunta de la forma:

8 Si es mas “apuntada” que la funcién Normal se dice que la variable es “leptokurtica”, si es
menos “apuntada” que la Normal, se dice que es “platokurtica”.
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3
£ (xy)_{ﬁ(x2+y) para 0<x<20<y<1
X, Y\ -

0 para cualesquiera otros valores de x o de y

Las funciones de densidad marginales son:

1

3 3(2x%+1
fx(x)=ﬁf(x2+)’)dy=% (0<x<?2)
0
3 ( 2(3y + 4)
0 = [@ i ="2E2 0 0=y
0

El valor esperado de la variable X condicionado por el supuesto acerca de la
ocurrencia de Y asume la forma:

2

E(X/Y) = f xf Ge/y) dx =

0

2y + 4
3y+4

2

3 f(+)d 3

2@y +4) ) TV
0

10.8.2.- Propiedades

Las definiciones anteriores permiten concluir que, dado un valor particular, y,
que se supone ha sido asumido por la variable Y, la esperanza matematica de
una variable Xcondicionada por este supuesto define el valor esperado de una
distribucién de probabilidades especifica y, por lo tanto, posee todas las
propiedades de la esperanza matematica.

1) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. Sera, entonces:

Elx /(Y =y)] = %Z Xip; = %z XiP;. =inpi. =E(X)

ElxX/¥ =yl=

[ whn e = 5w

Qx)

1
fr)

2) De acuerdo con la desigualdad propuesta en la Sec. 10.4.1, dadas dos
variables aleatorias, X e Y, se verifica que {E[X/(Y = y)]|}? < E[X?/(Y =
»)].
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Como corolario de esta propiedad se demuestra, ademas, que’:
E[(X - a)?/(Y = )] 2 E({X — E[X/(Y = NI}*/(Y = y))

De lo que se deduce que E[(X —a)?/(Y = y)] asume su valor minimo
cuando a coincide con la esperanza matematica condicionada. Es decir que
E[X/(Y = y)] define un centro de segundo grado de la variable aleatoria
condicionada [X/(Y = y)].

3) Dadas dos variables aleatorias, X e Y, la esperanza matematica
condicionada de la variable X es una funcion de Y, por lo tanto, suponiendo
que E(X) exista, su valor esperado con respecto a la distribucion de
probabilidades de la variable Y sera de la forma:

BIECX/D] = Y EX/(Y = 3)lpj = D 2 ) pyy = ) xipi = ECO
j i

J i

Para el caso de variables aleatorias continuas, sera:

BEGMI = [ /0 =0y = [ | [ xfirCoydx|dy =
Q) Q) Lax)

[ x| | fveandy|ax = [ xpeoax = £0o
ax) la) QXx)

4) Propiedad de linealidad: Sea una variable aleatoria discreta
bidimensional, Z =aX + bY (donde a y b denotan constantes). Por
definicion, se tiene que:

(aX + bY) B
(Z=z,) |

= ZZ(axi + by )p{[X =x) n (Y = y))|/(Z = z)}

9 Ver Sec. 10.4.2.
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Donde:

SIESLEN)

(Z = zp)

_ p[X=x)n (Y= yi)Nn(Z = )] _ DPijn
B p(Z = z) P

Luego, sera:

1
E[(aX + bY)/(Z = z)] = EZ Z(axi + by;)pijn =

1
=— azxizpijh+bzyj2pijh
P.n 7 7 ;

7
1
=— az XiPin + bz}’jp.jh =
P.n - 7

= aE[X/(Z = zp)] + BE[Y /(Z = z,)]

5) Sea Z una variable aleatoria independiente de la variable bidimensional
(X,Y). Se verifica que:

Ezx/(Y = y;)] = Z Z xiznp{[(X = x) 0 (Z = 2)1/(Y = )} =
i h
= %Z Z XiZpPijn =
= %Z zh: XiZpPij.P.n = (ZL: th..h> (%z XiPij.) =

= EQE[X/(Y = y,)]

Un resultado similar se obtiene para variables aleatorias continuas.
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10.9.- La varianza condicionada
10.9.1.- Definicion

Sea una variable aleatoria bidimensional (X,Y). Con un razonamiento similar
al empleado en la definicion de la esperanza matematica condicionada, es
posible definir la varianza condicionada, O'Z[X /(Y = yj)], de la siguiente
forma:

O'Z[X/(Y = J’j)] = E{[X —E (X/(Y = Yj))]z /(Y = }’j)} =

= 2 =B (x /(=) plor =20/ (v =3)] =

i —E(x/(v = yj))]z Pij

D.j :

o [X/(Y = y)] = f [x = E(X/(Y = )] FGe/y)dx =
1160

1 2
= [x — E(X/(Y = )] fry (e, y)dx
fY()’) Q(j);)

segun se trate de variables discretas o continuas.
10.9.2.- Una propiedad

Sean las variables aleatorias X, Y y Z. A partir de la definicion de varianza
dada en la Sec. 10.4.1, se puede escribir:

02(X) = E {[Xpe0]'} =
= E ({0 - ElX/(Z = DD + (E1X/(Z = D] - E)’) =

=E({x - E(x/(z = D)}’ ) + EWE[X/(Z = )] - ECOP) +

+2E({X - E[X/(Z = DIHEIX/(Z = 2)] - E(XD})
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Ahora bien, de acuerdo con la propiedad 3) de la esperanza matematica
condicionada, se verifica que:

EQX —EX/(Z=2)}) =E{(E{(X —EX/(Z =2)}/(Z = 2))} =
=E{o*[X / (Z = D]}
Por otra parte, sera:

E({E[X/(Z = 2)] - ECOY) = o*{E[X/(Z = 2)]}

E({(X - E[X/(Z = DIHE[X/(Z = )] - EQO) =
= E{E({(X - E[X/(Z = 2)IHEIX/(Z = 2] - E(X)}/(Z = 2))} =
=E({EIX/(Z = D] - ECOYE{[X - E[X/(Z = D]/ (Z = D}) =0
(debe tenerse en cuenta que E{[X — E(X/(Z = 2))|/(Z = 2)} = 0).
Luego, se puede concluir que:

o?(X) = E{o®[X/(Z = D)} + o H{E[X/(Z = 2)]}

10.10.- La covarianza condicionada
10.10.1.- Definicion

Dadas tres variables aleatorias, X, Y y Z, se puede definir la covarianza entre
X e Y, condicionada por Z, de la siguiente forma:

YIX,Y /) Z =2zl =E{[X-EX/Z=2))|[Y-E(Y /(Z=2))]} =

= Z Z[xi —E(X/(Z = z))|[y; —E(Y/(Z = z))].

plX =x)n (Y =y;)/(Z = z)]

vIX,Y/(Z = 2)] =
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= | [ =5/ @ =)y =B/ @ = )i Ceydaxdy
ax) alr)

segun se trate de variables discretas o continuas.

10.10.2.- Una propiedad
A partir de la definicion de covarianza dada en la Sec. 10.1, se puede escribir:
YY) =E{[X - EXIY —EM]} =
=E{[(X -E(X/2)) + E(X/Z) - E(X)].
NY-E@Y/D)+EXY/Z)-EM]} =
=E{[X -EQX/DIY —EY/D]} +
+E{[EX /Z2) —EXIEY /Z) —EM]} +
+E{[EX / DINEY /D] - EM}+ E{[EX / DIEY / 2)]}

Ahora bien, de acuerdo con la propiedad 3) de la esperanza matematica
condicionada, se verifica que:

E{lX —EX/DIY —EY/2)} = EE{X —EX/DIY —EX /2] =
=Ely(X,Y / 2)]

E{IEX/Z)—EMIEY /Z) —EM} =y[EX / 2),E(Y / 2)]

E{[X-EX/DIlY —EY/2)]} =
=E{[EX/Z)-EXIEY /Z)-EX)]}=0
Luego, se puede concluir que:

yX.Y) =Ely(X,Y /D] +y[EX /2),E(Y / Z)]
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Ejemplo n° 32:

Sean X e Y dos variables aleatorias que representan los resultados a obtener al
lanzar en forma independiente dos dados “clasicos” y sea la variable aleatoria
bidimensional Z = X + Y. Si se supone que Z = 2, entonces:

ElX/(Z=2]=Ely/Z=2]=E[xv/Z=2)]=1
Si se supone que Z = 4, sera:

. . LG pX=Dn¥=)nZ=4)]
p{lX=Dn¥=N/Z=4)}= T=5 —

_plx=Dn¥ =]
- 3
36

Es decir,
1 . .
plX=Dnr=pl/@=4}=1{3 P¥e 1T/=4
0 i+j#4
Ademas, se verifica que:
1
plX=0/Z=4]= 3 (i=123)
1
plv=p/Z=nl=5 (=123

De lo que se concluye que, suponiendo la condicion Z = 4, las variables
aleatorias X e Y no son independientes; es mas, estan vinculadas por la
relacion lineal X + Y = 4. En consecuencia, quedan definidos los siguientes
valores esperados:

1 1 1
EX/Z=4)=E(Y/Z=4)=13+25+35=2

1 1 1 14
E[X*/(Z =] =ElY*/(Z=9] =142 2433 =—

1 1 1 10
E[(XY)/(Z=#)]=135+22-+315=—
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De modo que:

PX/(Z = D] = 02[V /(2 = 4)] =
= E[x? / (2 = )] ~ (E[X / (2 = O} =
YI(X,V)/(Z = 4] =
= E[(XY) / (Z = ] ~ EIX / (Z = DELY / (2 = )] = =

o V(XY /(Z =4)] _
plX.Y)/ (Z=4)]= X/ Z =DV /] Z=D]

11. -Acerca de la introduccién del concepto de variable aleatoria en los
modelos econométricos

En el transcurso del determinismo al aleatorismo en la representacion del
comportamiento de los fendémenos econdmicos la componente aleatoria fue
interpretada originalmente como un producto de la combinacion de los errores
de medicion de las variables y de los errores en las ecuaciones de las
representaciones. Posteriormente Slutsky y Yule introdujeron la idea de
“shock™ aleatorio formado por la agregacion de los errores y perturbaciones y
Frisch, incorporando en forma parcial la teoria de la probabilidad a la
econometria, asimild las perturbaciones a “estimulos” entendidos como
innovaciones Fechnerianas. La culminacién de la aproximacion probabilistica
se produjo con la “revolucion Haavelmiana”, la cual evolucioné hacia el
teorema de descomposicion predictiva de Wold, un hito fundamental en la
solucion de las deficiencias de las representaciones estructuralistas y en el
tratamiento causal moderno de los fenémenos dinamicos.

Todo fendmeno dinamico Y (t,w) es asimilable a un proceso estocastico que
evoluciona en el dominio del tiempo (t € T) y cuya configuracién varia en el
dominio de los “estados” (o de las “fases” o de las “variables”) (w € Q(Y)).

La interpretacion deterministica del comportamiento de Y (¢t,w) (al menos a
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nivel macroscopico) se basa en ciertas premisas de orden metafisico’’: i) que
el ambito al que pertenecen los fendmenos es real; ii) que existen leyes
objetivas que rigen su comportamiento y iii) que estas leyes son inherentes a
los fendmenos, racionales y asintoticamente cognoscibles. En otros términos,
cada estado w(t) se supone definido por la realizacion simultinea, en el
momento ¢, de las infinitas variables aleatorias que forman su estructura
causal:

QY®) ={r(t -, X1(t — hy), Xo(t — hy), ... }

(J,hi,hy, ... €ER;j>0;h; 20;i=1,2,...) y la sucesion temporal de los
estados determina su trayectoria. De modo que el fenémeno Y (t,w) queda
definido como una entidad que evoluciona en un ambito espacio-temporal
caracterizado por el principio de causalidad.

Este supuesto principio de solidaridad universal que relaciona causalmente a
los fenémenos y que hace que la naturaleza de Y(t) aparezca como
infinitamente complicada, permite concluir que la informacién con que cuenta
el observador (Q*(Y(t)) c Q(Y(t))) siempre sera insuficiente y que, en
consecuencia, una parte importante de su comportamiento permanecera
ignorada para si, de modo que, en ciertas condiciones de estacionariedad, se
puede escribir Y(t) = f[ﬂ*(Y(t))] + &(t), donde: i) f[ﬂ* (Y(t))] denota la
representacion del comportamiento de Y(t) a partir del conjunto de
informacion Q* (Y(t)), es decir, el comportamiento que deberia observar Y (t)
si los factores incluidos en Q* (Y(t)) fueran sus Unicas causas y no estuvieran
afectados por errores de medicion, y f[-] fuera la funcion que representara la
verdadera relacion causal invariante en el tiempo entre estos factores e Y (t);

ii lim Q*(Y(t))| =Y (t) y iii) &(t) denota el componente azar-

Dyl o) 12 (VO] = Y@ y i et p

ignorancia (e(t)=Y () — F[Q*(Y(®))]) y, en consecuencia, es tal que
lim  _e(t)=0.

Q*(r()-a(r(®)

En este paradigma, para un observador ideal que contara con un conjunto de
informacion no afectado por errores de medicion, que abarcara la totalidad de

91 A las cuales no es posible atribuir ningin fundamento (ni inductivo, ni deductivo) y que,
segun Daston (1988), en la interpretacion de Hume (1718), constituyen “...una necesidad
psicologica, un precepto casi involuntario instituido por la caritativa naturaleza para
compensar las deficiencias de la razén humana” (p. 202).
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la estructura causal de un fenémeno, su trayectoria admitiria una
representacion en términos de mecanica clésica reversible en el dominio del
tiempo, en la que: i) Y (t) transcurriria uniformemente sin ninguna relacion
con ningln elemento externo y, en consecuencia, la diferencia entre el pasado
y el futuro no poseeria ningun significado y ii) conocido su estado presente, se
podria reproducir su pasado y calcular su futuro en forma deterministica. Es
decir, una representacion en la que el presente no seria sino un punto que
separa el pasado del futuro®.

La insuficiencia de este modelo en términos de mecanica clasica para explicar
“..un mundo inestable que conocemos a través de una ventana finita”
(Prigogine; Nicolis (1977, p. 16)), en el que el estado natural de los
fendomenos es de no-equilibrio -un no-equilibrio constructivo que, como
consecuencia de su propiedad fundamental de auto-organizacion, genera
nuevos estados y nuevas estructuras complejas que s6lo son imaginables en el
ambito de la irreversibilidad temporal- dio origen a una nueva formulacion
termodinamica -aleatorista-, cuya diferencia con la dinamica clasica radico
esencialmente: i) en la postulacion del concepto de estado del proceso en un
instante dado como resultante de una evolucion orientada en el tiempo en la
que, a diferencia del pasado y del presente, el futuro esta formado por una
sucesion de variables aleatorias no-observables vinculadas causalmente; ii) en
la concepcion de f [Q* (Y(t))] como la representacion de ciertas regularidades
locales observadas vy iii) en la sustitucion de la interpretacion clasica de &(t)
como azar-ignorancia (epistemologico), generado por los “errores” en la
medicion de las variables por la interpretacion como azar-absoluto
(ontolégico), generado por dichos errores mas las innovaciones a que estan
sometidos los factores incluidos en el sistema Q(Y(t)).

La econometria surge formalmente como una disciplina auténoma en el
ambito de la economia a fines de 1930 y comienzos de 1940, y se baso
inicialmente en una interpretacion deterministica del comportamiento de los
fendmenos econdémicos. Su hipétesis fundamental consistié en suponer que un
modelo econémico (f[Q*(Y())](t = 1,2, ...)) constituye una representacién

incompleta del comportamiento de un fendmeno y que &(t) representa una

92 Si se tiene en cuenta que la informacion infinita es indiscernible de ininteligibilidad, se puede
concluir que, aun en una situacion ideal en la que el observador contara con un conjunto de
informacién de tamafio infinito, el problema de la inexplicabilidad del comportamiento del
comportamiento de los fendmenos permaneceria.
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variable aleatoria no-observable definida por la agregacion de los errores de
medicion que afectan a los factores incluidos en " (Y(t)) y de las influencias
que ejercen sobre dicho fendémeno los infinitos factores de su entorno
econdmico no incluidos en Q* (Y (£))”.

Este punto de partida condujo con el tiempo a un proceso de formalizacion
basado en el principio que la descripcion de los aspectos cuantitativos de los
fenémenos econdémicos a partir de conjuntos finitos de observaciones requeria
de la representacion de sistemas estocasticos de variables interrelacionadas y,
por lo tanto, de la teoria de la probabilidad para la estimaciéon de dichas
representaciones; es decir, para la construccion de modelos econométricos
entendidos como el “...vehiculo util para comparar la teoria economica con
las observaciones, especificado de una forma medible y testeable” (Qin (1993,
p. 37) (ver Staehle (1933))*.

Este proceso de formalizacion dio origen a varios problemas referidos: i) a la
posibilidad de asegurar la adecuacidad de la representacion de las relaciones
tedricas; ii) a su identificacion, es decir a la determinacion de las condiciones
que permitieran asegurar la unicidad de los coeficientes estimados y su
interpretacion, independientemente de las distribuciones de probabilidades
consideradas y iii) a la modificacion de la interpretacion del término &(t)
asociado a la representacion f [Q*(Y(t))] y, en consecuencia, de la
componente residual (£(t)) asociada con el modelo correspondiente.

Durante el periodo pre-modelistico las aplicaciones econométricas
consistieron en el calculo y la prediccion de relaciones econdmicas, sin
considerar la confiabilidad estadistica de los resultados. Dada la
autorregresividad de las variables involucradas en la representacion y la
imposibilidad de asegurar la invariancia temporal de las condiciones que
afectan el comportamiento del sistema, la teoria de la probabilidad era
considerada como un argumento inapropiado para el andlisis de los fendmenos
econémicos, de modo que, hasta la implementacién del proceso de

(13

modelizacién, se utilizaron métodos de estadistica matematica “sin

% Dado el cardcter discreto de la informacion, las representaciones deben ser entendidas como
aproximaciones discretas al comportamiento de los fendmenos en un espacio-tiempo continuo-
continuo.

% De acuerdo con la tradicion el término “modelo” fue introducido por Frisch en el Congreso
de Econometric Society en 1931 y fue utilizado por primera vez por Tinbergen, en 1936
(Magnus; Morgan (1987), Morgan (1989)).
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probabilidad”.

De acuerdo con esta concepcidon no-probabilistica, las primeras
interpretaciones atribuyeron la presencia de la componente aleatoria
exclusivamente a “errores” en la medicion de los factores incluidos en la
representacion (“errores en las variables”, segiin la denominacion de Schultz
(1925) y Frisch (1934))”. Ahora bien, esta interpretacién resultaba
insuficiente para explicar los errores provenientes de la omision de variables
(en general, de mayor importancia que los errores en las variables) que
requeria el agregado de otra componente aleatoria, lo cual implicaba la
adopcion de métodos estadisticos mas avanzados, cuyo desarrollo implicaba
una identificacion desagregada del origen y las caracteristicas de los errores.
En principio, en el andlisis de los ciclos econdomicos, esta insuficiencia fue
resuelta mediante la introduccion del concepto de “errores en las ecuaciones”
y una mayor profundizacion en el estudio de la naturaleza de la aleatoriedad
inherente al comportamiento de los fenémenos.

Originalmente el analisis de los ciclos se debe a Moore (1914)(1923), quien
propuso una representacion utilizando analisis harmoénico y series de Fourier.
Alternativamente Persons (1916)(1922-23) desarrolld un método conocido
como el “barometro de Harvard”, basado en la correlacion entre series
desfasadas un periodo (un modelo conocido hoy como “indicador lider”).
Estos métodos perdieron vigencia ante las criticas de Slutsky (1927) y Yule
(1926)(1927) referidas a la posible falta de significado conceptual de la
correlacion entre series cronologicas autorregresivas.

La propuesta de Yule se baso en el estudio de series perturbadas. Demostro
que un esquema autorregresivo definido por un péndulo sometido a
perturbaciones estocasticas genera un proceso “armonico irregular” y propuso
una forma de representacion utilizando cuadrados minimos en base a una
ecuacion en-diferencias de la forma Y, = ¢,Y;_; + ¢,Y;_,"® mas un “shock”
aleatorio formado por la combinacion de los errores y las perturbaciones que
afectaban al comportamiento de Y;. El hecho que los componentes de esta
combinacion fueran no-separables permite concluir que la solucion de Yule no
resolvia las cuestiones referidas a la forma en que las perturbaciones eran
“absorbidas” por el sistema, ni a su interpretacion conceptual.

% La idea de la posibilidad de existencia de errores de medicion en las variables fue introducida
por Gini (1921).
% Ecuacion que puede ser considerada como el origen de las representaciones AR.
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Basandose en los trabajos de Wicksell (1907), Hotelling (1927) y Walker
(1931), Frisch (1933)(1936) propuso el método de descomposicion
estructural”’, cuyo objetivo era sistematizar, en ciertas aplicaciones, las
investigaciones sobre la estimacion de representaciones utilizando series
cronologicas mediante métodos de estadistica matematica basados en
argumentos probabilisticos. Introdujo el concepto de “shocks errdticos” para
completar la caracterizacion de las variables &. Las considerd como

“..desvios del comportamiento estructural (...) como algo nuevo espontineo
agregado a la estructura del proceso” (p. 408) que dan origen a la
modificacion aleatoria de las regularidades locales observables en su
comportamiento y constituyen “...la fuente de energia que generan los ciclos
economicos”, incorporando de esta forma, parcialmente, la teoria de la
probabilidad al pensamiento econométrico’®. Propuso, ademés, una
clasificacion de los “shocks” -de acuerdo con la forma en que son absorbidos
por el sistema- en “aberraciones” y “estimulos”, definiendo como estimulo a
“.. una perturbacion cuyo efecto perdura sobre estados sucesivos del
sistema” y como una aberracion a “... una perturbacion que influye sobre el
proceso solamente en el momento que se produce” (p. 410), generada por el
método de estimacion utilizado®.

De acuerdo con la tesis Fechneriana de la “indeterminacién por novedad®
se puede considerar a la postulacion de Frisch como el primer intento de

97 Esta propuesta fue planteada por Frisch como una alternativa critica al método utilizado
habitualmente de “descomposicion mecdnica” (en las componentes tendencia, estacionalidad,
ciclo y variaciones no-sistematicas).

%8 Parcialmente en la medida que Frisch no estaba de acuerdo con la aplicacién indiscriminada
de la teoria de la probabilidad en economia.

9 En particular, en este caso, como generadas por su método de estimacion-identificacion, al
que denomind “andlisis de confluencia”, cuya finalidad era intentar resolver los problemas
generados por la no consideracion de relaciones ocultas para el observador, debido a los errores
de medicion en todas las variables (no solamente en la variable “dependiente”, como postulaba
el método de regresion utilizado habitualmente) y por la multicolinealidad (ver Hendry; Morgan
(1989)).

100 Fechner (1866)(1871)(1906). Esta tesis se basa en el principio que en la evolucion de los
fenémenos se van generando nuevas condiciones iniciales las cuales, de acuerdo con una ley
general, conducen a efectos no ocurridos previamente y, por lo tanto, no permiten la recurrencia
de comportamientos idénticos. Pero que, no obstante, cada conjunto de dichas condiciones
conserva alguna similitud con los anteriores por lo que, si bien todo fendmeno posee cierta
dosis de aleatoriedad objetiva, su comportamiento no es completamente libre. Ver Landro
(2010).
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interpretacion de los estimulos como verdaderas innovaciones'”".

Por otra parte, a partir de los resultados de Slutsky acerca de la capacidad de
los procesos aleatorios puros de generar procesos autorregresivos, concluyo
“...que las regularidades observadas en el comportamiento de Y, podian ser

consideradas como derivadas de un caos generado por elementos inconexos,
por su propia inconexion” (Frisch (1936, p. 107) y clasifico a dichos
elementos (a los cuales denomindé en forma poco feliz como “factores
cadticamente aleatorios”)'”® en “coherentes” e “incoherentes” segin que
fueran o no autorregresivos y demostrd -generalizando los trabajos de Yule
(1921) sobre “sumas ponderadas moviles” de variables aleatorias
independientes- que un proceso coherente podia ser aproximado como una
combinacion lineal de variables incoherentes de la forma:

Yt = Gogt + Hlet_1 + -+ Hqgt—q (t = 1,2, )
(donde las variables Y; son centradas).

Tinbergen (1935)(1937)(1938)(1939) realiz6 una notable sintesis de los
métodos propuestos por R.A. Fisher y Koopmans y puede ser considerado el
continuador inmediato de la obra de Frisch. Si bien coincidié con éste en las
propiedades de las representaciones formadas por ecuaciones lineales
ponderadas, abandoné su forma estructural combinada, compuesta por
ecuaciones diferenciales y en-diferencias, a favor de ecuaciones discretas del
tipo de las denominadas “de rezagos distribuidos” de la forma'®:

Yt = ao + bOXt + blxt_l + Ei-k

donde los “shocks” &; representan los estimulos que preservan la dinamica
t
del sistema).

La generalizacion del pensamiento probabilistico que generd la propuesta
pionera de Frisch -la cual influy6 més en los aspectos metodologicos que en
los epistemologicos de la teoria de modelos- se vio impulsada por los avances
de la teoria de la inferencia, la axiomatizacion de la teoria de la probabilidad

101 Frisch (1938): “..los estimulos pueden ser considerados como condicionantes de la
evolucion posterior del fenomeno, es decir como causantes de una suerte de cambio
permanente de sus condiciones iniciales” (p. 408).

102 La calificacion de “poco feliz” se basa en la aparente asimilacion de los conceptos de cadtico
y aleatorio, de complejidad y aleatoriedad.

103 E] concepto de “rezagos distribuidos” fue introducido por 1. Fisher en 1920, en un trabajo
sobre oferta monetaria (ver Alt (1942)).
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por obra de Kolmogorov (1933) y, posteriormente, por el desarrollo de la
teoria de la decision en condiciones de incertidumbre, la teoria del riesgo, el
criterio de optimizacion mediante la maximizacion de la utilidad esperada y
sus extensiones y por la aparicion de la interpretacion personalista del
concepto de probabilidad por obra de Ramsey y de Finetti (ver Rowley;
Hamouda (1987), Hamouda; Rowley (1988))'°*. En este sentido, merecen ser
destacados los trabajos de Marschak (1937) -quien propuso la consideracion
del comportamiento de los operadores econémicos como parte de la teoria de
los juegos y, en consecuencia, la asimilacién de los conceptos de funcion de
preferencias y utilidad- y Hagstroem (1938) -quien propuso su descripcion.

La culminacion de la aproximacion probabilistica a la econometria se produjo
con la llamada “revolucion Haavelmiana” (Morgan (1987)(1989)). A partir de
la propuesta esencialmente estocastica de Slutsky, de la postulacion de Moore
(1914) -reconsiderada por Schultz (1930)(1939)- sobre la utilizacion del
analisis harmoénico y de la aplicacion rigurosa de la teoria de la probabilidad
por Koopmans (1937), Haavelmo (1938a)(1938b)(1939)(1940a)(1940b)
(1943)(1944) postuld que las ecuaciones estructurales debian ser interpretadas
como leyes de comportamiento sélo en un sentido estadistico y que los
modelos econométricos debian asumir la forma de las “ecuaciones
estructurales estocasticas” de Frisch, incluyendo “coeficientes estructurales
estocasticos”. Esto lo condujo a la conclusion que la formalizacion de un
procedimiento de modelizacion estocastica consistente y generalizado (basado
en observaciones no-repetibles) requeria inevitablemente de los métodos de
maxima verosimilitud de Fisher y de la teoria de los tests de hipdtesis de
Neyman-Pearson, que permitieran decidir acerca de la correspondencia entre
la interdependencia de las variables econdmicas y su tratamiento
estadistico'”. Haavelmo recurri6 asi al concepto de distribucién conjunta de
todas las variables observables como un argumento para justificar la forma de
dicha interdependencia estadistica y concluyd que para que esta solucion fuera
posible, era necesario atribuirle a los términos representativos de los errores
ciertas distribuciones de probabilidades.

104 Ver Landro; Gonzalez (2013)(2014).

105 En general la literatura considera que el punto de partida de la revolucion Haavelmiana se
encuentra en la respuesta de Haavelmo (1943) (fundamentalmente en Schumpeter (1939) y en
el debate Keynes-Tinbergen) a los prejuicios planteados con respecto a la naturaleza no-
experimental de las observaciones econdmicas y, en consecuencia, a la capacidad de la
inferencia estadistica basada en la probabilidad para verificar las supuestas verdaderas
relaciones propuestas por la teoria econdmica.
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Esta forma de especificacion mediante la definicion de la distribucion de
probabilidades conjunta es considerada, en general, como el fundamento de la
revolucion probabilistica Haavelmiana y de los modelos de ecuaciones

(3

simultaneas y determin¢ la diferencia “...entre la construccion de modelos
econométricos y la formulacion matematica de la teoria economica” (Qin
(1993, p. 58)). Es decir, determindé la diferencia entre los modelos

econométricos y los modelos econdémicos.

Inmediatamente Mann; Wald (1943) aplicaron la especificacion por la
definicion de la distribuciéon conjunta y demostraron la consistencia y la
Normalidad asintotica de los estimadores maximo-verosimiles en las
ecuaciones lineales de la forma:

aOYt + alYt_l + -+ ant—j =&

(donde {Y;} denota un proceso débilmente estacionario de segundo orden y &;
denota un vector de perturbaciones no-autocorrelacionadas, idénticamente
distribuidas y con momentos de orden superior finitos).

Como corolario de esta aplicacion surgio el problema practico de como
asegurar la completitud del sistema de ecuaciones desde un punto de vista
estadistico. Con este fin Koopmans (1950) redefini6 el concepto de
completitud de Tinbergen y, a partir de la clasificacion de las variables en
exogenas y endodgenas, postuld que un modelo se puede considerar completo
cuando el nimero de ecuaciones coincide con el numero de variables
endogenas del sistema. Definid como variable exdgena aquella que no esta
afectada por las variables endogenas ni por las perturbaciones e introdujo el
concepto de variable predeterminada que incluye a las variables desfasadas y
a las variables exogenas correspondientes al periodo t. A partir de estas
definiciones propuso una transformacion del método de identificacion basado
en la distribucion conjunta de las perturbaciones, en otro basado en el
producto de la distribucion de las perturbaciones condicionada por las
variables exdgenas multiplicada por la distribucion marginal de dichas
variables exogenas.

Como una excepcion a esa corriente de pensamiento que consideraba a la
teoria de la probabilidad exclusivamente como el fundamento de los métodos
estadisticos a aplicar en la construccion de los modelos estructurales,
entendidos estos como representaciones (incompletas) de las verdaderas
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trayectorias de los fenomenos econdmicos mas una componente representativa
de los errores aleatorios, cabe mencionar los trabajos de Wold y Tintner.

El teorema de la descomposicion predictiva de Wold (1938) -su tesis doctoral-
resulto el hito fundamental en el analisis del tratamiento causal moderno de
los fenémenos dinamicos. Considero a las series cronologicas como la porcion
observable de un proceso estocastico, es decir, como “una realizacion de una
distribucion de infinitas dimensiones” (p. 4) y completd las propuestas de
Yule y Slutsky demostrando que todo proceso {Y;} débilmente estacionario de
segundo orden puede ser desagregado en una componente estructural
aproximable por un AR(p)(p > 0) y una combinacion lineal de infinitos
“errores” incorrelacionados, asimilables a variables aleatorias (latentes) no-
observables:

Ve =@1Yeq +@Ye o+t @pYep + & — 0181 — - — 044
(donde las variables Y; son centradas).

Cabe destacar que mas alla que la condicion de aleatoriedad pura implicaba
suponer que las variables &; se distribuian de acuerdo con una funcion de
densidad simétrica con valor esperado nulo y la condicion de estacionariedad
implicaba suponer que su varianza era finita e, ignorando la aproximacion
asintotica a la Normalidad que proporcionaba la version de Laplace del
teorema central del limite, Wold considerd “insoportablemente arbitrario”
(Epstein (1987), p. 161) asignar una distribucion de probabilidades particular
a las variables &;.

Como corolario de este trabajo liminar sobre la teoria pura de los procesos de
parametro discreto y del analisis de regresion de H. Cramér y en oposicion a
los modelos de ecuaciones simultaneas, Wold desarrollé una aproximacion
recursiva de la forma'®:

O _p(y® D L0 pm) ym ®
v = F (O v ), ) +

(Bentzel; Wold (1946)) y demostréo (Wold (1949)(1954)) que este modelo
proporcionaba una interpretacion causal y que, en general, todo conjunto de

196 Con respecto a esta ecuacion, debe tenerse en cuenta que, en el planteo dinimico de Wold
las relaciones simultaneas no son justificables en la medida que no permiten establecer el
sentido de la causalidad.
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series cronoldgicas puede ser representado formalmente como un sistema de
encadenamiento causal ((1948)(1951))'"".

La importancia fundamental de estos resultados esta evidenciada en el hecho
que todo el desarrollo posterior de la teoria econométrica de los fendmenos
dindmicos se basé en corolarios y generalizaciones del teorema de Wold.

Contrariamente a la posicion de Wold -quien justifico la utilizacion de la
teoria pura de la probabilidad en las representaciones de fendmenos
econoémicos basandose en elementos abstractos inherentes a la definicion
clasica-, Tintner (1938a)(1938b) plante6 la posibilidad de utilizar la
probabilidad de acuerdo con una interpretacion mas amplia y mas flexible,
como un argumento para vincular “...Ja teoria economica de las expectativas y
la teoria estadistica de los errores” (1938b, p. 154)!%. Considero a los errores
aleatorios como generados por la imposibilidad de obtener “..las
representaciones optimas de los factores controlables” y de predecir “..los
factores no-controlables”, clasificandolos como errores en las variables y
errores debidos a la influencia de fluctuaciones aleatorias en la
descomposicion de los sistemas de series cronologicas y postuld que los
primeros debian ser tratados por el método de la diferencia variable y los
segundos por los métodos postulados por Wold. En particular, su propuesta se
basé en la interpretacion Carnapiana, la cual admite dos conceptos posibles de
probabilidad: P, relacionado con el “grado de confirmacion” y B,
relacionado con la “frecuencia empirica” y concluy6 que la primera definicién
podia constituir el fundamento de una teoria de los tests de hipdtesis apropiada
para la econometria'®”.

En desacuerdo con la propuesta de Wold, segun la cual {e;}: WN — débil,
Marschak (1953) justifico la posible presencia de autocorrelaciones entre las

3

perturbaciones y postuld que “..deben ser consideraradas como parte del

comportamiento estructural, en la medida que no hay ninguna razon

197" Wold (como un producto de la posicion adoptada por la escuela sueca de economia) rechazo
el paradigma Mashalliano-Walrasiano del equilibrio general como un estado persistente de la
dindmica econdmica.

108 Debe tenerse en cuenta que, dado que Wold no consideré la necesidad de testear las
representaciones propuestas respecto de su adecuacidad a las correspondientes posiciones
teodricas, no repard en las condicidnes de aplicabilidad del concepto de probabilidad. Su
propuesta postulaba que los sistemas recursivos no estaban afectados por los problemas de
identificacion.

109 Ver Landro (2010).
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economica para descartar la posibilidad de que formen un proceso
estocastico en el que cada shock depende de uno o mas de sus predecesores”
(p. 21). Esta propuesta hizo que la investigacién econométrica se dirigiera
(fundamentalmente por obra de Cochran; Orcutt (1949), Durbin (1960a)
(1960b), Sargan (1959)(1961)) al estudio de las implicaciones producidas por
las autocorrelaciones entre la perturbaciones sobre las propiedades de los
estimadores de los coeficientes estructurales.

Muth, en su trabajo fundamental de 1961, propuso un retorno a la
interpretacion de Frisch (1933) de los estimulos en el comportamiento
estructural de un sistema como una caracterizacion de los efectos dindmicos
de los “shocks” aleatorios autocorrelacionados (pero econdémicamente no
especificados), débilmente estacionarios de segundo orden, asimilables a
variables exogenas y representables como una combinacion lineal de variables
& mno-autocorrelacionadas con valor esperado nulo y varianza constante

(Y () = FlQ (Y (6))] + €*(¢), donde £*(t)= O(B)e; y {e,}: WN)''°.

En este punto la hipdtesis de la ortodoxia econométrica que sostenia que
siempre era posible especificar un modelo tedrico que explicara la verdadera
ley que rige el comportamiento de un fenomeno''', comenzé a debilitarse y
surgid la necesidad de modificaciones “ad hoc” en las especificaciones de los
modelos estructurales para representar las eventuales regularidades locales, de
interpretar a los modelos como hipotesis generales sobre las principales
relaciones causales sugeridas por la teoria econdémica, testeables a partir de las
observaciones. En este contexto de un naciente paradigma aleatorista, Theil
(1957)(1958), a partir del supuesto que “...los modelistas en general no
conocen la verdadera especificacion de una representacion” (Theil (1958, p.
215)) (cabria agregar, suponiendo que ésta exista), propuso una definicion
alternativa de “especificacion” y, por lo tanto, de capacidad de prediccion,
basada en la minimizacion de la varianza residual como criterio de

110 A diferencia de Frisch (1938) -quien utilizo una representacion MA para descomponer una
variable econdmica- Muth utiliz6 una representacion MA para descomponer un “shock”
aleatorio.

11 Entendida la especificacion como “..la seleccion de la forma matemdtica de la poblacion”
(Koopmans (1937, p. 3)).
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optimizacién para la seleccion de un modelo''?

interpretacion conceptual a los residuos.

, pero sin asignarle ninguna

En general en el paradigma estructuralista los principales esfuerzos estuvieron
dirigidos a la identificacion y estimacion de los coeficientes estructurales a
partir de las formas reducidas, dedicandole muy poca atenciéon a la
verificacion del cumplimiento de las condiciones impuestas a los “shocks”
exogenos (Granger; Newbold (1977): “Los residuos son tratados
habitualmente por los econometristas como meras molestias de poca
importancia. Muchos textos de econometria introducen a los modelos como
un conjunto de relaciones deterministicas entre variables y adicionan
descuidadamente términos representativos del ‘error’ a las ecuaciones para
explicar cosas como errores en la especificacion del modelo y en la medicion
de las variables. La utilizacion de denominaciones como ‘residuos’ y
‘errores’ implica juicios de valor sobre la importancia de dichos términos. Si
bien ‘error’ es una denominacion adecuada en el contexto de la prediccion,
una denominacion mas apropiada podria ser ‘innovaciones’ (p. 8)).

Un breve retorno al determinismo en este transcurso hacia el aleatorismo lo
constituye la obra de Leamer (1978), quien reinterpreto la propuesta de Theil
sobre el problema de la especificacion desde una perspectiva Bayesiana'">.
Consider6 a las leyes econdémicas como el fundamento tedrico de las
representaciones estructurales y propuso considerar a los errores como
independientes de esa
agregacion de elementos “no-observables” pero “manejables”, debidos

exclusivamente a deficiencias en la especificacion de la representacion''® y

3

‘verdadera” formulacion teodrica generados por la

concluy6, en consecuencia, que una representacion “completa” implicaria la
eliminacion de las perturbaciones'".

Dadas las debilidades evidenciadas por el estructuralismo en la formulacion
dindmica de las representaciones y a partir de extensiones del teorema de

112 Es necesario tener en cuenta que “..dado que este criterio no siempre es concluyente ni
factible, deben considerarse dos criterios adicionales de naturaleza mds subjetiva:
plausibilidad y simplicidad” (Theil (1958, p. 208)).

113 La diferencia fundamental entre Theil y los econometristas clasicos y Leamer y los
econometristas Bayesianos radica en que éstos estaban mas interesados en el analisis de las
propiedades de los estimadores de los coeficientes que en la minimizacion de la varianza
residual de los clasicos.

114 Ver Qin; Gilbert (2001).

115 Una interpretacion que puede considerarse resumida en la expresion atribuida a Tukey,
segln la cual “El hombre construye f[Q* (Y(t))] v Dios nos proporciona &
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Wold, Sargent (1976)(1977), Sargent; Sims (1977) y Sims (1980) impulsaron
una aproximacion a la explicacion del comportamiento de los fendmenos
econdmicos mediante modelos puros de series cronolégicas. En particular,
propusieron la utilizacion de representaciones de la forma ®(B)Y; = &, en las
cuales el orden p del operador ®(B) fuera tal que {&;} pudiera ser considerado
un proceso de innovaciones no-autocorrelacionadas, de modo que esta
condicion de AR(0) del proceso {&;} se verificara por construccion y no por
una hipotesis “a priori” y la representacion ®(B)Y; = &; constituyera una
caracterizacion economicamente valida del comportamiento de Y;.

La representacion inversa, Y, = [®(B)] lg, retorna, en una interpretacion
aleatorista, a la propuesta de Slutsky-Wold de representacion lineal de un
proceso “coherente” ({Y;}) en términos de un proceso “incoherente” ({€:}). En
la que el operador [®(B)]™!, como funcién que describe la medida del
impacto de los “shocks” aleatorios, constituye el argumento mas importante
para considerar a las perturbaciones como innovaciones y comprender como
estas innovaciones son asimiladas por el proceso {Y;}.

12.- La convergencia estocastica

El concepto de convergencia fue introducido en el analisis matematico
respecto al comportamiento de sucesiones de numeros y posteriormente
generalizado a sucesiones de funciones. Como se vio en la Sec. 1.1, una
sucesion de variables aleatorias {X,,,n = 1,2, ...} constituye una sucesion de
funciones {X,,(w)}(weQ).

Las condiciones para la convergencia de la sucesion {X,,(w)} constituyen el
ambito de la convergencia estocastica, cuya diferencia con la convergencia en
el sentido del analisis radica en que aquélla se verifica a través del operador
probabilidades y da origen a diferentes definiciones. Aqui se trataran sélo
aquellos tipos de convergencia que se presentan mas frecuentemente en las
aplicaciones a la inferencia y a la teoria de modelos.

12.1.- La convergencia casi-con-certeza
12.1.1.- Definiciéon

Sea una sucesion de variables aleatorias {X,,n = 1,2, ...}, todas con valores
en Rp(k >1). Si se verifica que p(lim X, = 0) =1 se dice que {X,}
n—oo

cce
converge casi-con-certeza a cero, X, — 0. De la misma forma, dadas una
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sucesion de variables aleatorias {X,,,n = 1,2, ...} y una variable aleatoria X,
cce
todas con valores en Ry (k = 1), si se verifica que (X,, — X) — 0 entonces se

dice que {X,,} converge casi-con-certeza (o con probabilidad 1) a X, X,, gX .
12.1.2.- Un teorema de existencia

La condicion necesaria y suficiente para que se verifique la convergencia casi-
con-certeza es que:

%ir{.lop ﬂ(|Xj—X|Ss) =1 (e>0)
j=n

0, lo que es lo mismo, que:

n—-oo

lim p U(|Xj -X|>¢)f=0
j=n

Teniendo en cuenta que
plUTLa(1X; — X[ > €)] < ZiZp(|X; — X[ > &)

se puede concluir en forma inmediata que una condicion suficiente para la
convergencia casi-con-certeza es que Zﬁl p(|Xj -X | > e) < oo (para todo
0<e<eg).

Como corolario de este resultado se demuestra que, dadas una sucesion de

variables aleatorias {X,,} y una variable aleatoria X, si se verifica que E (|X,, —

XIF) <o (s=12,..) y que Ymeq1(|X, — XI¥) < 0 (s =1,2,...), entonces
cce

se puede asegurar que X;, — X.
12.2.- La convergencia en-distribucion
12.2.1.- Definiciéon

Sea una sucesion de variables aleatorias {X,,n = 1,2,...} y sea la variable
aleatoria X, todas con valores en Ry (k = 1) y con funciones de distribucion
de probabilidades Fy (x) =p(X, <x) (n=1.2,..) y Fx(x) (continua en
x = (xq,%3,...,%,)). Si se verifica que Tlll_rgo Fy (x) = Fx(x) (VxeRy), para

todo x para el cual Fy(x) sea continua, se dice que {X,} converge en-
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distribucion a la variable X (o que existe una semejanza asintotica entre X, y

d
X), X,, > X 116,

De acuerdo con la definicion anterior, para que exista convergencia en-
distribucion Fy (x) debe converger a Fx(x) en todo punto x de continuidad
de Fy(x). Asimismo, si se verifica que Fy (x) - Fx(x) y Fx(x) es una
funcién de distribucion de probabilidades continua para todo x, se demuestra
que la convergencia es uniforme (teorema de Polya).

Aplicando el concepto de limite (en el sentido del analisis matematico), la
definicion de convergencia en-distribucion para sucesiones de variables
aleatorias es generalizable a cualquier conjunto de variables aleatorias con
funciones de distribucion dependientes de un parametro real: Sea
{Y,, teT} (TeR,) un conjunto de variables aleatorias con funciones de
distribucion de probabilidades Fy,(y) = p(Y; < y) y sea una variable aleatoria
Y con funcion de distribucion de probabilidades Fy(y). Si se verifica la
convergencia th_)rg Fy,(y) = Fy(y) para todo punto de continuidad de Fy(-), se

d
dice que Y; converge en-distribucion a la variable Y, Y; =Y (t —= t;).

Sea, ahora, una variable aleatoria discreta unidimensional X con distribucion
de probabilidades de la forma p(X =x;) =p;(i =1,2,..,k) y sea una
sucesion de variables aleatorias {X,,} cada una de las cuales puede asumir el
mismo numero de valores que X, con distribucion de probabilidades de la
forma p(X, = %) = Pni(i = 1,2,...,k) y tales que X,; > X; ¥ Pni = P
cuando n — 0. Sea x un punto de continuidad de la funcién de distribucion
de probabilidades Fy(x) (distinto de todos los valores x;) y sea § la distancia
minima entre x y los x;. En virtud de la convergencia expresada mas arriba, es
posible hallar un valor N tal que, para todo n = N, se verifique que |xn,i -
xil < 4y, por lo tanto, que x, ; < x para todos (y solamente) los valores de i
tales que x; < x. Se puede escribir, entonces:

Fy (x) =pXp, <x) = z Pni = Z Pn,i

Xn,iSX| XisX

116 La convergencia en-distribucion ha sido definida aqui como una convergencia de variables
aleatorias pero, en realidad, se refiere a las funciones de distribucion de probabilidades, no a las
variables aleatorias. Obsérvese que se puede hablar de convergencia en-distribuciéon o, mas
simplemente, de convergencia de funciones de distribucion sin necesidad de individualizar los
posibles conjuntos de variables aleatorias a los que corresponden dichas funciones. La
introduccion de la variable aleatoria solo logra que algunas propiedades se vuelvan
intuitivamente mas comprensibles.
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Teniendo en cuenta, ademds, que p,, ; = p;, se tiene que:

Fr, (@) = ) pni= ) pi= F()

XisX XisX

d
Con lo que se demuestra que X,, — X.

Supongase ahora que el dominio de la variable X sea infinito. Dado un € > 0,
es posible hallar un valor K tal que YK ,p; >1—¢. Es decir, tal que
Y2 k1P < €. Luego, para todo n = N, se tiene que Yo p,; > 1 — 2¢. Es
decir, Y72 g +1 P; < 2€. Ahora bien, se verifica que:

ERETTAIIN b SN o

Xn,iSX XisX
= E Pni t E pn,i_Epi_EpiS
xn_in Xn,iSX XisX XisX
i<sK i>K isK i>K
[o0] [o0)
= E Pni — E pi| + E Pni — E pi
Xn,isSX Xi=X i=K+1 i=K+1
i<K isK

Por lo tanto, de acuerdo con lo demostrado mas arriba, seleccionando
adecuadamente el valor de K, para todo n suficientemente grande, se verifica
que |82 11 Pni — Zi2k+1 Pi| < €. Asimismo, con respecto al primer término
del segundo miembro de la ecuacion que figura mas arriba, segin lo
expresado en la primera parte de esta demostracion, se tiene que

lim (Yx,;<xPn; — Xxi<xp;| = 0. Con lo que queda demostrado que
nee ek isK
d
Fy (x) = Fx(x). Es decir, que X;, = X.
Ejemplo n° 33:

Sea {X;,X,,..,X,} una sucesion de variables aleatorias con funcion de
distribucion de probabilidades de la forma:
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IA

0 para

(+3)

(
s

(es decir que la funcion F,(x) varia lincalmente de 0 a 1 en el intervalo
(—l,l)) y sea Fy(x) la funcion de distribucion de probabilidades

n n
correspondiente a una variable constantemente nula:

NS

|

S|e

N
R =
vV IA
SIk3|IRLrI3r

0 ara x<0
FX(x)={1 P x>0

Se obtiene en forma inmediata que lim F,(x) = Fx(x). Obsérvese, por otra
n—oo

parte, que lim F,(0) =% # 0 = Fx(x). De lo que se concluye que, en este
n—-oo

caso, la convergencia puntual de F,(x) a Fx(x) se verifica solo en los puntos

de continuidad de la funcion Fy (x)117.

Ejemplo n° 34:

Sea {X;, X,, ..., X;,;} una sucesion de variables aleatorias cada una de las cuales
puede asumir con la misma probabilidad cualquiera de los valores del dominio

0= {l 2 ,nT_l,l}. La funcion de distribucion de probabilidades de la

=
variable X; (i = 1,2, ..., n) sera, entonces, de la forma:

% <1
para X =7
1 1 2
— —-—<x< -
n n n
&ﬁ@=<k k k+1
— —<x<
n n n
n—1 n—
<x<1
n
1 x>1

17 Un resultado al cual se hubiera podido arribar en forma totalmente intuitiva, teniendo en
cuenta que la distribucion de probabilidades de la variable X,, esta concentrada en el intervalo

11 . . .
(— o ;) el cual, al aumentar n indefinidamente, se reduce al origen.
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Luego, para x = — |FXl(x) - x| =x — Fx,(x) = ﬁ —S % Es decir,

para todo x en el 1ntervalo [0,1], se verifica que llm Fy (x) =xy, por lo
n—-oo
tanto, que la funcion de distribucion de probabilidades Fy (x) tiende a una

distribucion uniforme en el intervalo [0,1] (la convergencia es puntual para
todo punto x).

Obsérvese que las variables X,, son discretas y todas con distribucion de
probabilidades uniforme sobre n puntos equiespaciados del intervalo [0,1].
Luego, al tender n a infinito, la distribucion de los valores de X, tiende
necesariamente a la distribucion uniforme.

Ejemplo n° 35:

Sea una variable aleatoria X,, con distribucion de probabilidades de la forma

n

Px,(x) = ppai *(x =1,2,..) y sea la variable Z, = X;, cuya funcion de

distribucion sera, en consecuencia, de la forma:

nz-—1

—dqn
FZn(Z) Eann =Pn 2 Qn Pn 1_qn =1-q¥ =1-(qn)*

(si bien, en general, el valor nz no es entero, aqui por razones de simplicidad
se ha considerado solamente su parte entera)''®. De esta expresion se puede
concluir que el comportamiento en el limite cuando n — oo de esta funcion de
distribucion depende del comportamiento de la sucesion {g1}: si ésta no tiene
limite, entonces Fy (x) tampoco lo tiene. Si se verifica que llm {qn} =q

(donde, dado que 0 < g, <1, serda 0 < q < 1), entonces: i) si g =1, sera
lim F; (z) = 0, es decir no existe limite en-distribuciéon (Z, tiende a ser
n—-oo

infinitamente grande); ii) si ¢ = 0 entonces, serdlim F; (z) = 1, es decir Z,

n—-oo
tiende en-distribucion a la variable aleatoria constantemente nula; iii) si 0 <
q < 1, entonces sera lim F; (z) =1 — gy, haciendo en esta expresion 4 =
n—-oo

—In(q), se obtiene la distribucién exponencial 1 — e??,

"8 Sea j,, el maximo entero inferior a nz, nz—1 < j,, <nz. Ser4, entonces Fz (z) =
1-gJnz

g 1- q,{"z. La condicion para que Fy (z) tienda a

stnz pnq7j1 = DPn Zjn 1 Qn =D

.y . . ey . , q
una funcién no-degenerada es que g, — 1. Si esta condicion se cumple, se verificara que q” <

n

]nz

q»” < qn?, de modo que Allgo q,jl"Z = 1113010 qr*. De lo que se concluye que rllllrgo Fz (2) =

lim (1)) = lim (1 - g1%).

n—oo
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Por otra parte, considerando el valor esperado de la variable Z,,, se obtiene
que:

%) o J o o0
1 1 1 1 -~
E(Zn) = ~E(Xn) =;ijnqi ! =;ZZWI¥1 ! =;ZZani =
=1

j=1i=1 i=1 j=i
1w ._100 I T - " 1 — 1
=;anqr’l qu’ll=;1_qn2pnqr’l =;Zq7’l =
j=1 i=] j=1 j=1
111
nl_Qn npyn

Con lo que queda demostrado que la condicion necesaria y suficiente para que
este valor esperado tenga un limite finito es que lim np, =1 > 0 y esta es
n—oo

condicion necesaria y suficiente para que {7} tienda a un limite ¢ = e * <
1. De todo esto se puede concluir que, dada una variable aleatoria X,, con
distribucion de probabilidades de la forma:

x—-1

A A
@==(1-2)  x=12.)
la variable Z,, = % tiende en-distribucion a una variable exponencial con

parametro A.

La sucesion de distribuciones consideradas en este ejemplo y en el anterior
pueden ser interpretadas, mediante una division en intervalos, como
originadas por la distribucion limite: Dada la variable X con distribucion de

probabilidades uniforme en el intervalo[0,1], la variable X,, = i(% <X<

i, j=1.2, ...,n) estd uniformemente distribuida sobre los n puntos

equiespaciados del intervalo [0,1]. De la misma forma, dada una variable
aleatoria Z con distribucion de probabilidades exponencial, la variable Z,, =

i o
%(]T <X< %,] =1,2, ) es tal que:
j j ji—1 Al By Pinit
(D)= r ) -t

j-1 A .
=em (1 - e'ﬁ) = Pntlh |
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2
donde p,, =1 — e =n. Retornando asi a la distribucion de probabilidades de la

variable Z,,. En ambos casos la distribucion de probabilidades dividida en
intervalos tiende, cuando la longitud de los mismos tiende a cero, a la
distribucién de origen (no dividida en intervalos).

Para distribuciones de probabilidades infinitas, como alternativa al método
analizado en los ejemplos anteriores, se puede subdividir la recta en un
numero finito de intervalos (el primero y el ultimo, obviamente, ilimitados) y
concentrar la probabilidad de cada intervalo en un solo punto, de modo de
obtener una distribucion discreta.

Sea una variable aleatoria X con funcion de distribuciéon de probabilidades
Fx(x). Dado un cierto valor mn, se determinan los valores
Co1r Cnzsooor Con (Cnj < Cnjo1,Cpjo1 — Cnj = €nj = 1,2,..,n— 1) que
dividen a la recta en n + 1 intervalos y se selecciona, para cada intervalo, un
punto x,; de la siguiente forma: x,o < Cpj, Cnj < Xp; < Cpj41( =
1,2,..,n—=1), xpn, = Cy,. La variable X, dividida en intervalos, queda
expresada de la siguiente forma:

_xn'0 Si X'< CnJ
Xy =1 Xn,; Cn,j SX<Cn,j—1(]': 1,2,...,7’1—1)
Xnn X > Cn,n

y su funcién de distribucion puede ser definida como:
p(Xn =2xn;) = F(Cpjs1) —F(Cnj) (=012..,1)

Fx,(x) = p(X, <x) = Z [F(Cajsr) = F(Cny)]

Xn,jSX
con F (Cn,o) =0, F (Cn,n+1) =1 y la suma que se extiende hasta el maximo

valor de j tal que x,; < x, es decir hasta el entero j' tal que x,; < x <
X, j'+1- Luego, se puede escribir:

Fy, () = [F(Coy1) = 0] + [F(Cnz) = F(Ca)] + -+

+[F(Cn,j’+1) - F(Cn,j')] = F(Cn,j’+1)
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De las definiciones de j' y x,, ; y tomando la méxima longitud del intervalo
&n, SE Obtiene que:

Crjrir = en S Cpjr S Xnj S X <Xpjrgg S Cpjriy < Cpjryg &g

De lo que se puede concluir que x — &, < Cy ;7,1 S x + &, y, por lo tanto,
que F(x — &) < Fx,(x) < F(x + &,). Esta desigualdad demuestra que, para
todo punto de continuidad de Fx ("), se verifica que Fy_(x) — F(x).

12.2.2.- Algunos teoremas fundamentales

1.- Sea {X;, X3, ..., Xy, ... } una sucesion de variables aleatorias con funcion de

distribucion de probabilidades Fy (x) (n = 1,2, ...), sea una variable aleatoria

X con funcién de distribucion Fy(x) tal que lim Fy (x) = Fy(x) y sea g(x)
n—-oo

una funcion continua y acotada (|g(x)| < H). Fijado un € > 0, es posible
hallar un valor « tal que @ y — @ sean puntos de continuidad de Fy(x) y que se
verifique la relacion:

pX<-—a)+pX >a)=F(—a)+[1-Fa)] <e

Se puede escribir, entonces:

[ 9war,e- [ gearw]| =

QX) QX
= |[ 9warg e+ [ gdr, @+ [ g@ar, ) -

<

- [ gar - [ g@aro - [ g@ar e

a a

[ gm0 - [ gearw

- —-a

< +

+H{Fy, (—a) + [1 — Fx ()] + Fx(—a) + [1 — Fx(a)1}
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Como @ y -a son puntos de continuidad, se verificard que lim Fy (—a) =
n—-oo
Fy(—a) y que lim Fy (a) = Fx(a). De modo que cuando n aumenta
n—oo
indefinidamente en la expresion anterior, se obtiene que:

lim <
n—oo

[ 9@ar, e - [ geare

< 2H[Fx(—a) + 1 — Fy(a)] < 2He

Con lo que se demuestra que la convergencia de la integral
fn(x) gx)dFy (x) _)fn(x) g(x)dFx(x), es decir, la convergencia del valor

esperado, E[g(X,)] » E (g 0.6 )) (donde, como se menciond mas arriba, g(X)
es una funcion continua y acotada) es condicion necesaria y suficiente para

poder asegurar que X, — X.

2.- Sea {X;, X5, ..., Xy, ... } una sucesion de variables aleatorias que convergen
en-distribucion a la variable X y sean h(X) una funcion continua y g(Y) una
funcién continua y acotada. Entonces la funcion Z(X) = g[h(X)] también
sera continua y acotada. Por lo tanto, de acuerdo a lo demostrado en el
teorema anterior:

E[Z(Xn)] = E{g[h(Xp)]} » E[Z(X)] = E{g[hCO]}
d
Luego, se puede asegurar que, si X;,, > X, entonces la variable Y,, = h(X,,)
5Y = nx).

3.- Sea {Z,} = {X,,, ¥} una sucesion de variables aleatorias bidimensionales
que converge en-distribucion a la variable (X,Y), es decir, tal que
lim Fy vy (x,¥) = Fyy(x,y). A partir de la definicion de la funcion de
n—-oo

distribucién de probabilidades, resulta que:
p(Xn <x)=1 _p(Xn >x) < p[(Xn >x) N (Yn < y)] =
=1-p(Yn < ym) + plXy > 2) 0 (Y, < yim)]

(donde (x,yy,) es un punto de continuidad para la funcion de probabilidades
de la variable (X,Y). Ahora bien, teniendo en cuenta que:

liminfer p(X,, <x) > p(X < x)
n—oo
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limsuper p(X, < x) = — liminferp(X,, < x) < p(X < x)
n—-oo n—-oo

Se puede escribir:

limsuper p(X,, < x) <
n—-oo
<1-liminferp(Y, < ym) + limp[(X, <x) N (Y, < yp)] <
n—-oo n—-oo

<1-p( < ym) + [0 <) 0 Yy < Y]
=1 _p[(Xn > x) N (Yn < y)]
Cuando en esta expresion m aumenta indefinidamente, se obtiene que:

limsuperp(X, <x)<1-pX >x)=pX <x)
n—oo

De modo que:

lim p(X, < x) = lim Fy (x) = p(X < x) = Fx(x)
n—-oo n—-oo
De la misma forma, se demuestra que:

lim p(¥, <y) = lim Fy, (y) =p(Y <y) =K ()

d
Luego, se puede concluir que, si (X,,Y,) = (X,Y), entonces las variables

marginales convergen respectivamente a X e Y, X, iX e Y, iY. Debe
tenerse en cuenta que la implicacion inversa no siempre se verifica''’. La
convergencia en-distribucion de las variables marginales determinard la
convergencia de la variable conjunta solo si aquellas son independientes: Sean
x e y puntos de continuidad de las variables X e Y, respectivamente. Se
verificara, entonces, que:

T{l_)rglop[(Xn <x)n (Yn = y)] = AEEOFXn,Yn(x;y) =

lim p(Xp, < 0p(Yy <y) =p(X < )p(Y <) = Fx()F ()

119 Para cada par de funciones Fy(x) y Fy(y) existe mas de una funcién de distribucion
conjunta que las admite como funciones marginales (ver Sec. 2.1). Como se ve, la convergencia
en-distribucion no conserva las propiedades de la convergencia en el sentido del analisis segiin
la cual la convergencia de las componentes de un vector implica la convergencia del vector.
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Como corolario de este resultado se puede afirmar que, dada la sucesion de
variables aleatorias {X,,Y,} en la cual las variables marginales son

d
independientes 'y tales que X,—->X (lim Fy (x) =FX(x)) y Y,
n—-oo

d d
->Y (lim Fy (y) = Fy(y)), entonces {X, +Y,} > (X +Y). Es decir, la
n—o0o0

convolucion de las funciones de distribucion de las variables marginales
converge a la convolucion Fy(x) * Fy(y), cuando dichas variables marginales
son independientes, lim Fy (x) * Fy (y) = Fx(x) * Fy(y).

n—oo

También como corolario de las demostraciones anteriores se puede demostrar
que, dadas una sucesion de variables aleatorias {X,,} y una variable aleatoria X
tales que las variables X, sean independientes de X y, ademas se cumpla la

condicion X, i X, si X' es una variable aleatoria semejante a X e
independiente de X, entonces —dado que {X,,}, al converger en-distribucion a
X, converge también a X' (que tiene la misma distribucion de probabilidades)
y que, trivialmente, converge en-distribucion a X'- se verifica que (X, X)

d
- X', X).
Ejemplo n° 36:

Sea X,,(n > 0) una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la
forma:

on n-1
f, () = g (> 0)

cuyos momentos de primero y segundo orden son E(X,,) = % y 0%(X,) = ;—2

La correspondiente variable estandarizada sera, por lo tanto, de la forma:

X, —E(X,) AMX,—n

"X, V2
Entonces se verificara que:
i) = i, Y = i, (”ﬁ%) =
uvn+n n-1
va | () uvn +n
=T oD exp[”( 7 )] -
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n-1 _

_ M (uvn+n o—(uvFin) ﬂ _ nn\/ﬁe—(«/ﬁm) (1 N l>n 1
(n—1)! y A n! n

De modo que, de acuerdo con la formula de de Moivre-Stirling, segtin la cual

lim (n!) = e ™n"V2mn, sera:
n—-oo

—e_nnnﬁe‘”ﬁ (1 + i)n_l = lim —eiﬁ (1 + l>n
n! \/E n—-oo /27 \/H

lim fUn(u) = lim
n—-oo n—-oo

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

u n
lim In [e‘“‘m (1 + —) ]

s, n
n(l+—=)-—=
u
= lim [—u\/ﬁ+nln(1 +—)] = lim ( _711) Vr _
n—oo \/ﬁ n—oo n

Vn u u
— lim Vn+u (_ Zn\/ﬁ) + 2nvn — lim < uz\/ﬁ > u?

n—-oo n_l n—-oo

2

u+Vn

queda demostrado que la variable U,, converge en-distribucion a una variable
con funcion de densidad de la forma:

u2

i 1
gl_f}go fu, (W) = \/T_n e
12.3.- La convergencia en-probabilidad

12.3.1.- Definicion

Sea una sucesion de variables aleatorias {X,,n = 1,2,...} y sea una variable
aleatoria X, todas con valores en R (k > 1). Se dice que {X,} converge en-
probabilidad a la variable X (o que existe una igualdad asintotica entre X,, y

X), X, gX, si se verifica que lim p(|X, —X|<¢&)=1(e>0). Esta
n—-oo

convergencia también suele ser expresada de la siguiente forma: plim(X,,) =

n—oo

X 120,

120 Teniendo en cuenta que X puede ser una variable degenerada, resulta admisible que la
sucesion {X,,} converja en-probabilidad a un niimero (no-aleatorio).
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12.3.2.- Algunos teoremas fundamentales

1) A partir de esta definicion se puede concluir en forma inmediata que, si la
sucesion {X,,} converge en-probabilidad a X, entonces, para valores de n
suficientemente  grandes, se verificara que p(|X,—X|<e)=>1-
n (¢,n > 0). Luego, de acuerdo con lo demostrado en la Sec. 1.2, sera:

|Fx(x) — Fx (x)| < Fx(x + &) — Fx(x — &) + 7

de modo que si x es un punto de continuidad de Fx(-), seleccionando un &
arbitrariamente pequefio, el segundo miembro de esta inecuacidon se puede
hacer tan pequefio como se desee. Es decir, se puede asegurar que
Tlll_I;glo Fy (x) = Fx(x). De este resultado se puede concluir, entonces, que la

convergencia en-probabilidad implica la convergencia en-distribucion, pero
que la implicacion inversa no se verifica: la convergencia en-distribucion es
mas débil que la convergencia en-probabilidad. Es decir, que se verifique que

d
X, — X no implica que X,, 5 X.
Ejemplo n° 37:
Sea una variable aleatoria X con distribucion de probabilidades de la forma:

(

para x=0

1
2

p(X=x) =11
E x=1
0

\

y sea una variable aleatoria Y = 1 — X (obviamente las variables X e Y tienen
la misma distribucion de probabilidades).

para cualquier otro valor de x

Sea, ahora, una sucesion de variables aleatorias {X,, = Y,n = 1,2, ... }. Dado
que a todas las X,, y a X les corresponde la misma funcion de distribucion de

probabilidades, Fx(-), se concluye en forma inmediata que XniX. Sin
embargo, como |X,, —X| =Y — X| =1, se puede asegurar que {X,} no
converge en-probabilidad a X. Lo que demuestra que la convergencia en-
distribucién no implica necesariamente la convergencia en-probabilidad.
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2) Supongase que la sucesion {X,,} y la variable aleatoria X sean tales que X,
cce

— X. Entonces, de acuerdo con lo expresado en la Sec. 12.1.2, se verificara
que:

n—-oo

lim p ﬂ(|X]- -X|<e)|=1
j=n

Luego, teniendo en cuenta que [ﬂf=n(|Xj — X| < e)] C |X,, — X| < e, sera:

p ﬂ(|Xj—X| <g|=zplx,—-XI<e)<1

j=n
Con lo que queda demostrado que lim p(|X,, — X| < €) = 1. Es decir, que
n—oo

P . . .
X, = X. Luego, se puede concluir que la convergencia casi-con-certeza
implica la convergencia en-probabilidad, pero que la implicacién inversa no
se verifica siempre. La implicacion en ambos sentidos se verifica solo en el
caso particular en que {X,} sea una sucesion decreciente de variables
aleatorias positivas.

3) Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias con funciones de distribucion
tales que lim Fy (x) = e(x —c). Es decir, tales que, para valores de n
n—-oo

suficientemente grandes, se verifica que Fy (c —¢) < g yFy (c+te)=1-

g(s,n > 0). Entonces, sera:
n
p(XnZC—s)Zp(Xn>c—s)21—§

p(Xn2c+£)21—g

p(IXpy —X|=2e)=>1—7n

Lo que demuestra que lim p(|X, — X| < &) = 1. O, lo que es lo mismo, que
n—oo

P . . . .
X, = c. Luego se puede concluir que la condicidon necesaria y suficiente para
que la sucesion {X,} converja en-probabilidad a una constante ¢ es que la
correspondiente sucesion de funciones de distribucion de probabilidades
converja a una distribucion degenerada €(x — ¢).
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4) Sea una sucesion de variables aleatorias {X,,} y sean las variables aleatorias
X e Y tales que X, 5x y Y, gY. Considerando los eventos (|JX — Y| < &),
(lX — Xl < g) y (IY — Xl < g) se pueden escribir las siguientes
implicaciones:

(X -YI<e) > (IX = X, s%)n(W—an Sg)(e>0)

& &
(X = Y] > &) < (IX = X, >§)u(|Y—Xn| >§)(g> 0)
de las que resulta que:
& &
pUX = Y1 > &) <p(IX = Xal >5) +p (1Y = Xal >5) (e > 0)

Ahora bien, a partir de las convergencias propuestas inicialmente, el segundo
miembro de esta expresion se puede hacer tan pequeilo como se desee, de
modo que p(|JX—=Y|>¢) <n(e,n>0). Lo que demuestra que si la
sucesion {X,,} converge en-probabilidad simultineamente a X y a Y, entonces
X e Y son variables iguales. De la misma forma se demuestra que, dadas dos
variables aleatorias iguales y una sucesion de variables aleatorias {X,,}, si se

. p . ., p
verifica que X,, = X, entonces se verifica también que X,, = Y.

Dado que, segin se demostrd, la convergencia casi-con-certeza implica la
convergencia en-probabilidad, se obtiene como corolario del resultado
anterior que, dada una sucesion de variables aleatorias {X,,}, si se verifica que

ccc ccc .
X, —XyX, —Y,entonces X e Y son iguales.

5) Sean una sucesion de variables aleatorias {X,} y una variable aleatoria X
tales que X, £>X . Sea g(*) una funcion continua y sean F|y |(x) y F|x|(x) las
funciones de distribucion de probabilidades de las variables |X,| y |X|,

. ) P
respectivamente. Dado que |X,, — X| = |X,,| — |X|, se verifica que |X,,| = |X]|
y, por lo tanto, que lim Fy |(x) = Fxj(x).

n—-oo

Sea x™ un punto de continuidad de F|x|(x) tal que Fy(x*) > 1 — %(s > 0),
es posible hallar un valor de n suficientemente grande (n > N) tal que
F|Xn|(x*) - F|X|(X*) > —g y F|Xn|(x*) > F|X|(x*) —g >1—¢ y sea x' =
max(xg, X1, X, ..., Xy). Se obtiene, entonces que, para todo n, p(|X,| <
x") = Fix(x) >1—¢ y de acuerdo con lo expresado mas arriba, que
p(IX| < x") = Fjx)(x') >1—¢. Ahora bien, como la funcién g(y) es
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uniformemente continua en el intervalo |y| < x', es posible hallar un § =
(M) > 0) tal que, si se verifican las condiciones |y,| < x',|y,| < x/,

ly1 — y2| <1, se verifica, también, que |g(y;) — g(¥2)| <n(y > 0). Es
decir, que:

(Xl = x) 0 (X < x) 01Xy = X| < 8) 2 [lg(X) — gX)| < 7]

A partir de esta implicacion y de las desigualdades anteriores se puede
escribir:

p(lgX) —gX)l<n)>1-3¢ (51 >0)

Con lo que queda demostrado que, si la sucesion {X,} converge en-
probabilidad a la variable X, entonces, dada una funciéon continua g(-), se

verificara que g(X;,) LA gX).

Como corolario de este teorema se obtiene que, dadas dos sucesiones de
variables aleatorias {X,,} e {Y;,} tales que X, Exe Y, By y una funcion
continua g(X,Y), se verifica que g(X,,, v,) LA gX,Y).

6) Sean una sucesion de variables aleatorias {X,,} y una variable aleatoria X
con funciones de distribucion de probabilidades Fy (x) y Fx(x),

respectivamente y tales que X, 5x y sea g(+) una funcién continua no-
negativa. Supongase que E[g(X,)] <o (n=1,2,..) yque E[g(X)] <oy
que las integrales f;lz g(x)dFx(x) (n = 1,2,...) (donde x; y x, son puntos de

continuidad de Fy(x)) sean uniformemente convergentes, es decir, que existan
dos constantes x; y x; independientes de n, tales que:

X2 (%)
f g dEy, () f 9@dFy | <& G <xix <xpe>0)
X1 — 0o

Dado que se ha supuesto que E[g(X)] < oo, los valores de x; y x; pueden ser
elegidos de modo que también se verifique la relacion:

[ 9@ar, - [ gwar | <e

165



Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Helly'*!

suficientemente grandes (n > N), se puede escribir:

, para valores de n

[ 9war@ - [ gwan, | <

De las tres ecuaciones anteriores se obtiene que:

[ gm0~ [ g@ar, | <e

< 3¢ (n>N)

[ g@aro - [ gear,

Es decir, que lim E[g(X,)] =E[g(X)]. Lo que demuestra que la
n—oo

convergencia en-probabilidad de {X,} a la variable X es una condicion
suficiente para la convergencia de las esperanzas matematicas de dichas
variables.

Supdngase ahora que se verifique la convergencia en los valores esperados.
Entonces, se puede escribir:

Ie) X2

[ sware - [ gear,w| <
< f 9GO dFy, () - f GCO)dF, ()| +
+| [9ar@ - [ geadr |+

+| [ gareo - [ g@ar,

121 Ver Luckacs (1975).
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donde x; y x, pueden ser seleccionados de forma tal que el segundo término
del segundo miembro resulte tan pequefio como se desee. Asimismo, para
valores de n suficientemente grandes, los otros términos del segundo miembro
se haran tan pequefios como se desee. Es decir, es posible hallar un valor N tal
que para todo n > N, se verifique que:

[ swar, - [ gdr,w| <

Como se ha supuesto que E[g(X,,)] < o, es posible hallar dos nimeros, x@)
yx*D(j =1,2,...,N) tales que:

(o] x*(j)
[ s@ar, - [ gedr,w| <
- x(])

De las desigualdades anteriores se puede concluir que:

f g(x)dFy, (x) — f g(x)dFy (x)| < €

(donde x; < min(xW,x@, .., xM) y x; > max(x*®,x*@, .., x* ™). Lo
que demuestra que f;lz g(x)dFx, (x) converge uniformemente a

ffooo g(x)dFx(x). Esa decir que la convergencia X, % X 1o sélo es condicion

suficiente sino también necesaria para la convergencia de las esperanzas
matematicas.

12.4.- La convergencia en-los-momentos
12.4.1.- Definicion

Sean una sucesion de variables aleatorias {X,,n = 1,2,...} y una variable
aleatoria X, todas con valores en Ry(k >1) y tales que E(|X,|%) <
oon=12,..,s=1)y E(JX|®) < wo(s = 1). Se dice que {X,,} converge en

mg . .
el momento natural de orden s a la variable X, X,, = X, si se verifica que
lim E(|X, — X|*) =0.
n—-oo
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En particular, si se verifica que E(|X,]?) <oo(n=12,..), E(|X|?) <oy
que lim E(|X,, — X|?) = 0, se dice que {X,} converge a X en-valor medio
n—-oo

cuadratico.

12.4.2.- Algunos teoremas fundamentales

1) Supongase que la sucesion {X,,n = 1,2, ...} y la variable X sean tales que

ms . ,
X,, — X. Entonces se verificard que'*:

E(1X, — XI)

0<p(X,—X|=¢)< e

(e>0,s=12,..)

Luego, sera lim p(|X,, —X|=¢) =0. Es decir, se demuestra que la
n—oo

convergencia en-los-momentos implica la convergencia en-probabilidad. Pero
la implicacion inversa no se verifica necesariamente. La implicacion en ambos
sentidos se verifica solo en el caso particular en que {X,,} sea una sucesion de
variables aleatorias uniformemente acotadas.

2) A partir de la propiedad precedente y del teorema 4 de la Sec. 12.3.2 segun
(o cce
los cuales, si se verifica que X, = X y X,, — Y, entonces X ¢ Y son iguales,

. . . ms ms
se puede concluir que, si se verifica que X,, = X y que X;, = Y, entonces X ¢
Y son iguales.

3) Supongase que la sucesion {X,,,n = 1,2, ...} y la variable X sean tales que

m
Xy —3 X. Teniendo en cuenta que, para una variable aleatoria Y tal que
ms, (Y) < oo, la funciéon E(|Y[%2) es no-decreciente con respecto a s,, para

todo s; < s,, se puede escribir E(|X,, — X|51) < [E(|X,, — X|%2)]¥1/52 y, dado
m
que lim E(|X,, — X|2) =0, se verificard que X, —3X. Es decir, se
n—oo
demuestra que, para s; < S,, la convergencia en el momento de orden s,
implica la convergencia en el momento de orden s;. Ahora bien, dado que la

existencia del momento de orden s; no implica la existencia del momento de
orden s,, no se puede asegurar el cumplimiento de la implicacion inversa. En

L. Msy . . Mms,
otros términos, que X,, — X no implica que X,, — X.

d
Supdngase que X,, = X y que exista un s > 1 tal que E(|X,,|*) < a. Entonces,
para todo b > 0, se puede escribir:

122 Ver Sec. 10.4.2.
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. |x|®
j = LI
f x!dFy (x) f e dFy (x) <
[x|=b |x|=b

1 1
< f IxI#dFy, () < 7 f Ixl*dFy, () < 7
|x|=b Q(Xn)
De modo que, si j < s, entonces lim bf_ 5 = 0. Con lo que queda demostrada
n—-oo

la convergencia uniforme, flx|>bxdeXn(x) -0 y, por lo tanto, la

convergencia, [, x5dFy (x) - [ xSdFx(x). Por lo que se puede concluir
que la convergencia en-distribucion implica la convergencia en los momentos.
La implicacion inversa se verifica solo si la sucesion de momentos
{m,(X),s =1,2,..} identifica en forma univoca a la distribucién de
probabilidades de la variable X. Es decir, dadas una sucesién de variables
aleatorias {X,,,n = 1,2,...} y una variable aleatoria X tal que su distribucion
de probabilidades resulta caracterizada en forma univoca por la sucesion de

mg
momentos {m¢(X),s = 1,2, ...} y tal que X,, — X, entonces se puede asegurar

d
que X,, - X.

4) Sean una sucesion de variables aleatorias {X,,,n = 1,2, ...} y una variable

m.
aleatoria X tales que X, — X. Para valores de n suficientemente grandes se
puede escribir:

[E(Xn) — EQD]? < 0?(Xn, — X) + [E(X,) — E(X)]? =
=E[X,—X)?*]1<e (¢>0)
Luego, es posible hallar un valor de n suficientemente grande como para que

la diferencia |E(X,,) — E(X)| sea arbitrariamente pequefa, es decir, para que
se verifique que lim E(X,,) = E(X). De la misma forma se puede escribir:
n—-oo

E(X7) = E[(X, — X + X)?] = E[(X, — X)?] + E(X?) + 2E[X (X, — X)]

De acuerdo con la desigualdad de Schwartz-Holder'”’, se verifica que
{(E[X(X,, — X)]}* < E(X?) E[(X,, — X)?]. De modo que:

123 Ver Sec. 10.2.5.
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(VEG® - VEIO, —%77) < E(2) < (VER) + VEIOt, — %71}

y, teniendo en cuenta que, de acuerdo con la hipdtesis inicial lim E[(X,, —
n—-oo
X)?] = 0, se obtiene que lim E(X2) = E(X?).
n—oo

De la misma forma, dadas una sucesion de variables aleatorias {X,,n =

1,2,...} y una variable aleatoria X tales que X, X X, se puede asegurar que
lim E(|X,|") = E(IX]") (r < s).
n—-oo

Como corolario del teorema anterior se demuestra que, dadas dos sucesiones
de variables aleatorias {X,} y {V;,,} y dos variables aleatorias X e Y, tales que

X, B x y Yy e Y, se verifica que lim E(Xp, Y,) = E(X,Y).

nr—oo
Ejemplo n° 38:

Sea X,, una variable aleatoria con funcion de densidad de la forma:

Il
o

1
1- " para X
an(x) = 1
n

=
I
S

Su funcion de distribucion de probabilidades serd, en consecuencia, de la
forma:

0 para x<0

1
Fx,(x) = 1-— 0<x<n
1 x>n

Sea, por otra parte, una variable X que puede asumir solamente el valor 0 (con
probabilidad igual a 1) y cuya funcion de distribucidon sera, en consecuencia,
de la forma:

0 ara x<0
R@={ ° x>0

Se puede concluir inmediatamente que lim Fy (x) = Fx(x). Por otra parte, se
n—oo

observa que E(X,) =0 (1 — %) + n% y E(X)=0. Es decir, que
lim E(X,) =1 %0 = E(X).
n—oo
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Asimismo, se verifica que E(X;) =0 (1 - %) + nsi =n5"1. Suponiendo

que s pueda asumir cualquier valor real positivo, se tiene que:

E(X®) para s<1
lim E(X3) =41 # E(X%) s=1
n—-oo

+o0 = E(X%) s>1

Esto demuestra que, para s = 1, existe lo que se podria denominar un “valor
critico”. Por debajo de ese valor los momentos convergen a E(X%). Para s >
1 los momentos tienden a infinito y, obviamente no convergen a E (X¥).

Ejemplo n° 39:

Sea {Y,} una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con
distribucion de probabilidades de la forma:

(1
Syr para Vp = —1
12 =0
p(Yy=y) =1 = ni/4 Yn =
1
2ni/t =l

0 para cualquier otro valor de Yy,
(paran = 1,2, ...).

Sea E,(n = 2,3,...) el evento “que todas las Y;, para n —n < j < n, sean
nulas”. De modo que:

1
p(En) = 1_[ p(Y;=0)= 1_[ (1 _T/4> (n=23,..)124
n—ns<jsn n—/ns<jsn J
y sea una sucesion de variables aleatorias {X,} talesque X; = Y, y

{ Y, si ocurre E,
" 16—-1,con igual probabilidad, si ocurre E,

. 1 _ j .
1* Obsérvese que [1,,_ < jen (1 - ]W) <Il.- nSan(e 1/4)”. De modo que se verifica que

lim p(E,) = 0.
n—-oo
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(para n = 2,3, ...). Se puede concluir en forma inmediata que E(X,) = 0. Por
otra parte, se verifica que:

E(XTZL) = p(En) + [1 - p(En)]n_1/4

y, por lo tanto, que lim E(X2) = 0. Es decir, que X, 720. De la misma
n—oo

forma, se demuestra que X, %o (s=34,..).

ccce
Supoéngase ahora que X,, — 0. Paran < 1, sera:

p ﬁ(IXJ-ISn) =p ﬁ(XFO) =p ﬁ[@ﬁ(%ﬂ)]

Ahora bien, dado que (|Xj| <n)c(y= 0)(n < 1), seré:

(xlsme (] G=0ck
j=[n—vn7] j=[n—vn]

(donde [n* - \/F] denota el mayor entero menor o igual a n* —v/n*) y, dado
que (|Xj|<n) cEn<1), serd ﬂ;’;n(|Xj| <) c N, E, c E,. Ahora
bien, de acuerdo con la definicion, si {X,} converge casi-con-certeza a 0, es

posible, para todo &€ > 0, hallar un valor N = N(¢) tal que, para n = N, se
verifique que:

p ﬂ(|Xj|Sn) >1—¢
j=n

De las implicaciones definidas mas arriba se puede concluir que, para todo
n* —vn* = N, serd p(E,:) > 1— & pero, también se puede concluir que
p(E,-) > 1 — &. Esta contradiccion indica que el supuesto de convergencia
casi-con-certeza en este caso no se verifica. Lo cual permite comprobar que la
convergencia en-los-momentos no implica la convergencia casi-con-certeza.

Dado que, segiin se demostro, la convergencia en-los-momentos implica la

convergencia en-probabilidad, este ejemplo también permite comprobar que la
convergencia en-probabilidad no implica la convergencia casi-con-certeza.
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Ejemplo n° 40:

Sea una sucesion de variables aleatorias {X,,} todas con distribucion de
probabilidades de la forma:

(2_:12 para x, = —n?/s
1
P =x) =1 " 72 o =0
2—7112 x, = n?/s
0 para cualquier otro valor de x

(paran,s = 1,2, ...). Para ¢ > 0 se obtiene, entonces, que:

[ee] (o0} [e/e) 1
1S CIEDIEDYCIEDESY
j=n j=n j=n

De modo que se verificara Ai_{glo[uf=n(|Xj|>s)]=0. Es decir, que
cce

lim [ﬂ;’-°=n(|Xj| < ¢)] =1y, por lo tanto, que X, — 0.

n—oo

Por otra parte, se puede concluir facilmente que E(|X,|°) =1 y, en
consecuencia, que lim E(]X,|%) = 1. Lo cual demuestra que la sucesion {X,,}
n—-oo

converge casi-con-certeza a cero, pero no converge en el momento de orden s.
Asimismo, como segun se demostro en la seccion precedente, la convergencia
casi-con-certeza implica la convergencia en-probabilidad, la sucesion {X,}
aqui definida es un ejemplo de convergencia en-probabilidad y no
convergencia en el momento de orden s.

Ejemplo n° 41:

Sea una sucesion de variables aleatorias {X,} todas con distribucion de
probabilidades de la forma:

(X ara Xp = — 1

! 2 P n n
p(Xy =x,) = 1 X, = 1
lZ " n

0 para cualquier otor valor de x,,
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Se obtiene en forma inmediata que E(IXn|5)=%(s=1,2,...) y, en

consecuencia, que lim E(|X,|*) = 0. Es decir, que X, 0.
n—-oo

Sea, por otra parte, el evento (|X]| < s). Teniendo en cuenta que, para j < k,
|Xj| > |Xi| y, por lo tanto, que (|Xj| < 5) c (|Xx| <€), se obtiene que
ﬂ;’;n(lle < ¢) = (|X,| < €). De modo que, paraun € >0y n > i, resulta

que:

p ﬂ(|X1| <e)|=p(Xul<e) =1
j=n

. cce
Es decir, que X,, — 0.

Obsérvese que los ejemplos 39, 40 y 41 permiten concluir que, si bien no
existe relacion de implicacion entre las convergencias casi-con-certeza y en-
el-momento de orden s, dichas convergencias no son incompatibles.

12.5.- La convergencia completa

Se dice que una sucesion de variables aleatorias {X,,n = 1,2, ...} converge
compl . . .
completamente a cero, X, —— 0, si se verifica que lim Z‘]?';np(|Xj| > s) =
n—-oo
0(e>0).

A partir de esta definicion se obtiene en forma inmediata que {X,,,n = 1,2, ...}
. compl . .
converge completamente a la variable X, X,, —— X, si se verifica que X,, —

compl
X—0

13.- La funcion caracteristica

13.1.- Definicion

Ademas de las ya mencionadas funciones de probabilidades, de densidad, de
distribucién y de supervivencia existen otras funciones utiles para el estudio

de las variables aleatorias, las cuales forman parte de un conjunto de
transformaciones del tipo:

Hy(w) = f h(x, w)dFy (x)
11¢9)
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donde w es una variable real (sin significado probabilistico).

Entre todas estas funciones es particularmente importante la “funcion

caracteristica”'®* | que se obtiene haciendo h(x,w) = e™* (donde i = V-1
es la unidad imaginaria) y que es la trasformacion de Fourier de la funcion

Fy(x):
Ce(w) = E(e™) =

o] [ee) o)

= feiwxdFX(x)z fcos(wx) dFy(x) +i fsen(wx) dFy(x)

— 00 —00 — 0o

En general, dada una variable aleatoria k-dimensional, Z = {X;, X5, ..., Xi}, su
funcion caracteristica queda definida de la siguiente forma:

— Wi X1+wWo Xo++wiX —
CX1.X2,...,Xk(W1JW2' "-'Wk) — E[e (wi1X, 242 k k)] =

— Wi X +wor Xo++wi X
= e( 141 1tWaX5 k k)dFXl,...,Xk(xl' .__’xk)

a(2)

La funcidn caracteristica correspondiente a la variable marginal X; se obtiene
haciendo w; =0 para todo j # i en la definicion anterior, Cy,(w;) =

Cx, %y %, (05 ooy Wy, .0, 0).
13.2.- Propiedades

La funcidon caracteristica, independientemente de la forma que asuma la
distribucion de probabilidades de la variable, posee las siguientes propiedades:

1) |Cx(w)| = |fj°oo eMX¥dFy(x)| = |fj°oo[cos(wx) + i sen (wx)]dFy(x)| <

< flcos(wx) +isen (wx)|dFy(x) =1

—00

2) Cx(0) = [ dFy(x) = [© fr()dx =1

3) [Cx(w +h) — CxW)| = |7, e W dE, () — [© e*WdFy (x)| =

125 Denominacién debida a Poincaré (1896).
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— f[eix(w+h) _ eixw]dFX(x) <
< f|eix(w+h) _ eixw' dFX(x) — f|eixw||eixw _ 1|dFX(x) —

= f |cos(wx) + i sen (wx)]| |eix‘” — 1| dFy(x) = j |eixw — 1|dFX(x)

Lo que demuestra que la funcién Cy(w) es uniformemente continua en Ry,

4) Existe correspondencia biunivoca entre las funciones caracteristicas y las
funciones de distribucion de probabilidades: a cada funcion de distribucion le
corresponde una funcidon caracteristica y viceversa, a cada funcion
caracteristica le corresponde una y solo una funciéon de distribucion. La
primera parte de esta propiedad es una consecuencia inmediata de la
definicion de funcion caracteristica. En cuanto a la segunda, se obtiene
mediante la utilizacion de la denominada férmula de inversion'®.

5) Dadas dos constantes, a y b, reales, se tiene que:
Coprp (W) = E[eiw(ax+b)] — E(eiwaXeiwb) —
= eWbE[eW(aX)] = Wb, (aw)
6) Propiedad multiplicativa

Sea {Xy,X,, ..., X} una sucesion de variables aleatorias independientes, se
verificara entonces que:

CX1+X2+»-«+Xn(W) — E[eiw(X1+...+xn)] — E(eiwxl)E(einZ) ...E(eiWX”) —

= Cy, W)Cx, (W) ...Cx (w)127

126 Ver Sec. 13.4.

127 Obsérvese que, en base a este teorema y a la propiedad de unicidad, es posible transformar
un problema de convolucion de funciones de densidad en un simple producto de funciones
caracteristicas.
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7) Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones caracteristicas Cy(w;) y
Cy(wy), respectivamente. La condicion necesaria y suficiente para que estas
variables puedan ser consideradas independientes es que C(xy)(wq,w;) =
Cx(w;)Cy(Wy). Pero la condicion de independencia de las variables no es
necesaria para que se verifique la propiedad multiplicativa.

Ejemplo n° 42:
Sea una variable aleatoria X; con distribucion de probabilidades de la forma:

1 1

— —00 <X S
1+ x} ( ! )

le (x) =

y funcion caracteristica definida, en consecuencia, por Cx, (W) = ey sea
una variable aleatoria X, = X;. Estas dos variables estan obviamente
relacionadas. De acuerdo con la definicion de funcion caracteristica sera:

Cx,+x,(W) = Cox, (W) = Cx,2w) = e~ 2wl
Por otra parte, se verifica que:
Cx,(W)Cx, (W) = e7Wle=Wl = ¢=2IWl

Es decir, a pesar de que X; y X, son variables relacionadas, se cumple la
propiedad multiplicativa, Cx, ,x, (W) = Cx, (W)Cx, (w).

8) Sea una variable aleatoria X con funcion caracteristica Cy(w) y sea X' una
variable aleatoria semejante a X e independiente de ella. Entonces la variable
aleatoria Z = X — X’ sera simétrica'?®, con funcion caracteristica:

Cx—x/(W) = Cx(W)C_yx, (W) = Cx(W)Cx (W) = Cx(W)Cx(w) = |Cx(W)|?

Con lo que queda demostrado que la funcién caracteristica de una
variable (X — X") simétrica, es real.

9) Dada una variable aleatoria unidimensional X y un entero positivo s, si se
admite la posibilidad del pasaje al limite bajo el signo integral, se verifica que:

128 Esta condicion implica que las variables (X, X") y (X', X) poseen la misma distribucion de
probabilidades. Dadas dos variables aleatorias semejantes e independientes, X y X', a la
operacion (X — X) se la denomina simetrizacion.
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d SO O
Co(w) = f eWEdF, (x) = f ARy () =

dws dws
_ f (ix)Se WX dFy (x)
Luego, sera d(‘i; Cxy(W)|yy=o = i*E(X?®). Es decir, se obtiene que'*’:

N

mg(X) = E(X) = i-s[ d

—aw)| =12.)

w=0

10) Sea {X;, X,, ..., X,;} una sucesion de variables aleatorias con funciones de
distribucion de probabilidades Fy (x) = p(X, < x)(n = 1,2,...) y funciones

fQ(Xn) e n dFy (x,)(n = 1,2,..,weR;). Como se
vio en la Sec. 12.2.2, la condicién necesaria y suficiente para que Fx (x)

converja a la funcién Fy(x) es que, para toda funciéon g(x) continua y
acotada, se verifique que:

caracteristicas Cx, (w) =

[ 9@r, 0~ [ g@re

Dado que e™¥ es continua y acotada en modulo, se concluye que, si

Fy,(x) = Fx(x), entonces Cy (w) = Cx(w) para todo w real.

11) Propiedad de continuidad de la correspondencia entre funciones
caracteristicas y funciones de distribucion de probabilidades (teorema de
Lévy-Cramér)

Sea {X;,X,,...,X,} una sucesion de variables aleatorias con funciones de
distribucién de probabilidades Fy, (x)(n = 1,2,...)y funciones caracteristicas
Cx,(W) y sea una variable aleatoria X con funcion de distribucion Fx(x) y
funcién caracteristica Cy(w). Supongase que Cx, (w) — Cx(w) para todo
punto de Cx(w) y supongase que Fy (x) no converje a Fy(x) (es decir, que
no tiende a Fy(x) en un punto x* de continuidad de Fy(x)), existira entonces

129 Si se verifica que |[E(X®)| < o (0 E(]X|%) < 4+), entonces esta derivada existe y es
uniformemente continua para cualquier valor de w y, viceversa, si para un s positivo, la
derivada de Cyx(w) existe en el origen, entonces se verifica que |E(X5)| < oo.
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una sub-sucesion de {FXn (x)} que converje en el punto x* a un valor distinto
de Fyx(x*). Esta sub-sucesion tendra, a su vez, una sub-sucesion tal que

{Fnj (x)} — H en todos los puntos. Donde H(4+o) — H(—o0) > 1; es decir, es

tal que puede ser considerada como una funcion de distribucion de
probabilidades. Entonces, de acuerdo a lo expresado en la propiedad
precedente, se verificara que an(w) - Cy(w). Ademas, por hipoétesis

an(w) — Cx(w). Luego, se puede concluir que Cy(w) y Cx(w) deben

coincidir y, en consecuencia, que H y Fy(x) también deben coincidir en los
puntos de continuidad. Esto demuestra que la hipdtesis:

H(x*) = lim Fnj(x*) =c # Fy(x)
]—)OO

es falsa.

Por otra parte, se puede escribir:

Of Cxy(w)dw = Of uo eiW"de(x)dw] =
= fm[jueiwxdw dFy(x) = feiw%de(x)
oo Ly oo

Teniendo en cuenta que [e™* —1| < [e™*|+1=2y que |[e™*—1|<
|ux|, para a > 0, se obtiene que:

u eiwx -1 etwx _
anj(w)dw < f Tanj(x)+ f Tanj(X) <
0 |x|=a |x|>a
2 2
< f lul dF,,(x) + j T @B, 00 < lul |Foy (@) = Fy (—a)] +>
[x|<a |x[>a

y, haciendo j — o y a — +00, se obtiene que:

H(a) —H(—a) = +§

1 u
Zf Cx(w)dw
0
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u

1
EJ. Cx(w)dw

0

H(o) — H(—) = (u>0)

Dado que Cx(w) es una funcion continua, se verifica que:

H(+o0) — H(~=0) > lim H(a) — H(-a) 2 =Cx(0) =1

1 u
af Cxy(w)dw
0

Es decir que H puede ser considerada una funciéon de probabilidades. Queda
entonces demostrado que, si Cxy (w) - Cx(w) en todo punto de Cx(w),

entonces Fy (x) = Fx(x). Tomando en consideracion la implicacion
demostrada en la propiedad anterior, se puede concluir que:

Fx,(x) = Fx(x) & Cx, (W) > Cx(w)

Es decir que la correspondencia entre las funciones de distribucion de
probabilidades y las funciones caracteristicas no solo es biunivoca sino que es

d
bicontinua, es decir que si X, — X, entonces Cx, (w) = Cx(w) (para todo w)
y, viceversa, si Cy, (w) = Cx(w), entonces X, converge en-distribucion a
X130,

Ejemplo n° 43:
Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

1

f(x)-{m para asxsb
(1) = 15—

0 para cualquier otro valor de x

La funcidn caracteristica sera de la forma:

o0 . 1 o ' eibw _ piaw
_ iwx — iwx - =
TR Py N ke
1 _ (ibw)?  (ibw)?

130 Todas estas propiedades constituyen, en realidad, las condiciones necesarias para que una
funcion compleja de una variable real pueda ser considerada una funcion caracteristica.

180



[1 + iaw +

(Lw) 1
lw(b —a) E(b] “h— ]_1

_ 1 i(bs-'-l B a5+1) (lW)S _ i bS+1 _ as+1 l'S W_S
b—a (s+1)! 4 b—a s+1|s!
S=

s=0

(iaw)?  (iaw)3
TR +”}

- a]) (lW)] ' =

En el desarrollo de Taylor de la funcion Cy (w) el coeficiente que acompaiia al
factor % es C)ES)(O), es decir i*mg(X):

bs+1 _ as+1 is as

b—a s+1=6w5

Cx(W)|w=o = i*ms(X)

De modo que los momentos de la variable X quedan definidos de la siguiente
forma:

bs+1 _ aS+1 1

ms(X) =

=012,..
b—a s+1 (s=012,..)

Ejemplo n° 44:

Sean X ¢ Y dos variables aleatorias independientes con distribuciones de
probabilidades de la forma:

()_{1 para 0<x<1
fx(x) = 0 para cualquier otro valor de x

()_{1 para 0<y<i1
fr&) = 0 para cualquier otro valor de x

Sus funciones caracteristicas seran, respectivamente:

iW_l

. . e
= EF(eWX =f iwx —
Cx(w) = E(e™¥) e dx —
0
e —1

Cy(w) = E(e™Y) = —
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De acuerdo con la propiedad multiplicativa la funcidén caracteristica de la
variable Z = X + Y sera de la forma:

) iw __ 1 2
C,(W) = Cxyy(w) = E(elw(xw)) =Cx(w)Cy(w) = (e iw > -

3 e2iw _ 2w 4 1
2

4

Haciendo ahora el proceso inverso, si se tiene en cuenta que la funcion de
densidad de la variable Z esta definida por:

z para 0<z<1
fz(z):{Z_Z 1<z<2
0 para cualquier otro valor de z

Su funcidn caracteristica sera de la forma:

1e9) 1 2
C,(w) = E(eiwz) = f eWzf,(z)dz = feiwzzdz+ f eWz(2 — z)dz =
—00 0 1
1
1 L1 1 .
={—[ze"?] —,—fe“”zdz +
iw 0 iw
0
2 2
) 1 ) 1 .
+2fe‘wzdz— _—[ze“"’z] —_—fe”"’zdz =
iw 1w
1 1

e?W —2ew 41

Igualdad que confirma la definicion de la funcion caracteristica obtenida de la
aplicacion de la propiedad multiplicativa.

Ejemplo n° 44:

Sea U una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

fuw) = %9_“2/2 (=00 S u < )
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Su funcién caracteristica, considerando a la unidad imaginaria como una
constante real, esta definida por:

Cy(w) = E(e™V)

1 jele —ut/2g_—_ 1 fe—%(uz—ziuw)du _
27‘[ \/Zn_
W2 [ee]
e z 2
_ —(u—iw) _ —w2/2
= e 2 du=e
V21 .I

y, desarrollando en serie la funcion exponencial, se obtiene que:

Cyw) =1 —lw2 + Wt — o wh 4
v 2 222! 233!
De esta expresion se puede concluir que los momentos de orden impar son

todos nulos (la distribucion de probabilidades es simétrica) y que para los de
orden par se verifica la siguiente relacion:

(s _ i (D¢
25l = (ZS)' ZS( ) (2 )' mZS(U)
Es decir, que m,(U) = (22:)' (s=01,2,..).

Ejemplo n° 46:

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes con distribuciones de
probabilidades de la forma:

3 1 /x —my\?
() = Xv_ex”[ (= )] (~o0 < x < )
1 1/y —my)\?
fy(y)—gymexp[—i( - )] (~o0 <y <)

La funcién caracteristica de la variable X queda definida de la siguiente
forma:
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[oe]

Cy(w) = E(eiWX) — . \;% f eM™Xexp [_1(96 - mX)z] e
X

— 0o

exp{ 302 [(x —my)? — 2iwxa§]} dx =
X

Ux\/_

. 1 .
GX\/_ jexp{ 2(x mX—lwa§)2+§(21me w O'X)}

Ox

ex ( —Iw2g2) 7
p leX 2W O-X f [ 1 ( )]d
= exp|—— (x —my — iwo x
ox\V2m P 203 X

— 00

: . L1 .
Aplicando en esta integral la transformacion J—(x —my — iwoZ) = u se
X

obtiene que:

ex (iwm - lwzaz) s
Cy(w) = P X 2= X f e"W/2qu = exp (ime - lwza}?)
oxV2m 2

—00
. . 1
De la misma forma, se demuestra que Cy (w) = (ley - EWZG,?).

Por otra parte, de acuerdo con la propiedad multiplicativa, la funcion
caracteristica de la variable bidimensional Z = X + Y est4 dada por:

C,(w) = Cxyy(w) = E[ei(x+y)w] = Cy(w)Cy(w) =
= exp [i(mX + my)w — % (0 + oP)w ]

De lo que se concluye que la variable (X + Y) también posee distribucion de
probabilidades de la forma:

1<Z_mz

1
fz(2) = oz P [—5 .

)2] (—o <z <)

Con medidas m; = my + my y 62 = 0% + of.
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Por induccion se puede demostrar que la variable definida por la suma de un
conjunto finito de variables aleatorias independientes, {X;, X5, ...,X,}, con
distribuciones de probabilidades de la forma:

f; (%)) = —= = 6XP [—§<T

2
2 > ] (-0 <x<00,j=12,..,n)
]

también posee una distribucion de la forma:

f@ = —=en|-3 ()| cosisw

z) = exp |—= —0<z< 0

z o2 P172 oz

con medidas my, =Z}1=1mj y 07 = ?:1 0]-2. Este resultado puede ser

invertido concluyéndose que, si la variable aleatoria definida por un conjunto
finito de variables aleatorias independientes posee distribucion de
probabilidades f;(z), entonces las variables marginales tendran distribuciones
de probabilidades de la forma:

fXj(xj) = P

2
1/x; —m;
exp [_§<¥> ] (—o<x;<,j=12,..,n)
j

1
aiV2m
Ejemplo n° 47:

Sea {X;,X,, ..., X, } una sucesion de variables aleatorias cada una de las cuales

puede asumir con la misma probabilidad cualquiera de los valores de su
dominio, = {%,%, ...,nT_l,l}, Las funciones de distribucion de
probabilidades de las variables X; (j = 1,2,...,n) seran, entonces, de la

forma:

1
0 < -
para x_n
1 1 2
— —-<x<-
n n n
ij(x)=<k k k+1
— —<x<
n n n
n—1 n—1
<x<1
n
1 x>1

y su funcidn caracteristica sera de la forma:

185



G=12,..mn).

Luego, se verificara que:

eiw/n_l -1 y
lim Cy.(w) = (e — 1) lim | ——— etw/n =
Jim €y () = ),-%o< Yn )

e —1
= i (] =1,2, ...,n)

De acuerdo con lo demostrado en el ejemplo n° 43, ésta es la funcidon
caracteristica correspondiente a una distribucion de probabilidades uniforme
en el intervalo [0,1]. Es decir, este resultado confirma, a partir de la definicion
de funcion caracteristica, la convergencia en-distribucion —ya analizada en el
ejemplo n° 34 - de la sucesion {X;, X, ..., X} a una variable uniforme en el
intervalo [0,1].

13.3.- Analisis de las condiciones de unicidad de los momentos

Sean X; y X, dos variables aleatorias con funciones de distribucion de
probabilidades Fx (x) y Fx,(x), respectivamente, con todos sus momentos

finitos y tales que my = E(X;) = E(X5)(s =0,1,2,...). Supdngase que
exista por lo menos un valor de t > 0 tal que )i~ mS(Xj)Z—T < 4o (j=
1,2). A partir de la relacion e —1 = f_Zooieiydy (z € R),. se obtiene
inmediatamente que |eiz - 1| <|z|. Con un razonamiento similar, por
induccion, se demuestra que:

|Z| n—-1

" (i) iv)J
P N 2l Y Y R S G2 PP
J! J!

& ! [

0 j=0

|z
n! (n+ 1)
0

n |n+1

(n>0)

De modo que, para z real y n = 0,1,2, ..., se puede escribir:
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|Tl+1

iz (iz)! |z
¢ _Z TS

Luego, para ambas variables se verificara que:

2n-1

0= 2. W <

nz: (itx)®

(para j =1,2,;n=0,1,2,...). Teniendo en cuenta la convergencia supuesta
2n

, . . . w
mas arriba, se puede concluir que lim m,, @ 0. De modo que, para todo
n—-oo .

2n

(2n)!

< [ e dFy, () < f (0 = mas

— 00

lw| <t, se verificara que en un entorno del origen, las funciones
caracteristicas son iguales:

2n-1

Cr, W) = lim Z m, (l;”!y = Gy, (W)

Por otra parte, dado que Cy, (W) y Cx,(w) poseen derivadas de cualquier
orden, utilizando la desigualdad anterior, sera:

2n-1 _Z)S
CX](W) z CX]( ) <
® 2n-1
i . w—2z S
< f eiwx _ Z elzx(ix)S% dFXj(x) —
—00 s=0 .
° 2n—1
] — N
= f|ei2x| eiw=2)x _ Z M dFy;(x) <
e ~ s!
oo|x|2n|W_Z|2n |W—Z|2n '
< WdFXj(x) = Mon =Gy G=12n=012..)
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Luego, de acuerdo con lo demostrado mas arriba, para |[w — z| < t, resulta
que:

2n-1

Cx,(w) = llm Z CX (w) —

(W - Z)S

Ahora bien, para |z| < t, se verifica que Cy, (z) = Cx,(2) y, por lo tanto, que
las derivadas también coinciden. En consecuencia, si |w| < 2t, para z = %, se

tiene que:
2n—-1 s 2n—1 s
w—2Z
Cr, W) = lim Z c@( 2 ) = lim z cOHY =D o w
n-oo 2 s! 2
s=0

Por induccion, haciendo z = %W (k =2,3,...), se obtiene la igualdad de las

funciones caracteristicas para todo w real.

De la demostracion anterior se puede concluir que, dadas dos variables
aleatorias, X; y X, con funciones de distribucion Fy (x) y Fy,(x) y los

correspondientes momentos finitos e iguales, ms(X;) = my(X,) (s =
S

0,1,2,...), si se verifica que Y,g2,my % (3w > 0), entonces por la propiedad

de correspondencia biunivoca entre la funcion caracteristica y la funcion de

distribucién de probabilidades, se verificard que Fy, (x)=Fy,(x). Es decir que

la sucesion de momentos, mg(X), define univocamente a la variable X131,

Asimismo, se puede demostrar que las condiciones de convergencia que se
mencionan a continuacion son equivalentes a la demostrada precedentemente
para poder asegurar la unicidad de los momentos de una variable:

2s
i) Z?’:OmZS% < +o0 (3w > 0).

i) ™My — 29 - 0@Ew>0)

ceer 7 (mye)*/2
iii) llmsuper— < 400

S—00

. - . - (my5)1/28
iv) Criterio de Riesz: liminfer ———— < 4+

S—00

131 Esta condicién fue enunciada (sin demostracion) en la Sec. 10.1.
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v) Criterio de Carleman: ¥* ,(m,,)~1/25 = 40

(mg)1/s

s2

vi) Criterio de Ghizzetti: liminfer < 400

S—00

@iz)*

s!

vii) C(z) = Yoz, mg @w >0zl <w)

viii) 2o my = = [ e*dF,(2) @w > 0, |z] < w)

13.4.- Algunos teoremas particulares acerca de la inversion de la funcién
caracteristica

Como ya se mencioné al analizar las propiedades de la correspondencia
biunivoca entre la funcion caracteristica y la distribucion de probabilidades de
una variable, la utilizacion de la féormula de inversion:

a
1 ,
fx() =5 lim j eWEC, (W) dw
—-a

suele conducir a expresiones cuya resolucion resulta extremadamente
complicada. Aqui se trataran algunos casos particulares intentando utilizar en

su resolucion fundamentalmente argumentos probabilisticos'*.

1) Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

1 x? e
fx(x) = meexp (_ZT:)?) (—0 < x < )

w203

Su funcidn caracteristica sera de la forma Cy(w) = exp (— ) Si se toma

como punto de partida la expresion:

fe‘iwaX(W)g(W)dW= fe“""”‘ feiwydpx(y) g(w)dW:

132 Cabe destacar aqui los trabajos de Fourier (1811), que fueron los que probablemente
condujeron a Gauss a la expresion de las relaciones reciprocas G (u) = ‘/%_n ffooo eWtg(w)dw y

glw) =\/%ij00 e”™uG(u)du (esta demostracién data probablemente de 1813, pero fue

iwu

descubierta recién a fines del siglo XIX).
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o]

dFe(y) = f C(y — 0)dFy(y)dFy(y) =

— 00

[ f e~ WxCy (w)g(w)dw

g

oo

_ f exp [ 503y — 02| dEy )

—00

y, teniendo en cuenta que:

c

V2r

(donde h(z) denota una funcion de densidad similar a fy(x) de una variable z,

=—h(2)

22 N2t/ ¢ 5, Vam
e Z°¢ /2 — ( zecc/2 ) —
0z
1 o
con g, = Z)’ se puede escribir:

[oe]

| 27 [
f e Cy(w)gw)dw = g f h(y — x)dFx(y)
X —0o0

—00

La integral que figura en el segundo miembro define la convolucion de las
funciones fy(x) y h(y), es decir, la funciéon de distribucion de probabilidades
de la variable Z = X + Y, siendo X e Y variables independientes:

f h(y — x)dFx(y) =

[00) [ee]

= f e~ WxXC, (w)g(w)dw =i fe‘iwaX(w) e~w e /2qy
vam 2
Luego, sera:

2 o[ Z1
1 .
FZ(Z]_) - FZ(ZO) = f fX+Y(x)dx = E f |:f e—ldex CX(W)e_WZCZ/Zd
Z Zoo |2,

—iwzy _ ,—iwz
_1 f e e 7 Cy(W)e W /2qy
2m iw

— 00
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Aplicando a ambos miembros de esta igualdad el operador limite cuando ¢ —
0, se obtiene que

lci_f)%[Fz(Zﬂ — Fz(20)] = Fx(z1) — Fx(2o) =

Cy (W)e W /2qy

co . .
1 J- e~ Wz _ p=iwzy
iw
—00

Si se supone, en particular, que Cy(w) cumple la condicion fjooolCX (w)ldw =
K < +oo, se verificara que:

oo

f eWx ¢, (w)e W e /2qy

—00

< f|cx(w)|dw < 400

de modo que es posible el pasaje al limite bajo el signo integral:

oo

f eiwx CX(W)e‘WZCZ/ZdW] dx =

—00

a [e)
1 .
=%j ! f ewx CX(W)dW] dx
b Lt—co

Haciendo z, — —oo, se obtiene que:

a
1
Fx(zy) — Fx(zy) = Ef [lcl—>n(1)
b

(00

Fx(zy) = f!% j

[ee)

e~ ¢y (w) dw] dx

Es decir, se demuestra que la definicion de la funciéon de densidad de la
variable X, a partir de su funcion caracteristica, sera de la forma:

o)

1 ,
F() =5 f &% Cy (w)dw

— 00

2) Sea (k + hX) (donde k es un numero real, h > 0 y X denota una variable
aleatoria que puede asumir sélo valores enteros) una variable aleatoria con
funcion de probabilidades p(Xj) = pj. De acuerdo con la definicion de
funcion caracteristica, se tiene que:
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/2 /2
f e~ WUHhX) ¢ () dw = f o~ iw(k+hX) [Z WOt | gy =
Jj

—n/2 -1/2
/2 /2
- j lz: U= | dw =", j WU gy —
-m/2 | J J -m/2
T
= %Z Dj f[cos(i —x)y + i sen(—x)yldy
J -
Esta integral es nula para todo j # x y es igual a 2m para j = x. Luego, sera:
/2
[ ety zg )
—1/2
Queda demostrado entonces que:
/2
D, = V%_ﬂf/z e~ W) ¢, (1) dw

3) La formula de inversion de Lévy

Sea una variable aleatoria X y sean Xy y x; dos puntos de continuidad de su
funcién de distribucion de probabilidades Fy (x). De acuerdo a lo demostrado
mas arriba:

: 1 -w?c?/2
Fyx(xq) — Fx(xo) = lim— Cx(w)e dw

c-021

co . .
e~ Wxo _ o=iwxy
f iw

— 00

Para un valor A > 0 esta integral puede ser expresada como la suma de dos
integrales sobre los intervalos |w| < A y |w| > A, respectivamente. En el
primer intervalo se puede pasar al limite bajo el signo integral, de modo que
se puede escribir:

Fy(x1) — Fx(xo) =
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e—iwxo _ e—iwx1
_1 f , Cy(W)dw +
w
—-A

1 e—iwxo _ e—iwxl -
+lim — f - Cy(w)e ™7 /2dw =
c—0 21T iw
lw|>A

e—iwxo _ e—iwx1
-1 f _ Cy(W)dw +
w
-A

1 e—iwxo 262 /2

: -w?c _

+ o lcl—I:% f > Cx(w)e dw
lw|>A

1 . e—iwxl ) s

lw|>A

Ahora bien, tomando la segunda integral del segundo miembro, se obtiene
que:

e—iwxo ) s
f ” Cx(w)e ™™ ¢ /2qw

lw|>A4
e—iwxo ] -
= f P je‘wxdFX(x) e~ 2y =
lw|>A —0o0
@ e—iw(x—xo)
=f fTe‘WZCZ/ZdW dFy(x)
—oo | |lw[>A

Aplicando la sustitucion y = w(x — x()133 y teniendo en cuenta que la
cos(x) sen(x)

funcion es impar y la funcién es par, resulta que:

X

133 Como se ha supuesto que x, es un punto de continuidad de Fy(+), serd x — x, # 0.
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e—iw(x—xo) eiy 1 2C2
—e_WZCZ/ZdW — ._e p __y—z —
iy 2 (x —xg)

iw
[y1>A]x—x,]

cos(y) + i sen(y) [ 1 y?c? ]
- ex =

- iy C2(x—x)2| " T
ly[>A]x—xo|
_, sen(y) 1 y2c? 4
B P 2G x|
[yI>Alx—x0|

Alx—xo]| . Alx—x0|
Sea A* el menor entero mayor que 2—°, es decir, tal que 2—0 <A<
s s

Alx—x0| .
———2 + 1. Entonces se puede escribir:

2
sen(y) 1 y?c?
2" |avl<
exp[ 2 (x —x9)? Y=
ly1>Alx—xo]
2A'TT

sen(y) 1 y?c?
exp [—2 G —xg)? dy| +

Alx—x|
[} (+Dm 2 2
sen 1 c
* = [‘z(xy_—xy @y
Jj=2A*m jm 0/

Dado que la serie que figura en el segundo miembro estd formada por
términos de signo alternado, siendo su primer término positivo, su suma sera
positiva e inferior al primer término. Luego, sera:

sen(y) 1 y2c? -
y ”[_E<x—xo>2] -

ly|>Alx—x0l
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2A'TT

sen(y) 1 y?c?
¢ [‘zm |+

Alx—x|
A" +1D)m .
sen(y) 1 y“c
= 2" ldv<
+ f ex [ 2(x—x0)2 y <
2A*TT
(4*+1)n

Alx—xq|+31

sen(y) |sen(y)|
= j y @S f —y Y

Alx—xo] Alx—xo]
La ultima integral del segundo miembro es menor que 37 y tiende a cero

cuando A — . Aplicando entonces el teorema de la convergencia dominada
se obtiene que:

e—iw(x—xo) ) s
lim [lim ——e™W° "2qw| <
A—- |c->0 w

lw|>A

Alx— x0|+371:

< Alm lsen(y lsenO 1V ar, oy =

Alx— x0|

Alx—xo|+3m

= fZ[Aim f lser;ﬂdy dFy(x) =0

Alx—xg]|

Obviamente resulta también que:

1 —Lle /
. T -w2c?/2 =
f{l—r»go 2m EI—E% iw Cx(we dw 0
lw|>A

Luego, queda demostrado que:

—iwxg _ e —iwxq

1 e
F. F = l —
x(x1) — Fx(x0) = 1m - j
-A

C d
iw x(w)dw
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14.- La funcion generatriz de momentos

14.1.- Definicion

ntimamente vinculada con la funcion caracteristica, existe otra funcion que se
obtiene haciendo h(x,w) =e"* en la funciébn Hy(w) = fn(x) h(x,w)
dFy(x), denominada “funcion generatriz de momentos” de la variable X:

M, (w) = E(e"¥) = f WX dF, (x)
Q(x)

Con respecto a la funcion caracteristica, la funcion My(w) permite la
simplificacion que significa pasar del campo complejo al campo real. Como
contrapartida, si bien la integral que define la transformacion existe siempre
ya que la funciéon integrando es positiva, no es posible asegurar su
convergencia para cualquier valor de w. La funcion M (+) existe si la integral
es finita por lo menos para un w en el entorno del origen (|w| < wy)"**.

La funcion My (+) siempre existe en el punto w = 0, My (0) = E(1) = 1135
14.2.- Propiedades
La funcion generatriz de momentos posee las siguientes propiedades:

1) Sea X una variable aleatoria con funcion generatriz de momentos My (w) y
sean las constantes reales a y b. Se tiene, entonces, que:

Myxp(W) = E[ew(ax+b)] = e"P My (aw)

(nétese que, si se verifica que E(e%X) < +oo, para |w| < w,, entonces
E(e™X) < +o0, para |aw| < wy, es decir, para |w| < %).

2) Propiedad multiplicativa

Sea {X;,X5,, ..., X} una sucesion de variables aleatorias independientes con
funciones  generatrices de momentos My (W), My, (w), ..., My (W),
respectivamente. Entonces la funcion generatriz de momentos de la variable

134 La integral [ e"*dFy(x) esta definida para todo w, pero su utilizacién sélo interesa para
aquellos valores para los cuales se mantiene finita. Si la variable X es acotada, es finita para
todo w real. Si X no es acotada puede existir para algunos valores de w y para otros no.

135 Se puede concluir en formas inmediata que My (w) = Cy(—iw).
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n-dimensional definida como la suma de las variables X;, Z=X; + X, + -+
X,,, existira y estard definida por:

My, x4ty W) = E[eCatdar =W ] = p(eXa¥) E(e*2V) .. E(e*n) =
= My, (W)My,(W) ... My, (W)

3) Sea una variable aleatoria X con funcion generatriz de momentos finita para
|[w| < wq. Dado que para todo (wX) real resulta e”X > 0, se verifica que:

eWXl = gWX < oWX 4 o=WX  (para wX > 0)
eWXl = g=WX < oWX | o~WX  (para wX < 0)
Por lo tanto, se cumple la relacion:
E(e"X) + E(e™%) = My(w) + My(—w) > E(e!"*!)

lwxl _ lwx|*
j! = k!

Pero e/WXl = Yo

(k =0,1,2,...). De modo que:
lw|* .
TE('X' ) < MX(W) + MX(—W) < 400

Es decir que, si la funcidon generatriz de momentos es finita para todo w en un
intervalo alrededor del punto w = 0, entonces sus momentos m,(X) = E(X5)

existen y son finitos'*°.

4) Sea una variable aleatoria X con funcion generatriz de momentos finita para
todo |w| < wy. Entonces sera:

wxw) = [ emar@= | iwjxdex<x)=

Qx) Q(x) j=0

> wl . - w/
= ]—' f x/dFy(x) =ij(X)j—'

j=0 7" a(x) =0 '

136 Como se ve la existencia de la funcién generatriz de momentos puede considerarse una
condicion restringida para la existencia de los momentos: muchas distribuciones no la poseen,
en particular aquellas cuyos momentos no son todos finitos.

197



5) Derivando la serie de potencias anterior término a término, se obtiene que:

s o 1 as
G e = 3 =m0 o) =
j=0
d* ds 1 ds
_ 0 = 24 .=
—mo(x)dwsw +m1(X)dWSw+2!m2(X)dWSW +. =
— 1 ds S 1 ds s+1
B EmS(X) dws"” + (s + 1)!ms+1(X) aws"” T

S
Luego, sera m¢(X) = %Mx(w)lwzw

6) De acuerdo con lo demostrado en la propiedad 4), de la existencia de la
funcion generatriz de momentos se deriva la expresion Y72, m;(X) ‘3,_'1 Aw >
0). La cual permite asegurar que la sucesidon de momentos identifica a la
distribucion de probabilidades'’. Como se demostr6 en la propiedad 3), esta
es condicion necesaria y suficiente para la existencia de la funcion generatriz
de momentos (la existencia de esta funcion, para todo w en el entorno del
origen, garantiza la existencia de todos los momentos'*®), pero sélo es
condicion suficiente para que la sucesion de momentos identifique a la
distribucion: puede suceder que una variable aleatoria posea todos sus
momentos finitos, que sea identificada por los momentos y que no posea
funcion generatriz de momentos.

7) Sean {X;,X,, ..., X} una sucesion de variables aleatorias y una variable X,
con funciones generatrices de momentos My (W), My, (W), ..., My (w) y

My (w), respectivamente. Si se verifica que lim My (w) = My(w), entonces
n—oo

se puede asegurar que X,, converge en-distribucion a la variable X.
Ejemplo n° 48:

Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

137 Ver Sec. 10.1.

138 Noétese que la existencia de la funcion caracteristica no garantiza la finitud de los momentos:
la relacion Cy(w) = i~Smy(X) (para s entero) se verifica sdlo si |E(XS)| < oo (ver Sec.
12.4.1).
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e Vx
fx(x) = > para x>0
0 x <0

De acuerdo con su definicion, el momento de orden s de la variable X esta
dado por:

[o0]

e—Vx
mg(X) = f xS fx(x)dx = f x5 3 dx
aX) 0
Aplicando la transformacion Vx = y, sera:
ms(X) = f y?stle=Vdy = (2s + 1)!
0

Por otra parte, se observa el cumplimiento de la condicion de Ghizzetti'*’:

_ImgQO1YS  [(2s+ DIYS
lim ——=lim— =
S—>00 52 S—>00 52

i (2s + 1)2+1/se=2-1/s[2(2s + 1)]V/$
- Sl_)l’l;) 52

=4e?
lo que permite asegurar que la sucesion de momentos caracteriza

univocamente a la variable. Pero se verifica también que:

1 r 1 r
My(w) = E(e"X) = Ef eWr¥eV¥gy = Ef eW*VXgy = too (w>0)
0 0

Es decir que, a pesar de cumplirse la condicion de Ghizzetti, la funcion
generatriz de momentos no existe.

Ejemplo n° 49:

Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidades de la forma
fx(x) = le=**(x > 0). Se verificara que:

139 Ver Sec. 13.3.
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My(w) = E(e"¥) = /'If eWXe My = Af e~ A-wWixgy =
0 0

_ y) f gy = y)
T l-w € y_A—W
0

(la integral es finita para |w| < 1). La derivada de orden s de la funcion
generatriz sera de la forma:

s'A

M)((S)(W) T A= w)s

(s=012..)

Luego, el momento de orden s serda mg(x) = M)({S)(O) = ;—i(s =0,12,..).

Sea, por otra parte, una variable aleatoria Y, independiente de X y con la
misma  distribucion de probabilidades, f,(y) = Ae ™ (y >0). La
distribucion de probabilidades de la variable Z = X + Y estara dada por la
convolucion:

Z

@) = [ 1= nfGdy =22 [ e ee vy -

0
z
— Aze—/lzf dy = 127042z
0

y, como se demuestra en forma inmediata, su funcién generatriz de
momentos:

Mz (w) = E(e%?) = f eV f,(z)dz = Azf ze~A-Wzgy =
a2)

2 A2
[ —— -y = — =
(A—w)zjy"’ W= Ay
0

A A
=TT w = MxWMyw) - (wl <D
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cumple la propiedad multiplicativa.
Ejemplo n° 50:

Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

1 T <x< T
fx () ={m pare 2°7°2
0 para cualquier otro valor de x

y sea la variable aleatoria Y = tg(X). Se verificara, entonces, que:

1
F)=pl <y) =pltglx) <yl =plX <arctg(y)] = —arc tg(y)

Derivando se obtiene que:

d 1
fry) = @FY(Y) = 211y?

eWy

(funcién conocida como distribucion de Cauchy). La integral % fjooo dy es

1+y?
infinita para todo w > 0, de modo que no existe la funcién generatriz de
momentos para la variable Y. Por otra parte, se puede demostrar que esta
distribucion no posee ningiin momento finito.

14.3.- La funcién generatriz de momentos factoriales

Se dice que una variable aleatoria X posee “funcioén generatriz de momentos
factoriales” si existe un valor de w en el entorno del origen para el cual el
valor esperado Ny (w) = E[(1 + w)*] es finito.

A fin de evitar los problemas que se pueden presentar al tratar con una
potencia de exponente real, se puede limitar la definicion a los valores de w >
—1. Se puede escribir, entonces:

Ny(w) = E{eln[(1+w)x]} = E[eXn(+w))

Ahora bien, dada la desigualdad a <w < b, para —1<a<0<b, se
verifica que In(1+a) <In(1+w) <In(1+ b), siendo In(1+a) <0<
In(1 + b). Se puede asegurar entonces, que la funcién generatriz de
momentos factoriales de una variable existe si y solo si existe su funcion
generatriz de momentos. Esta implicacion permite asegurar que, si existe la
funcion generatriz de momentos factoriales de una variable, entonces todos
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sus momentos existen y todos sus momentos factoriales (que son
combinaciones lineales de los momentos)'*’ también existen. La relacién entre
ambas funciones es de la forma:

Ny(w) = E[eXn(W)] = My [In(1 + w)]
My(w) = E(e"*) = E[(1 + ¥ — 1)*] = Ny(e" — 1)

De estas expresiones se puede concluir que las propiedades de ambas
funciones estan intimamente vinculadas.

En particular, dada una sucesiéon de variables aleatorias independientes,
{X1,X,, ..., X,,}, se tiene que:

Nty 9) = N, G0Ny, 00) - N, ) = [ [ B1C1+ w1

=1

Por otra parte, a partir de su definicion, se obtiene que:

N

E[(1+W)X]=E[d

) d’
Ny " w) = dws

— 1+ W)X] =
=EX(X -1 ..(X —s+ 1D +w)¥X=]

De modo que los momentos factoriales quedan definidos de la siguiente
forma:

NS(0) = E[X(X —1) . (X — s + D] = mg (X)

Sea una variable aleatoria X con funcidén generatriz de momentos factoriales
Ny (w). Dadas las constantes reales a y b, se tiene que:

Nax+p (W) = E[e(@ DO = (1 4+ w)P Ny [(1 + w)? — 1]
Ejemplo n° 51:

Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidades de la forma:

p) = (y)p*a"* (X =012,.,mn=12.;p+q=1)

140 Ver Sec. 10.1.
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Su funcién generatriz de momentos esta dada por:

n

My(w) = B = Y e (3)p*qm* = ) (}) ey g™ =

X=0 X=0
= (q +pe”)"

De la misma forma, su funcién generatriz de momentos factoriales queda
definida por la expresion:

n

Nyw) = B[ +w)¥] = > (@ +w)* (3) p¥an~ =

X=0
n

() [+ wip)¥qn* =

X=0
=[A+wp+q]" =1 +pw)"
de la cual se obtiene que:

d® n!
TS 1 +pw)t = m(l +pw)*pS (s=12,..)

NS (w) =

De modo que sus momentos factoriales quedan definidos de la siguiente
forma:

mpg(X) = mps

14.4.- La funcion generatriz de cumulantes o semi-invariantes

Esta funcion puede ser definida a partir de la funcion caracteristica, como
Ly(w) = In[Cx(w)]. Su utilidad radica en su particular aplicabilidad a la muy
importante clase de las distribuciones de probabilidades infinitamente

divisibles, cuyas funciones caracteristicas son de la forma e“"141

De la relacién anterior se obtiene, obviamente, que Cy(w) = elx (W),
expresion de la cual se puede concluir que, dada una sucesion de variables

141 La definicion de la funcion L(w) se complica cuando C(w) asume valores complejos o
reales-negativos. Es necesario en estos casos aislar, para cada w, cada uno de dichos valores.
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aleatorias, {Xy,X,,...,X,}, con funciones caracteristicas Cx; w) (=
1,2, ...,n) y funciones generatrices de semi-invariantes Ly, wW)(=12,..,n)

y una variable aleatoria X con funcién caracteristica Cy(w) y funcion
generatriz de semi-invariantes Ly(w), si se verifica que Ly (w) — Lxy(w),

d
entonces se verificara que Cy, (W) — Cx(w) y, por lo tanto, que X, - X.

Sea una variable aleatoria X tal que m,(X) < oo, su funcidn caracteristica
admite derivadas de segundo orden para todo w, de modo que Cx(0) = im(X)
y Cx (0) = i*m,(X). Luego, la funcion Ly(w) es derivable en torno del
origen (donde Cy(w), dado que es continua y tal que Cx(0) = 1, es distinta de
cero):

1
Ly(w) = eD) Cx(w)

Ly(w) = Cx (W) = 5 [Cx(W)]?

1
Cx(w) [Cx(W)]

De estas expresiones se obtiene facilmente que L%(0) =im(X) y que
L%(0) = —u,(X). Si la variable X posee momentos de orden superior finitos,
entonces la funcion Ly (w) admitira derivadas de orden superior. El valor de la
derivada de orden s, para w = 0, dejando de lado el factor i, define el
llamado semi-invariante o cumulante de orden s.

Por otra parte, de la definicion se obtiene inmediatamente que la propiedad

multiplicativa para la suma de variables aleatorias independientes se
transforma en una relacion aditiva de la forma:

Ly, sxy4-tx, (W) = Ly, W) + Ly, (W) + -+ Ly, (W) =

= ln[MXl,er---an (W)]

La variable Normal, cuya distribucion de probabilidades es de la forma:

1 —
fr () = e —

1
exp|—=
oxV2m P [ 2\ oy

Se caracteriza por poseer semi-invariantes de orden mayor o igual que 3
nulos. De esta forma, los semi-invariantes pueden ser utilizados como indices
de la diferencia entre una distribucion de probabilidades dada y la distribucion
Normal. En particular, el coeficiente:

)2] (00 < x < )
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L2(0) _ ms(X) = 3my ()m(X) + 2m*(X)

353 3
3oy oy

que se anula para distribuciones simétricas, puede ser utilizado como indice de
@

. ] . LY (0 o .
asimetria y el coeficiente Xoi ) puede ser utilizado como medida de la
X

kurtosis de la variable X.

Sea una variable aleatoria X con funcién generatriz de semi-invariantes
Ly(w). Dadas las constantes reales a y b, se tiene que Lgx4p (W) = wb +
Lx(Wa).

15.- La funcion generatriz de probabilidades
15.1.- Definicion

Sea una variable aleatoria X finita o infinita numerable que asume sélo valores
enteros no-negativos y sea p; =p(X =j)(j =0,1,2,..) su funcion de
probabilidades. Para |[w| <1 se puede definir la denominada “funcién
generatriz de probabilidades” Gy(w) = E(w¥) = Z;’;O w/ p;. Esta serie es
absolutamente convergente, verificandose que ), jlwlj pj < Xjpj =112

La funcion generatriz de probabilidades puede ser generalizada sustituyendo
las probabilidades p; por una sucesion de nimeros no-negativos {aj, j=
0,1,2, }, quedando definida de esta forma, la funcion generatriz de la

sucesion {aj}, Gw) = Z;’;O ajwj , siempre que sea finita en un entorno del
origen (|w| < wy). En ese caso, si se verifica que Yj a; < +00, puede decirse
que queda definida una funcidon generatriz de probabilidades, dado que los
valores % =p, constituyen formalmente wuna distribucion de

probabilidades'®.

Generalizando la definicion anterior, sea X = {X;,X,, ..., X} una variable
aleatoria n-dimensional tal que sus variables marginales s6lo pueden asumir
valores enteros no-negativos y cuya distribucion de probabilidades conjunta es
de la forma py, x, .x,(x1,%2 - xp) (x; =0,1,2,...;i=12,..,n). La
funcion generatriz de probabilidades de la variable X esta definida por:

142 Se puede concluir en forma inmediata que Gy (W) = Ny(w — 1) = My[In(w)].

43 Atin en el caso en que la suma Y, a; no sea finita, si la sucesion {aj,j =0,1,2, } es acotada,
es posible definir la funcion generatriz de probabilidades de la sucesion {aj}. Si esta condicion
se cumple, G,(w) converge absolutamente en el intervalo |w| < 1.
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n

X
— — | | i =
Gx(w) = le,xz,...,xn(WLWz» v Wp) = E w; =
j=1
n
— Xj
= W; ™ | PX1, X5, Xn (%1, X2, oe) Xp)
X1 Xp Xnp \Jj=1

y la funcidon generatriz de probabilidades de la distribucion de la variable
marginal (X;, X5, ..., X ) (k < n) esta dada por:

GXerZ'---an (Wl' W2, ey Wk' 1,1, ,1) =

n
X
_ J
= ZZ Z | | w; DX, Xp, X (X1 X250y Xp)
X1 X2 Xn \J=1
(para Wyiq = Wiyp = == = Wy = 1).

15.2.- Propiedades

La funcion Gyx(w) posee propiedades analogas a las de la funcion
caracteristica:

1) Sea una variable aleatoria X con funcion generatriz de probabilidades
Gxy(w). Dadas las constantes reales a y b, se tiene que Ggyxip(W) =
whGy(w9).

2) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que solo pueden asumir
valores enteros no-negativos, con distribuciones de probabilidades p(X =
)=fi(i=012.)yp¥ =j)=g;(G =01.2,..) y funciones generatrices
de probabilidades Gy (W) y Gy(w), respectivamente. Sea la variable Z = X +
Y. Su funciéon de probabilidades sera:

p(Z=k) =pX+Y =k ={h}={f}+{g;}(k=012.)

De acuerdo con la definicion de funcion generatriz de probabilidades, se
puede escribir:

Gxy(w)Gy(w) :<zwifi> ijgj =
j

i
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= fogo + (fog1 + frgo)w + (fog2 + f191 + fogo)W? + -+ =
= h() + h1W + h2W2 e — GZ(W)

lo que demuestra que la funcién generatriz de probabilidades de una suma de
variables aleatorias independientes es igual al producto de las funciones
generatrices de probabilidades de las variables sumando, Gz(w) =
Gx(W)Gy(w). En general, se puede demostrar que, dada una sucesion de
variables aleatorias independientes, {Xi,X,,..,X,}, se verifica que
Gxy + X+ +Xn w) = Gy, (W)GXZ w) ... Gy, w).

3) Sea {X;, X5, ..., X} una sucesion de variables aleatorias independientes que
solo pueden asumir valores enteros no-negativos, sea una variable aleatoria X
que so0lo puede asumir valores enteros no-negativos |y sean
Gx, (W), Gx,(W), ..., Gx (W) y Gx(w) sus respectivas funciones generatrices
de probabilidades. Si X, converge en-distribuciéon a X, entonces se puede
afirmar que Gy (W) > Gxy(w) para |w| <1 y viceversa, si la funcion
generatriz de probabilidades Gy (w) converge a Gy(w), para |w| <1,
entonces la variable X,, converge en-distribucion a X.

4) Derivando término a término la serie de potencias Y;; w/ pj (Iw] < 1) se

: d i
obtiene que EGX(W) =Y jw/~'p;. Luego:
lim -G = li iw/™lp; = > jp; =EX
lim —— x(W)—ngqZJw pj—Z]pj— X)
j j

Este valor esperado existe siempre, pero puede ser infinito. Ahora bien, si
. . , d
Gy(w) es finita y continua para w = 1 entonces, sera EGX(l) =EX) <

+o00. Las derivadas sucesivas de Gy (w) para |w| < 1, estan dadas por:

N

dws

Gx(w) = G (w) = Zj(j —1..(G—s+ Dw/™p;
=1

Si G)({S)(l) existe y es continua, entonces proporcionara el momento factorial
de orden s144, G)((S)(l) =2721JG—1 ..(G —s + Dp;. En particular, para
s = 2, se tiene que:

144 Ver Sec. 10.1.
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6PW =) jG= 1wy = ) j2pi= ) vy = EXD = E(X)
j=2 J J

Luego la varianza de la variable puede ser expresada de la siguiente forma:

o?(X)= EX?) - [E@P =[EX?) —EX)]+EX) — [EX)]* =
= P+ - [¢P ]

5) Sea X = {X;, X5, ..., X,,} una variable aleatoria n-dimensional tal que las
variables marginales s6lo pueden asumir valores enteros no-negativos y sea:

Pirsin = PL1 =11 0 (X2 = J2) 0o (X = )]
(i =012,..;i=12,..,n).

su funcion de probabilidades conjunta. De acuerdo con su definicion, la
funcion generatriz de probabilidades de la variable X esta definida por:

_ _ J1,,.J2 Jn
Gx(W) = Gy, x,,..x, (W1, Wa, ...,wyp) = ZZ Z witwy Wyt Dl i
i J2 Jn

(Iwq] € 1,|lwy| £ 1, ..., |w,| < 1). De modo que:

a

Wq,W3,...Wp—1 aWi

— ; . J1y, )2 Ji—1  Jit1 Jn —
= lim ZZ"-ZJL'WH Wyl Wi WL e W D = E (XD

Wq,Wa,..,.Wp—1

(i =1,2,...,n). En general, si la derivada de orden s existe y es continua para
w = 1, se obtiene que:

aS
lim 5 Gx(w) = Z Z ---Zji(ii D (i=s+ D) jpjn =
L

W1,W2,---,Wn_>1 aW - - -
J1 2 Jn

= my(X,) (i=12..,1)

6) Sea X = {X;,X,, ..., X,,} una variable aleatoria n-dimensional tal que las
variables marginales s6lo pueden asumir valores enteros no-negativos y sea
G x(W) = Gy, x,,..x, W1, Wz, ..., W) su funcion generatriz de probabilidades.
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La funcion generatriz de probabilidades de la wvariable condicionada
(X5, X5 ..., X, / (X; = x;)] estara dada, entonces, por:

a%1

I Gty (W1, W W)

Glxy Xy Xn/(X1=21)] (Wi, wy, oy wy) = %1

Mlirl}o ow'T Gxy Xy Xy (W1 Wa, ey W)

wy—1

erl—>1
Ejemplo n° 52:

Sea una sucesion de n fendmenos de naturaleza no-deterministica,
independientes entre si y tales que cada uno de ellos admita solamente dos
resultados posibles: E (éxito) —con probabilidad p- y E (fracaso) —con
probabilidad g =1 —p. Sea X® la variable aleatoria que representa el
numero de éxitos que se pueden producir al “realizarse” el i-ésimo fenomeno
(obviamente esta variable puede asumir solamente los valores “1”, si de
verifica el resultado E 6 “0”, si se verifica el resultado E). La funcion
generatriz de probabilidades de esta variable sera de la forma:

W
GyoWw) =E [WX ] =wlq+wp=q+wp

Por otra parte, de acuerdo con su definicion seran E [X (i)] =0g+1p=py
E [(X(i))z] = 0q + 1%p = p. Es decir, resulta que:

o2(X) = E [(XU))Z] - [E[X(i)]]z =p—p?=pq

Sea X,, la variable aleatoria que representa el nimero de veces que se puede
presentar el resultado “éxito” al cabo de n realizaciones del evento. Esta
variable puede ser definida, entonces, como una suma de variables aleatorias

independientes de la forma X, = XM 4+ X®@ 4 ... + XM Lyego, su funcion
generatriz de probabilidades sera:

Gx, W) = Gyay(W)Gyy (W) ... Gy (W) = (@ + wp)™ =

4 [(7) piqni|wi = Zp(Xn = jyw/

0 j=0

J

De lo que se deduce que la distribucion de probabilidades de la variable X,
sera de la forma:
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n . :
P = = (j)Pla" (G =012,..,n)

El valor de las derivadas primera y segunda de la funcion Gy, (w) en el punto

w = 1, sera:
d n
EGXn(W)|W=1 =E(X,) =np = Z E(x®)
i=1
dZ
WGX"(W)|W=1 = m|z] (Xn) = E[Xn(Xn - 1)] = n(n - 1)p

De modo que la varianza queda definida de la siguiente forma:

n

o?(Xy) = G2 (D) + 6P () - [G)((i)(l)]z = npq = Z a2(x D)

=1
Ejemplo n° 53:

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo a transcurrir hasta la
aparicion por primera vez de un resultado E en una sucesion de
“realizaciones” independientes de un fenomeno de comportamiento eventual.
La variable T asumira el valor n si el resultado E se produce por primera vez
en la n-ésima realizacion del proceso. De modo que su distribucion de
probabilidades sera de la forma:

p(T =n)=p(E; NE; N ..En_y NEy) = p(EDP(E) . p(En_p(En) =

p (m=12.)

n—-1

=q

y su funcién generatriz de probabilidades esta definida por:

Grw) = EW™) = ) wip(T =) = ) wigip =
j=1 j=1

= J-1 =
wp El(wq) T—wg
j:

Sea ahora la variable T,,, que representa el tiempo a transcurrir hasta la
aparicion por n-ésima vez del resultado E. Esta variable asumira el valor x
cuando el resultado E ocurra n — 1 veces en las primeras x — 1 realizaciones
y se presente por n-ésima vez en la x-ésima realizacion. Luego, puede ser
definida como la agregacion del tiempo a transcurrir hasta la primera
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ocurrencia del evento E (T™), mas el tiempo a trasnscurrir entre la primera y
la segunda ocurrencia de E (T®) y asi sucesivamente hasta el tiempo a
transcurrir entre la (n — 1)-ésima y la n-ésima ocurrencia de E, T,, = T(M +
T® + ...+ TM Como se ha supuesto que las realizaciones sucesivas del

fenomeno son independientes, las variables T resultan todas independientes
entre si e idénticamente distribuidas, por lo que se verificara que:

G, W) = G ()G W) . o ) = 6] = () =
oS e
DGR EDY GO

j=0

De lo que se concluye que la distribucion de probabilidades de la variable T,
es de la forma:

p(T,) = (Z:i)p"qx_" x=nn+1n+2.;n=12...)

16.- Las variables aleatorias compuestas

Sea Fj(xq, %2, .., xp) (j = —1,0,1,2, ...) una sucesion de funciones de
distribucion de probablhdades y sea la sucesion {nj > 0} tal que Zj’;_m T =
1, entonces se dice que la operacion:

[oe]

Fxl,xz,...,xn(xpxz: oy Xp) = z ﬂjP}(xsz' ey X)

j:—oo

(donde Fy, x, . x,(X1,Xz, ..., X,) también es una funcién de distribucion de
probabilidades) define una “composicion” de las distribuciones F;(:). Segun
se vio, estas funciones dependen de k coeficientes, 04,6, ...,0;,
Fx, %, %, [(X1, X2, 0, %) / (01,02, ..., 6;)]. Ahora bien, si los coeficientes
01,05, ...,0; definen una variable aleatoria k-dimensional y considerando a
las m; como probabilidades marginales de la distribucion conjunta de la

variable (04,60, ..., 0}), la composicion anterior puede ser definida como un
valor esperado de la forma:

Fx, Xy, % (X1, X2, ey X)) =
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= E91,92,...,9k{FX1,X2,...,Xn[(x1:x2r v Xp) /(01,0 ..., Hk)]} =

()
= Z P(91j; 92]'; ey ij) FX1,X2,...,Xn[(x1: X2, s Xp) / (01,02, ..., 0]

J

(donde los subindices que acompafian al operador E indican que el valor
esperado esta calculado con respecto a las variables 84, 6,, ..., 8;)'*. En forma
simbdlica esta composicion puede ser expresada como Fy(x,8) Agp(8),
donde Fx(+,") denota la “funcién compuesta” y p(6) la “funcion componente”.

Este concepto de composicion puede ser extendido al caso en que la variable
0 =(04,0,,...,6,) se distribuya de acuerdo con una funcion conjunta
continua g(64,0,,...,0;). La funcion de distribucion que se obtiene de la
composicion serd, entonces, de la forma:

Fy(x) = E91,92,...,9k[FX(x: 0)] =

= f ] fg(91,92,...,9k)FX[x/(91,92,...,9k)]d91d92 o dOy

Simbolicamente Fy (x, 8) Ag g(0).
17.- Las variables aleatorias generalizadas

Sea una variable aleatoria X y sea px(x) y Gy(w) su funcion de
probabilidades y su funcion generatriz de probabilidades, respectivamente.
Supoéngase que en esta Ultima el argumento w sea reemplazado por la funcion
generatriz Gy(w) de otra distribucion de probabilidades py(y), entonces la
funcién resultante, Gx[Gy(w)], constituye un desarrollo en serie de potencias
de w con coeficientes no-negativos que define, a su vez, la funcidon generatriz
de una distribucion de probabilidades'*® a la cual se denomina “funcion py
generalizada por la distribucion (generalizadora) py”'*’ y se denota como
pxVpy. En particular, si py es una distribucion que depende de un parametro
6, entonces [Gy(w/6)]/ es su funcion generatriz de probabilidades con
parametro j8. Es decir [Gy (w/6)]) = Gy (w/j0). Entonces, se puede escribir:

145 Debe tenerse en cuenta que, si el valor esperado esta calculado con respecto a la totalidad de
las variables marginales 6, 0,, ..., O, éstas no apareceran en la definicion de la funcién de
distribucion compuesta. En realidad, en la definicion de la funcion compuesta apareceran sélo
los valores de 6 que no varian y las variables marginales a las cuales no se les haya asignado
una distribucion de probabilidades.

146 Debe tenerse en cuenta que Gy (1) = 1y que Gx[Gy(1)] = Gx(1) = 1.

147 Esta clasificacion como “distribucion generalizada” se debe a Feller (1968).
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GxlGy (w/0)] = ) p(X = DGy W/ = > p(X = /) Gy (w/j60)
j=0 7

Expresion que define la funcion generatriz de probabilidades de la variable
compuesta py Ag+/g Px-

Ejemplo n° 54:

Sea X = {X;,X,,...,X,,} una variable aleatoria n-dimensional tal que las
variables marginales s6lo pueden asumir valores enteros no-negativos, todas
con la misma distribucion de probabilidades, p(Xj =)=£f(=12.)y
sea GX].(W) = Gxy(w) =Y wif; (j = 1,2,..). Sea Yy la variable definida por

la suma Yy = X; + X, + -+ Xy, donde N es, a su vez, una variable aleatoria
independiente de las X; con distribucion de probabilidades p(N =n) =

h,(n = 1,2, ...) y cuya funcion generatriz de probabilidades esta definida por

Gy(wW) = ¥ wih;. La funcion de probabilidades de la variable Y, sera de la
forma:

p(Y, =) =p(N=DpX; =) +p(N=2)pX; +X, =10) =
= > POV = WpCHy + X + 4 Xy = ) =g
n=1

Para un valor fijo de N = n la distribucion de la variable ¥;, = X; + X, + - +
X,, esta dada por la convolucion de orden n de la sucesion {f;}:

p(yn =i)= p(N = n)p(X1 + X+ -+ X, = )= {hn}{fl}n*

Luego, sera:

Gy, (W) = Z w'g; = Z w' (i{hn}{fi}"*) = Z hy Z wi{f;} =
{ n=0 7

i n

= 3 )1 = GG )

17.1.- Una aplicacién biométrica: el proceso ramificado simple o proceso
de Galton-Watson

Supdngase que un individuo (que forma la generacion-0 de una poblacidn) sea
capaz de dar origen a X; (=0,1,2,..) descendientes (que formaran la
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generacion-1), cada uno de los cuales sea capaz de dar origen a X,
descendientes (que formaran la generacion-2) y asi sucesivamente.

Supdéngase: i) que cada individuo de una generacion dé origen a su
descendencia en forma independiente de todos los demas individuos de la
misma generacion y ii) que las variables aleatorias X,,(n = 1,2, ...) sean iid
con funcion de probabilidades:

p(Xl = x) = p(XZ = x) == p(X = x) = Dbx (x = 0,1,2, )

y funcién generatriz de probabilidades Gy,(w) = Gxy(W) = X3 pxw”. Sea
Z,(n =1,2,...) la variable aleatoria que representa el nimero de individuos
que integran la n-ésima generacion. Dado que se ha supuesto que la
generacion-0 estd formada por un individuo (Z, = 1), se verificarda que
p(Z; =x) =p(X =x) =p,. Teniendo en cuenta que la variable Z,
representa el nimero de descendientes directos de los Z; individuos de la
generacion-1, puede ser considerada como el resultado de una suma de Z;
variables aleatorias iid, todas con funcion de probabilidades py y cuya funcién
generatriz de probabilidades serd de la forma Gz, (W) = Gz, [Gx(w)]. De la
misma forma, se demuestra que Gz (W) = Gz [Gx(w)]y, considerando que
la generacion-n esta formada por los descendientes de los Z; integrantes de la
generacion-1, se puede escribir G; (W) = Gy [GZn- 1(W)]. En particular, si se
supone que cada individuo de la poblacion esta sometido exclusivamente al
riesgo de division en dos nuevos individuos (con probabilidad p) y de
fallecimiento (con probabilidad 1 —p), entonces la distribucion de
probabilidades de la variable X queda definida de la siguiente forma:

1-p para x=0

_)o x=1
Px = p x =2
0 x =34,..

y su funcién generatriz de probabilidades serda Gy(w) = (1 —p) + pw?2.
Luego, la funcidon generatriz de probabilidades de la wvariable Z, sera
Gz, (W) = Gy(w) = (1 — p) + pw?. Lo que confirma que:

1-p para x=0

0 x=1
plZy=2) =px =1, =2
0 x=34,..

La funcidn generatriz de probabilidades de la variable Z, sera:

Gz,(W) = Gz, [(1 —p) +pw?] = (1 —p) +p[(1 —p) + pw?]* =
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=1 -p)[1+p(1-p)]+2p*A-pw? +p’w*
De los que se puede concluir que:

1-p)[1+p1-p)] para  x=0

_ .\ _ J2*(1-p) x=2
p(Z, =x) = 3 X =4
0 x =56, ..

De la misma forma sera:
Gz,(W) = Gz, [Gx(W)] = (1 —p) + p{(1 - p) + p[(A — p) + pw?]?}?

y asi sucesivamente. En particular, la probabilidad de que la poblaciéon —con
origen en un Unico ancestro- en la generacion-n se encuentre extinguida puede
ser definida como p(Z, = 0) = Gz (0). Ahora bien, suponiendo que 0 <
po=1—p <1, se verifica que Gy(w) es una funcibn mondtona
estrictamente creciente de w, con 0 < Gx(0) = py < 1. Luego, a partir de
estas propiedades de la funcion Gy(w) y de la relacion Gz (w) =
Gz,_,[Gx(W)] se puede escribir Gz (0) = Gz, _,[Gx(0)] > Gz, (0). Lo que
demuestra que p(Z, = 0) > p(Z,,_; =0) y, por lo tanto, que la sucesion
{p(Z,, = 0)} es monotonamente creciente con una cota superior igual a la
unidad y que, en consecuencia, la probabilidad de que la poblacion se extinga
alguna vez sera 111_1)‘{)10 p(Z, = 0) = q. Asimismo, a partir de la relacién ya

demostrada, se puede escribir:
Gzn(o) =p(Z,=0)= G)([Gzn_1 (0)] = Gx[p(Zn-1 = 0)]
de modo que:
lim p(Z, = 0) = q = lim Gy[p(Z,—1 = 0)] = Gx(q)

Ahora bien, un breve analisis acerca del comportamiento de la funciéon y =
Gxy(w)(0 < w < 1) permite concluir que:

i) Si pg+p; =1 entonces Gx(w) es una funcion lineal y como py > 0,
tendra una interseccion con la recta y = w en el punto (1,1) y, por lo tanto,
seraq = 1.

ii) Si po + p1 < 1, entonces Gy (w) es una funcion creciente de w, la funcion
y = Gx(w) es convexa y, por lo tanto, tendra a los sumo dos intersecciones
con la recta y = w, una en el punto (1,1). Si Gx(w) > 1, existird una segunda
interseccion en g < 1 (eventualmente la interseccion podria verificarse en el
punto (0,pg). Si Gx(w) <1, la curva Gyx(w) se mantendra siempre por
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encima de la recta y = w y, por lo tanto, no existira ninguna interseccion entre
Oy 1,esdecirqueq = 1.

Si se tiene en cuenta que Gyx(1) = E(X) define el numero esperado de
descendientes para un individuo cualquiera de la poblacion, las
consideraciones anteriores pueden ser expresadas de la siguiente forma: i) si el
numero esperado de descendientes es mayor que uno, la probabilidad de
extincion tiende a una cantidad g < 1; ii) si este valor esperado es menor o
igual a la unidad, entonces la probabilidad de extincion tiende a uno.

Referencias

Allais, M. (1953a). Fondements d’une théorie positive des choix comportant un
risque. Econométrie. Colloques Internationaux du Centre National de la
Recherche Scientifique. Vol. 45, pp. 257-332.

Alt, F.L. (1942). Distributed lags. Econometrica, Vol. 10, pp 113-128.

Arnould, A., Nicole, P. (1662). La logique ou I’art de penser. Clair & Girbal.

Arrow, K. (1951). Alternative approaches to the theory of choice in risk-taking
situations. Econometrica, Vol. 19, pp. 404-437.

Aumann, R.J. (1977). The St. Petersburg paradox. A discussion of some recent
comments. Journal of Economic Theory, Vol.14, pp. 443-445.

Barlow, R.; Proschan, F. (1975). Statistical theory of reliability and life testing. Holt-
Rinehart.

Barrois, Th. (1835). Essai sur [’application du calcul des probabilités aux assurances
contre l'incendie. L. Douel.

Bauny, R.P.E. (1646). Somme des péchéz qui se commettent en tous les états. Paris.

Bentzel, R.; Wold, H. (1946). On statistical demand analysis from the viewpoint of
simultaneous equations. Skandinavisk Aktuarietidskrift, Vol. 29, pp. 95-114.

Bernoulli,D.(1728). Correspondencia con N. Bernoulli. En Die Werke von Jakob
Bernoulli (1975).

Bernoulli, D. (1738). Specimen theori® nove de mensura sortis. Commentarii
Academice Scientice Imperialis  Petropolitancee, Vol.5. pp. 175-192.
Traduccion al inglés en Econometrica, Vol.22, pp. 23-36, 1954.

Bernoulli, J. (1713). Ars conjectandi. En Translations from James Bernoulli, Harvard
University Department of Statistics Technical Report. N°2 (1966).

Bernoulli, J. (1975). Die Werke von Jakob Bernoulli. Birkhduser.

Bertrand, J. (1889). Calcul des probabilités. Paris.

Bienaymé, 1.J. (1853). Considérations a 1’appui de la découverte de Laplace sur la loi
de probabilité dans la méthode des moindres carrées. Comptes Rendus de
l"Académie des Sciences, Vol. 37, pp. 309-324.

Bienaymé, 1.J. (1853). Remarques sur les différences qui distinguent 1’interpolation
de M. Cauchy de la méthode des moindres carrées, et qui assurent la
superiorité de cette méthode. Comptes Rendus de |'Académie des Sciences.
Vol. 37, pp.5-13.

216



Block, H.W. (ed.) (1990). Topics in statistical dependence. Institute of mathematical
statistics Lectures Notes.

Block, H.W.; Sampson, A.R.; Savits, T. (eds) (1990). Topics in statistical
independence, Institute of mathematical statistics Lectures Notes.
Monograph Series, Hayward, CA.

Block, H.W.; Savits, T.H.; Shaked, M. (1985). A concept of negative dependence
using stochastic ordering. Statistics and Probability Letters, Vol. 3, pp. 81-
86.

Block, HW.; Ting, M-L. (1981). Some concepts of multivariate dependence.
Comments in Statistics A- Theory Methods. Vol 10, pp. 749-762.

Borel, E. (1939). Valeur pratique et philosophie des probabilités. Gauthier-Villars.

Borel, E. (1949). Probabilité et Certitude. Dialectica, Vol 3, pp. 24-27.

Borel, E. (1950). Eléments de la théorie des probabilités. Albin Michel.

Borel, E. (1949a). Le paradoxe de Saint Pétersbourg. Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences. Vol. 229, pp. 404-405.

Borel, E. (1949b). Sur une propriété singuliere de la limite d’une espérance
mathématique. Comptes Rendus de ’Académie des Sciences. Vol. 229, pp.
429-431.

Borel, E. (1949¢). Sur une martingale mineure. Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences. Vol. 229 pp. 1181-1183.

Borel, E. (1950). Probabilité et certitude. PUF, Paris.

Braithwaite, R.B. (ed.) (1931). Ramsey’s the foundations of mathematics and other
logical essays.

Buffon, G.L. (1777). Essai d’arithmétique moral. Publicado como suplemento del
4to.tomo de Histoire naturelle, générale et particuliere, servant de suite a
I’stoire naturelle del’homme. Imprenta Real.

Caperaa, P.; Genest, C. (1990). Concepts de dépendance et ordres stochastiques pour
des lois bidimensionelles. Canadian Journal of Statistics, Vol. 18, Nro. 4, pp.
315-326.

Cardano, G. (1564). Liber de ludo alex. En Opera omnia (1663). Reeditado en The
book on games of chance. Holt-Rinehart-Winston (1964).

Caritat-Condorcet, M.-J.A.N. (1784). Mémoire sur le calcul des probabilités, Histoire
de I’Académie Royale des Sciences.

Caritat-Condorcet, M.-J.A.N. (1785a). Essai sur [’application de [’analyse a la
probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix. Paris.

Caritat-Condorcet, M.-J.A.N. (1785b). Probabilité, Encyclopédie méthodique, Vol. 2,
pp. 652-666. Panckouke.

Caritat-Condorcet, M.-J.A.N. (1789). Probabilité. En Dictionnaire Encyclopédique
des Mathématiques. Vol. 2, pp. 649-663.

Caritat-Condorcet, M-J.AN. (1805). Elements du calcul des probabilités. Royez.

Chebychev, P.L. (1867). Des valeurs moyennes. Journal de Mathématiques Pures et
Appliqués. Vol. 12, pp.117-184.

Chebychev, P.L. (1887). Sur deux théorémes relatives aux probabilités. Acta
Mathematica. Vol. 14, pp. 98-116.

Chipman, J. S. (1696). The foundation of utility. Econometrica. Vol.28, No. 193-224.

Czuber, E. (1878). Vergleichungzweier Annameniiber die moralische Bedeutung von
Geldsummen, Archiv der Mathematik und Physic. Vol. 62, pp. 267-284.

217



Czuber, E. (1882). Das Petersburger Problema. Archiv der Mathematik un Physik. Vol
67, pp. 1-28.

Chuprov, A.A. (1909). Topics in the Theory of Statistics. Moscu (original en ruso).

Cochrane, D.; Orcutt, G. (1949). Application of least squares regression to
relationships containing autocorrelated error terms. Journal of the American
Statistical Association, Vol. 44, pp. 32-61.

Condorcet, J.N. (1784). Mémoire sur le calcul des probabilités. Mémoires de
I’Académie Royal des Sciences. Afio 1781, pp. 707-720.

Condorcet, J.N. (1785a). Essai sur l’application de [’analyse a la probabilité des
décisions rendues a la pluralité des voix. Imprimerie Royale.

Condorcet, J.N. (1785b). Probabilité en Encyclopédie Meéthodique-Diderot &
D’Alembert. Premiers Editeurs de I’Encyclopédie.

Condorcet, J. N. (1789). Foundations of Social Choice and Political Theory.
Traducido y editado por lain McLean y Fioran Hewit (1994).

Condorcet, J. N. (1805). Eléments du calcul des probabilités et son application aux
Jjeux de hasard, a la loterie, et aux jugements des homes, avec un discours
sur les avantages des mathematiques socials. Royez.

Cramer, G. (1728). Correspondencia con N. Bernoulli. En Bernoulli, J. (1975), pp.
560-563.

Czuber, E. (1878). Vergleichungzweier Annameniiber die moralische Bedeutung von
Geldsummen, Archiv on Mathematik und Physic. Vol. 62, pp. 267-284.

Czuber, E. (1882). Das Petersburger Problem. Archiv der Mathematik un Physik. Vol
67, pp. 1-28.

d’Alembert, J.-B.L.-R. (1768). Opuscules mathématiques, Paris.

d’Alembert, J.-B.L.-R. (1773). Doutes et questions sur le calcul des probabilités. En
FEuvres philosophiques, historiques, et littéraires de d’Alembert, Vol. 1V,
Bastien (1805).

Dall’Aglio, G. (1972). Fréchet classes and compatibility of distribution functions.
Symposium of Mathematics, Vol. IX, pp. 131-150.

Dall’Aglio, G., Kotz S., Salinetti G. (eds.) (1991). Advances in Probability
Distributions with given Marginals. Kluwer.

Daniell, P.J. (1918). A general form of integral. Annals of Mathematics, Vol. 19, pp.
279-294.

Daniell, P.J. (1919). Functions of limited variation in an infinite number of
dimensions. Annals of Mathematics, Vol. 20, pp. 30-38.

Daniell, P.J. (1920). Further Properties of the General Integral. Annals of
Mathematics, Vol 21, pp. 203-220.

Daniell, P.J. (1921). Integral products and probability, American Journal of
Mathematics, Vol 43, pp. 143-162.

Daston, L. (1988). Classical probability in the enlightenment. Princeton University
Press.

David, F.N. (1962). Games, gods and gambling, Griffin.

Dawid, A.P. (1979). Conditional independence in statistical theory. Journal of the
Royal Statistical Society, Serie B, Vol. 41, pp. 278-292.

de Finetti, B. (1937). La prévision, ses lois logiques, ses sources subjectives. Annales
de I'Institut Henri Poincaré, Vol. 7, pp. 1-68.

de Finetti, B. (1970). Teoria della probabilitd, Torino. Traduccion al inglés como
Theory of probability. Cambidge University Press.

218



de Montmort, P.-R. (1708). Essai d’analyse sur les jeux de hasard. Quillau.

de Witt, J. (1671). Waerdie van Lyf-Renten, naer Poportie van Los-Renten. S’Graven-
Hage. Reeditado en Die Werke von Johann de Witt (1975).

Durbin, J. (1960a). The fitting of time-series models. Review of the International
Statistical Institute, Vol. 28, pp. 233-243.

Durbin, J. (1960b). Estimation of parameters in time-series regression models.
Journal of Royal Statistical Society, Serie B. Vol. 22, pp.139-153.

Dutka, J. (1988). On the St. Petersburg paradox. Archive in History of Exact Sciences,
Vol. 39, pp. 13-39.

Edwards, W. (1953). Experiments on economic decision-making in gambling
situations. Econometrica. Vol. 21, pp. 349 350.

Edwards, W. (1954a). The reliability of probability preferences. American Journal of
Psychology. Vol. 67, pp. 68-95.

Edwards, W. (1962). Subjective probabilities inferred from decisions. Psychological
Review. Vol. 69, pp. 109-135.

Ellsberg, D. (1954). Classic and current notions of measurable utility. Economic
Journal. Vol. 64, pp. 528-556.

Epstein, R.A. (1977). The theory of gambling and statistical logic. Academic Press.

Epstein, R.J. (1987). 4 history of econometrics. North-Holland.

Esary, J.D.; Proschan, F. (1972). Relationships among some concepts of bivariate
dependence. Annals of Mathematical Statistics. Vol. 43 (1466-1474).

Euler, L. (1753). Vera @stimatio sortes in ludis. En Opera omnia commentationes
algebricce ad theoriam combination numet probabilitatum pertinentes, Vol.
7,1923.

Fang, Z.; Joe, H. (1992). Further developments on some dependence ordering for
continuous Dbivariate distributions. Annals of the Institute of Statistical
Mathematics, Vol. 44, pp. 501-551.

Fechner, G.T. (1866). Elemente der Psycophysics. Version en inglés, Holt-Rinehart-
Winston (1966).

Fechner, G.T. (1871). Zur experimentalen Asthetik. Abhandlungen der Konglich
sdschischen gesellchaft der Wissenschaften. Vol. 9, pp. 555-635.

Fechner, G.T. (1906). Send-Avesta, oder iiber die Dinge des Himmels und des
Jenseits. 3ra. edicion, Leopold Voss.

Feller, W. (1936). Uber das Gesetz der Grossen Zahlen. Acta Litterarum ac
Scientiarum Regice Universitatis Hungarice Francisco-losephince, Vol. 8,
pp. 191-201. Reeditado en An introduction to probability theory and its
applications, Vol.1, Wiley (3ra. Edicion, 1968).

Feller, W. (1945). Note on the law of large numbers and ‘fair’ games. Annals of
Mathematical Statistics. Vol.16, pp. 301-304.

Feller, W. (1968). An Introduction to Probability Theory and its applications-
Volumen I. Wiley.

Fontaine, A. (1764). Solution d’un probléme sur les jeux de hasard. Mémoires donnés
a lI’Académie Royales des Sciences, pp.429-431.

Fourier, J.J. (1819). Extrait d’'une mémoire sur la théorie analytique des assurances.
Annales de Chimie et de Physique, Vol.10, pp. 177-189.

Fourier, Joseph (1822). Théorie analytique de la chaleur. Paris. Firmin Didot Pére et
Fils.

219



Fréchet, M. (1915). Sur I’intégrale d’une fonctionelle étendue a un ensemble abstrait.
Bulletin de la societé mathématique de France, Vol 43, pp. 248-265.

Fréchet, M. (1930a). Sur I’extension du théoréme des probabilités totales au cas d’une
suite infinite d’événements. Rendiconti del Reale Istituto Lombardo de
Scienze e Letteres. Vol. 6, pp. 899-900.

Fréchet, M. (1930b. Sur I’extension du théoréme des probabilités totales au cas d’une
suite infinite d’événements. Rendiconti del Reale Istituto Lombardo de
Scienze e Letteres, Vol. 6, pp. 1059-1062.

Fréchet, M. (1935). Généralisations du théoréme des probabilités totales. Fundamenta
Mathematica, Vol. 25, pp. 379-387.

Fréchet, M. (1951). Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont données.
Annales Université de Lyon, Serie Sci, Vol. 14, pp. 53-77.

Fréchet, M. (1957). Sur les tableaux de corrélation dont les marges et des bornes sont
données. Annales Université de Lyon, Serie Sci, Vol. 20, pp.13-31.

Friedman, M.; Savage, L.J. (1948). The utility analysis of choices involving risk.
Journal of Political Economy. Vol. 56 pp. 279-304

Fries, J.F. (1842). Versucheiner Kritik der Principien der Wahrscheinlichkeitsrec
hnung. F.Vieweg.

Frisch, R. (1933). Propagation problems and impulse problems in dynamic
economics. En Economic essays in honour of Gustav Cassel. Allen-Unwin.

Frisch, R. (1934). Statistical confluence analysis by means of complete regression
systems. Universitets @konomiske Institut.

Frisch, R. (1936). Time series and business cycle analysis. Economic macro
dynamics. En Report of the work done under the direction of Professor 1.
Wedervang, at the U. Institute of Economics, Oslo. Enero 1932-Junio 1936,
Rockefeller Archive Centre.

Frisch, R. (1938). Statistical versus theoretical relations in economic macrodynamics.
Memorandum, Oslo. Reproducido en Hendry; Morgan (1995).

Galton, F. (1888). Co-relations and their measurement, chiefly from anthropometric
data. Proceedings of the Royal Society, Vol. 45, pp.135-145.

Galton, F. (1890). Kindship and correlation, North American Review, Vol. 150, pp.
419-431.

Gauss, C.F. (1813). Commentationes societatis regiae scientiarum Gottenhensis
resentiores 2, en Werke 3, pp. 123-162.

Gini, C. (1921). Sull’ interpolazione di una retta quando i valori della variable
indipendente sono affetti da errori accidentali. Metron, Vol. 1, pp. 63-82.

Gonzalez, M.L.; Landro, A.H. (2016). Acerca de la interpretacion del concepto de
perturbacion en los procesos discretos de parametro finito. Revista de
Investigacion en Modelos Matematicos Aplicados a la Gestion y la Economia
Afio 3 —N° 3, pp. 141-169.

Granger, C.W.J.; Newbold, P. (1977). Forecasting economic time series. Academic
Press.

Guilford, J.P. (1936). Psychometric methods. McGraw-Hill.

Griffith, RM. (1949). Odds adjustment by American horserace bettors. American
Journal of Psychology. Vol. 62, pp. 290 — 294.

Hagen, O. (1979). Towards a positive theory of preferences under risk. En Allais, M.;
Hagen, O. (eds.) (1979). Expected utility hypotheses and the Allais paradox.
Reidel, Dordretch.

220



Haavelmo, T. (1938). The method of supplementary confluent relations. Illustrated by
a study of stock prices. Econometrica, Vol. 6, pp. 203-218.

Haavelmo, T. (1939). Statistical testing of dynamic systems if the series observed are
shock cumulants. Report of the S5th Annual Research Conference on
Economics and Statistics.

Haavelmo, T. (1940a). The inadequacy of testing dynamic theory by comparing the
theoretical solutions and observed cycles. Econometrica, Vol. 8, pp. 312-321.

Haavelmo, T. (1940b). The problem of testing economic theories by means of passive
observations. Report of the 6th Annual Research Conference on Economics
and Statistics.

Haavelmo, T. (1943). The statistical implications of a system of simultaneous
equations. Econometrica, Vol. 11, pp. 1-12.

Haavelmo, T. (1944). The probability approach in econometrics. Econometrica,
Supplement, Vol. 12, pp. 1-115.

Hagstroem, K, -G. (1938). Pure economics as a stochastic theory. Econometrica, Vol.
6, p.p. 40-47.

Hahn, F.H.; Brechling, E.P.R. (eds.) (1965). The theory of interest rates. Oxford
University Press.

Hamouda, O.; Rowley, J.C.R. (1988). Expectation, equilibrium and dynamics. Hemel
Hempstead. St. Martin’s Press.

Hazenwinkel, M. (2001). Encyclopedia of mathematics. Springer.

Heidelberger, M. (1987). Fechner’s determinism. From freedom to laws of chance. En
Kriiger; Daston; Heidelberger (eds.).

Helly, E. (1912). Uber lineare Funktionaloperationen. Sitz. Nat. Akad. Wiss. Vol. 121.
265-297.

Hendry, D.F.; Morgan, M.S. (1989). A re-analysis of confluence analysis. Oxford
Economic Journal, Vol. 41, pp. 35-52.

Heyde, C.C.; Seneta, E. (1972). The simple branching process, a turning point test and
a fundamental inequality. A historical note on I.J. Bienaymé. Biometrika,
Vol. 59, n° 3, pp. 680-683.

Hoeffding, W. (1940). Nasstabinvariante Korrelationstheorie. Schriften den
Matematischen Institut, Universitit Berlin, Vol. 5, pp. 179-233. Reeditado
como Scale-invariant correlation theory, en Collected works of Wassily
Hoeffding.

Hoeffding, W. (1941). Nasstabinvariante Korrelationmasse fiir diskontinuierliche
Verteilungen. Arkiv fiir Matematischen Wirtschaften und Sozialforschung,
Vol. 7, pp. 49-70. Reeditado como Scale-invariant correlation measures for
discontinuous distributions en Collected works of Wassily Hoeffding.

Hoeffding, W. (1941). Collected works. Springer-Verlag.

Hotelling, H. (1927). Differential equations subject to error. Journal of American
Statistical Association, Vol. 22, pp. 283-314.

Huygens, C. (1657). Van Rekeningh in Seplen van Geuk. Traducido al latin como De
ratiotiniis in ludo alez. En Exercitationes mathematicum de F. van Schoten
(Elsevier). Reeditado en Oeuvres complétes (Nijhoff, 1920). Traduccion al
italiano (Dupont-Roero,1984).

Irwin, R. D. (ed) (1952). Readings in price theory. Chicago.

Irwin, J.O. (1967). William Allen Whitworth and a hundred years of probability.
Journal of the Royal Statistical Society, SerieA, Vol. 130 (147-175).

221



Joe, H. (2001). Multivariate models and dependence concepts. Chapman &
Hall/CRC.

Jorland, G. (1987). The St. Petersburg paradox. En Kriiger,l.; Daston, L.J.;
Heidelberger, M. (eds.), 1987.

Hume, D. (1718). An inquiry concerning human understanding. Reeditado por
Handel (1955).

Insolera, F. (1923). Corso di matematica finanziaria. Societa Reale Mutua di
Assicurazione di Torino.

Kelly, J. (1956). A new interpretation of information rate. The Bell System Technical
Journal, Vol. 35 (917-926).

Kendall, M.G. (1938). A new measure of rank correlation. Biometrika, Vol. 30 (81-
93).

Keynes, J.M. (1921). A4 treatise on probability. Reeditado por MacMillan (1963).

Kimeldorf, G.; Sampson, A. (1975a). One parameter families of bivariate
distributions with fixed marginals. Communications in Statistics, Serie A.
Theory and Methods, Vol. 4, pp. 293-301.

Kimeldorf, G.; Sampson, A. (1975b).  Uniform representation of bivariate
distributions. Communications in Statistics, Serie A. Theory and Methods,
Vol. 4, pp. 617-627.

Kimeldorf, G.; Sampson, A. (1978). Monotone dependence. Annals of Statistics, Vol.
6, pp. 895-903.

Kolmogorov, AN. (1933). Grundbegriffe der Wahrcheinlichkeitsrechnung. Springer.
Traduccion al inglés. Foundations of the theory of probability, Chelsea,
1950.

Kolmogorov, A.N. (1941). Stationary sequences in Hilbert space. Bulletin Moscow
State University, Mathematics, Vol. 2, pp. 1-40. (original en ruso).

Koopmans, T.C. (1937). Linear regression analysis of economic time series.
Netherlands Economic Institute.

Koopmans, T.C. (1950). Statistical inference in dynamic economic models. Cowles
Commission, Monografia n° 10.

Kriiger, 1.; Daston, L.J.; Heidelberger, M. (eds.) (1987). The probabilistic revolution.
MIT Press.

Lacroix, S.F. (1816). Traité élémentaire du calcul des probabilités, Courcier.

Landro, A.H. (2010). Acerca de la probabilidad. Ediciones Cooperativas.

Landro, A.H.; Gonzalez, M.L. (2016). Acerca del problema de Bernoulli y la
determinacion del verdadero valor de una probabilidad. Ediciones
Cooperativas.

Laplace, P.S. (1774). Mémoire sur la probabilité des causes par les événements. En
Oeuvres compleétes, Gauthier- Villars (1912).

Laplace, P.S. (1795). Legons de mathématiques données a 1’Ecole Normale. En
Oeuvres completes, Gauthier-Villars (1912).

Laplace, P.S. (1812). Théorie analytique des probabilités. Reeditado por Gauthier-
Villars. También en Oeuvres complétes, Gauthier-Villars (1912).

Laurent, H. (1873). Traité du calcul des probabilités, Gauthier-Villars.

Laurent, H. (1893). Théorie des jeux de hasard, Gauthier-Villars.

Leamer, E.E. (1978). Specification searches. Ad hoc inference with non-experimental
data. Wiley.

222



Lebesgue, H. (1901). Sur une généralisation de I’intégrale définié. Comptes Rendus
Académie des Sciences, Vol 132, pp. 1025-1028.

Lebesgue, H. (1904). Lecons sur l’intégration et la recherche des fonctions primitives.
Gauthie-Villars.

Lehmann, E.L. (1966). Some concepts of dependence. Annals of Mathematical
Statistics, Vol. 37, pp. 1137-1153.

Liagre, J.-B.J. (1852). Calcul des probabilités et théorie des erreurs, Merzbach.

Luckacs, E. (1975). Stochastic convergence. Griffin.

Lupton, S. (1889-1890). The St. Petersburg problem. Nature, Vol. 41, pp. 168-169.

Magnus, J. R.; Morgan, M.S. (1987). The ET interview. Professor J.Tinbergen .
Econometric Theory, Vol. 4 (187-209).

Maistrov, L.E. (1966). Probability theory: A historical sketch. Segunda edicion,
Academic Press (1974).

Malivaud, E. (1952). Note on von Neuman-Morgenstern’s string independence
axiom. Econometrica, Vol. 20, pp. 277-323.

Mann, H.B.; Wald, A. (1943). On the statistical treatment of linear stochastic
difference equations. Econometrica, Vol. 11, pp. 173-220.

Manne, A.S. (1952). The story independence assumption-gasoline blends and
probability mixtures. Econometrica, Vol. 20, pp. 665-669.

Markowitz, H. (1959). Portfolio selection. Wiley.

Marschak, J. (1937). Utility and probability in human choice. En Report of 3rd.
Annual Research Conference on Economics and Statistics. Cowles
Commission.

Marschak, J. (1950). Rational behavior. Uncertain prospects and measurable utility.
Econometrica, Vol. 18, pp. 604-615.

Marschak, J. (1953). Economic measurements for policy and prediction. En Hood,;
Koopmans (eds.).

Martin, RM. (2008). The St. Petersburg paradox. The Stanford encyclopedia of
philosophy. Http.//plato.stanford.edu/entriesparadox-stpetersburg.

Martin-Lof, A. (1985). A limit theorem which clarifies the Petersburg paradox.
Journal of Applied Probability, Vol. 22, pp. 634-643.

Medolaghi, P. (1908). Di una nuova teoria del rischio. Bulletin dell’Associazione degli
Attuari Italiani, Vol. 18 (20-40).

Menger, K. (1934). Das Unsicherheitsmoment in der Ertlehre. Zeitschrift fiir
Nationalokonomie, Vol4, pp. 459-485. Traducido al inglés en Shubik,
M.(ed.) (1967).

Moore, H.L. (1914). Economic cycles. Their law and cause. Nueva York.

Moore, H.L. (1923). Generating economic cycles. Nueva York.

Morgan, M.S. (1987). Statistics without probability and Haavelmo's revolution in
econometrics. En Kriiger; Gingerezer; Morgan (eds.).

Morgan, M.S. (1989). The history of econometric ideas. Cambridge University Press.

Nelsen, R.B. (2001). Kendall tau metric. En Hazebwinkel, M.

Nogee, P.; Lieberman, B. (1960). The auction value of certain risky situation. Journal
of Psychology. Vol. 49, pp. 167-179.

Ottinger, L. (1848).  Untrersuchunfgeniiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung .
Journal fiir die reineund Angewandte Mathematik, Vol. 36, pp. 301-306.

Pearson, K. (1978). The history of statistician the 17th and 18th Centuries. Griffin.

223



Persons, W.M. (1916). Construction of a business barometer. American Economic
Review, Vol. 6, pp. 739-769.

Persons, W.M. (1922-23). Correlation of time series. Journal of American Statistical
Association. Vol. 18, pp.713-726.

Poincaré, H. (1896). Calcul des probabilités. Lecons professées pendant le deuxieme
semestre. Carré.

Poisson, S.D. (1837). Recherches sur la probabilité des jugements en matiere
criminelle et en matiére civile précédés des régles générales du calcul des
probabilités. Bachelier.

Preston, M.G.; Baratta, P. (1948). An experimental study of the auction-value of an
uncertain outcome. American Journal of Psychology. Vol. 61, pp. 183-193.

Prigogine, 1.; Nicolis, G. (1977). Self-organization in non-equilibrium system, from
dissipative structures to order to fluctuations. Wiley.

Qin, D. (1993). The formation of econometrics. A historical perspective. Clarendon.

Qin, D.; Gilbert, C.L. (2001). The error term in the history of time series
econometric. Econometric Theory, Vol. 17, pp. 424-450.

Quetelet, A.J. (1835). Sur I’homme et le développement des facultés. Bachelier.

Radon, J. (1913). Theorie und Anwendungen der absolute additive
Mengenfunktionen.  Sitzungsberiche der kaiserlichen Akaderie der
Wissenschaften, Vol 122, pp. 1295-1438.

Ramsey, F. (1931). Truth and probability. En Braithwaite (ed.).

Reichenbach, H. (1935). Wahrscheinlichkeitslehre. Sijthoff’s.

Rowley, J.C.R.; Hamouda, O. (1987). Troublesome probability and economics.
Journal of Post Keynesian Economics, Vol. 10, pp. 44-64.

Ruscheidorf, L.; Schweizer, B.; Taylor, M.D. (eds.) (1996). Distributions with fixed
marginals and related topics. Institute of Mathematical Statistics.

Sainsbury, R.M. (1995). Paradoxes. Cambridge University Press.

Samueli, J.-J.; Boudenot, J.-C. (2009). Une histoire des probabilités des origines a
1900. Ellipses.

Samuelson, P. (1942). Constancy of the marginal utility of income. En Lange, O.
Mclntyre, F. Yntema, T. (eds.), Studies in Mathematical Economics and
Econometrics. University of Chicago Press. pp. 75-91.

Samuelson, P.A. (1952). Utility, preference and probability. En Conference sur ‘Les
fondements et applications de la théorie du risque en econométrie’.
Reeditado en Stiglitz, J. (ed.) (1966).

Samuelson, P. (1977). St. Petersbug paradoxes. Defanged, dissected and historically
described. Journal of Economic Literature. Vol. 15, pp. 24-55.

Sargan, J.D. (1959). The estimation of relationships with autocorrelated residuals by
the use of instrumental variables. Journal of Royal Statistical Society, Serie
B, Vol. 21, pp. 91-105.

Sargan, J.D. (1961). The maximum likelihood estimation of economic relationships
with autorregressive residuals. Econometrica, Vol. 29, pp. 414-426.

Sargent, T.J. (1976). A classical macroeconomic model for the United States. Journal
of Political Economy, Vol. 84, pp. 207-237.

Sargent, T.J. (1977). The demand for money during hyperinflations under rational
expectations. International Economic Review, Vol. 18, pp. 59-82.

Sargent, T.J.; Sims, C.A. (1977). Business cycle modelling without pretending to
have too much ‘a priori’ economic theory. En Sims, C.A. (Ed.).

224



Savage, L.J. (1954). The foundations of statistic. Wiley.

Schriever, B.F. (1986). Order dependence. CWI Tract 20, Centre for Mathematics
and Computer Sciences.

Schriever, B.F. (1987). An ordering for positive dependence. Annals of Statistics,
Vol. 15, pp. 1208-1214.

Schultz, H. (1925). The statistical law of demand. Journal of Political Economy, Vol.
33, pp. 481-504 y 577-637.

Schultz, H. (1930). The meaning of statistical demand curves. Veroffentlichungen der
Frankfurter Gessellschaft fiir Konjunkturforaschung, Leipzig.

Schultz, H. (1939). The theory and measurement of demand. Chicago.

Schumpeter, J. (1939). Business cycles. Nueva York.

Schweizer, B. (1991). Thirty years of copulas. En Dall Aglio G, Kotz S. Salinetti G.
(eds.).

Schweizer, B., Sklar, A. (1974). Operations on distribution functions not derivable
from operations on random variables. Studia Math. Vol 52, pp. 43-52.

Seeley, R.T. (1961). Fubini implies Leibniz implies Fyx=Fx.v). American
Mathematical Monthly, Vol. 68, pp. 56-57.

Sent, E.-M. (1998). The evolving rationality of rational expectations. An assessment
of Thomas Sargent’s achievements. Cambridge University Press.

Shapley, L.S. (1972). The Petersburg paradox. Rand Report. P4940.

Sheynin, O.B. (1972). Daniel Bernoulli’s work on probability. Rete, Vol. 1, pp. 273-
300.

Shubik, M. (ed.) (1967). Essays in mathematical economics in honor of Oskar
Morgenstern. Princeton University Press.

Sims, C.A. (ed.) (1977). New methods in business cycle research. Federal Reserve
Bank of Minneapolis.

Sims, C.A. (1980). Macroeconomic and reality. Econometrica, Vol. 48, pp. 1-48.

Sklar, A. (1959). Fonctions de répartition a n dimensions et leurs marges. /nstitut de
Statistique de I’Université de Paris, Vol. 8 (229-231).

Sklar, A. (1973). Random variables, joint distributions and copulas. Kybernetica,
Vol. 9, pp. 449-460.

Sklar ,A. (1996). Random variables, distribution functions, and copulas. En
Riischerdorf; Schweizer; Taylor (eds.).

Slutsky, E. (1925). Uber stochastich Asymptoten und Grezenzwerte. Metron, Vol. 5,
pp. 3-89.
Slutsky, E. (1937). The summation of random causes as the source of cyclic
processes. Econometrica, Vol. 5, pp.105-146 (original en ruso, 1927).
Spearman, C. (1904). The proof and measurement of association between two things.
American Journal of Psychology, Vol. 15 (72-101).

Spohn, W. (1980). Stochastic independence, causal independence and shieldability.
Journal of Philosophical Logic, Vol 9, pp. 73-79.

Sprowls, R.C. (1953). Psychological-mathematical probability in relationships of
lottery gambles. American Journal of Psychology. Vol. 66, pp. 126-130.

Staehle, H. (1933). Henry L. Moore and statistical economics. Econometrica, Vol. 1,
pp.73-86.

Starmer, C. (2000). Developments in non-expected utility theory. The hunt for a
descriptive theory of choice under risk. Journal of Economic Literature, Vol.
38, pp. 332-341.

225



Steinhaus, H. (1923). Les probabilités dénombrables et leur rapport a la théorie de la
mesure. Fundamenta Mathematicae, Vol. 4, pp. 286-310.

Steinhaus, H. (1930a). Uber die Wahrscheinlichkeit Dafiir Da Der Konnergenskreis
Einer Potenzreibe Thre natiiralische Grenze Ist. Mathematische Zeitschrift,
Vol. 31, 408-416.

Steinhaus, H. (1930b). Sur la probabilit¢ de la convergence de séries. Studia
Mathematica. Vol 2, pp. 21-39.

Stigler, G.J. (1965). Essays in the history of economics. University of Chicago Press.

Stigler, S.M. (1980). American contributions to mathematical statistics in the 19th
century. Cambridge University Press.

Stigler, S.M. (1986). The history of statistics. The measurement of uncertainty before
1900. Harvard University Press.

Stigler, S.M. (1989). Francis Galton’s account of the invention of correlation.
Statistical Science, Vol. 4, pp. 73-86.

Stiglitz, J.E. (ed.) (1966). Collected scientific papers of Paul A. Samuelson. MIT
Press.

Strotz, R.H. (1953). Cardinal utility. American Economic Review. Vol. 43, pp. 384-
397.

Székely, G.J.; Richards, D. St. P. (2005). Remain steadfast with the St. Petersburg
paradox to quantify irrational exuberance. The American Statistician, Vol.
59, pp. 235-239.

Theil, H. (1957). Specification errors and the estimation of economic relationships.
Review of International Statistical Institute, Vol. 25, pp.41-51.

Theil, H. (1958). Economic forecast and policy. North-Holland.

Tijms, H.C. (2004). Understanding probability. Chance, rules in everyday life.
Cambridge University Press.

Tillotson, J. (1664). Wisdom of being religious. En The works of the Most Reverend
John Tillotson, Edimburgo- Glasgow (1748).

Timerding, H.E. (1902). Die Bernoullische Wertheorie. Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik, Vol. 47, pp. 321-354.

Tinbergen, J. (1935). Annual survey. Suggestion on quantitative business cycle
theory. Econometrica, Vol. 3, pp. 241-308.

Tinbergen, J. (1936). Grondproblemen der Theoretische Statistiek. Bohn.

Tinbergen, J. (1937). Econometric approach to business cycles. Paris.

Tinbergen, J. (1938). On the theory of business-cycle control. Econometrica, Vol. 6,
pp. 22-29.

Tinbergen, J. (1939). Statistical testing of business-cycle theories. Ginebra.

Tintner, G. (1938a). A note on economic aspects to the theory of errors in time series.
Quarterly Journal of Economics, Vol. 53, pp.141-149.

Tintner, G. (1938b). The maximization of utility over time. Econometrica, Vol. 6,
pp-154-158.

Tobin, J. (1958). Liquidity preference as behavior toward risk. Review of Economic
Studies, Vol. 25, pp.65-86.

Tobin, J. (1965). The theory of portfolio selection. En Hahn, F.H.; Brechling, E.P.R.
(eds.) (1965).

Todhunter, 1. (1865). History of the mathematical theory of probability. Cambridge
University Press. Reeditado por Chelsea (1961).

226



Tversky, A. (1975). A critique of expected utility theory: Descriptive and normative
considerations, Erkennis. Vol. 9, pp. 163-173.

von Kries, J. (1886). Die Principien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mohr.

von Mises, R. (1928). Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrhei. Springer.

von Neumann, J.; Morgenstern, O. (1944). Theory of games and economic behavior.
Tercera edicion, Princeton University Press (1953).

Walker, G. (1931). On periodicity in series related terms. Philosophical Transactions
of the Royal Society, Serie A, Vol. 131, pp.519-532.

Weirich, P. (1984). The St. Petersburg gamble and risk. Theory and decision. Vol. 17,
pp-193-202.

Whitworth, W.A. (1901). Choice and chance. 5ta. edicion, Deighton-Bell.

Wicksell, K. (1907). Krisernas Gdta. Statekonomist Tedsskrift.

Wiener, N. (1920). The mean of a functional of arbitrary elements. Annals of
Mathematics, Vol 22, pp. 66-72.

Wiener, N. (1921a). The average of an analytical functional. Proceedings of the
National Academy of Science USA. Vol 7, pp. 253-260.

Wiener, N. (1921b). The Average of an Analytic Functional and the Brownian
Movement. Proceedings of the National Academy of Science USA. Vol 7, pp,
294-298.

Wiener, N. (1923). Differential-space. Studies in Applied Mathematics. Vol. 2, pp.
171-174.

Wiener, N. (1924). The average value of a functional. Proceedings. London
Mathematical society. Vol.22, pp. 454-467.

Wold, H. (1938). 4 study in the analysis of stationary time series. Almqvist-Wiksells.

Wold, H. (1948). One prediction in stationary time series. Annals of Mathematical
Statistics, Vol. 19, pp. 558-567.

Wold, H. (1949). Statistical estimation of economic relationships. Econometrica.
Vol. 17, pp.1-22.

Wold, H. (1951). Dynamic systems of the recursive type-Economic and statistical
aspects. Sankhya, Vol. 11, pp. 205-216.

Wold, H. (1954). Causality and econometrics. Econometrica. Vol. 22, pp.162-177.

Yaary, M.E. (1987). The dual theory of choice under risk. Econometrica, Vol. 55, pp.
95-115.

Yanagimoto, T. (1990). Dependence ordering in statistical models and other notions.
En Block; Sampson; Savits (eds).

Yanagimoto, T.; Okamoto, M. (1969). Partial ordering of permutations and
monotonicity of a rank correlation statistic. Annals of the Institute of
Statistical Mathematics, Vol. 21, pp. 489-506.

Yule, G.U. (1921). On the time-correlation problems, with special reference to the
cvariate-difference correlation method. Journal of Royal Statistical Society.
Vol. 84, pp. 495-526.

Yule, G. U. (1926). Why do we sometimes get nonsense correlations between time-
series? A study in sampling and the nature of time-series. Journal of Royal
Statistical Society. Vol. 89, pp. 1-64. Reeditado en Stuart; Kendall (1971).

Yule, G. U. (1927). On a method investigating periodicities in disturbed series, with
special application to Wolfert’s sun spot numbers. Philosophical
Transactions of the Royal Society, Serie A. Vol. 226, pp. 267-298.

227



indice

A

Aditividad numerable 3
Allais 105; 108; 110
Alt 142

Apuesta de Pascal 64-66
Arrow 71

Asimetria 127
Aumann 84

Axiomatica de
von Neumann-Morgenstern 106

B

Baratta 110

Barometro de Harvard 140
Barrois 86

Berrnoulli, D. 69; 70; 71; 72; 73; 74;
77;78; 81 ; 82; 84; 86;
87; 88; 90

Bernoulli, N. 66; 67; 68; 69; 70; 72;
73;74;78;79; 81; 85;
96; 118

Bertrand 74; 88
Bienaymé 118; 121
Block 39

Borel 3;96

228

Buffon 69; 75; 77; 78; 79; 80; 81;
86, 87; 88; 90
C
Cardano 66
Catalan 74
Chebychev 1; 118; 121
Chipman 84
Chuprov 1
Clase de Fréchet 29
Cocficiente
7 de Kendall 39-40
p de Spearman  39-40
de correlacion lineal 122-124
de dispersion 112
Condicion
de Kimeldorf-Sampson 38

de unicidad de los momentos 59;
186-195

Condorcet 69; 73; 75; 80; 81; 86; 88
Convergencia
estocastica 149-174
casi-con-certeza 140-150

completa 174



en-distribucién 150-161
en-los-momentos 167-174
en-probabilidad 161-167
Convolucion 46-47
Copula 29-32
Cota de Fréchet 37
Covarianza 98
Covarianza condicionada 133-136
Criterio de Riesz 188
de Carlemann 189
de Ghizzetti 189
Cramer 67; 68; 69; 70; 73; 77; 90
Cramér 145;178
Cuartiles 111

Czuber 69; 86; 87; 90

D

D’Alembert 69; 723; 74; 75; 78; 80;
81; 82; 87; 88

Dall’Aglio 19
Dawid 32; 36
Deciles 111

de Finetti

1;3;93;94; 143

Dependencia estocastica 37-39

229

Desigualdad

de Bienaymé-Chebychev-
Medolaghi 118-119

de Kolmogorov 119-121
de Minkowsky 102-103

de Schwarz-Holder 59; 101;
102

Desvio medio cuadratico 112
estandar 112

Distribucion de probabilidades
condicionada 26-29

Dominancia estocastica 108-110

Dominio 1

E

Edwards 110

Ellsberg 84

Epstein 145

Esary 28; 101

Esperanza condicionada 128-131
matematica 62
moral 71

F

Fang 28

Fechner 71;94; 141



Feller 69;79; 80; 212

Fontaine 69; 74; 88

Formula de inversion de Lévy 192
Fourier 86; 140; 175; 189

Fries 86; 87

Frisch 136; 139; 140; 141; 142;
143; 147

Funciéon
caracteristica 174-175
de densidad 10
de densidad conjunta 14
de distribucion 4
de distribucion conjunta 14
de probabilidades 2
de probabilidades acumuladas 4
de probabilidades condicionada 26
de probabilidades conjunta 23
de probabilidades marginal 15
de supervivencia 9
de variables aleatorias 41-56
generatriz de cumulantes 203-205
de momentos 196-201
de momentos factoriales 201-203

de probabilidades 205-211

230

G

Galton 124;213
Ganancia moral 71
Gilbert 148

Gini 140
Gonzalez 3; 143
Grandi 67
Granger 148

Griffith 110

H

Haavelmo 143
Hagen 110
Hamouda 143
Heidelberger 94
Hoeffding 18
Hotelling 141

Hume 137

I

Igualdad de variables aleatorias 26

Independencia condicionada 36-37
estocastica 36-37

Indeterminacion por novedad 71; 141



Insolera 118

Irwin 89

J

Joe 28;39

K

Kahneman 110

Kelly 89

Keynes 74;91;92; 94; 143
Kolmogorov 3;69; 93; 119, 143
Koopmans 142; 143; 144

Kurtosis 127-128

L
Lacroix 69; 78; 86; 87
Landro 3;9;78; 141; 143; 146

Laplace 69;71; 77;78; 81; 82; 84;
86; 87; 88;94; 145

Larson 110
Lebesgue 3; 11
Lehmann 28
Leibniz 67
Liagre 78; 87

Lieberman 110

231

M

MacCrimmon 110

Magnus 139

Mann 106; 144

Manne 106

Markowitz 107; 108

Marschak 106; 143; 146

Martin 77; 84

Martin-Lof 69; 80

Mediana 110-111

Medidas de dependencia 39-40

Medolaghi 118

Menger 69; 70; 84

Minkowsky 102

Modo 111

Momentos
absolutos-centrados 60
absolutos-naturales 60
centrados 56; 57
factoriales 57
factoriales-mixtos 59
mixtos-centrados 58-59
mixtos-naturales 57-59

naturales 56; 57



Montmort 66
Moore 140; 143
Morgan 139; 141; 143

Morgenstern 84; 105; 106; 108

N

Nelsen 40
Newbold 148
Nicolis 138

Nogee 110

(0]
Okamoto 28

Otinger 78; 87

P

Paradoja de Allais 108
de la salvacion eterna  64-66
San Petersburgo 66-96

Persons 140

Poincaré 88; 175

Poisson 69; 74; 77; 88

Preston 110

Prigogine 138

Proceso de Galton-Watson 213-216
Propiedades de
covarianza condicionada 133-134
esperanza matematica 96

esperanza matematica
condicionada 129-131

funciodn caracteristica 175-186

funcién de densidad 11-12;
16-19; 27

funcidon de distribucion 4-5; 21-23

funcién de probabilidades 3; 23-24;
27

funcién generatriz de momentos
196-201

funcion generatriz de probabilidades
206-209

varianza 115-122
varianza condicionada 132-133

Proschan 28; 101

Q
Quetelet 77; 88; 94

Qin 139; 144; 148

R

Radon 3



Ramsey 92;93; 94; 143
Reichenbach 94; 95; 96
Revolucion Haavelmiana 136; 143
Rezagos distribuidos 142
Richards 89

Richter 107

Rowley 143

S

Saisbury 68

Samuelson 71; 73; 84; 106
Sargent 149

Savage 84; 108

Savits 39

Scheriever 28; 101
Schultz 140; 143
Schumpeter 143

Seeley 30

Semejanza de variables aleatorias 26
Shaked 39

Shapley 74

Sims 149

Slutsky 1; 136; 140; 142; 143;
145; 149

233

Soporte 1

Staehle 139

Starmer 70

Steinhaus 3

Stieltjes 11; 45

Stigler 71; 89; 118; 124
Strotz 84

Székely 89

T

Teorema
de Fubini 45
de Lévy-Cramér 178-180
de Sklar 29
de Wold 146

Theil 147; 148

Tijms 89

Timerding 69; 80; 90

Tinbergen 142; 144

Ting 39

Tintner 145; 146

Tobin 107

Todhunter 69; 80

Tukey 148



Tversky 110

A%
Variable
componente 14
compuesta 211-212
continua 10
degenerada 96
endogena 144
exodgena 144
discreta 2
generalizada 212-213
marginal 14
multidimensional continua 14-23
multidimensional discreta 23-25
predeterminada 144
unidimensional continua 10-13
unidimensional discreta 2-10
Varianza 112-122
Varianza condicionada 132-133
von Mises 74;91;92;94; 143

von Neumann 84; 105;106; 108

W

Wald 144

Walker 141

Weirich 77

Whitworth 69; 88; 89; 90
Wicksell 141

Wiener 3

Wold 136; 145; 146; 149

Y
Yaary 75
Yanagimoto 28; 101

Yule 136;140; 142; 145



	ECONOMETRÍA CUADERNO tapa final
	Binder1
	PRIMERAS HOJAS SIN TAPA PARA CAROLINA
	Instituto de Investigaciones en Administración, Contabilidad
	y Métodos Cuantitativos para la Gestión – IADCOM
	Facultad de Ciencias Económicas
	Universidad de Buenos Aires
	Instituto de Investigaciones en Administración, Contabilidad
	y Métodos Cuantitativos para la Gestión – IADCOM
	Facultad de Ciencias Económicas
	Universidad de Buenos Aires

	ECONOMETRIA Cuaderno 1 LANDRO GONZALEZ en word sin primeras hojas


