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A ' .
LA FILOSOFIA MATEMATICA

El Sr. Emilio Corra ha esbozado ya en térm‘nos genera-
les la filosofia positiva, que forma un sistema coherente, pro-
pio para dirigir al hombre y perfeccionarlo. Deseariamos
volver a tratar brevemente primero los dos principios funda-
mentales, que forman la trama, la armazdén de esta filosofia :
estos dos principios son la ley de los tres estados y la clasi-
ficacién de las ciencias. La ley de los tres estados nos hace
comprender el desarrollo histérico de los conocimientos hu-
manos ; la clasificacién de las ciencias permite agrupar ra-
cionalmente estos conocimientos una vez llegadas a su cons-
titucion normal.

La ley de los tres estados, que puede ser considerada
como la ley fundamental de la sociologia, fué presentada por
Turgot y por. Condorcet, pero no fué demostrada y formu-
lada sino en 1822 por Augusto Comte: «Por la misma na-
turaleza del espiritu humano, cada rama de nuestros conoci-
mientos estd necesariamente sometida, en su evolucién, a
pasar sucesivamente por tres estados tedricos diferentes : el
estado teolbgico, el estado metafisico, el estado positivo o
cientificon. En otros términos, el espiritu humano ha em-
pleado sucesivamente, en cada una de sus investigaciones,
tres métodos de filosofar, que, en definitiva, se excluyen
reciprocamente ; ha construido tres especies de sistemas ge-
nerales de concepciones respecto al conjunto de los fenéme-
nos: la teologia es el punto de partida de la inteligencia
humana ; la ciencia es su estado fijo y definitivo ; la metafi-
sica ha servido de transicién, minando las bases del espi-

(1) Conferencia dada en la Escuela de Altos Estudios de Paris.
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ritu teoldgico, y preparando, por esto mismo, el adveni-
miento del estado positivo.

Ei Sr. Corra ha insistido suficientemente, en su dltima
conferencia, acerca de los caracteres fundamentales del es-
piritu positivo, que consiste esencialmente en subordinar las
construcciones subjetivas a los materiales objetivos ; en otros
términos, en someter la imaginacién al control severc de la
.observacién y de la experiencia, y esto en cualquier rama de
nuestros conocimientos a fin de permitir una adaptacion, tan
perfecta como sea posible, del pensamiento a los hechos. Co-
‘mo nuestras observaciones y nuestros experimentos son esen-
ciaimente relativos, tanto bajo el punto de vista subjetivo co-
‘mo bajo el objetivo, nos estd vedada la investigacién de lo
.absoluto, como conducente a resultados imposibles de veri-
ficar y, por lo tanto, quiméricos: constituye, segtn la feliz
-expresién de Mach, un problema aparente.

En la evolucién del pensamiento humano, el espiritu
positivo ha sido aplicado sucesivamente a los diversos domi-
nios del conocimiento, y es una de las glorias de Augusto
Comte haber mostrado su generalidad entera: extiende:a
los fendmenos sociales y morales el imperio del espiritu
positivo, que Descartes habia limitado tnicamente a 'as
realidades cosmoldgicas.

Henos asi inducidos a recordar brevemente el segundo
gran principio de la filosofia positiva :' ia clasificacién de
1as ciencias, que presenta a la vez interés filoséfico e his-
‘térico. Comte distinguia siete ciencias fundamentales e irre-
-ductibles ; este niimero siete no es evidentemente inmutable,
'y ademds en el fondo, importa poco. Lo que es esencia! es
el fundamento sobre el cual descansa esta jerarquia de nues-
‘tros conocimientos ; estos deben estar clasificados conforme
a su' generalidad decreciente, desde ias mateméticas, hasta
‘la moral, pasando por la astronomia,.la fisica, la biologia'y
‘ia sociologfa ; 1o que vuelve por lo demds a colocarlas por
".orden de sencillez decreciente, siendo cada una de las cien-
cias mas compieja y por consiguiente menos adelantada que
1a precedente. Vemos por ello que esta clasificacién tiene
‘tambien gran valor histérico, puesto que representa muy sen-
siblemente el orden siguiente en el que cada una de las cien-
<ias ha llegado a un estado suficiente de posividad. Asz es
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que las matemdticas y la astronomia eran ya verdaderas cien-
cias en la antiguedad griega, desde Tales'e Hiparco; Gali-
ieo -apenas cred la observacion y 'a experlmentamon en fisi-
ca. Lavoisier y Bichat fundaron la quimica y la biolcgia po-

“sitivas. En fin, Augusto Comte indicd, el primero, la exis-

tencia-de ciencias de los fenémenos sociales y morales y de-
mostré su posibilidad. Todas las ciencias fundamentales.
son concebidas desde entonces como positivas: todas han
abandonado la investigacién de las causas para el conoci-
miento de las leyes, todas han abandonado la persecucién.

- de lo absoluto por el estudio de lo relativo.

Las mateméticas consideran los fenémenos mds genera-
les y mas simples, que son también los mas abstractos y los
mas alejados de la humanidad; es‘os fenémenos influyen:
sobre todos ics demds, sin ser directamente influenciados por
ellos. Este cardcter de gran sencillez y de gran' generalidad
fué lo que sorprendié a los primeros observadores atentos
del mundo: gracias a ese doble caracer es que las matemé-

ticas son atn hoy la ciencia més adelaitada y la mas per-

.

fecta, y que durante toda la antigiiedad fueron, como su:
nombre lo indica, la ciencia por excelencia.

Por el contrario, la fisica, cuyo objeto y cuyo método
estaban aun mai determinados, abandonaba dificilmente las.
especulaciones metafisicas y recibia apenas forma verdadera-
mente cientifica.

Las ma‘emadticas existian ya, en estado embrionario, en.
el tiempo de las antiguas civilizaciones de Egipto y de Cal--
dea: se ensefiaba especialmentz en Babilonia que el costado-
del exdgono regular es-igual al radio. Tales descubrimien-
tos fueron ciertamente de orden puramente experimental ;
pero los fenémenos matematicos, cuyo conocimiento se debe
a los egipcios y a los caldeos, fueron la base necesaria de las
especulaciones ulteriores. Estas especulaciones abstractas

nacieron s6lo en Grecia, pues alli solamente se reunian las.

condiciones favorables a su nacimiento ; se concibe, en efec-
to, que los griegos, hombres que disponian de tiempo, su-
midos en frecuentes meditaciones y dedicados a altas conside-
raciones filos6ficas, se sintieran atraidos por el descubri-
miento de las relaciones mas sencillas y de las mas abstrac-
tas de la geometria y del calculo. Esa Tales y a Pitagoras,.
a quienes hay que atribuir la qlona de haber abstraido de:
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los objetos concretos, las lineas, los dngulos, las superficies
que los determinan y de haber llegado hasta las principales
leyes del espacio y del nimero. El famoso teorema de Tales
se presenta como una cosa absolutamente nueva en el mun-
do : la ciencia abstracta anuncidndose ‘por medio «de la geo-
metria. Setecientos afios antes de nuestra era,-la ciencia
abstracta estaba fundada ; era, pues, posibie a la posteridad
darle su completo desarrollo: la ciencia -abstracta; que no
hay que confundir con la masa heteréclita y desordenada de
las observaciones concretas y de los conocimientos empiricos,
asi como no hay que confundir un edificio con una carrera ;
la ciencia abstrécta, que se compone, no de hechos, sino de
leyes, y cuyo fin es investigar relaciones constantes y pre-
cisas entre los fenémenos importantes que gobiernan al
mundo, al hembre y la sociedad.

Después de Taies, después de Pitdgoras, las matema-
ticas, y especialmente ld geometria, se desarrollaron bajo ‘a
poderosa influencia de Eudoxio, el fundador de la geome-
tria del espacio, de Euclides y de Arquimedes. " Euclides
aporté en sus demostraciones una exactitud y un rigor des-
conocidos hasta entonces, coordinando, en sus Elementos,
el conjunto de los conocimientos adquiridos antes de él y por
él sobre los poligonos y sobre ios poliedros. Arquimedes
concentr6é sus esfuerzos sobre los mas importantes y sobre
los més dificiles de los numerosos problemas que se refieren
a las figuras curvilineas, como el circulo, la pardbola y las
superficiées engendradas por ellas. En mecanica, ios descu-
brimientos de este gran genio no han sido menos importan-
tes, puesto que él fundé la estatica, indicando las condiciones
de equilibrio de la palanca y desarrollando la teoria de los
cuerpos sumidos en los liquidos ; sus estudios mecanicos nos
lo muesiran guiado por un agudo sentido de las realidades
fisicas y constantemente preocupado por el cuidado de las
apiicaciones practicas, que durante demasiado tiempo habia
desdefiado por un amor exclusivo de las especulaciones me-
tafisicas. ,

La metodologia de los grandes matematicos de la anti-
giiedad estaba mucho-mas préxima a la nuestra de lo que
se cree generalmente : las demostraciones de Euclides satis-
facen atini a los sabios mas enamorados del rigor; los mé-
todos de agotamiento de Eudoxio y Euclides pertenecen ya
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al calculo infinitesimal, y Arquimedes puede, a justo titulo,
contarse entre los fundadores de este cilculo; obtiene la
superficie de un segmento dé pardbola por med1o de una
verdadera integracién.

Hemos rrecordado con mas de alles en otra parte c6mo y

‘poor qué el fin de la ciencia griega coincidié con la propaga-

cién. del cristianismo, y cdmo las elevadas mtehgenmas mu-
sumanas pudieron conservar la tradicion mentlhca abandona-
da por el mundo cristiano. Asimismo, la influencia de los
drabes en-la Europa occidental se hlZO considerable cuando
poco a poco el catolicismo empezd a perder su acoién politi-
ca. Por lo.demds, los 4rabes habian ennque(:ldo‘ el patrimo~
nio que les habian dejado los griegos, ya sea por sus propios
descubrimientos, ya por lo que habfan tomado en préstamo
a-otras civilizaciones : de esta manera dotaron a la poste-
ridad de esta numeracién escrita tan cémoda, de esas cifras
llamadas 4rabes tan sin razén puesto que los 4rabes las reci-
bieron de los indios. Gracias a esta numeracién,. el calculo
aritmético iba a hacer -progresos decisivos.

De esta manera llegamos a las ma‘ematicas modernas,
que no ceden en nada a la antigiiedad por el brillo y la im-
portancia de los descubrimientos. Cuatro de entre ellos for-

“man, por decirlo asi, el nudo de 'a admirable ciencia tal como

la conocemos hoy : en el siglo XVI, Copérnico y Galileo
establecieron las bases de la dindmica, en la que mds tarde
debian ilustrarse los grandes nombres de Newton y de
d’Alembert ; en la misma época, Francisco Viéte fundaba el
algebra. Poco tiempo después, el inmortal Descartes, creaba
la «geometria andlica» o aplicacién d¢l dlgebra a la geometria
Por fin ese descubrimiento fundamental de Descartes, verda-
dero punto de partida de todas las apiicaciones tedricas de
las matematicas, fué¢ completado de la manera més feliz por
la genial institucién del cilculo infinitesimal, debida princi-
palmente a Leibnitz, a Fermat y a Guler. Por lo dem4s va-
mos a tener ocasién de volver den:ro de un instante sobre
estos puntos esenciales.

La ciencia matemdtica tienr por fin el estudio de los
fenémenos mds sencillos y mas generales del mundo. La
propiedad mas sencilla y mds general de los cuerpos que
nos circundan es, con segurivdéd, la extensién; asi es que
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las matemadticas tendrin esencialmente, por objeto el estudio .
de la extensién. Este estudio se subdividird en un estudio
estatico o del espacio (geometria) y en un estudio dinamico
o del movimiento (mecanica). En fin, la geometria y la me-
cénica deben estar légicamente precedidas por un preambulo
indispensable : el cilculo o estudio abstracto del ntmero,
‘que constituye un método destinado a facilitar las concep-
ciones geométricas y que debe ser, como lo veremos, incor-
porado a la geometria. ’

La ciencia matematica comprende, pues, tres elementos
fundamentales : el calculo, la geometria y la mecdnica, que
se proponen respectivamente el estudio del nimero, del es-
pacio y del movimiento, y cuya intima conexién fué espon-
taneamente sentida por los antiguos. «La coordinacién ge-
neral de estos tres elementos matematicos, dice Augusto
Comte, constituye una serie parcial enteramente analoga a.
la gran escala enciclopédica, pues ‘difieren entre si por el
grado de independencia, de universalidad y de sencillez de
los fenémenos correspondientes. Al mismo tiempo, su su-
cesion -caracteriza la marcha inicial de las concepciones ma-
teméticas y su tendencia gradual hacia un dominio superiorn.

Veamos el cuadro de las tres grandes ramas de las ma-
temdticas, acompafiadas de sus tres mds importantes subdi-
visiones. Nos referimos a este cuadro en la rapida aprecia-
cién que vamos a hacer de estas diferentes partes.

( Cdlculo aritmético
I.—Calculo
)\ Calculo algebraico

}[ Geometria elemental (Tales)

IT.—Geometria | - [ Geometria Analitica
(Descartes).
.| Geomeria general ; Geometria diferencial
L (Leibnitz).
Geometria integral -
‘ | (Arquimedes).
‘ Cinematica '
III.—Mecénica { Estatica (Arquimedes)
( Dinamica (Gali'eo)
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La primera rama de las matematicas, ¢l calculo, debe
ser considerado bajo dos fases principales, el calculo aritmé-
tico y el ealculo algebraico,.a los que vendrd a agregarse
més tarde el calcuio infinitesimal. _

El célculo aritmético tiene por objeto formar los nime-
ros, calcularlos y resolver ciertas cuestiones simples relativas
a los nimeros ; descansa esencia'mente sobre la numeracién,’
que toda entera procede de este principio experimental, a sa-
ber, que se llega al mismo resultado agrupando juntos tres
objetos idénticos y después uno, que reuniendo sucesivamen-
te dos y después oiros dos; en otras palabras, que dos mas
dos es igual a tres mas uno. Por intuitivas que ahora nos
parezcan estas nociones, no por ello dejan de tener -origen
experimetal, y se han formado en nosotros len:amente. Ni
aun la aritmética, ni el dlgebra que de ella se deriva, ningu-
na ciencia podria fundarse sin tomar algunas ncciones. pri-
mordiales al mundo exterior. No existen ciencian raciona-
les, en el sentido esiricto de la palabra; las matematicas,
como las demds son ciencias naturales. :

En el-servicio de la vida practica comienza la aritmética
a desarrollarse. Quien' tiene- que hacer a menudo caleulos
semejantes, y que ha adquirido, con vistas de conjunio, fa-
cilidad especial, halla medio de simplificar y de abreviar
los procedimientos ; asi se constituye el algebra, cuyos sim-
bolos generales no -designan ningdn ntmero en particular,
y que llama la atencién exclusivamente sobre la forma de
las operaciones. El cédlculo algebraico se propone formar las
ecuaciones, es decir, las relaciones.que, en todo problema,
existen entre las cantidades conocidas y las cantidades des-
conocidas. La resoluciéon de. las ecuaciones algebraicas con-
duce a veces a considerar, con Wallis, cantidades que no
tienen existencia real, cantidades imaginarias, y—hecho cu-
rioso—estas cantidades imaginarias hallan aplicaciones en
geometria y en fisica, puesto que simplifican el calculo de

.las corrientes eléctricas alternativas. Semejantes concepcio-
nes son perfectamente legitimas, si evitamos acordarles exis-
tencia objetiva, y si nos limitamos a considérarias como sim--
ples métodos, como simples instrumentos de calculo.

La aritmética y el digebra no son més que las dos paries
sucesivas de todo cédlculo completo, en que, antes de avaluar
fos nimeros buscados, se debs ante todo determinar las re-
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laciones que existen_entre las diferentes cantidades del pro-
blema. La separacién de estas dos partes, no puede ni aun
.decidirse netamente sino respecto de las cuestiones suficien-
‘temente sencillas para que se descubra la férmula sin espe-
«ificar ningtn valor.

En todas partes, por lo demds, ambos cédiculos alternan
.«con la mayor frecuencia; pero permitiendo siempre carac-
terizar bien cada operacidén parcial que serd aritmética o al-
gebraica, segun concierna a los valores o a las relaciones.

Se puede ligar con el calculo dos capitulos importantes
de la ciencia matemdtica: la teorfa de los numeros y el
.cdlculo de las probabilidades. La teoria de los nimeros es-
tudia particularmente las propiedades de los numeros en-
teros ; exige con frecuencia el empleo de las matematicas su-
periores, y este «analisis de lo discontinuo» presenta a veces
-dificuitades inyvencibles. El calculo de las probabilidades,
-debido a los genios de Pascal y de Fermat, es una de las
mas curiosas y de las mds utiles aplicaciones de las mate-
méticas ; sirve para apreciar la exactitud de las medidas,
‘para interprear los resultados de la estadistica, para calcu-
lar las probabilidades de éxito de las empresas aleatorias;
-en estos ultimos tiempos, una aplicacién sistematica del
calculo de las probabilidades a los 4tomos que constituyen
los cuerpos ha permitido prever gran numero de sus propie-
-dades y ha hecho hacer a la fisica grandes progresos.

En suma, el calculo, que representa ia primera-inicia-
-cién de la humanidad y «el individuo en la ciencia abstracta,
tiene principalmente un destino légico, y, segun los términos
«de Comte, constituye fun. tipo de claridad, de precisiéon y de
consistencia,  propia ya para guiar los esfuerzos racionales
en los casos mas complicados. ‘

En el principio, la geometria se desarrollé independien-
temente dei calculo, y fué sélo Descartes quien, en el siglo
XVII, por una verdadera revolucién cientifica, establecié la
intima conexién entre el estudio del ntimero y el estudio de
la extensién. Este ornden histérico en el génesis de los cono-
cimientos geométricos conserva, con todo, gran importan-
cia, pues la diferencia entre la geometria de los antiguos y
la geometria de los modernos, consiste en la na‘uraleza mis-
1ma de las cuestiones.tratadas. La geometria, en efecto, que
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se ha supuesto ha llegado al estado de perfeccion, debe por
una parte, abrazar todas las formas interesantes, y, por otra,
descubrir todas las propiedades esenciales de cada forma.
Esta ciencia puede, pues, ser estudiada segun dos métodos
diferentes : el método més natural, el de los antiguos, con-
sistia en ocuparse sucesivamente de las diversas formas (rec-
ta, circulo, parabola), agrupando todas las propiedades re-
lativas a cada forma ; el método mas légico es el de los mo-
dernos desde Descartes, puesto que consiste en reunir bajo .
el mismo punto de vista todas las cuestiones semejantes (dis-
tancias tangentes, superficies), sea cuales fueren las formas.
‘a que pertenecen. La geometria de los antiguos estudia espe-
cialmente las diversas formas, esto es, la geometria especial,
que se llama generalmente geometria elemental; la geo-
metria de los modernos se ocupa. de las propiedades gene-
rales de las diversas formas; conviene darle el nombre de
geometria general.

En la ensefianza de la geometria, es til respetar el or-
den histdrico, pues parece-imposible comprender la geome-
tria general antes de tener algunas nociones precisas sobre:
las formas mds familiares y mas importantes. En la base
‘de la geometria elemental se encuentran los conceptos sim-
ples de linea recta y de plano ; todos 'os matemadticos actua-
les -estdn de undnime acuerdo en reconocer que estas nocio--
nes provienen de la experiencia, y -han dado la razén a Au-
gusto Comte contra la teoria de la inneidad de Kant. El
animal que asalta violentamente y cae sobre su presa ad-
quiere poco a poco, en estado rudimentario, la idea de linea
-recta ; la propagacion dectilinea de la luz que va de los dife-
rentes objetos a nuestros ojos, los experimentos que nos han
hecho reconocer el camino de menor esfuerzo para ir de um
lugar a otro, las observaciones sobre los hilos tendidos y
sobre la caida de los cuerpos, han contribuido mucho a la
formacion de este concepto de la linea recta; y es precisc:
admirar en el pensamiento humano ese maravilloso poder de
abstraer, de simplificar, -de pasar el limite, que se manifiesta
en toda ciencia, y que nos permite formarnos una. imagen
del mundo exterior, conforme a nuestro ideal y cémodo pa-
ra-las aplicaciones. Habria que evitar creer que estos concep-
tos abstractos, tales como el de linea recta o de plano, sean
lo propio de las ciencias matemaéticas ; la fisica se ha visto
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obiigada a establecer nociones -andlogas, como las de- gas
perfectos, de dislador perfecto de cuerpo negro, es decir, de
cuerpo con propiedades particularmente simples y tales que
ciertos cuerpos reales se alejan de ella en cantidades que a_
menudo escapan al experimento. Vemos una vez mds que
las matematicas se distinguen de las otras ciencias, no por
diferencias de naturaleza, sino por diferencia de grado.

La geometria tiene, pues, por base esos conceptos sim-
ples, y también uno o dos «axiomas indemostrables» a los.
que convendria mucho mejor — en la ensefianza elemental,
por lo menos — el nombre de «principios experimentalesy.
La experiencia muestra, en éfecto, que, por dos puntos, se
puede hacer pasar una linea recta, una sola, y también que,
por un punto exterior a una lirea recta, no se puede llevar
més que una sola linea recta, paralela a la primera. Esta
proppsicién famosa, llamada postulado de Euclides, hase de-
mostrado que era indemostrable, es decir, irreductible a los.
principios precedentes, por el hecho de que ha sido posible
construir geometrias que pueden pasarse sin ella : Si, en una.
cnstruccion geométrica inicial, se tiene la idea asaz natural
de reemplazar el dngulo recto de Euclides por un 4ngulo-
agudo o por un angulo obtuso ,se tiene o la geometria de-
Lobatchefsky ‘o la de Biemann. La edificacién de las geo-
metrias no euclidianas tiene cierta - importancia -filoséfica =
ademas de que son indispensables al positivismo de las no-
ciones astronémicas, nos hacen comprender la relatividad de
nuestra concepcién del mundo, puesto que consideran espa-
cios profundamernte diferentes del nuestro; justifican una
vez més el pensamiento de Augusto Comte: todo es relati~
vo... hasta la nocidén de las rectas paralelas. En realidad,
el nimero de las geometrias légicamente posibles es infini-
to; habria, empero, que precaverse de abusar de esos jusgos.
de ingenio y de considerar las matemdticas como una ciencia
artificial, a la cual no se pide sino que sea ldgica. Esta
concepcidn seria desastrosa, pues el fin esenciai de las ma-
temdticas- es aplicarse a los fenémenos reales, y- para ello:
deben tomar una base en la realidad. Esta base aqui es el
principio de Euclides, y la-geometria euclidiana, que siem-
‘pre ha sido verificada por la experiencia; atiin en as‘ronomia,
debe considerarse como la primera y la mas simple.de las.

teorias fisicas.- : :
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Partiendo de estos principios experimentales, toda la
geometria elemental se cons'ruye por una cadena no inte-
rrumpida de deducciones incontestables y se aplica a las di-
versas lineas, superficies y volimenes simples. El estudio
practico de los volumenes ha sido singularmente facilitado
por la institucién de la geometria descriptiva, constituida en
un cuerpo de doctrina por una percepcion de genio de nues-
~tro ilustre Monge. La geometria descriptiva presenta ia pro-
piedad filoséfica importante de ejercitar la imaginacion, es
-decir, la facultad de representarse netamen‘e un vasto con-
junto de objetos, ficticios, como si los tuviéramos delante de
los ojos. La geometria descriptiva, por lo demds, no tiene
valor mas que como ciencia de aplicacién : constituye la teo-
ria de las artes geométricas. ' .

La geometrla de los antiguos se ccupaba sucesivame:-
te de las diversas lineas, superficies, volumenes, que se pre-
sentaban al espiritu, no pasando nunca al examen de una
nueva forma sino cuado se crefa haber agotado todo lo que
‘habia de interesante en las formas precedentes. En esta ma-
nera de proceder, no se podia sacar ningidn auxilio directo
.de los trabajos anteriores, cuando se emprendia el estudio
de un nuevo problema. La geometria de los modernos, por
-el contrario, es relativa a todas las formas y a cualquiera
e ellas ; el estado normal de la geometria fué constituido por
el incomparable Descartes, de acuerdo con la armonia fun-
“damental que establecié entre las figuras y las ecuaciones, a
fin de convertir todas las concepciones geométricas en puras
nociones algebraicas. La obra de Descartes ha determinado
los demas progresos matematicos ulteriores y ha permitido
todas las aplicaciones tedricas ; ha creado la nocidn positiva
de funcién, que debia suplantar més tarde ia relacién mucho
mas metafisica de causa a efecto ; puede ser considerada co-
mo uno de los principales esfuerzos cientificos del espiritu
humano.

La geometria analitica se presenta, pues, como una pro-
longacidn indlispensable de la geometria elemental : a la geo-
metria plana y a la geometria del espacio corresponden las
-geometrias analiticas a dos y a tres dimensiones. Un punto
-se halla asi determinado por un sistema de dos o tres nime-
ros, colocados en orden determinado ; la generalizacién, que
-consiste en llamar punto, no ya a un sistema de dos o tres
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nimeros, sino a un sistema de cuatro, cinco... ndmeros,.
no debe sorprendernos, y han resultado de ellos las geome-
trias de cuatro, cinco... dimensiones, la geometria de n di-
mensiones en la nuestra no'es un caso particular ; nuestro
espacio, nuestros volumenes, nuestras superficies se presen-
ta como casos particulares de hiperespacios, de.hipervolime-
nes, de hipersuperficies. '

He indicado ya, a propésito de las geometrias no eucli-

" dianas, el peligro del abuso de esas ingeniosas construccio-
nes del espiritu; pero aqui, lo que es sorprendente, es la.
utilidad del lenguaje geométrico en estos capitulos del al-
gebra ; asi también la aplicadién a la mecénica y a la fisica:
de la geometria de n dimensiones, qué se introduce natural-
mente en los sistemas caracterizados por-pardmetros en nu-
mero superior a tres; en. particular, hay interés en conside-
rar el tiempo como proporcional a-una cuarta dimensién
imaginaria del espacio.

Empero, el descubrimiento fundamental de Descartes
habria quedado incompleto, puesio que era adn indispen-
sable tratar gran numero de problemas relativos a las fun-
ciones. Leibnitz tuvo la gloria de combinar la concepcién
cartesiana con las vistas primitivas de Arquimedes sobre las.
medidas geométricas, que consistian en reducir las figuras

~curvilineas a sus elementos rectilineos ; instituyé el concepto:
fundamental de cantidad infinitamente pequeiia . como se
quiere. La geometria inﬁnitésimal estaba entonces fundada
“bajo sus dos aspectos 'in‘v‘ersos : 1.° la geometria diferencial,.
que comprende el estudio de la variacién de las funciones,
determinando la tangente en un punto de la curva corres-
pondiente ; esta geometria descansa sobre el cdlculo diferen-
cial, cuyo fin principal es calcular el cuociente de dos can-
tidades infinitamente pequefias; 2.° ia geometria integral,
ya entrevista por Arquimedes, que se propone medir la su-
perficie limitada por una curva cualquiera, y que se apoya
en el calculo integral, es decir, en el calculo de la suma de
magnitudes infinitamente pequefias, tomados en nimero in-
finitamente grande. =~ -

El célculo infinitesimal debia tener un alcance y' una
fecundidad que sus fundadores estaban iejos de sospechar.
Gracias a la advertencia fundamental de que en mecanica y
en fisica se puede considerar como' infinitamente pequefia to~
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da magnitud que escape a la medida, en otras palabras, que
es inferior a los errores de experiencia; el calculo irfinitesi-
mal se convirtié en un instrumento maravilloso sin el cual
las ciencias fisicas no hubieran pddlndo desarrollarse.

La unién intima de la geometria y del calculo ha de-
mostrado ser, pues, particuiarmente feliz y particularmente
fecunda ; esta unién es tal vez atin mas grande en el cdlculo
vectorial, cuya creacién, por lo demds, reciente, ha sido en
gran parte sugerida por el desarrollo de la fisica. Sea como
fuere, la revolucién algebraica debida a Leibnitz se presenta
como la consecuencia necesaria y el indispensable comple-
mento de la revoiucién geométrica realizada por Descartes ;
la-institucién de la geometria infinitesimal es el Gltimo pro-
.greso decisivo del espiritu humano en geometria.

Nos hemos extendido quiz4d demasiado en la apreciacién
de la geometria, pues ella forma e! dominio esencial de las
-especulacines matematicas. En cuanto a la mecanica, po-
driamos, mas alin que a la geometria, considerala como ui
capitulo de las ciencias fisicas. Todo un conjunto de cues-
tiones, que se reunen- bajo el nombre de mecanica fisica, for-
‘man netamente parte de la fisica. Hay, empero, interés filo-
s6fico en considerar la mecanica como la dltima rama de las
matemdticas ; por lo demds, estas distinciones tienen muy
ploca importancia y son asaz delicadas, de lo cual mds bien
debemos alegrarnos, pues es indicio de gran coherencia, del
paso casi insensible de una ciencia a la siguiente. .

La mecénica es la ciencia dei movimiento y de los di-
ferentes factores que lo determinan. Como la geometria, la
mecénica descansa en varios principios experimentales, que
se puede, segun parece, reducir a dos : el \pr1nc1p10~ de menor
accion y el principio de relatividad.’

El primero, debido principalmente a los esfuerzos de
Keplero, de Newton, de Leibnitz y de Hamilton, nos ensefia
que las modificaciones que afectan un sistema, son tales, que
tienden a hacer minimas las perturbaciones exteriores. Te-
nemos alli no un simpie principio de mecdnica, sino una ley
universal,. cuyds aplicacion€s son tan numerosas como va-
riadas : esta ley da cuenta del equilibrio y de la inercia en
mecdnica, de la induccién electromagnética, del desplaza-
miento del equilibrio fisico o quimico ; hasta podria asociar-
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sele la costumbre y la adaptacién de los seres vivientes, el
instinto conservador de las sociedades y hasta la ley de la
oferta y de la demanda, en economfa politica.

El segundo principio de la mecdnica, el principio de re-
latividad, fué entrevisto por Galiieo. Todo movimiento, exac-
tamente comun a todos los elementos de un sistema, no al-
tera en ese sistema ninguna propiedad finterior. De ello re-
suita la imposibilidad de poner en evidencia un movimiento
de translacién absoluto; una vez mds lo absoluto se nos
escapa. La aplicacién del principio de relatividad ha pro-
movido, en estos uitimos tiempos, grandes dificultades, de-
bidas sobre todo a los progresos de la dptica y del electro-
magnetismo. No podemos insistir sobre esta mecdnica nue-
-va, que ha modificado profundamente las concepciones tra-
dicionales de espacio y de tiempo, y que ha destruido el
caracter absoluto de la mecénica clésica, puesio que ésta no
puede aplicarse mas que a los cuerpos que tienen velocidad

- pequefia con reiacién a la velocidad de la luz.- En suma,
¢l principio de relatividad se aplica también a la fisica, y
v no sélo a la fisica, sino también a todos los fenémenos
organicos.

Los dos principios de la mecanica presentan, pues, un
caracter ex:remadamente notable, a saber, que, verificados
al principio por los fenémenos mecédnicos, parecen aplicarse
a multitud de otros fendémenos, a los que eran extrafios al
principio. Por accidente, y no por esencia, esos principios
han sido mecénicos primero. Hubieran podido ser obteni-
dos igualmente por el estudio de los fenémenos biolégicos
o sociales. Si la mecdnica ha sido la primera en formular-
los, es porque ella tiene por objeto fendémenocs menos com- -
ple]os.

Establecida sélidamente esta base experimental, la me-
céanica se desarrolla en seguida légicamente, con auxilio de
la geometria y del cdlcuio. La mecénica se presenta como
la primera aplicacién de la geometria general, y.como su
aplicacién mds perfecta, porque es la mas simple. En me-
canica es donde vemos surgir asimilaciones inesperadas entre
problemas que, a primera vista, no parecen tener conexion
alguna, y que finalmente consideramos como idénticos. ¢ Cé-
‘mo habriamos podido, -sin el auxiiio de-la geometria general,
notar la menor analogia entre la determinacién de la direc-
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cién de una curva en cada uno de sus puntos y la de la
velodidad adquirida por un cuerpo en cada instante de su
movimiento? Es cémodo comenzar la mecanica por un pre-
-4mbulo puramente cinematico, cuyo objeto es estudiar las
posiciones sucesivas de un cuerpo mdvil, haciendo abstrac-
- ci6én de las diversas cirounstancias que dan nacimiento a su
movimiento. La cinemdtica se halla singularmente facilitada
por la introduccién del concepto de puito material, es
decir, de cuerpo cuyas dimensiones son muy pequefias con
- relacién a los desplazamientos que sufre ; el punto material
permite pasar naturalmente a la cinemdtica del cuerpo séli-
- do, cuyos movimientos de translacién y de rotacidn se es-
tudian sucesivamente. Es necesario considerar especialmen-
te los fendémenos desde el punto de vista purameate cinético,
no sélo en mecanica, sino también en electricidad: (corriente
eiéctrica), en dptica (teorfa ondulatoria) y hasta en quimica
(celeridad de reaccién) ; tenemos alli un nuevo ejemplo de la
influencia ejercida por Ja mecénica sobre las otras ciencias.
En el mismo orden de ideas, conviene conceder particular
importancia al estudio del movimiento vibralorio, que se en-
cuentra en gravedad y en actstica, y también, bajo otra
forma, en electricidad y en dptica.

Este preambulo cinematico sirve ide introduccién a la
mecdnica propiamente dicha, que, como siempre, debe set
sucesivamente considerada desde el punto de vista estatico,
dlespués desde el punto de vista dindmico, segin que el sujeto
de esiudio se someta a las condiciones de equilibrio o a las
leyes del movimiento. Las cuesticnes de estatica son, por
su naturaleza, mucho mas faciles de tratar que las cuestiones
de dindmica ; también habfan sido ya resueltas en parte por
las bellas investigaciones de Arquimedes, relativas al equi-
librio, ya de los sélidos, ya de los liquidos. Pero la estitica
no forma mds que un caso pariicular de la dindmica, puesto’
que la inmovilidad puede ser considerada como un simple
equilibrio, en el cual diversos movimientos se neutralizan
exactamente, como lo demuestra ¢l teorema de los trabajos
virtuales, teorema fundamental de la estatica, debido al genio
de Lagrange.

Partiendo del teorema de Lagrange, el paso de la esta-
tica a la dindmica es .posible merced a la institucién del
concepto de inercia, comprendido por primera vez en toda
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su generalidad por d’Alembert: la inercia de la materia se
presenta como una abstraccidn en extremo ventajosa, que
asegura la perfecta homogeneidad de la ciencia mec4nica,
permitiendo considerar todos los mdviles.como idénticos y
todas las fuerzas como de-igual naturaleza. El teorema de
d”Alembert, que establece la correlacién entre el punto de
visto estatico y el punto de vista dindmico, tiene también un
alcance que excede con mucho -el dominio de.la mecanica ;
encontramos, en efecto, relaciones anélogas en biologia y en
sociologia, puesto que, por una parte, las cuestiones. fisiol4-
gicas derivan-de las cuestiones anatdmicas, .y que, por la
otra, el progreso es el desarrollo del orden, como claramente
lo ha demostrado ei fundador de la sociologia,- Augusto
Comte. ,

La mecanica, bajo sus tres aspectos esenciales, cinema-
tica, estatica y dindmica, constituye el ultimo estadio de las
especulaciones matematicas. Sirve de-transicién; de - unién
con las ciencias superiores, la astronomia y la fisica. La as-
tronomia constituye una aplicacién de las matematicas a los
fendmenos celestes. Por lo demds, los vincuios de la me-
canica con la fisica son sumamente estrechos : por una parte
la fisica se inicia por el estudio de muchas cuestiones, que
todavia son de la mecénica, como, por ejemplo, la gra-
vedad y la elasticidad. Por otra parte, el teorema de d’ Alem-
bert, de que habldbamos hace un momento, admite como
consecuencia inmediata el teorema de las fuerzas- vivas o
principio de la conservacién de la energia mecénica, caso
particular del principio de la conservacion de la energia, que
domina todas las ciencias fisicas: la nocién fundamental de
energia se introduce por primera vez y naturalmente en me-
cAnica. ’

Después e apreciar asi la constitucién normal de la
citencia matematica, y de indicar su lugaren la jerarquia de
los conocimientos humanos, poco nos queda que decir, para
terminar, respecto a su importancia filoséfica, cientifica y
social. A '

Es pueril y vano tratar de estudiar los métodos cientifi-
cos fuera de las investigaciones positivas en que-los sabios
los emplean : todo lo que se ha podido decir hasta ahora de
los m#todos considerados en abstracto se ha reducido con
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gran frecuencia a generalidades vagas, sin gran interés ted-
rico, sin gran alcance préactico.

El método de ias matemdticas no difiere esencialmente
del de las demds ciencias. Como toda ciencia, ellas poseen
una base fisica experimental : son los principios, que enun-
cian cierto numero de fenémenos primitivos, establecidos
por la observacidn y no por el razonamiento. Por otra parte,
‘hay gran interés en reducir al minimum el ntimero de esos
princip-ioS fundamentales, puesto que la ciencia estd esen-
cialmente destinada a dispensarnos lo mas posible de ias ob-
servaciones directas, permitiendo deducir del menor ndmero
de datos inmediatos el mayor numero de resuitados. Como
Mach lo ha hecho resaltar claramente, el fin de la ciencia es
expresar los hechos de la manera mds sencilla y mdas eco-
némica. Si ninguna ciencia, ni siquiera las matematicas, se
edifica con puras abstracciones légicas, no es por ello menos
cierto que la deduccién representa en matematicas un papel
predominante y casi exclusivo, al menos para lo que es cien-
dia hecha. Asi es que, en la enseflanza, todas las proposi-
ciones se deducen de los principios experimentales, o de
los teoremas ya demostrados, evitando generalmente hacer
llamamiento a la evidencia directa, en ocasiones engafiosa,
de la proposicion a establecer ; se muestra que esta propo-
siciéon estd contenida en una proposicién anteriormente de-
mostrada o en un principio. El empleo de la deduccién pre-
senta gran interés pedagégico y educativo ; pero no habria
que disimularse la ineptitud de este método para hacer pro-
gresar la ciencia: es este.un nuevo punto comun eritre las
matematicas y las ciencias mas experimentales. Pareceria
que esta proposicién, a consecuencia de la evidencia misma
del método deductivo, hubiera podido ser demostrada en
cualquiera parte. y en cualquier tiempo. Nada es mds inexac-
to, en lo que concierne a la ciencia que se hace. Los mismos
matematicos lo reconocen : hacen uso constante de la induc-
cién y de la hipdtesis. «En vano, escribia Galois, trataria-
mos de disimularlo : no deducimos, combinamos, compara-
mos ; cuando llegamos a la verdad, es después de muchos
titubeos antes de alcanzarlan. Muchas proposiciones nuevas,
especialmente en la teoria de los nimeros, han sido adqui-
ridas por la generalizacién de observaciones repetidas. «No
hay abismo entre la experimentacién y la deduccién, dice
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Mach : se trata siempre de adaptar ideas a los hechos, e
ideas unas a las otrasn. En las diversas ciencias, la-marcha
.del descubrimiento es la misma: iguales ensayos, iguales
titubeos, iguales esperanzas defraudadas, igual sutileza e
igual imaginacién para comprender las analogias y los vincu-
los inesperados. En tanto que la deduccién se adelanta 16-
gicamente y paso a paso, la.induccién procede por saltos,
que no tienen nada de metédicos. De ello se sigue que los
resultados de la induccién deber ser después justificados por
la deduccién.

En suma, si en las matematicas la deduccién parece re-
presentar un papel principal, es porque tenemos que hacer
«con fendémenos muy simples, de los cuales se nos presenta
una construccién sabia, edificada penosamente piedra por
piedra. Y esto es tan cierto, que acontece casi lo mismo con
la fisica, cuyo admirabie desarrollo presenciamos. Para no
citar més que un: ejemplo, la ensefianza de la electricidad
puede ya no hacer uso mas que del método deductivo, pues
todas las propiedades de los cuerpos electrizados pueden. de-
rivarse de un-nimero muy reducido de principios fundamen-
tales, .que, como los principios mateméticos, fueron obteni-
dos por una induccién general de los diferentes hechos co-
nocidos.

Si las ciencias experimentales, y sobre tcdo la fisica,
than llegado a tan notabie estado de positivismo, es princi-
palmente merced a la aplicacidon sistemdtica de la geometria
general, a consecuencia de los descubrimientos de Descartes
y.de Leibnitz. En principio, desde el punto de vista estric-
tamente 16gico, no hay cuestiéon, cualquiera que sea, que no
pueda ser finalmente considerada como consistente en deter-
minar cantidades las unas por las otras, y que, por consi-
guiente, no provenga ide la ciencia matemdtica. Hase podido
someter a ecuacién los hechos mds simples: los fenémenos
geométricos, mecéanicos y fisicos ; lo que se ha sabido hacer
para estos fendmenos es muy natural imaginarlo posible pa-
ra otros, pudiendo ser concebida cada cuestién como final-
mente reductible a una cuestién de ntimeros ; todo fenémeno,
aun social, tendria ciertamente su ecuacién, como una figura
0 como un movimiento, si su ley pudiera sernos conocida
ron suficiente precisién. . Semejante apreciacién.no constitu-
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ye en el forido mds que el sentido riguroso del principio fun-
damental e la invariabilidad de las leyes naturales. A
En los hechos, pronto nos vemos detenidos por la com~
plejidad de los problemas que se nos plantea; el dominio.
matemético se ha visto hasta aqui practicamente limitado a.
las cuestiones mas sendillas de las ciencias fisicas, y esto por
dos razones: primero, porque las diversas cantidades que-
figuran en las cuestiones mds complejas y en la mayor par-
te de las cuestiones organicas no nos dan medidas bastante:
consiantes para procurarnos la ecuacién requerida, y porque
los factores tan numerosos que determinan los fenémenos-
pueden escapar parcial o totalmente a nuestras facultades de-
experimentacién ; y en segunde lugar, ain cuando llegése-
mos a hacer explicitas las funciones que expresan las varian-
tes de cada factor, seriamos incapaces de resolver el proble--
ma matemdtico correspondiente, tanto a causa de la inven-
cible dificultad de los calculos, como de la excesiva compler
jidad de los datos. Los procedimientos y las férmulas.
matemdticas son pues rara vez susceptibles de aplicacién al
estudio efectivo de los diversos fendmenos, en cuanto se
quiere sobrepujar la més extrema sencillez en las condiciones.
de los problemas. Asf es que los matematicos pretenderian
en vano dirigir la filosofia general, puesto que neo se aplican-
maés que a los fendmenos mas simples, y porque hacen abs-
traccion de todas las propiedades extrafias al ndmero, a la
extensién, al movimiento; en fin, porque disponen a los-
sabios que a ellas se dedican exclusivamente a substituir la:
pura deduccién a la contemplacién directa de los hechos.
Esta restriccién necesaria no quita en ninguna manera:
el inmenso interés tedrico que hay que dedicar a las especula-
ciones matematicas. Por el estudio de las matematicas, y
s6lo por ellas, puede uno hacerse una idea justa y profunda
de lo que es realmente una ciencia. Alli Unicamente se pue-
de esperar aprender con precisiéon el método general que el
espiritu humano emplea en sus investigaciones positivas,.
porque en ninguna otra parte se ven resueltos los problemas
de manera tan completa. Allf es donde la inteligencia huma-
na ha dado las pruebas mayores de su poder, porque las
ideas tienen alli el gradio més alto de abstraccién, y porque
alli el razonamiento adquiere fuerza invencible. La ciencia:
matematica es la roca, €l suelg granitico sobre el cual se han.
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superpuesto sucesivamente todas las otras capas e conoci-
-mientos cientificos ; constituye la verdadera légica de los
modernos y debe ser con51derada como la base filoséfica de
la educacién general.

Las matemdticas fueron, en el pasado, la cuna del espi-
ritupositivo, y son atin hoy su més sélido apoyo, puesto que
representan este espiritu en toda su pureza elemental. Sa-
dudemos, pues, con reconocimiento muy sentido la memoria
de esos bienhechores de la humanidad, cuyos nombres he-
mos rememorado y cuyos trabajos permitieron el adveni-
miento y el desarrollo de todas las demds ciencias, para lle-
.gar finalmente a la sociologia y a la moral.

MARCELO BoLL.
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