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) La curva de los errores (1) 

SUMARIO: 1. - EL TEOREMA DE BERNOUILLI Y LA CURVA DE 

GAuSS. II. - EL PROMEDIO ARlTMÉTICO DE LOS ERRO­

RES. V ALORES DE h Y DE k QUE CONFIEREN A LA 

PROBABILIDAD DE LOS ERRORES o DE GAUSS SU VALOR 

MAxll\IO. III. - LAs TABLAS DE LA INTEGRA L DE LOS 

ERRORES. SU EMPLEO. 

I.~Vamos a deducir la ecuaci6n de la curva de 10s erro­
res o curva binomial o de Gauss, tomando como punto de 
partida un teorema conocido de calculo de las probabilida­
des. Sabemos que si es p la probabilidad de un cierto 
acontecimiento y q la probabilidad del acontecimiento 
opuesto, los términos del desarrollo de: 

( ) d · I n(n-l) n-2 2 p + q n, es eClr, pn ,npn- q, -1-.2-. P q, .......... 

n (n-l) 
, -1-.2 p2 qn-2, npqn-l, qn expresan, respectivamente, 

las probabilidades de que, en n pruebas, el acontecimien!o 
que se considera se presente n, n-l, n-2, .. , .. 2, 1 6 nin­
~una vez. ASI, por ejemplo, si tiramos 6 veces un dado, la 
probabilidad de que en las 6 veces una cara determi nada se 

6 5 (1 IL (5)4 presente dos, resulta expresada por 1: 2 (3) (3 

II.-Hay un valor de r que confiere a la expresi6n 

(I) Del curso de estadfstica de la Facultad de Ciencias Economi­
ca3. Version taquigrafica de j. Ignacio Azpiazu. 
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( I~ ) pr qn-r un val or maximo. Este valor de r es, como sa­

bemos, np. Es decir, el valor de r que confiere a la probabi­
lidad un \)alor maximo, es igual al producto del numero de 
pruebas por la probabilidad del acontecimiento consideradò. 

L uego pues la expresion (n) pnp qn-np = ( n ) pOP qnq esel , np n p 

término de valor maximo del desarrollo de (p+q)n. Ese 
valor lo expreso por P, por manera que P es la probabilidad 
que corresponde al acontecimiento mas probable. Expreso 
ahora por Px la probabilidad de que el acontecimiento no se 
presente elnumero.de veces mas probable np, sino np+x (1). 

III - Transformemos ahora las expresiones de P y P x. Sabe-

( n) n(n-i)(n-2) ........ (n--np+l) 
mos que = 3 Y como . 'np 1.2 ....... np I 

t d (. n ) ri (n-l) (n-2) ... (nq+ l) 
n-np=nq en remos = c -~--

np 1.2.3 ... np 

Multiplicando numerador y denominador por (nq)! 

( n)_n(n-l)(11-2) ... (nq+l) (nq)!_ n! 
np 1.2.3 ...... (np) (nq)! (nr)! (nq)! 

P = (nnp) pnp qn q = (nq)!n!(np)! pnp' qnq 

Por un procedimiento analogo encontrarfa para ( n ) 
np + x 

una forma semejante a la hallada par~ ( n). 
I np 

Tendrfa ( n ) = . n! . 
_np + x (Ilp+x)! (nq-x)! .. 

P v _ ( Il ) )np+x nq-x _ n! np"+x nq x 
~ - np + x l q -(np+x)! (nq-x)! p q-

IV'-cEn qué se diferencian P y Px? Observemos que 
el exponente de p en Px es np+x mien'tras que el exponente 

(1) Por ejemplo, siendo p= ! y n=6000 tendré np=lCOO y si su­

pJngo x=50 tendré np+x=1050: en este caso particular tendremos: 

P= (~~~~) (! rODO (~ )5000 Y P50 = (7~~~) (! r 050 ( ~ t950 
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en P esnp, es decir, hay en la expresi6n Px un factor pX 
"que no figura en la expresi6n P. Analogamente el expo­
nente de q en Px es nq-x y el exponente de q en P es nq: 
por lo tanto, en la expresi6n P x figura un factor q-X que no 
.figura.en la expresi6n p .. 

V.-Consideremos ahora los dos coeficientes. Divid en­
do el coeficiente de P x por el de P tendremos: 

1 
(np+x)! (nq-x)! 

1 

(np)! (nq)! 
= (np+x)! (nq-x)! 

(np)! (nq)! 

En el numerador tenemos el pr~ducto de los np primeros 
numeros naturales yenel dfnominador el producto de los 
np+x primeros numeros naturales. Luego: tenemos en el 
denominador sin que figure en el numerador el producto 
(np+ 1) . (np+2) (np+3) ...... (np+x). Por otra parte ten-
go en el numerador (nq)! y en el denominador (nq-x)! es 
decir, falta en el denominador y figura en el numerador el 
producto (nq~x+ 1) (nq-x+2) (nq-x+3) ........ (nq). 

Efectuando la simplificaci6n, dividiendo numerador y de­
nominador por (np)! (nq-x)! nos queda: 

(nq-x+ 1) (nq-x·+2) (nq-x+3).... (nq) 
. (np+ 1)-(np+.2) (np+3), ... (np+x) 

Este seria el codente de los coeficientes binomiales de 
P x y de P. El numerador y el denominador son "productos 
de x factores: en otras palabras, si dividimos cada uno de 
los términos del numerador por nq quedara el numerador 
diVidi do por (nq)x y si diVidimos cada uno de los términos 
del denominador por np el denominador resultara dividido 

. por (np)x. Entonces, pues, dividamos cada uno de los tér­
minos delnumerador y denominador por nq y np respectiva­
mente y, para que la relaci6n no altere, multipliquemos por 
(nq)x el numerador y por (np)X el denominador. 

Tendremos asi: 
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(nq)X (1 ~~) ( 1 - ~) .......... 1 

(np)x (1 + nlp) (l + n2p ) .... ( l + :p) = 

nX qX (l -~) (l -~) ......... , l _ 

nX pX (1 +~)( + -~p ) .... ( 1 + ~p) ~ 

qX (1 _~) ( 1 __ ~) ........ " 1 

= pX ( 1 + _1_) ( 1 + ~_) .... ( 1 + _x ) 
np ... ' . np np 

VI.-De IV sacamos como consecuencia que P x es igual 
. al producto de P por pX q-X Y por. el cociente de los dos 
coeficientes: el coeficiente de Px dividi do por et coeficien-

te de P. L P -P .(~)~ (np: xl :. 
uego x - q ( nnp ) 

Px=P ~~qx(1_X.;q1) (1_X~q2) .......... 1 .. 

(q) p' ( i +~)( 1 +~p) .... ( 1 ++r) 

p x = p ( 1 -~) ( 1 - ~q~) ... " . .. ... 1 . 

( 1 +~)( 1 + ;p) .... ( 1 + ;p) 
P es mayor que Px porque es et termino del desarrollo 

de valor maximo. Luegoesa fracci6n sera menor que 1. 
Tornando logaritmos, tenemos : 

_ 1 ( 1 + _1_) _ l ( 1 + _2_) _ .... -I ( 1 + _~) 
np np np 

3 
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VII. - Ahora, aprovechamos el desarrollo en serie (1) 
que corresponde a 1(1 + x) Y 1(1 - x) para transformar 
la expresi6n VI y, haciendo respectivamente: 

l 1 2 2 x= --, x= --, x= --, x=--
qn pn qn pn 

y asi sucesivamente, tendremos. 

lP,,=tP+( __ l __ 1 
qn 2 (qn)2 

.... )+ 
. (2 4 
+ - qn - 2 (qn)2 .... ) + ........ ..;.. 

. ( x-l (x - 1)2 ) ( 1 1 ) 
+ - qn ---: 2 (qn)2 - .... - pn- 2 (pn)2 + ..... -

~( p2n - 2 (!n)2 + , ... ) ~ .... -( p~ -2(~:)2 + .... ) . 

VIII.-Sumando todos los términos de primer grado y 
prescindiendo de los restantes que, como veremos, pueden 
despreciarse; tendremos: 

l p = l P _ 1 +2j-~f .. +(x-Jl_l±.2.+3+ ...... +x + R 
"_ qn pn 

LIamo R a la suma de los demas términos. 
Los numeradores del segundo y tercer término del segun­

do miembro son sumas de términos que estan en progresi6n 
aritmética de primer término 1 yde razon 1. Por lo tanto: 

l P = l P _ x (x - 1) _ x (x + 1) + R 
". 2 qn 2pn 

(1) Sabemos que si desarrollamo.s l (1 +x) en una serie infinita de 
. x x' x' 

potenclas de x tendremos: l (1 +x) = T - "2 + 5' - . . . . . . . . . .. . 

Es la serie de Taylor que corresponde a l (1 +x). Si reemplazamos 
x x' x· 

x por ~x encontramos: l (l-x)= - T - '2 - 5' -- .. , .. Es de-

cir que mientras la serie de Taylor que corresponde a I (1 +x) es una 
serie de signos alternados, la serie de l (t-x) es una serie de térmi· 
nos negativos. Ambas representan efectivamente aIgo, si x es, en 
valor ab!!oluto menor que t. 
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IX.-He dicho en VIII que los términos que no fueran de 
primer grado los habriamos despreciado. Esos términos, o 
son cuadnHicos, o tienen en el numerador la potencia terce­
ra de x y en el denominador el cuadrado de n multiplicado . 
por eierta cantidad, Ò tienen en el numerador la potencia 
cuarta[de x y en el denominador la tercera de n yasisuce­
sivamente. Ahora, para que efectivamente puedan despre­
eiarse esos términos, debemos suponer que x es grande 
respecto Il la unidad pero que es pequeiia con respecto a n 

y tan pequeiia que el codente ~ puede despreciarse. _ . n . 

Por otra parte, decir que ~ tiene que ser una cantidad n 
tan pequeiia que se la puede despreciar, quiere decir que se . 
considera n probabilidades que difieren ·del acontecimiento 

mas probable pero que son tales que el cuoeiente pn+x 
. n 

--la trecuencia referida al numero de pruebas-difiere de la 
probabilidad p en una cantidad tan pe.queiia que podemos 
no tomarla en cuenta. 

X.-Efectuemos ahora la su ma del segundo y tercer tér­
mino, multiplicando el numerador y el denominador del se­
gundo término por p y el numerador y denominador del 
tercero por :q. 

Te.ndremos asi: 

l P x = l P _ (P. x ex - 1) + g. x (x + 1 )) = 
2.p.q.n 2.p.q.n 

= l P _ P (X2 - x) + q (X2 + x) = IP _ x.2 + X eq - p) 
2.p.q.n 2.p;q.n 

T .. x (q - p) x (q -p) 
enemos un termIno --= ~ que se 

. 2.p.q.n n 2.p.q 

puede despreeiar si 3_ es despreeiable. Nos queda enton­
Il 

X2 
ces:IPx=IP- 2 .p.q.n 

Y pasando de los logaritmos a los numeros, tenemos que: 

P~=----P--=Pe 2npq 
~ x· 

e 2 pq n 
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XL-Es decir, quesi es muy grande el numero n de 
pruebas la probabilidad Px de que el aconteèimiento que 
se considera se presente un numero de Veces igual a 
pn + x -donde x es grande respecto a 1 pero chico res-

pecto a n-tiene por expresi6n aproximada PI; = Pe 2 pq n 

Y como P = 1 ; resulta 
12.n.n.p.q 

x2 

1 Px = -~~-~---- - --=~ - e ~ p n q 

. 12. n .n.p.q 

x' 
Px= _1 ---_---=--ce -~.(I.p.q (1) L1amaremos «pteci-

Vn V2.n.p.q 

si6n» el numerò h definido por la relaci6n . _~- 1 __ -cc- = h 
. r2.p.q.n 

Reemplazando en la expresi6n de Px , tendremos: 

(1) supongamos que se hacen 15000 pruebas de un acontecimiento 
deprobabiIidad 2/5. El numero de Vece s, mas probable, en que el 
acontecimiento s~ presentata, es: np=ICOO. èCual, es la probabili­
dad de que el acontecimiento se presente 10149 veces?, es decir, 
ècual es la probabilidad de que se produzca un desvio de 149? 

Haciendo x=149. n=15000, p= ~.' q= ~ y sustituyendo en la for­

mula h3.lIada, tenemos: 

-1492 --
2 l l 

P149 = ~,/===:::;;2:==~1= e 
v2nI50005' ""3 

) 

2. 15000 . -i5" • -5-

1 
l - 1492 ~ 6666~66 

--======;== e l: 4 -
l n . 15000. -9 

P149 = II '/150uO ~ 
y n r 5 

Esa expresion nos daria la probabilidad buscada. 
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XII. - Vamos a representar graficamente la funcion 

h _ ,,' h2 

-Px = -V n e = y. A x =0 corresponde y = rmi-

ximo; li· x = + 00, Y = o. El valor de y disminuye con 
el crecer de x. . . 

Como el valor de Px no varia si se pone - x en lugar 
de x porque x figura en la expresi6n con exponente 2, 
tendremos a la izquierda ordenadas iguales a las correspon­
dientes ordenadas de la derecha. 

Si reunimos por medio de una linea los puntos encontra­
dos,tenemos la curVa de los errores que expresa grafica­
mente eJ valor de las probabilidades P. (fig. 1) 

La curVa sera mas o menos abierta segun-que h sea ma-
yor o menor. . 

Esa curva se lIama «curva de los errores», «binomiai» o 
«curva de Gauss», o en estadfstica, «curVa de Quétélet». 

XIII.-Sabemos (II) que si se hacen n pruebas de un 
acontecimiento dado, lo mas probable es que él se presente. 
np Veces, pero la probabilidad de que se presente np Veces 
tiende il cero con el crecer de n y es expresada. por 

1 
{2. n .n.p.q 

Hemos encontrado (XI) que la probabilidad de que el 
acontecimiento no se pr'esente np, sino np + x veces nos 

1 2 n.p.q 
da como expresi6n aproximada: ~2~-;.-~: p '-q- e 
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Esa probabilidad también tiende a cero a medida que cre­
ce n. Pero, ~qué quiere decir esa expresi6n? Quiere de.­
cir que si n es muy grande, la probabilidad de que el acon­
tecimiento se presente un numero de Veces contenido entre 
pn + x y pn + x + dx resulta expresada por P x • dx, en 
donde dx es la amplitud del intervalo. En la figura 2 a 
Px ' dx corresponde el espacio sombreado. 

Si suponemos dx muy pequefio podemos considerar como 
iguales las ordenadas que corresponden a x y a x + dx, es 
decir, podemos suponer que ese espacio es un rectangulo. 
Es lo que se hace cuando se reemplazan las expresiones 
verdaderas por los infinitésimos del calculo diferencial. 
XIV.-~Cual seni la probabilidad de que el acontecimien­

to se presente un numero de veces contenido entre pn - x 
y pn + x? . La probabilidad de que se presente un numero 
de Veces comprendido entre pn" y pn + x seni la superfi­
cie comprendida entre o, x y la curVa, y la de que se 
presente entre pn y pn - x, la superficie comprendi da 
entro 0,.- x y la curva. Analiticamente, la superficie re­
sulta expresada por una integraI. La probabilidad buscada 
sera la suma de todos los recUmgulos tomados entre los 

f + x 
limites - x y + x es decir P x • dx. 

-x 

Y reemplazando el valor de Px 'tendremos: 

-;::::::==1 ==:- J+ x e 
-Y2. n .n.p.q -x 

2 np q . dx 
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La expresi6n que figura dentro del signo de integrai no 
cambia si se reemplaza x por - x. 'Es decir : 

X x' 

-===1===-, f e - 2 np q 
1/2.n.n.p.q o 

_----------~~- e :l np q dx 1 S,o-
- {2 :-n.n.p:q- ~ x 

===_J+,X e 
V2.n.n.p.q -x 

~ np q 

2 2 np q dx (1) 

XV.-(Qué relaci6n hay entreesta formul.a y el teorema 
de BernouiJIi? Si hacemos n pruebas deun acontecimien­
to de probabilidad p lo mas probable es que el aconteci­
miento se presente np Veces: si el numero de las pruebas es 
muy grande, la probabilidad de ese acontecimiento es muy 
pequeiìa. Por otra parte, cuando se hace una previsi6n, no 
interesa prever con toda exactitud lo que sucedera, lo que 
interesa es poder indicar ciertos \fmites el1tre 10s' cuales es­
tara contenido el acontecimiento a verificarse (2). Ahora 
la probabilidad de que et acontecimiento, no se presente 
exactamente np Veces, sino que se presente un numero de 
Veces contenido entre np - x y np + x es la su ma de las 
probabiIidades de que se presente np - x, np - x + 1 , 
np - x + 2, .... np , np + 1 , np + 2 , ' ..... np +x - 1 , 

(l) Si haeemos x = ~ y tomamos la integraI entre - OCJ Y + OCJ 

,el valor de la integraI seni l. Tenemos la eertpza de que ,el, 'aeante­
{!imiento se presentara un numero de Veees eomprendido entre o y 
-el numero total de las pruebàs. 

(2) Si yo soy a'legurador. no me interesa saber si de 10000 asegu­
rados moriran exaetamente 1030. sino, saber que morira un numero 
.de asegurados eontenid'o, por ejemplo, entre 950 y 1050. 
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np + x. Esta probabilidad resulta expresada (fig. 5) por la 
superficie comprendida entre las ordenadas que correspon­
den a - x y + x y la curVa de Gauss. Si suponemos que 
la ordenada A expresa la probabilidad de que el aconteci­
miento se presente pn + x veces y la ordenada B la de 
que se presente pn- x, la superficie comprendida entre 
las dos ordenadas y la curva, expresa la probabilidad de 
que el acontecimiento se presente un numero de veces com­
prendido entre pn - x y pn + x Y e I teorema de Bernouilli 
nos dice que esa probabilidad es casi igual a 1. 

Luego, la probabilidad de que el acontecimienio se pre­
sente mas de pn + x veces o menos de pn - x, que nos 
es dada por la superficie sombr2ada, puede despreciarse 
respecto de la probabilidad de qUé; efectivamente se presen· 
te un numero de veces contenido entre esos \fmites, la que 
nos es dada por la su perficie comprendida entre las ordena­
das A y B Y la curVa. Si crece n, dice el teorema dE: 
Bernouilli, puede crecer tamÌJién x pu·ede ser el error en la 
previsi6n muy grande, pero, por grande que sea el error en 
la previsi6n, podemos estar seguros de que tendra que ser 

pequefio el cociente ~, es decir: error contenido en la n _ 

previsi6n divic;!ido por el numero de pruebas verificadas (1). 
Asi mismo el teorema de Bernouil1i nos dice que si es p 

la probabilidad c1e un aconiec! .to yel numero de prue-

(I) Si tengo 10)00 a'(~:ll1rados y ~é "!E' el numero de los muertos 
en cl ano estanl cOIlÌt:llido ('l'.::, .:5v y 1050, x no es chico en si 

(x=5).l; I.) que es ehico ~" lù~0~O ---" 0,OC5. 
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bas, n, es muy grande, podemos estar casi seguros de que 
el numero de veces en que el acontecimiento se presentara: 
pn .± x, dividido por el total de pruebas verificadas, 

n , : pn + ~ diferinl muy 'poco de p (1). 
n 

En efecto, si divido el numero de Veces en los cuales el 
acontecimiento se presenta, por n tendré como limite infe-

rior ap - ~ y como limite superior a p + ~. Es decir, 
n n 

que yo estoy casi seguro que el cociente del numero de ve­
ces en 10s cuales el acontecimiento se presenta dividi do por 
el numero de pruebas, se encuentra contenido entre los lf-

mites p - ~ que es pequefio y p + ~ que también es pe-n n . 
quefio, es decir, que se encuentra contenido entre Iimites 
muy reducidos. 

: I 
(Continuarci). 

~-----f-' 
/ 

Hueo BROGGI. 

(I) Por ejemplo: Tratandose de probabilidades de muerte y siendo 
el nùmero de individuos, considerado,muy grande, podemos estar 
casi seguros de qlle el numero total de los qlle mueran, dividido por 
el numero total de los individuos considerados diferinl muy poco de 
la probabilidad de que uno de dichos individuos muera. 
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