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Impuesto progresivo sobre

los réditos @

Aplicacién de la férmula de Pareto

Es sabido que el impuesto sobre los réditos puede ser. proporcio-
nal o progresivo.

Si llamamos [/ al impuesto, ¢ al porcentaje y r a los réditos, el
impuesto proporcional resultard definido por la relacion:

Il=cr

. . 1 .
siempre que el cociente - =¢c quede constante con el variar de r.

Si, por el contrario, ese cociente aumenta al crecer r, el impues-
to serd progdresivo, siendo ¢ funcién creciente de r. Pero, como para

que —- sea una funcion creciente, es necesario que su derivada sea po-

sitiva, el impuesto progresivo quedara caracterizado mateméticamente
por la condicién de que:

ar
» dr >0
derivando tendremos:
‘dl‘ > 0
r

(1) Del curso de estadistica que dicta el doctor Hugo Broggdi. en la Fa-

cultad de ciencias econémicas.—(N. de la D.)
\
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Para que esta fracci6n sea positiva bastard que lo sea el nume-
rador, puesto que el denominador es un cuadrado, luego:
dl

h\—ar—l>0

pasando / y r al segundo miembro tendremos:

dlI I
ir—

De maneta, que podemos definir el impuesto progresivo, diciendo
que es aquel, cuya derivadd respecto a r es mayor que la relacxon —

Sediin esta definicién, progresivo serd, por ejemplo, un lmpuesto
de la forma:
I=cr—a (1)

ya que:

dl cr—a - a
rrinl i O

Supongamos, para tener in ejemplo numético que:

. 5
I'= 100 2000 — 100

a r = 2000 corresponde I =-0: el impuesto es- igual al 5 °/, de la
" diferencia entre r y 2000.
De acuerdo con esta férmula quienes tengan $ 3000 pagaran
I = —5— 3C00 — 100 = 50
- 100

En la misma forma podriamos hallar el impuesto que correspon-
de a un rédito cualquiera.

Ahora, el problema que nos proponemos es el siguiente: conocido
el impuesto que se va a aplicar, hallar aproximadamente lo que éste
producira. '

Es evidente que si el impuesto es proporcxonal bastara conocer
el porcentaje y la suma total de los réditos de la poblacion.

Pero, si el impuesto es prodresivo, serd necesario conocer ade-
més, la distribucién de los réditos, porqgiie en este caso, los que tienen
maés, pagan una proporciéon mayor, ¥ no es indiferente, por lo tanto, que
haya muchos que tengan poco y muy pocos que tengan mucho.

Admitamos como cierta la férmula ‘de Pareto, segiin la cual el nii-
mero N de individuos que tienen un rédito por lo menos igual a r es:

N=Cr—% (3

donde oc es una constante a_la cual atribuimos el valor 1.5.
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Para verlo que significa C, supongamos que se haya determinado
estadisticamente que hay 100.0C0 individuos que tienen un rédito supe-
rior a $ 2.000. Reemplazando en la férmula (3) tenemos:

100,000 = C 2,000 ~ 15
De donde: '
C = 100.000 X 2.000 !*
tomando logaritmos resulta:

log. C = log. 100.000 + 1.50 log. 2.000

Conociendo C podriamos determinar, reemplazando en la f6rmu-
la (3), el nitmero N de individuos que tienen mas de $ 3.000 de rédito,
el cual seria igual a:

log. N = log. C ~ 150 log. 3.000

Sin embargo, no es N lo qite es necesario conocer, sino el niime-
ro de individuos cuyos réditos son exactamente igual a r, porque cono-
ciendo ya por la férmula (1), lo que corresponde abonar a cada uno de
éstos, facil sera averiguar lo que pagaran en conjunto.

Se trata, pues, de deducir del niimero N de individuos que tienen
r o mdas . que r, el nimero que llamaré n, de los que tienen exacta.
mente r.

Si llamamos N ¢y al niimero de los que tienen r o mds que r,
N (r + k) expresaré el namero de los que tienen por lo menos (7 + £).
La diferencia:

Nom —Nia+n

nos dara el niimero de los que poseen un rédito comprendido entre
ryr + h ypara tener el niimero de los que tienen exactamente r, no
tendremos mds que hacer tender £ hacia cero, en cugo caso bastara
dividir por £ y tomar limites

n—tim N —-Ne+n
h=o0 h

lo cual ed" igueil‘a la derivada de Ny con signo negativd. El producto

T (cr — a)
serd lo que pagan en conjunto. ‘

Considerando todos los valores de r que puede haber y determi-
nando el impuesto que corresponde a cada uno de ellos, para obtener
el impuesto total que representamos por 7, no tendremos més que
efectuar la suma de todos estos impuestos.
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Suponiendo que r varia con continuidad, esa suma ser4 la inte-
gral de todos sus términos, tomada entre los limites en que varian los
réditos. ' , ‘

Llamando m al rédito minimo y M al rédito méximo, el total 7
de lo que producird el impuesto sera: -

M dN
T=— F(cr -- a) dr
m.
pero:
N=Cr— 15
dN —25
- ? = 1.5 Cr
reemplazando tendremos:
M
T = ‘f 1.5 Cr— 25 (cr — a) dr
m

Como el ejemplo no tiene otro valor que el de ilustracion del
método, tomaremos, para simplificar, M = «

La integral de una suma es idual a Ia suma de las integrales. Sa-
cando las constantes afuera del signo, podemos escribir:

© o
T=15 Ccf r~18dr—at15 Cf r=254r (4
m m

integrando el primer sumando da:

® 1 —05\®
1 5Ccfr—1-5dr=l.5CC(_—%r ’ )=1.5Cc2m —055Ccem — 0%
m : m

del mismo modo:

oC [*]
ald Cfr —254r—a15 C(_lmr - 1‘5)=a 15 C%m“ Bacm™ 19
m m

sustituyendo estos valores en la féormula (4) tendremos:
T=3Ccm % —acCm—15
que se puede escribir también:
T=3Ccm ™ '"m —aCm—15

donde Cm — 1.5 es el namero de individuos que tienen por lo menos
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un rédito idual a m, es decir, el niimero total de los contribuyentes, que
representamos por N (m) luego puedo escribir que:

T=3cmN@m —aNm
sacando factor comiin:

T=N@m@Gcm—a) (5)
Ejemplo numérico:

Sea m = 2.000 N = 100.000
¢ = 0.05 y a = 100

En este caso, los que tienen una renta de $ 2.000 no pagaran na-
da, segfin se observa aplicando la férmula (1).

I =0.05 X 2.000 — 100 = 0
El que tenga $ 4.000 pagara:
I =0.05 X 4.000 — 100 = 100
y el que tenda $ 10,000
I = 0.05 X 10.000 — 100 = 400
El estado percibira sediin la férmula (5):
T = 100.000 (3 X 0.05 X 2.000 — 100) = 20.000.000

Si quisiéramos averiguar el niimero N7 de personas que tienen
por lo menos $ 3.000 de rédito, sabiendo que hay Ny que tienen $ 2.000,
bastard hacer la siguiente relacion:

—1.5 —-15 1.5 1.5
Ni =_C5L=(E) = 1 =(3) = 0.667
No  Cgo00—15 12 (5)“5 5/
2

N, = Ny X 0,667 13 = 100000 X 0,667 !

de donde:

resolviendo por logaritmos tendriamos:

N; = 100.000 X 0.54475 = 54.475

Si comparamos el niimero de los que tienen $ 2.000 con los que
tienen § 3.000, veremos, que para un rédito que no es doble, el niime-
ro de personas se reduce a la mitad; de la misma manera veriamos, que

- para un rédito doble el niimero de los que lo poseen, se reduciria ala
tercera parte, es decir, a 35.356. )

De modo que, para una renta 1 se tienen 100.000 individuos, y
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para una renta 2 hay. 35.356. Con una simple regla de tres podriamOb
hallar el nimero que corresponde a un rédito 4. :

100.000 — 35.356
35.356 ——— ®
de donde:
353562
~ 100000

De la rapidez con que decrecen estos niimeros se saca como con-
secuencia que una modificacién aparentemente inocente en el minimo,
puede influir bastante sobre 7.

En efecto, siendo $ 3.000 el hmlte, en vez de $ 2.000, el estado
perc1bm’a -

T = 54.475 (3 X 0.05 X 3.000 — 100) = 19.066.250

es decir, que el estado dejaria de cobrar § 933.750 y eximiria del im-
puesto a 45.525 personas.

Como se ve, esta es una consecuencia fiscal muy importante.

El impuesto, que hemos considerado de la forma

f(t) =cr —a
es un impuesto progresivo porque satisface la condicién de que la de-

rivada del impuesto respecto al rédito, es mayor que -rl— pero, es se-

duramente el menos progresivo de los impuestos de esta clase.
Para darse cuenta de la afirmacion anterior, bastara observar la

formula (2), donde el cociente % tiende hacia ¢ con el crecer de r,

diferiendo por lo tanto muy poco del impuesto proporcional cuando r
es grande. En la prdctica el problema que hemos tratado, se presenta
en una forma algo diferente.

Cuando el estado va a aplicar un impuesto, estudia cual es el més
conveniente y lo aplica porque necesita cierta suma, T por e]emplo,
que se conoce de antemano.

Supongamos que el impuesto que el estado prefiere aplicar sea
el progresivo y que al mismo tiempo establece, por razones obvias, que
los que tengan un rédito inferior a $ 2.000 no contribuyan.

Si llamamos 4 a lo que pagan los que tienen $ 2.000, siel impuesto
fuera proporcional, los que tienen $ 10.000 pagaran cinco veces mds o
sea 5A4. Para que sea progdresivo vamos a suponer que pagan 84, del
mismo modo podriamos establecer que los que tienen $ 50.000 en vez
de pagar 104, paguen 80 4, es decir, diez veces més que los que tlenen
10.000; luego, srmphﬁcando los ceros tendriamos que:

Los que tienen. 2 padan A
» » > ]0 » SA
» » » . 50 > SOA
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A cada una de estas condiciones corresponde una ecuacioén; ten-
dremos por lo tanto tres ecuaciones que permiten determinar tres in-
cOgnitas.

Admitamos que el impuesto sea de la forma:

I()=a+br+4cr?

donde a, b y ¢ son las constantes que determinaremos, tomando en
cuenta los datos del pioblema.

Reemplazando en esta tiltima ecuacion cada una delas condicio-
nes, tendremos que para '

r=2 A=a+2 +4c ~(6)
r=10 8A=a + 10b +100c  (7)
r =50 80A =a -+ 50b + 2500c  (8)

Determinando en ese sistema de tres ecuaciones las tres constan-
tes @, b y c¢ en funcién de A podemos deducir lo que pagan los que
tienen $ 2.000 o sea A.

Multiplicando la (6) por 5 y restando este producto de la (7)
tendremos:

3A=—4a+80c ®

‘Multiplicando la (7) por 5 y restando el producto de la (8) resulta: '

40A=—4a~+2000¢c (10
restando de la (10) la (9) da:
37 A =1920 ¢
de donde:
3T A
€= 7920

reemplazando este valor en la (9) se obtendria @ y conociendo @ y¢
se hallaria b.

Vamos a determinar el valor de A. Hemos visto que el niimero de
individuos que tienen exactamente r era:

d N

_ —25
ar 15 Cr

N = —
¥ que cada uno de éstos pagaba:
I =a + br 4 cr?
luego pagaran en conjunto:

15Cr 25 @-+br +cr?
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y todos los contribuyentes pagarén:

M
T=15C r—25 (a + br + cr 2)
2000

Como limite inferior hemos tomado el rédito minimo y ¢omo li-
mite superior el rédito mayor posible, porque si r tomase un valor in-
finito r — 2.9 se anularia.

Si se efectuase la intedracion, que es muy sencilla, hallariamos:

T=al, +bly+ clj

En los numeradores de las expresiones @, by ¢ apareceria, segtin
vimos anteriormente, la constante A que todavia queda indeterminada;
-si se pusiera en evidencia esa constante encontrariamos:

b
A

T—A (% L +

c <

Habiendo determinado ¢ para hallar A tendriamos una ecuacién
de primer gdrado:
T
b

a
Lo+ 2+

A = <

Al

Resuelta esta ecuacién, quedaria determinado lo que pagan los
.individuos que tienen $ 2.000, que hemos tomado como punto de par-
tida, asi como también los valores de las constantes @, b y ¢, que se

determinan en funcién de A.
Reemplazando en la expresion

I=a+ br +cr?

los valores de @, b y ¢ correspondientes y haciendo variar a r, conoce-
remos lo que pagan los poseedores de un rédito cualquiera.

Jost H. PORTO.
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