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IlIlpuesto progresivo sobre 

los réditos (1) 

Aplicación de la fórmula de ParElto 

Es sabido que el impuesto sobre los réditos puede ser: proporcio­
nal o progresivo. 

Si llamamos 1 al impuesto, e al porcentaje y r a los réditos, el 
impuesto proporcional resultará definido por la relación: 

I = c r 

siempre que el cociente ~ = c quede constante con el variar de r. 
r 

Si, por el contrario, ese cociente aumenta al crecer r, el impues-
to será progresivo, siendo e función creciente de r. Pero, como para 

que J.- sea una función creciente, es necesario que su derivada sea poe 
r 

sitiva, el impuesto progresivo quedará caracterizado matemáticamente 
por la condición de que: . 

derivando tendremos: 

di 
r 

dr 

dI 
-- r - I dr 

r 2 

> O 

> O 

(1) Del curso de estadística que dicta el doctor Hugo Broggi. en la Fa­
ct1ltad de ciencias económicas.-(N. de la D.) 
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Para qUe esta fracción sea positiva bastará que lo sea el nume­
rador, puesto que el denominador es un cuadrado, luego: 

di 
- r-I > O 
dr 

pasando 1 Y r al segundo miembro tendremos: 

~>! 
d r r 

De maneta, que podemos definir el impuesto progresivo, diciendo 

que es aquel, cuya derivada: respecto a r es mayor que la relación !. 
I r 

Según ~sta definición, progresivo será, por ejemplo, un impuesto 
dela forma: . 

I = cr -- a (1) 

ya que: 

!! = c > cr- a = c -- ~ (2) 
dr r r 

Supongamos, para tener un ejemplo numérico que: 

5 
. 1-== 100 2000 .....,... 100 

a r = 2000 corresponde I ='0: el impuesto es· igual al 5 010 de la' 
diferencia entre r y 2000. 

De acuerdo con esta fórmula quienes tengan $ 5000 pagarán: 

I ' ~ 5Coo -- 100' 50 . 100 . 

En la ~isma fo~~a podríam~s hallar el impuesto que correspon-
de a un rédito cualquiera. . . 

Ahora, el problema que rios proponemos es el siguiente: conocido 
el .impuesto que se va a aplicar, hallar aproximadamente lo que éste 
producirá. . .. 

Es evidente que si el, impuesto es proporcional bastará conocer 
el porcentaje y la suma total de los réditos de la población. 

Pero, si -el impuesto es progresivo, será necesario conocer ade­
más, la distribución de los réditos, porque en este caso, los que tienen 
más, pagan una proporción mayor, y no es indiferente,' por lo tanto, que 
haya muchos que tengan poco y muy pocos que tengan mucho. 

Admitamos como cierta la fórmula de Pareto, según la cual el nú­
mero N de individuos que tienen un rédito por lo menos igual a res: 

N = Cr - ex (5) 

donde ex es una constante a la cUál atribuimos el valor 1.5. 
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Para Ver lo que significa C, supongamos que se haya determinado 
estadísticamente que hay toO.~() individuos que tienen un rédito supe­
rior a $ 2.000. R~emplazandoen la fórmula (5) tenemos: 

100.000 = C 2.000 - 1.5 

De donde: 

C = 100.000 X 2.000 1.5 

tomando logaritmos resulta: 

log. C = log. 100.000 + 1.50 log. 2.000 

Conociendo e podríamos determinar, reemplazando en la fórmu­
la (5), ,el número N de individuos que tienen más de $ 5.000 de rédito, 
el cual sería igual a: 

log. N = log_ C .~ 1.50 log. 5.000. 

Sin embargo, no es N lo que es necesario conocer, sino el núme­
ro de individuos cuyos réditos son exactamente igual a r, porque cono­
ciendo ya por la fórmula (1), lo que corresponde abonar a cada uno de 
éstos; fácil será averiguar lo que pagarán en conjunto. 

Se trata, pues, de deducir del número N de individuos que tienen 
r o más que r, ,el ,número que llamaré 'n, de los que tienen exacta_ 
mente r. 

Si llamamos N (r) al número de los que tienen r o más que r, 
N (r + h) expresará el número de los que tienen por lo menos (r + h). 
La diferencia: 

N (r) - N (r + h) 

nos dará el número de los que poseen un 'rédito comprendido entre 
r y r + h Y para tener el número de los que tienen exactámente r, no 
tendremós más que hacer tender h hacia cero, en cuyo caso bastará 
dividir por h y tomar límites 

n = Iim N (r) - N (r + h) 

h=o h 

- 1t '. ' , 
lo cual es igual a la derivada de N (~ con signo negativo. El producto 

d N - dr (cr - a) 

será lo que pagan en conjunto. 
Considerando todos los valores de r que puede haber y determi­

nando el impuesto que corresponde a cada uno de ellos, para obtener 
el impuesto total que representamos por T, no tendremos más que 
efectuar la suma de todos estos impuestos. 
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Suponiendo que r varía con cóntinuidad, esa suma será la inte­
gral de todos sus términos, tomada entre los límites en que varían los 
réditos. . 

Llamando m al rédito mínimo y M al rédito máximo, el total 1 
de 10 que producirá el impuesto será: 

pero: 

d N . j'M 

T = - m <ir(cr -- a) dr 

N = Cr - 1.5 

d N = 1.5 Cr - 2.5 
dr 

reemplazando tendremos: 

T = f: 1.5 Cr- 2.5 (cr - ¡:¡) dr 

Como el ejemplo no tiene otro valor que el de ilustración del 
método, tomaremos, para simplificar, llJ = oc 

La integral de una suma es igual a la suma de las integrales. Sa­
cando las constantes afuera del signo, podemos escribir: 

integrando el primer sumando da: 

15 ccf~ 1.5 dr= 1.5 Cc (_ ~] r - 0.5)CC 1.5 Cc 2 m - ~5 5 Ccm - 05 

m m 

del mismo modo: 

(
OC (1 _ 1.5) 00 2 -- 1.5 - 1.5 a1.5C r- 2.5 dr=a1.5C _I.')r =a1.5C'3m =aCm. 

~ m m 

sustituyendo estos valores en la fórmula (4) tendremos: 

T = 5 Cc m - 0.5 - a Cm - 1.5 

que se puede escribir también: 

T = 5 Cc m - f.5 m -a Cm - 1.5 

donde Cm - 1.5 es el número de individuos que tienen por lo menos 
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un rédito igual a m, es decir, el número total de los contribuyentes, que 
representamos por N (m) luego puedo escribir que: 

T = 5 cm N (m) - a N (m) 

sacando factor común: 

T -. N (m) (5 cm - a) (5) 

Ejemplo numérico: 

Sea m = 2.000 
c = 0.05 Y 

N = 100.000 
a = 100 

En este caso, los que tienen una renta de $ 2.000 no pagarán na­
da, según se observa aplicando la fórmula (1). 

I = 0.05 X 2.000 - 100 = O 

El que tenga $ 4.000 pagará: 

1=0.05 X 4.000 - 100 = lOO 

Y el que tenga $ 10,000 

I = 0.05 X 10.000 - 100 = 400 

El estado percibirá según la fórmula (5): 

T = 100.000 (5 X 0.05 X 2.000 - 100) = 20.000.000 

Si quisiéramos averiguar el número NI de personas que tienen 
por lo menos $ 5.000 de rédito, sabiendo que hay No que tienen $ 2.000, 
bastará hacer la siguiente relación: 

~= e 5000-1.5 =(~)-1.5_1_ = (~) ~ 0.66/5 

No e 2000- 1.5. 2 (~ y-5 5 .. 

de donde: 

NI = No X 0,667 1.5 = 100.000 X 0,667 1.5 

resolviendo por logaritmos tendríamos: 

NI = 100.000 X 0.54475 = 54.475 

Si c~mparamos el número de los que tienen $ 2.000 con los que 
tienen $ 5.000, veremos, que para un rédito que no es doble, el núme­
ro de personas se reduce a la mitad; de la misma manera veríamos, que 

- para un rédito doble el número de los que lo poseen, se reduciría a la 
tercera parte, es decir, a 55.556. 

De modo que, para una renta 1 se tienen 100.000 individuos, y 
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para una renta 2 ha)' 55.350. Con una simple regla de tres podríamos 
hallar el número que corresponde a un rédito 4. 

de donde: 

100.000 
35.356 

55556 2 
x = C:-lO;O:O"""O::O:O-,cO-

55.556 
x 

De la rapidez con que decrecen estos números se saca como con­
secuencia que una modificación aparentemente inocente en el mínimo, 
puede influír bastante sobre T. 

En efecto, siendo :u; 3.000 el límite, en Vez de $ .2.000, el estado 
percibiría: 

T = 54.475 (3 X 0.05 X 3.000 ~ 100) = 19.066.250 

es decir, que el estado dejaría de cobrar $ 935.750 )' eximiría del im­
puesto a 45.525 personas. 

Como se ve, esta es una consecuencia fiscal mu)' importante. 
El impuesto, que hemos considerado de la forma 

f (r) = c r - a 

es un impuesto progresivo porque satisface la condición de que la de­

rivada del impuesto respecto al.rédito, es ma)'or-que + pero, es se­

guramente el menos progresivo de los impuestos de esta clase. 
Para darse cuenta de la afirmación anterior, bastará observar la 

fórmula (2), donde el cociente + tiende hacia e con el Crecer de r, 

diferíendo por lo tanto mu)' poco del impuesto proporcional cuando r 
es grande. En la práctica el problema que hemos tratado, se presenta 
en una forma algo diferente. 

Cuando el estado va a aplicar un impuesto, estudia cual es el más 
conveniente )' lo aplica porque necesita cierta suma, T por ejemplo, 
que se conoce de antemano. I . 

Supongamos que el impuesto que el estado prefiere aplicar sea 
el progresivo)' que al mismo tiempo establece, por razones obvias, que 
los que tengan un rédito inferior a $ 2.000 no contribu)'an. 

Si llamamos A a lo que pagan 10squ~Jienen $ 2.000, si el impuesto 
fuera proporcional, los que tiepen $ 10.000 pagarán cinco Veces más o 
sea 5A. Para que sea progresivo vamos a suponer que pagan 8A; del 
mismo modo podríamos establecer que los que tienen $ 50.000 en vez 
de pagar lOA, paguen 80 A, es decir, diez Veces más que los que tienen 
10.000; luego, simplificando los ceros tendríamos que: . 

Los que tienen 2 pagan A 
10 8A 

·50 80A 
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A cada una de estas condiciones corresponde una ecuación; ten­
dremos por lo tanto tres ecuaciones que permiten determinar tres in­
cógnitas. 

Admitamos que el imP:testo sea de la forma: 

1 (r) = a + b r + cr 2 

donde a, b y e son las constantes que determinaremos, tomando en 
cuenta los datos del ploblema. 

Reemplazando en esta última ecuación cada una de las condicio- I 

nes, ten<jremos que para . 

r=2 
r = 10 
r=50 

A = a + 2b + 4c 
8A = a + lOb -+- 100c 

80A = a + 50b·+ 2500c 

(6) 
(7) 
(8) 

Determinando en ese sistema de tres ecuaciones las tres constan­
tes a, b y e en función de A podemos deducir lo que pagan los que 
tienen $ 2.000 o sea A. 

Multiplicando la (6) por 5 y restando este producto de la (7) 
tendremos: 

5 A = - 4 a + 80 c (9) 

Multiplicando la (7) por 5 y restando el producto de la (8) resulta: 

40 A = - 4 a -+- 2000 t (10) 

restando de la (lO) la (9) da: 

de donde: 

57 A = 1920 c 

c= 
57 A 
1920 

reemplazando este valQr en la (9) se obtendría a y conociendo a y é 

se hallaría b. 
Vamos a determinar el valor de A. Hemos visto que el número de 

individuos que tienen exactamente r era: 

N (r) = - ~ = 1.5 Cr - 2.5 
dr 

y que cada uno de éstos pagaba: 

1= a + br + cr 2 

luego pagarán en conjunto: 

1.5 Cr -2.5 (a + br -t- cr 2) 
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y todos Jos contribuyentes pagarán: 

T = 1'.5 e r M r - 2.5 (a + br + cr 2 ) 

2000 

Como límite inferior hemos tomado el rédito mínimo y como If­
mite superior el rédito mayor posible, porque si r tomase un valor in­
finito r - 2.5 se anulada. 

Si se efectuase la integración, que es muy sencilla, hallaríamos: 

En los numeradores de las expresiones a, b y e aparecería, según 
vimos anteriormente, la constante A que todavía queda indeterminada; 

·si se pusiera en evidencia esa constante encontraríamos: 

T = A (1 11 + ! 12 + ~ 15 r 
Habiendo determinado e para hallar A tendríamos una ecuación 

de primer grado: 

Resuelta esta ecuación, quedaría determinado lo que pagan los 
. individuos que tienen $ 2.000, que hemos tomado como punto de par­
tida, así como también los valores de las constantes a, b y e, que se 
determinan en función de A. 

Reemplazando en la expresión 

1 = a + br + cr 2 

los valores de a, b y e correspondientes y haciendo variar a r, conoce­
remos lo que pagan los poseedores de un rédito cualquiera. 

JOSÉ H. PORTO. 
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