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Célculo de una integral usual @

Demostremos que:

4

Sean z, y y 2 tres ejes coordenados rectangulares que de-
terminan tres planos ortogonales x 1, 2, e ¥ 2, que pasan por
el punto coman 0.

Sobre el plano zz, tracemos la curva

—_2
e X

(1) Tomado del curso de matemética actuarial que dicta el profesor
José Gonzalez Galé en la Facultad de ciencias econdmicas.



CALCULO DE UNA INTEGRAL USUAL (i
y sobre el plano y 2, la curva
- v2
e Y

Integrando ambas funciones entre los limites 0 y mds
infinito, y representando por § cada una de las integrales, que
tendran igual valor, toda vez que solo se diferencian en el
simbolo elegido para designar la variable independiente, te-

nemos :
oo . M - . oo .
S=[ ¢ %ux S = e Yy
o . [0}

Multiplicando ambas ecuaciones, tenemos:

do [y =% ey
— —x? 4+ 2 — C—(x2 )
e e Yidx dy = o Y ax dy
0 0 o ,Jo

Pero 22 + y2 =12 desde que = e y son los catetos del
tridngulo rectdngulo OAN = OBN cuya hipotenusa es 7.
Luego:- -

(XY

Ademés, dor dy os el drea de un rectangulo en el plauno
xy cuyos lados son respectivamente dx y dy. Por lo tanto

~. (X axdy=e ' ax dy
- - , .
. \ es el volumen de un paralelepipedo recto rectangular que tiene
. epor hase el rectangulo infinitesimal dz dy, y por altura
’ ~. - o r?

. La integral que buscamos, S?, es, pues, la suma de los vo-
lamenes de todos los paralelepipedos anilogos que se forman
en la iegién angular 20y del plano zy. O sea el volumen en-
gendrado por la superficie plana 20°CLy al girar sobre 00
en el sentido de la flecha para tomar la posicién z0’DIz.

Pero dicho volumen es, evidentemente, la cuarta parte del
que engendra 20’CLy al girar sobre 00’ hasta volver a ocupar
su primitiva posicién. '

Calcular este nuevo volumen es, pues, calcular el anterior
desde que representando por V el volumen total tenemos

V=482
Como, evidentemente, el volumen avaluado serd el mismo,

cualquiera que sea el procedimiento de descomposicién que
adoptemos para avaluarlo, supondremos en el plano xy una
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serie de circulos concéntricos cuyo radio indicaremos en fun-
cién de la variable ». Ahora bien, dos eireulos cuyos radios son,
respectivamente » y r+dr determinan una corona cirecular que
tiene por area.

T(r+dr)?—mri= ﬁl:r? 4 2rdr 4 (dr)? — r‘~’]:7: I:Zrdr - (dr )2]

que se reduce a 2 = r dr prescindiendo del infinitesimal de se-

gundo orden (dr)2. '
A cada una de esas coronas corresponde una capa cilin-

drica cuya altura es ' '

—1?
e
Yy st volumen

- e~ T 2% rdr
Hallar la suma de los volimenes de todos los sélidos and-
logos es integrar la diferencial anterior entre o eso. Es de-
cir que tenemos:

v

>0 \ >

2V — B — 2
482 =V = e 2nrdr=--% | —e ' 2rdr
o o

Pero 1a diferencial de ¢ — " es de la forma edu. En este
caso u= — r2; du= —2rdr. Luego—e " 2rdr es la diferen--
cial de e~ . Por lo tanto

a

. >0 o0
— e g2
4 = —= —e T ordr = —x [e . ] =
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