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Cálculo de una integral usual (1) 

Demostremos que: 

-b2 V" l OO -

o e dt=-2-

, 
O 

Sean x, y y z tres ejes coordenados rectangulares que de
terminan tres planos ortogonales x y, x z, e y z, que pasan por 
el punto común O. 

Sobre el plano xz, tracemos la curva 
_x2 

e 

(1) Tomado del curso de matemática actuarial que dicta el profesor 
.José González Galé en la Facultad de ciencias económicas. 



C.4.LCULO DE UNA INTEGRAL USUAL 

y sobre el plano yz, la curva 

Integrando ambas funciones entre los límites O y más 
infinito, y representando por 8 cada una de las integrales, que 
tendrán igual valor, toda vez que solo se diferencian en el 
símbolo elegido para designar 'la variable independiente, te
nemos: 

= . j' 2 
S = o e- y dy 

Multiplicando ambas ecuaciOIies, tenemos: 

Pero X2 + y2 = r2 desde que x e y son los catetos del 
triángulo rectángulo OAN = OBN cuya hipotenusa es: r. 
Luego:_ ' 

e -( X2 + y2 ) = e - 1'2 

Además, dJ> dy ; el área de un rectángulo en el plano 
xy cuyos lados son respectivamente dx y dy. Por lo tanto 

~'-'X e -( X2 + y2 ) dx dy = e - t 2 dx dy 

'-.,.. -...,~ es el volumen de un paralelepípedo recto rectangular que tiene 
"'_ -por base el rectángulo infinitesimal dx dy, y por altura 

La integral que buscamos, 8 2, es, pues, la suma de los vo
lúmenes de todos los paralelepípedos análogos que se forman 
en la ±'egión angular xOy del plano xv. O sea el volumen en
gendrado por la superfiéie plana zO 'CLy al girar sobre OO' 
en el sentido de la flecha para tomar la posición zO'Dlx. 

Pero dicho volumen es, evidentemente, la cuarta parte del 
que engendra zO'CLy al girar sobre 00' hasta'volver a ocupar 
su primiti~a posición. 

Calcular este nuevo volumen es, pues, calcular el anterior 
desde que representando por V el volumen total tenemos 

V=482 

Como, evidenten:iente, el volumen avaluado será el mismo, 
cualquiera que sea ,el procedimiento de descomposición que 
adoptemos para avafuarlo, supondremos en el plano :oy una 
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serie de círculos concéntricos. cuyo radio indicaremos en fun
ci6n de la variable r. Ahora bien, dos círculos cuyos radios son, 
respectivamente'~ y r+dr determinan una corona circular que 
tiene por área. 

1: ( r + dr )2 -- 7tr' = 1: [ r2 + 2rdr + ( dr )2 - r2 J= T, [ 2rdr + ( dr )2] 

que se reduce a 2 T, r dr prescindiendo del infinitesimal de se
gundo orden ( dr) 2. 

A cada una de esas coronas corresponde una capa cilín
drica cuya altura es 

y su volumen 

e --- r2 2 7t' r dr 

Hallar la suma de los volúmenes de todos los sólidos aná
logos es integrar la diferencial anterior entre o e =. Es de
cir que tenemos: 

¡= r=' 2_ _ _r2 _ 2 
48 - V - e 2 T, rdr = -- T, -e r 2r dr 

• o t. o 

Pero la diferencial de e - r2 es de la forma eudu. En este 
caso U= - r2 j dtt= -2rdr. Luego-e-1'"2rdr es la diferen-' 
cial de e -", . Por lo tanto 

2_ _ -r" _1'2 . ¡'= o [J= 48 - - " -e ~rdr = - T, e = 

Luego 

• o o 

T: 

82 = -
4 
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