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Sobre jubilaciones y pensiones

El caso de los sueldos variables

I

1. — Uno de los puntos més interesantes relacionados con
el problema de las jubilaciones y pensiones — que tanto apa-
siona en la actualidad — es el que se refiere a la variabilidad
de los sueldos. )

El problema es éste. Un empleado ingresa a la adminis-
tracidn con un sueldo dado. Pero, salvo que se trate de una
persona cuyas condiciones sean tales que la inhabiliten para ir
escalando puestos superiores, es evidente que, paulatinamente,
ir4 ascendiendo de modo que, cuando llegue el momento de la
jubilacién, su sueldo serd muy distinto del que tenia al iniciar
su carrera. Facil es establecer de antemano — asi se hace en la
practica — una escala que fije el monto de la jubilacion, te-
niendo en cuenta los sueldos inicial y final; los afios de servi-
cios; los sueldos intermediarios, si se quiere. .. ete., etc. Natu-
ralmente, esta escala no puede ser fijada a capricho, debe res-
ponder a ciertas necesidades y sujetarse a ciertas normas. Si no
me faltan el tiempo y la tolerancia de los lectores he de ocupar-
me, en otro trabajo, de ese aspecto de la cuestiéon. Hoy he de li-
mitarme a estudiar el punto concretado :un empleado gana suel-
dos variables; sufre, mientras desempefia sus distintos cargos,
un descuento que se fija en un porcentaje del sueldo mensual ;
jcomo debe calcularse este porcentaje para que alecance a cu-
brir el costo de la pension a que tendra derecho al jubilarse?

Lo interesante en el problema, planteado asi, no es, como
se vé, el monto de la jubilacién. Fijado este, por un.procedi-
miento cualquiera, facil es calcular cual es su valor actual en el
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momento en que el empleado ingresa a la administracién. Lo
que nos interesa, aqui, es determinar el porcentaje del sueldo
-que, de acuerdo con las previsiones de ascenso que se reputen
més verosimiles, ser4 suficiente para cubrir ese valor actual.

- 2. — Para resolver nuestro problema habremos, pues, de
.empezar por hacer una hipdétesis respecto a las posibilidades
de ascender.

Admitiremos que el empleado ha de estar rn afios en la
administracién, y que le aumentan el sueldo en una cantidad,
siempre constante, cada n afios. De modo que siendo % el sueldo
inicial, al cabo de = afios le aumentan % pesos, con lo cual su
sueldo durante los n» afios que siguen es de k¥ -+ . Un nuevo
aumento hace que durante otros » afios su sueldo sea k 4 2 k.
Y asi sucesivamente. Durante los altimos » afios su sueldo s,
por lo tanto, de k 4 (r— 1) h, desde que son r los periodos de
n afios que, segin dijimos, permanece en actividad.

; Cual deber4 ser la tasa (¢ por uno) del descuento que ha-
‘bré de sufrir, mes por mes, para que el valor actual de esos
descuentos, al -ingresar al servicio, sea igual al valor actual de
la jubilacién que, de conformidad con la escala adoptada, le
habra de corresponder? He ahi lo que debemos determinar.

3. — Antes de entrar de lleno al problema propuesto bue-
no serd que recordemos algunas férmulas usuales de céleulo ac-
‘tuarial que habran de sernos utiles en lo que sigue.

Una anualidad de un peso, pagadera a fines de cada—x% de

o o s 1 .
afio, en porciones iguales cada una a oy de peso, vale aproxi-
madamente, segiin sabemos :

(m)__ m—1
a =ax+ 2m
Si el pago se hace en doceavos de peso a fines de cada mes,
la férmula anterior se hace:
12y __ 11
a =0 + o1
Admitiendo que la anualidad se esté pagando a cada inter-
valo infinitesimal de afio y en porciones infinitesimales de

peso, es decir, suponiéndola continua, su valor actual, conocido
‘también, es:

ax=axt L ®

4. — Si la anualidad eontinua fuera diferida no seria ya;
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licito decir, aplicando la férmula (I) por extensién, que es
igual a la anualidad vencida méas un medio.
En efecto, tomemos la anualidad vencida diferida:

n/dx =E%
Podemos multipliear y dividir por Dx+n y resulta
dae=Dgts etn_p o
como
nEx = v npx
resulta

n/@x=7vV™" npxdx +n ay

5. — La férmula (IT) es aplicable a las anualidades conti-
nuas. En efecto, si la traducimos al lenguaje vulgar vemos que
nos dice que: una anualidad diferida por n afios es igual a una
anualidad inmediata para la edad z -+ m, traida al momento
presente mediante el factor de descuento v y stempre que la.
la persona (x) de edad z alcance la edad z -+ n, para lo ecual.

" multiplicamos por la probabilidad correspondiente ,p

Podemos, pues, escribir:

n/Ex:V“'nprx +n=nEx_ax +n (15

6. — Una renta temporaria por n afios es igual a una renta.
Inmediata, menos una renta diferida por n afios, luego

/nax=ax—n/ax .'. 1v)
[ nax=ax — n/ax

Utilizando la (III)
[ nax =dx — nEx ax +n

Y utilizando, ahora la (I)

/nEx=ax+% —nEx (ax+n+ %—] =
=ax+%—nExax+n—%nEx=
=ax+4 —nfax— 4 nBx=ax —n/ax+4 [l —nBx) ..
en virtud de la (IV)
| nax =/ nax + % [1 . ] vy
7. — Busquemos, ahora, el valor actual de una anualidad

continua interceptada, es decir, diferida por n afios y tempora-—
ria por m.
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Si de una anualidad diferida por n afios restamos una di-
ferida por % + m nos quedara la anualidad que buscamos: di-
ferida por n y temporaria por m.

n/max=n/lyx—n+m/&;=
:nExEx+n—n+mExEx+n+m=
=nEx [ ax+n+%]-——n+mEx [ax+n+m+%]:
=nExdx+n+% nEx—n+mExax+n+m—-;—n+mEx=
=n/ax~—n+m/ax+% [nEX—n-I-:mEx]
<0mo

nj/ax—n4+m/ac=n/max
resulta, en fin,
n/mEx=n1max+%[nEx—n+mEx] o

8. — Las formulas (V) y (VI) nos permiten, ahora, cal-
cular, econ aproximacion suficiente, el valor actual de los des-
-cuentos que sufre el empleado.

Hemos dicho que durante los primeros n afios su sueldo
era k al mes; durante los n siguientes & 4+ h, y asi sucesiva-
‘mente. Pues bien, si es # la tasa (tanto por uno) del descuento
correspondiente, durante los # primeros afios el descuento men-
sual estk, y el anual 1 2¢E.

Durante los = siguientes el descuento anual es, na-
turalmente, 12t (k -+ h); durante los n» que siguen, es:
12t (k 4+ 2h). Y asi sucesivamente.

Vemos, pues, que los descuentos forman una serie de ren-
tas (que supondremos continuas, en vez de mensuales) de
12tk; 12t (k4+h); 12t (k4+2h)... al afio, respectivamente,
¥ que son: la primera inmediata y temporaria por » anos; la
segunda, diferida por n aios y temporaria por otros n; la ter-
cera, diferida por 2 afios y temporaria por n; la cuarta, dife-
Tida por 3» afios y temporaria por ... ete. La suma de los
valores actuales de todas estas rentas es el valor actual de todos
Jos descuentos del empleado.

Adoptaremos para representar ese total un simbolo cual-

«quiera; p. ej.: ( =% )x. En el que ; nos recuerda las primas
periodicas, y S, como de costumbre, nos indica suma. Y ten-
«dremos, entonces:

'[Eﬂ:]x=12tk/n§x+l2t[k+h] n/nax-+12¢ [k 42h) 20/ nax +
4124 (k+38h) s n/nax+...+ 12c[ k+ (r—1) h](r— pafnax O
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Siendo r, seglin ya se dijo, el niimero de periodos de
afios que el empleado estd en activo servicio y, por lo tanto, r n
el ntmero total de afios de servicio.

9. — Si en la (VII) escribimos los valores de las rentas.
temporarias e interceptadas utilizando las ecuaciones (V) y
(VI), resulta, sacando 12¢ ecomo factor comiin:

(==) x=12t%k[/nax+‘% [l—nEx}]-|-
+[k+h] [n/nax-{--;. {nEx— anx]] +
+[k+2h] [Zn/nax+% [2nEx—3nEx ]] +

+[k+(r—1)h] [(r—-l)n/nax-*-—;— [(r—l)nEx—-rnEx]]g

Escribiendo ahora los valores de las rentas y de los capi-
tales diferidos con simbolos de conmutacion:

[Eﬂ] x—12t§ [Nx Nx+n+1 Dx‘-bx+n]+

+ k n h] [Nx+n

—Nx+2n , 1 Dx+n—Dx+2n]
Dy Jgr -t

3 Nx +2n—-Nx +3n , 1 Dy +2n — Dx +38n
+ (c+2m) [ Dx Tz Dx ]+
by g wrepen BRI § S P S S S s wiie s enwie s o vesesans -+

o [k—}-(r—l)h] Nx+(r—1]);x— Nx+m +2 Dx+(r——]1:3:—Dx+m i

Sacando el denominador comin D, fuera de la llave.
12t

(EW]’(*’_—'% [NX‘_NX‘FH'I‘ [Dx—Dx-l-n ]+
+(k+h)[Nx+n-Nx+2n+ {Dx+n—Dx+2nJ]+

+[k+2h [Nx+2n——Nx+3n+‘2' LDx+2n—Dx+3n ]+

+ [k + (r—l)h] [Nx +(r--1)n —Nx+ rn+ l [Dx—}-(r--l)n —Dx+rn] ]g:
12'5% k[Nx-Nx+n+Nx+n—Nx+2n+Nx+2n—Nx+3n+ v

=Hz

-+ Nx + (r—1)n — Nx + rn] +h[Nx+ n— Nx +2n+Nx +2n —Nx+3n 'l‘

+.......+Nx+(r—l)—Nx+rn] +h [Nx+2n—Nx+3n+
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Nx +8n — Nx4-dnt.ovese ¢+ FNx 4(r—1)n — Nx 4 rn] -+
S ST 5§ e s e 5 90 2 3 e —— +
+h [Nx +(r—1)n — Nx 4 rn] +

—l—%k [Dx —Dx 4n+Dx + n—Dx 4 2t +Dx +4—1)n —Dxra |+

+3h [Dx+(r—l)n —Dx 4 rn] ;

Facil es ver, ahora, que cada una de las sumas encerradas
entre corchetes se reduce a su primero y Gltimo término, pues
los intermediarios son, dos a dos, iguales y de signo contrario.
Resulta, asi:

(3 5] e & (M —Nx 4] 2 (Netn—Na ) +
+h(Nxt2a—Nxtrm)+.o.oth (Nxg —0n—Nxgm)+
41 k (Dx—Dx+4 )41 h [Drtn—Dxtm)+
+1h (Ds+2n—Dxtrm)+.oootd b [Dxt b=t — Dxtem) g_—.
=}%t§k (Nx —Nx 4 rm) +h[Nx+n+Nx_+2n+....—|-

“Nx 4(e—) —(@—1)Nx + n | +3 k (Dx —Dsx + rn) +3 b[ Dxt n+

+Dx + 2n-... .-I-Dx +(r—1)n —(r—1)Dx 4 rn] g =

12t§ k[Nx+——[Nx+rn+ Dx4rn ]_I_

+h Ne g 25k "+“+Nx+zn+D"+2“—'r-----+
+ N 4 (o= FE o) (W ot 2252

Pero

N Dx _2Nx4Dx _ Nx+Nx+Dx _ Nx—1+4Nx
T 2 2 - 2

Del mismo modo

Nx 48 Dx2+n Nx + ﬁ—lé+Nx +n




248 REVISTA DE CIENCIAS ECONOMICAS

Luego
[Eﬂ] x=}ﬂ-‘§ k[Nx—é-l-Nx Nx-}-nr—l‘?-l—Nx_}_nr]_{_

+h[Nx+n—;+Nx+n+Nx+2n-12+Nx+2n+””.+
. Nx + (r—l)n—I;‘ Nx + (r=i)n — (1) Nx + tn—12+ Nx + rn] E —

=]§—:§ k[ [Nx_1+Nx] — [Nx+tn—1+Nx+rn] ]_|_

+h[[Nx—{—n—l-{-Nx—}-n]—l—{Nx+2n—1+Nx+2n]—|— ----- +
-+ [Nx-,‘—(r—l) n—1 +Nx +(r—-1)n} = [I‘—l] [Nx + rn— 1+Nx + rn] ]}
(VIII)

10. — Si representamos por J la jubilacién mensual a que
tiene derecho el empleado, la jubilacién anual serd: 12J.

En el momento de ingresar el empleado en la administra-
cién, el valor actual de la jubilacién que habrd de correspon-
derle es el de una renta vitalicia diferida por rn aios. Para un
peso, dicho valor actual es, segin sabemos (IIT) :

rn/ax =rmEx Ex—}—rn—_— rnEx [ax +rn -]— —;—] =
Dx+rn{Nx+rn 1] Nx+rn Dx+rn___

Dx LDx+rn ) Dx_ —TZT):—
( D 1 1 ]
lLNx+m+ X+mJ oDx LNx+rn--1-|—Nx+mn

Luego una jubilacion anual de 12J, tiene, al ingresar el
empleado en la administracion, un valor actual de

12J 6J
2D [ Nx+1n--1 4+ Nx+rm ] D»;'- {Nx-{—rn—l +Nx+ rn)

Este valor actual ha de ser igual evidentemente, al de los
descuentos sufridos( Sr )x , tenemos, pues, la ecuacién

'ﬁ%k[[Nx—l-k Nx) — (Nx4mo1+Netm) |+
+h[(Nx+n--1+NX+n}—l-[Nx+ a1+ Nx 420 ) +..... +
-+ [Nx + (r--1)n--1 + Nx +(r--1)n] — (r—1) [Nx Fen--1-Ng 4 m] ]%:
=J[Nx+m--1-|—Nx+m} (IX)

prescindiendo del factor Di que, por ser comin a ambos miem-
X

bros desaparece.
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11. — La férmula (IX) es de una aplicacién facil y -
moda.

En efecto, sean: x = 25 afios — edad al ingresar a la ad-
ministracién ; k = 100 = sueldo inicial ;n =5 afios = plazos al
cabo de los cuales el empleado asciende; h == 60 = aumento de
sueldo al cabo de cada periodo de 5 afos; r =6 = ntmero de
periodos de 5 afios que sirve el empleado, de modo que se jubile
al cabo de los rn = 5 X 6 = 30 afios de servicios, y a
los 55 de edad. Su sueldo. durante los dltimos 5 afios es de:
100 + (6 — 1) X 60 = 400. Si la jubilacién es del 80 % del
sueldo del dltimo quinquenio, es J = 0.80 X 400 = 320.

Para determinar ¢ usemos nuestra férmula

t g 100 [ [ Noa+ st) — [Nsa +N55] ]—I— 60 [ [N29 + Naq] +
-+ [Naa—l-Naa] -+ [N39+ N40} + [N44 + N45] +

+ [N49-|— Nso] —5 {N54 + N55] ] %: 820 X {N54 + N55]

En la tabla de conmutacién vodemos leer directamente las
sumas (Np, + Ny5) 5 (Nap 4 Ny ...

Tenemos :

N,, -+ N,; = 882596
N,, + N,, — 96595.8

Diferencia: 786000.2

786000.2 X 100 — 786000 20 ()
N,, 4 N,, — 642907
N, + N,, — 462176
N,, + N,, — 326497
N,. + N,, — 225333.4
N,, + N,, — 150712.8
1807626.2

— 5 (N,, + N,,) — 482979

Diferencia: 1324647.2
- 1324647 .2 X 60 = 79478832 @)
(e<+8) 78600020 -+ 79478832 = 158078852

Luego, tenemos, sustituyendo valores:
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158078852 t = 320 (N4 +Nss ) =
=820 X 96695.8 =
= 380910666
30910656
158078852 =0, 1955

E119 1% 9% de descuento, aproximadamente.

ti=

12. — Si admitimos que el aumento del sueldo es anual,
en nuestra férmula (VIII) se hacg # = 1 y r = namero total
de afios de actividad del empleado.

La expresién afectada por el factor 7 se transforma, en-

toneces, asi: -

(Nx+Nx4+1)+Nx4+14+Nx+2)+..... + Nx+r--2+ Nx 4 r—1)—
—@—1) Nx+r--1+Nx 4+ 1) =Ox+Nx+1)+ ®x+ 1+ Nx42)+
+ Nx+2+Nc+3)+..... +Nx+4r-—-24+Nxfr--1)+
+(Nx+r--1+Nx+r)——l‘(Nx+r--l+Nx+r):
=@®x+Nx+14+Nxt2-+..... +Nx4r--1)+
+Nx4+14+Nx+2+Nx+3+..... +Nx+r)—r(Nx+r--1+Nx+71)

Pero

Nx+Nx+1+Nx—|—2+ ..... —|—Nx+r--l—'—_—
=Nx 4+ Nx+1+Nx+24..... —~ Nx+r+Nx4r+4+1+4..... )=
:Sx—Sx+r

Analogamente
Nx+14+ Nx424..... 4 Nx4+r=8Sx+4+1—8x4r+1

Luego, toda la expresién afectada por el factor & vale

Sx —Sx+r+8x4+1—8Sx+r+1—rNx+4r--1F+Nx )=
=Ox+8x+1)—Ox+r+Sx+r+1)—rNx+r--1+Nx+1r)

Haciendo, pues, en la férmula (IX) las sustituciones co-
rrespondientes, tenemos:

t g k [(Nx--1+NX)~(Nx+r--1+Nx+r)] -+
+h[SxtSxt) = Gxdrt Sxrr)—

—-I‘(Nx—}-r—l-l—Nx—}-r)] g=J(Nx+r--1;Nx+r)

13. — Apliquemos la férmula hallada. Sea, como en el
caso anterior x = 25; y sean r = 30 = ntimero de afios de
actividad; k — 100 — sueldo inicial; h = 10 = aumento

constante anual. El sueldo final es 100 4 29 X 10 = 390. Los
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sueldos ganados durante los 3 filtimos afios son, pues, 390,
380, 370, 360 y 350. Su promedio es, pues, 370, y el importe
de la jubilacién el 80 % de 370=296. Calculemos el valor de ¢.

t §100 [ (Vo4 + Nzp) — (Vou+ Noo) +
410 [ (S25 + S26) — (Ss5-+-Ss6) — 30 (N54 -+ Nss) ] ; =296 (N54 -+ Ns5)
En el problema del § 11 hemos ecaleculado
100 [ (%24 + Nas) — (Noa+55) | = 78600020

Ahora tenemos:
Sas -+ S = 11759586; Ss5 -1 Sse — 768097
80 (N4 + 56) = 80 X 96595.8 — 2897874
(825 -+ 826) — (Ss5 1 S 56) — 80 (N34 -+ Nps) =
11769586 — 768097 — 2897874 — 8103615
Y ‘
J (N4 + Nss) = 296 X 96595.8 — 28592356.8
Luego resulta
t[78600020—|—10><8103615] — 28592356.8

28592356.8
1569686170

- muy cerca del 18 % del sueldo.

t= = 0.1791 .

JosE GONZALEZ GALE.

(Conti nruard).
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