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Problema del punto de convergencia ()

A.—CUESTION.— B.—PLANTEO. = C.—SOLUCION. a) MECANICA.
b) MATEMATICA. l.6r PASO: FORMULAS DEL GASTO MINIMO
(I1 Y 1II); OBSERVACIONES QUE SE DESPRENDEN DE LAS
FORMULAS (II Y I1I).—2.° PASO: USO DE LAS FORMULAS II Y
1II PARA DETERMINAR EL PUNTO DE CONVERGENCIA.—CORO-
LARIOS. — D.—CASO PRACTICO DE PUNTO DE CON-
VERGENCIA.

A—CUESTION

Entre tres poblaciones A, B y C (fig. 1) cuyas produe-
ciones son reciprocamente cambiables; se trata de construir un
camino (carretero o ferroviario), de manera que los gastos
de construccién del camino, los gastos de conservacién del ca-
mino, y los gastos de transporte (flete), sean en total un mi- °

nimum. Este camino constard de tres ramas AP, BP y CP que
se encuentran en un punto P, llamado punto de convergeneia.
~ La posicién de este punto P depende del mayor o menor -
valor de los fletes, del mayor o menor costo de construccién, y
del mayor o menor gasto de conservacién, en un eamino que
en otro. Asi si estos tres gastos son mayores en el camino que
sale de A, el punto P estard muy cerca de A, pues cuanto menos
se usa el camino AP, menor resulta el gasto total.

De tal manera, el problema se reduce a ‘‘determinar la
longitud que corresponde a cada eamino, para que los gastos
totales sean un minimum’’. O también ‘‘determinar la posi-
cién del punto P en funcién de las tres variables: costo de, cons-
truceidn, gastos de conservacién y flete’’.

(*) Pertenece a transportes y tarifas; materia que se dicta en la fa- .
cultad de-ciencias econdémicas.

—Obra de consulta. Apuntes de ferrocarriles, por A]be1t0 Schneide-
wind, B. Aires, 1915. Tomo I, pig.- 26/34.
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B—PLANTEO
Supongamos
en la linea
. AP. | BP. | CP.
que el trafico anual se calcula en toneladas.... | A B C
que la tarifa de transporte es en pesos........ f . fa
que la amortizacién anual de los gastos de cons-
truccién por kilémetro de via es............ ki | kii | kei
y que el gasto de conservacién por kilémetro y ‘
POT afio €8, viriviviiiiiiiiieniieiiaenns Jn i i | -ue

-

El gasto anual por kilémetro que corresponde a cada
camino es -

(AP) Af + kit u=A:
(BP) Bfi + kii++ mi=B:
CP) Cfe + kei+ ue=Cs

y expresando por 7, s y ¢ la longitud que eorrésponderé a los
caminos AP, BP y CP respectivamente, el gasto anual para el
total de kilémetros de linea, serd -

7 (1) S=Air4 Bis 4 Cit (I)
C—SOLUCION

Dos soluciones se presentan: a) mecanica, b) matematica.
a) Mecanica

Se agujerea una tabla horizontal, en tres puntos que co-
rrespondan a las poblaciones A, B y C; tres hilos iguales que
cuelguen uno por cada agujero, se unen arriba del tablero. En
el extremo libre de estos tres hilos se cuelgan pesas que guar-
den entre si la misma proporcién que sus respectivos gastos
kilométricos (A,, B;, C,). ‘ .

Este sistema de hilos librado a la accién de lag distintas
pesas, se moverd corriéndose hacia los agujeros que tengan
mayores pesos, hasta llegar a un estado de equilibrio en que
se compensa el mayor peso de uno con el mayor brazo de ba-
lanza de otros, o sea el mayor gasto kilométrico con la mayor
Jongitud del camino.

e

(1) Esta férmula se compone de cantidades conocidas A Bi y Ci—
son datos coneretos del problemia—, y de cantidades deseonocidas 7, s y t,

cuyos valores a despejar han de asegurar a S un valor minimo.
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En tales condiciones, la longitud méas conveniente de los
caminos estard dada por la longitud de los distintos hilos hasta
su agujero respectivo, y el punto de convergencia serd el pun-
to de unidn de los tres hilos.

b) Matemdtica (2)

Nos serviremos de dos pasos para dar la solucién:

ler. paso: Formulas que aseguran un gasto minimo.

Si en la fig. 1.2 trazamos lineas que unan las tres pobla-
ciones A, B y C obtendremos la fig. 2, en la que la posicién
del punto P queda definida por la longitud del camino r y el
valor del 4ngulo o; de tal modo, el problema se resuelve de-
rivando los gastos totales S, con respecto a las dos variables r
Y ¢, ¥y haciendo estas derivadas iguales a cero; es decir:

dsS dsS
—ar =0 Y g =0

Sabemos por férmula (I) S =A;r + B, s 4 C, ¢

~

para derivar con respecto a r y S, debemos reemplazar en esa
férmula, s y t por sus valores dados en funcién de ry de ¢ asi

(8) S=Awr-Bi (r? 4+ c*—2rc cos. ¢) s +

+Cx[r2+b2—~2br cos (E‘—q?)]l/2 B

%S:AI"I-BI  T—CCcOoS 9 —
r (r?4-c?—2rccos g) [

: r—becos (& —9)

+ Cl[rﬂ b —2rbcos (€ — 9]
y como
tenemos ‘ (@ c?—2rccosp) P=s ‘
is  _pE _PD (r2—}—b”——2rbcos(&-q):|l/2=t
'E}'=A’—B1T_01T:O ccos¢g—r=DPE

beos (¢ —¢)—r=PD

2) Ignoramos\ porqué no se usa el procedimiento de despejar las
tres variables (férm. I) r, s y ¢, una vez igualadas las derivadas a cero.

(3) s y t adquieren esos nuevos valores en virtud de un teorema
trigonométrico: ‘‘un lade de un tridngulo es igual a la rajz cuadrada de
la diferencia entre la suma del cuadrado de los otros dos lados, y el duplo
producto de estos dos lados por el angulo que ellos comprenden’’. Ver
. Elementos de trigonometria, por J. P. Ramos Mejia, B. Aires, 1913, pé-
ginas 32{33.
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y como
tenemos en definitiva PE C
In ——'cos X = — €08 81

%: A; B cos 81+ 0100861::0 s
\ PD
—==cosz=— cos B
Ahora '
a8 csen g C, b sen (¢ —¢) -0

——=B1 N 1/2— - 1,
do (¥4 c¢*—2rccosg) [r*4Db2rbcos (£ —9)]

y como
tenemos
¢ sen ¢ —=EB
E: B 11—5—]%—- 0192: (6] N .
de s t b sen (£ —g)=CD
tenemos finalmente Yy como
- ‘ B
g—%: Bi sen8; — Cisen 1= 0 - e senx=sen8
CD
0 sea <= sen z—sen

Bisen 8= Cisen f§1 » 11X

\

Observaciones que se desprenden de las férmulas IT y II1.

La férmula II puede transformarse asi:

B:i__ senfu
Ci1~ send: I

lo cual significa que ‘‘los gastos kilométricos (A, B, y C,) es-
tan entre si como los senos de sus respectivos angulos en el pun-
to de eonvergencia’’,

La férmula IIT puede transformarse asi:

— Ar=Bicos 8 + C; cos iy

lo cual significa que ‘“‘uno de los gastos kilométricos, es en
valor absoluto, igual a la suma del producto de ecada uno de los
otros gastos kilométricos por el coseno de los 4ngulos de] punto
de eonvergencia reciproces’’.

En resumen: ‘‘cuando tengamos angulos en €l punto de
convergencia, cuyos senos (férm. TII) y euyos cosenos (fér-
mula IT) satisfagan los valores de ambas férmulas, estaremos
en presencia de los angulos del punto de convergencia que sa-
tisfacen la condicién de un gasto total minimo’’.
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2.° paso: Uso de las férmulas II y III para determinar el
punto de convergencia. (4)
Si a los gastos kilométricos Al, B, y C, los representamos
por lineas rectas de longitud proporcional a dichos gastos, y
" con ellas formamos un tridngulo (5), tendremos (fig. 3) en
base de teoremas trigonométricos (6). ‘
: Ai=Bicoss-+Cicosf
y ~ Bi__sen ﬁ '
Ci ™ send
o, usando los 4ngulos suplementarios:
Ai—=—B1 cos & — C1 cos Bt .. Ai+Bicos 81 +Cicos f1=0 (férm. II)
_ Bi__senfh,
¥ C: sens’

. Bisen & = C1 sen $1 (férm. IIT)

Llegamos a las férmulas II y IH yva conocidas y que nos
dicen : : -
1.°) que los 4ngulos suplementarios del tridngulo de gas-
tos (in‘ 3) son los é4ngulos del punto de convergencia (fig. 2) ;

2.°) que los gastos kilométricos (A,, B, y C,) estan en las
misma relacién que los senos de sus Angulos suplementarios
(oci, Br y®1) , 0 sea de sus angulos en el punto de convergen-
cia. Asi (fig. 2) a medida que erece A, el camino AP se ird
acortando y el 4ngulo ec;: se ird cerrando y su seno aumentara
constantemente hasta que el 4ngulo sea un recto. '

Para construir el punto de convergencia debemos aplicar
este tridngulo de gastos kilométricos a los lados del tridngulo de
las poblaciones (fig. 4). -

Al aplicar el trlangulo de los gastos (fig.-3) al trianoulo
de las poblaciones (fig. 2) deberé colocarse cada lado que re-
presenta gastos kilométricos—frente a la poblacién de donde
arranca el respectivo camino; asi C, frente a C, B, frente a
B, A frente a A.

(4) No sabemos~porqué no se procede a despe;jar los valores de r
y 8 en las férmulas IT"y IIT. -

(5) Cuando no se puede formar tridngulo por ser uuna linea méas
larga que las otras dos juntas, no habrid punto de convergencia; pues emw
el camino que corresponde a este lado grande, los gastos son tan eleva-
dos que no conviene hacer camino, y el trazado de la linea estari cons-
tituido por los lados de un tridngulo euyos vértices estaran en los distin-
tos mercados.

(6) ‘‘Un lado de un tridngulo es igual a la suma del producto de
los otros dos lados por el coseno del angulo respectivo formado con el
primer lado’’; y. ‘““en todo tridngulo los lados son entre si como los se-
nos de los angulos’ opuestos’’.—Ver Ramos Mejia, op. cit! pag: 31-2.
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Esto es asi porque (fig. 4) la linea O, C que representa la
direccién del trafico que sale de C, y la linea O, B que repre-
senta la direccién del trafico que sale de B, se irdn acercando
a A, a medida que A, aunienta con respecto g los otros lados B,
y C;; de tal manera que r — longitud del camino que sale de A
— se ird acortando a medida que sus gastos kilométricos au-
mentan ; satisfaciendo asi las condiciones del problema. (7)

Cada tridngulo de gastos kilométricos nos d4 en las lineas
AQ;, BO, y CO, la direccidn més conveniente del camino a tra-
zarse desde cada punto. Asi la direccién del -camino que sale
de C depende de los gastos kilométricos correspondientes a los
caminos que salen de A y de B, o sea depende de A, y B,:
si A, > B,, t se dirigird mas bien hacia A .
si A, < By, t se dirigird mas bien hacia B y asi en los otros
casos.

Ahora bien, estas tres direcciones mis convenientes de ca-
minos, se cortan en un punto P; y como nuestro objeto es unir
en la forma 1mas conveniente, las tres poblaelones A, By C,
resulta que ese camino més conveniente debera ser el descripto
por la poligonal A P C B, siendo P el punto de eonvergencia.

Se puede. evitar la tarea de aplicar los tres tridngulos de
gastos kilométricos (fig. 4), aplicando uno solo (fig. 5): se
traza la linea direccién de camino OC, luego se traza una ecir-
cunferencia que toque los puntos AO y B—el centro se halla por
tanteo—y el punto donde la circunferencia corta la linea OC,
es el punto de convergencia P ; se unen P con A vy B, y tendre-
mos la poligonal buscada\A P C B. (8)

Si aplicamos los otros dos tridngulos y trazamos sus eir-
cunferencias respectivas, veremos que las tres circunferencias
se cortan en el punto P ya detérminado. '

Corolario 1.°

“La suma de los gastos de explotacién ‘para el trafico en-
tre los tres puntos A, B y C, es igual a los que se originarian
si el trafico se dlrlglese de uno de los puntos hacia el polo
de los otros dos™’.

(7) los puntos 0,0,v¥ o, se llaman polos de las poblaciones A
yB AyC yByC, respectlvamente

(8) Suponemos; sin afirmarlo, que la razén en virtud de la cual
la circunferencia corta la linea direccion en el punto de convergencia,

ha de ser.geométriea.
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E1 gasto total es (fig. 5)
) S=AP X A1+ CP X Ci+BP X B:
y reemplazando A,, B, y C, por sus valores proporcionales, da-
dos en el triangulo de gastas\kilométricos, tenemos:

‘ S=AP X BO4BP X A0+ CP X AB
y segan el teorema de Ptolomeo (9).

Corolario 2.°

. s

Mientras no haya variacién en los gastos kilométricos, es
invariable el polo O, de las poblaciones A y B, siendo indife-
rente la posicién de] punto C. La tnica condicién a que va
sujeto el punto C es que se halle en la zona limitada por A,
A B B, (fig. 6). Dentro de este limite cualquiera -que sea la
posicién de C debera dirigirse el trafico en direccién a O,. Si
el punto C se halla dentro de la zona A, A B, B aparece otro
polo O, simétrico al cual se dirige todo el trafico.

Si el punto C se halla en la.zona A; A A, o B; B B,, no
tenemos punto de convergencia y todo el trafico se dirige en
direccién a los puntos A y B respectivamente. Lo mismo su- -
cede si el punto C se halla en la zona APB; tampoco resulta
punto de convergencia y todo el trifico se dirige segin la
linea A C B.

Corolario 3.° =~ .

.

Hay casos en que la eleccién del punto de convergeneia no
representa ventaja alguna.

El punto de convergencia aumenta los gastos de -trans-
porte a la vez que disminuye los gastos de construccién. En
otras palabras: ‘‘la conveniencia de un punto de convergencia
estd en relacion directa con los gastos de construceibn, y es in-
versamente proporcional al trafico’’. Por ejemplo, (fig. 7)
sean los lados del tridngulo iguales a 1; A = costo kilo-
métrico de construccién para cualquiera de las lineas; Q =
trafico medio correspondiente a cada poblacién; i = interés;

- f = tarifa. s

Si congtruimos las lineas AC, BE y AB, los gastos tota-

les son R -

S=3 AI+fQ).1

(9) En un cuvadrildtero inseripto en un circulo, la suma de los pro-
ductos de los lados opuestos, es igual al producto de las diagonales.
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y si construimos las lineas AP, BP y CP, tenemos que
S, = 1.732 (Ai + 2 f Q) porque el nuevo camino tiene
la longitud que corresponde a la poligonal APBC.
En sintesis: conviene €l punto de convergencia siempre
que S; < S o sea
1,732 (Ai4-2£Q)<3(Ai4-1Q).1
046 fQ<127Ai.. 037 fQ<Ai

Al
Q -<0.37 f.
Ejemplo: .
para A = $ 15.000 , f = 0.02 , i = 0.05.
debe ser Q < 101351 toneladas.

D—CASO PRACTICO DE PUNTO DE CONVERGENCIA

Entre-A y B hay un tréafico anual de 320.000 toneladas.
Ty Ay C s > > > » 30.000 >
> ByC » » > > » 10.000 - »

Imaginemos colocados en cualquier parte el punto de con-
vergencia P (fig. 8). Tendremos los tres caminos AP, BP y CP.

AP tendra un trafico de convergencia de 350.000 toneladas
BP > > » > » 330.000 »
CP  » > > > » 40.000 »

Supongamos: que en el camino APB el costo kilométrico
de construcecién es $ 20.000, amortizacién anual 5 % ; que la
mantencién del camino cuesta anualmente $ 500; y que el
~ costo de transporte $ 0.02 por tts. kilom.

Los gastos kilométricos serdn en la linea APB

A,=20.000<0.05-+500-+350.000>0,02—%$ 8.500 -
B,=20.0000.05--500--330.000 3 0,02—» 8.100

Y supongamos en el camino CP, el costo kilométrico de
construceiéon es de $ 3.000, la mantencién 30+O 03<40.000,
y la tarifa = 0.10
C,=—30000.05--304-0,03%40.000+0,10><40.000—$ 5.380

Si con estos datos — siguiendo el procedimiento mate-
méatico — construimos el punto de convergencia P, obtendre-
mos como longitud més conveniente para AP=57 km., BP=.

485 km., y CP=245 km., en consecuencia los gastos anuales
minimos serdn
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S=5T7X8500-}+48.5%8100+24.5>5380=$ 1.009,160

Para cualquier variacién que introduzecamos en la lon-
gitud de los caminos, nos resultard una suma mayor.

. El problema del punto de convergencia también puede
‘aplicarse para elegir la situacién de un gran establecimiento
industrial. Seria por ej.: el punto donde deberia establecerse
una fundicién de hierro, si el mineral se halla en A, el car-
bén-en B y en C las fébricas que elaboran los lingotes de
hierro. A

Carros P. CABRINT,
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