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Demostracién de la formula de Stirling

Por Ram6N Saras EDWARDS

Profesor de Probabilidades y Teoria de la Estadistica
(De la Revista Universitaria de Chile)

-

En el curso de Probabilidades se necesita la féormula de
Stirling que permite expresar aproximadamente los productos
de nimeros enteros sucesivos, denominados factoriales, por fun-
ciones algebraicas rapidas de calcular y cuyas propledades ana-
liticas son familiares al ingeniero.

El objeto de estas lineas es exponer una breve demostia-
cion de esta formula, que sélo supone los conocimientns de
andlisis mas usuales. ‘

En una relacién establecida por Moivre

—ey )

aparece igualado el factorial 1.2.3... n = n! al producto

de n factores iguales a —E— , multiplicado por ]/",T y por
coeficiente por determinar.

Este coeficiente es igual a ¢ cuando # es 1 y disminuye
a medida que # aumenta tendiendo rapidamente ay g, 2,
como descubrié Stirling y vamos a demostrar.

Para establecer mediante los logaritmos. estos limites del
factorial

o (H) s> yaE e (8
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consideramos la curva y = Logh x, que parax = 1, y = 0
corta al eje de las x y que a medida que crece la abscisa va as-

. T . d 1
cendiendo con una inclinacién —dL = -—, cada vez menor
X X

que tiende a anularse.

En esta curva trazaremos la serie de ordenadas que co-
rresponden a valores enteros de la abscisa hasta el namero # y
uniremos los extremos de ellas; €l area del conjunto de los tra-
pecios que quedan bajo la poligonal asi formada es menor que
la que hay bajo la curva, salvo cuando ambas son nulas y n = 1.

Y=Zoghx -

e - - - - e -
- e e eo .-
apmcccoscacme -y
T X TN
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El area bajo la curva es expresada por la izﬁegral de-
finida R

n .
_[ Logh x dx
1

cuyo valor indefinido facil de verificar por una derivacion es

o

x Logh x — x = Logh (-’2—)

y dicha area vale por lo tanto

<(2]

Las areas del triangulo inicial y de los trapecios cuyos la-
dos paralelos distan una unidad, suman:

Logh2 = Logh2 -+ Logh3  Logh3 - Logh4 J Logh (n—1) 4+ Logh n
1.

2 2 2 t 2

n -
Logh (——2——) — Logh % = Logh

o sea expresando el logaritmo de un producto y atendiendo a
Logh n o

g aparece solo una vez:

que - )
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n!

1.2 .. (n—1) VT] = Logh e

Si se compara ambas areas se obtiene

Logh

n!

Logh < logh| e <_:.)'
Y

y ¢l segundo miembro excede al primero tanto mas cuanto ma-
yor es n, a consecuencia de los segmentos que quedan entre la
poligonal y la curva. .

Pasando a los nimeros correspondientes a los logaritmos,

resulta: ‘
! ' ' n
S e [ ") o sea nt < e/ (-
Vo e = .

En la dltima relacién, el segundo miembro es igual al facto-
rial cuando n = 1; pero lo excede en general en una propor-
cidén tanto mayor cuanto mayor es #, a consectencia del exceso
creciente del logaritmo.

Para establecer un limite por defecto, trazaremos en la
misma curva, rectingulos cuya altura sea Logh x para cada va-

lor entero de #, y cuya base se extiende desde » — 14 has-
taxr 4+ %.

Estos rectangulos son mayores que el area que queda bajo
la curva entre las mismas ordenadas; pues el tridngulo de exceso
adyacente a » — 13, con un lado curvilineo, es mayor que el tri-
angulo correspondiente de defecto contiguo a x -4 14, por la in-
clinacién decreciente de la curva.

La base de los rectangulos mide una unidad, de excepcién -
del altimo en que sélo mide ¥4 y del primero cuya altura es Logh
2, que exagerando el exceso extenderemos hasta # = 1, dandole
una base igual a 3|2. ‘

La suma de las areas de los rectingulos vale pues:

‘ ' . - .
8/2 Logh2 -+ Logh8 +....Logh (n—1) 4 1/3 Logh n = Logh I-V-énFJ
n

y comparando los nitmeros correspondientes a este logaritmo y
al que expresa el area de la curva, se obtiene:

5 >(_.) n,>;°r—2_‘/n".:—)" |

n!

n
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n
Asi pues el coeficiente de ]/ n [=] que conviene usar
e
para igualar n! desciende continuamente desde el valor inicial ¢
que corresponde a n = 1 a medida que # crece; pero nunca llega
e .
a reducirse a V—2— y tiende por lo tanto necesariamente a un

limite, que determinaremos valiéndonos de una integral conocida
que se expresa por factoriales. ‘

Para ello partiremos de la siguiente integral indefinida, facil
de obtener por partes o de verificar por derivacion:

m m—1 m—2
sen x dx == ——{sen x dx — sen "\"-1 X €OSs X
m m

Integrando entre 6 y —;- , desaparece el (iltimo término y la
integral definida que queda en el segundo miembro es fa del pri-
mero disminuido el exponente en dos unidades y con el coefi-
ciente -m—:—l- :

w n
[ 2 m m—1 2 m—2
sen x dx = —, sen x dx.
[+] ] .

Aplicando repetidamente este procedimiento se puede llegar

n 4
m=2n es par aj Ty — Y Sim=2 41 e impar a
2

<
o

T

f 2 sen x dx = 1.

o

Asi se obtiene

W .
[ 2 2 2n—1 2n—38 1 =

. sen x dx == , B e

o 2n 2n—2 2 2
valor, que amplificando numerador y denominador por el pro-
ducto de los factores pares, para completar en el primero ; 2n! y
agrupando -en seguida el factor 2 repetido 2un veces en el deno-
minador, equivale a
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* 2% (2n—1) (2n—2) ....1 g 2n
2n)?  (2n—2)2 (In—4)2...28 2 20 10 2
Analogamente:
. .
T w42 2042 r
J osen x dx = —g—g—)
o 2 in 4+ 1 2

integral que ha de ser menor que la anterior, pues siendo sen x
menor que la unidad, los elementos sen ™ x dx del integra.
son tanto menores cuanto mayor €s /7, sin embargo este Gltimo
integral guarda con el anterior una razon igual a:

@n4+1) @n+2
22 (n 4 13
que para n== o tiende a la unidad, pues se puede despreciar
los sumando finitos agregados a .
Por el mismo camino se obtiene también -
T onp % (@0 — 2.2 20 '
sen x dx =
(2n-}-1) 2n-—-1) 12n + 1

es necesario asimismo que esta integral comprendida entre las
dos anteriores, guarde con la primera una razon que igualmente
tienda a 1
24n jp! 4 2 2 4o jn! 4
lim ——m—— — =lim ——————— =1
2n! i2n 4+ 11 T (2n-}1) i\gnlz
Ejsta razon limite toma la forma siguiente, expresando los
factores por la férmula establecida en que designaremos por
C nin el limite a que tiende el coeficiente para infinitos factores:
gh ct o (_:_.)“" 2 Cz

lim min min  __ 1

(2n+1) Clom () = on

y por lo tanto C. ., = '/ 27 con lo que queda demostrada la

férmula

en que el coeficiente C parte del valor e=2,72, para n = 1 y
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.

tiende al valorV on = 2,51, a medida que aumentan los fac-
tores. .
Esta disminucién es rapida; pues comparando 6/ = 720

con VS (_‘.;..) resulta C = 2,54.
e

Por lo tanto se puede aceptar la férmula de Stirling: -

) 2]

Santiago, 27 Junio de 1920.
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