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Demostración de la fórmula de Stirling

POR RAMÓN SALAS EDWARDS

Profesor de Probabilidades y Teoría de la Estadística

(De la Revista Universitaria. de Chile)

En el curso de Probabilidades se necesita la fórmula de
Stirling que permite expresar aproximadamente los productos
de números enteros sucesivos, denominados factoriales} por fun­
ciones algebraicas rápidas de calcular y cuyas propiedades 3.na­
líticas son familiares al ingeniero.

El objeto de estas líneas es exponer una breve demosti a­
ción de esta fórmula, que sólo supone los conocimientos de
análisis más usuales.

En una relación establecida por Moivre

n!=C~(~)n '1'

aparece igualado el factorial 1.2. 3. .. n n! a¡l producto

de 1t factores iguales a -;-, multiplicado por ~ y por

coeficiente por determinar,
Este coeficiente 'es igual a e cuando n es 1 y disminuye

_ a medida que n aumenta tendiendo rápidamente a r2 n,
como descubrió Stirling y vamos a demostrar.

.Para establecer mediante los logaritmos. estos límites del
factorial
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consideramos la curva y = Logh x, que para x = 1, Y - o
corta al eje de las x y que a medida que crece la abscisa va as-

di d . r ., dy 1 dcen ren o 'Con una me macion ~ ~ , ca a vez menor

que tiende a anularse.
En. esta curva trazaremos la serie de ordenadas que co­

rresponden a valores enteros de la abscisa hasta el número n y
uniremos los extremos de ellas; el área del conjunto de los tra­
pecios que quedan bajo la poligonal así formada es menor que
la que hay bajo la curva, salvo cuando ambas son nulas y H = l. '

o

,
·t•····I.. "

I

6- , r 8

El área baj o la' curva es expresada por la integral de-
finida ~ 1"

LOQh x dx

( )

n - 1
togh --;- - Logh ---;- = Logh

Las áreas del triángulo inicial y de los trapecios cuyos la­
dos paralelos distan una unidad, suman :

Logh2 Logh2+ LoghB
-+--

2 2

Logh3 + Logh4 Logh (n-;-1) + Logh n+ + .. +.__._--
2 2

o sea expresando el logaritmo de un producto y atendiendo a
Logh n. ,1 ' --/ .

que l~.-2- aparece so o una vez:
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Logh [ 1.2 ., (n-l) .(;- ] = Logh ~.

Si se compara ambas áreas se obtiene

n!

Logh - < Logh
y;;--

y el segundo miembro excede al primero tanto más cuanto ma- /
yor ·es n, a consecuencia de los segmentos que quedan entre la
poligonal y la curva.

Pasando a los números correspondientes a los logaritmos,
resulta:

~ <'e (-~) e sea nI < e ~(7r
En la última relación, el segundo miembro es igual al facto­

rial cuando n = 1; pero 10 excede en general en una propor­
ción tanto mayor cuanto mayor es 11-, a consecuencia del exceso
creciente del logaritmo.

Para establecer un límite por defecto, trazaremos en la
misma 'curva, rectángulos cuya altura sea Logh x para cada va­
Jorentero de %J y cuya base se extiende desde .x - ~ has-
ta·x + ~. .

Estos rectángulos ¡son mayores que el área. que queda bajo
la curva entre las mismas ordenadas; pues el. triángulo de exceso
adyacente a .x - ~, con un lado curvilíneo, es mayor que el tri­
ángulo correspondiente de defecto contiguo a ..t' + ~, por la in­
clinación de/creciente de la curva.

La base de los rectángulos mide una unidad, de excepción .
del último en que sólo mide ~ y del primero cuya altura es Logh
2, que exagerando el exceso 'extenderemos hasta x = 1, dándole
una base igual a 312.

La suma de las áreas de los rectángulos vale pues:

"s12 LOllh2 -+- Logh3+....Logh (n-l) +1/2 Logh n = logh [r~]

y comparando Jos números correspondientes a este Iogaritrno y
al que expresa el área de la 'curva, se obtiene:

f2 ~ > e 1:rO sea nI> ~ ~ 1:r
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Así pues el coeficiente de y-; (-;-y que conviene usar

para igualar n! desciende continuamente desde el valor inicial e
que corresponde a n = 1 a medida que n crece ; pero nunca llega

e

a reducirse a JI2 y tiende por 10 tanto necesariamente a un

límite, que determinaremos valiéndonos de una integral conocida
que se expresa por factoriales.

Para ello partiremos de la siguiente integral indefinida, fácil
de obtener por partes o de verificar por derivación:

f m m-If m-2
sen x dx == -:- sen x dx - sen m~l x c:s x

Integrando entre e y : ' desaparece el último término y la

integral definida que queda en el segundo miembro es la' del pri­
mero disminuido 'el exponente en dos unidades y con el coefi-

ciente ~ :
na

3t 3t

J~ m m--l J~m-2
sen x dx = --;;- sen x dx.

o o

Aplicando repetidamente este procedimiento se puede llegar

m ::m 2n es par af~ _'Jt Y si m ~ 2n + 1 es impar a
2 dx = 2

i
o

3t -
-2- .J sen x dx = 1.

o

Así se obtiene

f : -20 2n-l 20 - 3 1 1t

~ sen x dx = --, -:-
o 2n 2n-2 2 2

valor, que amplificando numerador y denominador por el pro­
ducto de los factores pares, para completar en 'el primero i 2n! y
agrupando .en seguida el factor 2 repetido z« veces en el deno­
minador, equivale a
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2n (2n-1) (2n-2) .... 1 n i2nl Jt

(2n)9 (2n-2)2 (~n-4)2... 2v _

Análogamente :

~2n In" 2

f ~ 2n + 2 j2n + 2! K

t .sen x dx = 2n + , 2 2'
o 2 in + 1!

integral que ha de ser menor que la anterior, pues siendo sen x
menor que la unidad, los elementos sen m % d» del integra.
son tanto menores cuanto mayor ·es m, sin embargo este último
integral guarda con el anterior una razón igual a:

(20 + 1) (2n + 2)

22 (n + 1)~

que para 1t:== eo tiende a la unidad, pues se puede despreciar
los sumando finitos agregados a n.

Por el mismo camino se" obtiene también -

n ' ,

f' 2n+l 2n (2n - 2).... 2 . 2!n ;n!2
stn x dx = = . ;

(2n1-1) (2n--1) ... 3 ¡2n 1r 1!
o

es necesario asimismo que esta integral comprendida entre las
dos anteriores, guarde con la primera una razón que igualmente
tienda al':

2 '4n in! 4 2 2 4n in! 4
lim • - ==:::&:lim = 1

¡2n! ¡2n + 1! 3t (2n +1) ¡2n!2
"\

Esta razón limite toma la forma siguiente, expresando los
factores por la fórmula establecida 'en que designaremos por
e mi" el límite a que tiende el coeficiente para infinitos factores:

n 4n c.'. 2 (_"_)4n 2
¿¡ . mm n e

lim 2' 2)(2n+1) C'.min (2n) (-+ n 3t 21t

Y por lo tanto C.min ~ con lo que queda demostrada la

fórmula

nI = c. v-: (-;-r
en que el coeficiente e parte del valor e = 2,72, para n =1 Y



tiende .al valor 11~ = 2,51, a medida que aumentan los fac­

tores.
Esta disminución es rápida; pues comparando 61 ::::.z 720

con y7 (+r resulta. e = 2,54.

Por 10 tanto se puede aceptar 'la fórmula de Stirlin~:

n! = 11 ~ n n ( -;-r
Santiago, 27 Junio de 192 0 .
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