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Calculo infinitesimal ®

El calculo infinitesimal estd practicamente restringido en
sus aplicaciones a las funciones que poseen (dentro de clertos
limites) la propiedad de continuidad,; sera, pues, necesario
considerar en primer lugar la naturaleza de una funcién con-
tinua. '

Se dice que una cantidad o magnitud es de wariacidn con-
tinua entre clertos limites, cuando todo valor intermediario
puede ser determinado entre aquellos limites. Por consiguien-
te, en la expresién o, que indica el valor actual, a la tasa efec-
tiva i, de 1 a recibirse al final de t afios (en que t puede ser
o entero a parte entera y parte fraccionaria), el indice t admi-
te variaci6n continua entre o y cualquier valor positivo finito,
y dado un ntimero cualquiera # de afios puede tener un na-
mero infinito de valores, en el que cada valor diferird del que
le precede en una cantidad infinitamente pequefia.

- Una cantidad que no admite variacién se llama cantidad
constante.

Por consiguiente, si en un problema dado se indica la
tasa de interés, la cantidad v serd una constante.

Por otra parte, la expresién 2* puede, en otros problemas,
ser utilizada para expresar el valor actual, a cierta tasa de
interés dentro de ciertos limites, de la suma uno a recibirse al
finalizar un ndmero determinado t de afios; en este caso.t
seria un constante, y v admitiria variaciéon continua dentro de
limites especificados.

Una cantidad variable es funcién de otra cuando, el valor
dado a 1a Gltima determina el valor de la primera y siempre que
cualquier otra cantidad comprendida en la expresién de la prime-

(1) Sintesis y exposicién de la parte I. del Institute of Actuaries”
Tex-Book. : :
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ra con relacion a la tltima, permanezca invariable. Por consi-
guiente, vt es una funcién de t, porque para una tasa dada 1
constante su valor estd determinado por ¢! valor de t. Ana-
logamente, vt es una funcién de v o de i, porque para un va.or
constante de t, su valor estd determinado por el que tenga
v o .

Cuando una cantidad variable es funcién de otra, ésta
ultima se Lama wvariable independiente, y ia primera wvariable
dependiente. Las variables independientes y dependientes se
hallan representadas generalmente por las letras x e y respec-
tivamente, y a relacién entre ellas se expresan por:

=f{Kx), y=F x) oy=0 (x)

Aqui x es la variable independiente, € y es la variable
dependiente, y el valor del ltimo puede ser.determinado por
cualquier valor que se (é al primero, si la forma de la fun-
ciéon f, F o ¢, es conocida.

Se dice que f (x) es una funcién continua de x para
todos los valores de x comprendido entre los limites a y b
cuando, para cada valor de x entre estos limites, { (x) tiene
un valor finito, y que un cambio infinitamente pequefio en el
vaior de x, produce un cambio infinitamente pequefio en el
valor de f (x).

Por ejemplo, vt es una funcidén continua de t entre cual-
quier iimite finito, porque tiene un valor finito para cualquier
vaior finito que se de a t, y, mas aun, el cambio de vt (vh— )
producido en su valor por un cambio de % en el valor de f,
se hace infinitamente pequefio cuando % es indefinidamente
disminuido.

Si £(x) es una funcién continua de x para todos los valo-
res de x entre x = a y X = b, entonces, desde que cada cam-
bio infinitamente pequefio en el valor de x produce un camb’o
infinitamente pequefio en el valor de f(x), resulta que como
& varia de @ a b, £(x) puede tener por lo menos uno de todos
los valores intermediarios comprendidos entre f(a) y f(b)
Es necesario tener presente también, como una consecuencia
necesaria de ésto, que si f (a) y f (b) tienen diferentes signos,
puede haber aigln valor de x entre a y b para el cual f (x) =
de modo que pasando de un valor poSitivo a uno negativo la
funcién puede pasar por un valor o (cero).

Se puede representar geométricamente una funcién con-
tinua:
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N erorc ccrcen ce oo --

B *

i

Supongamos que OA y OB tomados sobre la recta OX re-
presenten a y b respectivamente, y que las ordenadas AM y BN
representen (en una escala proporcional) las funciones f(a)
y f(b) respectivamente. Entonces, si {(x) es una funcidn
continua para valores de x comprendidos entre x =a y x = b,
resulta segin vemos que f(x) tiene un valor finito para cada
valor de x comprendido entre ¢ y b.

Por lo tanto, si OC representa cualquier valor intermedia-
rio de X, una ordenada CQ puede representar (en la misma
escala anterior) el valor correspondiente de f(x).

Supongamos asi trazadas un namero infinito de ordena-
das que representan los valores sucesivos de f(x) cuando x
pasa por incrementos infinitamente pequefios desde un valor
e y b. Por consiguiente, se comprende claramente por qué se
dijo que la terminacién de éstas ordenadas formarin una serie
de puntos desde M a N. ‘

Este serie de puntos, o curva, es la representacién geomé-
trica de la funcién f(x) para valores de x comprendidos entre
X=ayx = b. : )

Por supuesto, no seria posible construir la curva repre-
sentativa de cualquier funcién dada por el método indicado
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anteriormente. Hay sin embargo clertas funciones especiales,
por ejemplo, las representadas por una recta, un circulo y una
elipse, para las cuales una curva continua puede ser trazada
por medio de algtin artificio.

Ademas, el ciclo de cualquier funcién puede ser indicada
con suficiente exactitud, para casos practicos, por el trazado
de un cierto ntimero de ordenadas para valores de la variable
independiente, uniendo luego los puntos extremos de las orde-
nadas por una curva.

Tomemos por ejemplo la funcién (1)t .

En el punto O de la recta XX’ trazemos una ordenada
OB que represente la unidad, o lo que es igual, a(1Xi)°. To-
las porciones OA,; A, A2; Az A3; etc. sobre OX, y Oa,; a,
az; a2 a3; etc. sobre OX’, de modo que cada una sea igual
a OB esto es, a la unidad trazemos las ordenadas A, B,; Az

‘B2; A3 B3; etc. representativas de (14-i); (1Xi)?; (14i)3;

3, /
3 B #
m %
by bén 5 ‘
)(a. a - e, @, ¢, 0 q: q, g) q‘

etc. respectivamente; y las ordenadas a, b, az b2; a3 b3; etc.
representativas de v; v'; v2; etc. respectivametne.

Uniendo luego los puntos b3; bz; b,; B; B,; Bz; B3...
Tendremos la curva representativa de la funcién (1-4-i)X y
una idea general del ciclo de la curva.,

Se ve facilmente que la ordenada tiende a ser cero en la
direccion OX’, e infinitamente grande en la direccién OX.

El mismo grafico puede ser utilizado para el caso de que-
rer tener una representacién geométrica de las funciones:
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s s(m) s—  a-— a(m) y a
s uls Tols mls ]l 7 Tl

En efecto, trazemos las perpendiculares:

BK,; B,K; B2 K3; etc. desde los puntos B; B,; B2 .a
las rectas A, B,; A2 B2; A3 B3... y las perpendAculares
b, k; bz k,; b3 k2;... desde los puntos m,; bz; b3... a las
rectas OB; a, b,; a a2 bz...

Luego, desde que OA,; A, A2; A2 A3;...; Oa,; a, az;
az a3;... son todas iguales a la unidad y que las ordenadas
O B; A, B,; A2 B2; A3 B3; ...; a, b,; 8, by; a3 bys -
representan respectivamente:

(i) (XD (1413 ..o; vs v ov3 ... es cla-
ro que los rectingulos:

K, 0; Kz A,; K3 A2; ... representan el producto de la
unidad por 1; (1-i); (1Xi)2; ... y que los rectangulos:

k a,; k, az; k2 a3;
representan geométricamehte el producto ‘de la unidad por v;
vZ v Ll

Por lo tanto sit OA 'y Oa_ los suponeos divididos en #
partes iguales a OB = 1 y suponemos trazados los # rectingu-
los cada uno de los cuales tiene por base la unidad; se tiene
que la suma de las superficies de los rectangulos construidos
sobre OA, es

V4 (4 + 02+ P 4 4 (i = 0
y las trazadas a la izquierda de OB serin respectivamente igua-
sobre Oan es:

v+v2+v3+v"+...+v“=aa‘

Ahora, si cada una de las bases 0A,; A, Az; Az A3; ...;
Oa,; a, a2; a2 a3; ... las dividimos en m partes iguales, y
de cada uno de estos puntos de subdivisiéon trazamos las or-
denadas a la curva, tendremos construidas una nueva serie
de rectingulos si trazamos las perpendiculares desde los pun-
tos en qué cada ordenada toca a la curva hasta la ordenada
inmediata siguiente de la derecha.

Se tendra asi que las ordenadas trazadas a la derecha de
OB seran respectivamente igual a:

(l—}-i)—:;: (I—H)%: (l+i)%: ...... ; (14 "—7:-7
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y las trazadas a la izquierda de oB seran respectivamente igua-
les a:

1 2
vm; vym; ym; ., ..., H

Luego, desde que las bases de la nueva serie de rectan-

gulos son todas iguales a ml el area total de los nuevos rec-

tangulos construidos en la base oAn sera igual a:

___sg'f‘)

y el area total de los nuevos rectangulos construidos en la base
Oany sera igual a:

L ' L () = () =+ ()

n—
.m

1

m

_ (m)

= a—
n|

Si ahora m se aumenta infenidamente, el area represen-
tada por la serie de rectingulos resultantes en la base oAn
coincidird con el area limitado por OB; OA_; An Bn y la in-
terccepcion de la porcién de curva y analogamente, el area re-
presentada por los rectangules en la base O a n coincidird con
el area comprendida entre OB; Oa ; a_ b~y la inter-
cepcion de la porcién de curvo.

-v——l——+v3—+vi—|—...+vn
m m m

m)

Pero, si m es indefinidamente aumentado, sg.! Ilegara

n

aser s—;y a(_m) llegara & ser a— . Por lo tanto, el area
o] |

limitada por OB; OA ;A B 1y la curva representada geo-
’ n’ n n <
métricamente s_l y el &rea limitada por OB ;Oa_ja_ b,
- n

y la curva representa geométricamente a—, .
. ' n

La explicacién dada de la naturaleza de una funcién con-
tinua puede servir para comprender el caricter general de
los problemas con los cuales los métodos del Calculo Infini-
tesimal estin mdis particularmente adaptados.

El calculo aritmético y algebraico y ‘el calculo de las di-
ferencias finitas nos dan los métodos para proceder, con los
valores de una funciéon correspondiente a cualquier valor dado
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a la variable indepnediente, y con los cambios en el valor de la.
funcién resultante de un cambio finito en el valor de la varia-
ble independiente.

El calculo infinitesimal, por otra parte, viene a ser un
instrumento para problemas en los cuales pueden indicarse
todos lo svalores adquiridos por una funciéon al pasar de un
valor que corresponde a un valor de la variable independiente-
a otro, o del cambio en el valor de la funcién correspondiente
a un cambio infinitamente pequefio en el valor de la variable
independiente.

El calculo diferencial se refiere a la primera clase de pro-
blemas, y el calculo integral a la segunda clase.

Cuando una cantidad variable cambia de un valor a otro,
la cantidad por la cual este altimo valor excede al primero, se:
llama incremento de la cantidad.

Un incremento en el vaior de.la variable independiente -
se representa por h; AA_ o dx y el incremento correspondiente
al valor de la variable dependiente y por k; A WANY dy.

Supongames que y sea una funcién continua de x para
todos los valores de x comprendidos entre ciertos limites; den-
tro de estos limites supongamos que # recibe un incremento h,
y supongamos que el incremento correspondiente a y sea k.

Como se tenia:

y = f(x)
se tendra:

v + k = f(x+h)

k = f(x+h) —y = f(x+h) — f(x)

Luego es evidente que la relacion de cambio de y correspon-
diente a un incremento infinitamente pequefio de x estard in-
dicado por el limite del valor, de

k  f(x+h) — £(x)
h h

cuando h = o.

Este valor limite se llama derivada primera de la funcidn
¥ con respecto a &, y se representa por:
dy df (x)

f'(x)o-a—;—o g
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Luego:

, dy f(x + h) — f(x)
o dx_Lh=° b

La identidad g—i = {’(x) puede ser escrita bajo la forma:
dy = f'(x).dx
«con la indicacién de que el limite del valor de la relacién entre

Ay v f (x) Ax es la unidad.
Es decir que:

de donde:

BeNjaMiN HARRIAGUE.
{Continuari).
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