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Cálculo integral (1)
(Continuación)

Podernos obtener una interpretación geométrica de la de­
rivada de una función,del siguiente 1110do:

..#------1.~

o T 8

Supongamos que la curva del gráfico 3, represente la fun­
ción f ( X ), y supongamos O'A=:X, luego la ordenada A1\1 re­
presenta y ó f ( X ) .

r0111enl0S AB=h )1 traCe1110S la ordenada BN. Luego: .

T'racemos lVIQ perpendicular a BN, unamos los puntos
MN por una recta que prolongarnos hasta cortar en un punto
R al eje de las abscisas. Luego :

NQ=k
(1) ·Sínteús y exposición de la Parte 1. del Institute 01 Actuaries

Text - Book.

N ota.-Por equivocación la primera parte de este artículo salió
bajo el nombre de "Cálculo Infinitesimal".
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.Y comparando .os triángulos semejantes l\1QN y RNB,. se. tiene:

NQ N\B k
--:=::.=---=-

MQ RB h

f(X+h)-f(X)

h

Supongamos ahora que h disminuya indefinidamente. Los
puntos B y N se acercarán cada vez más a los puntos; A y M
respectivamente, y la recta NlvrR tiende, en el límite, a ser MT,..
es decir, tangente de la curva MN en el punto M. Por consi­
guiente, el limite de: .

f(X+h)-f(X)

h
es:

AM

AT

cuando 1fT es una tangente de Ia curva en el punto M.
En símbolos se tiene:

dy

dx .
f'( X)

i\M.

AT

Al\f
El valor de f' (X) será la relación --, por consiguiente,

AT

la tangente trigonométrica del ángulo formado por la tangente
geométrica Tl\1 y el :eje de las abcisas OX.

De modo que la derivada nos da ~na medida de la varia­
ción de la curva en cualquier punto dado.

Es evidente, también, que un pequeño incremento en el
valor de x producirá un incremento o xlccrccirniento 'en el va­
lor de y que f' (X) sea positiva o negativa.

Por lo tanto, si f' (X) es positiva para. todo valor de x,
dentro de ciertos limites, entonces' f ( X) aumenta. con % dentro
de esos límites, e inversamente, si f' (X) 'es negativo para todo
valor de % dentro de ciertos Iimites, dentro de esos limites f (X)
decrece en tanto como .1-. crece. Además, si f' (X) es positiva
para todos los valores de .1: dentro de un cierto 'limite has­
ta X. a, y negativa para todo valor ll1ayor de i dentro de
cierto limite, o ,en otras palabras,. si f' ( X) cam.bia de valor po··
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sitivo a negativo cuanclo .r pasa del valor G) entonces f (X) cre­
ce con .t'" 'hasta X = a, y luego decrece.

Análogamente, si f' ( X) carnbia de: valor negativo en po­
sitivo, cuando .r pasa del valor o) f (X )clecrece en tanto como
.Y crece hasta X = a y .uego crece.

Ahora, al pasar de un valor positivo a uno negativo, o de .
uno negativo a uno positivo, f' (X) pasa por un valor cero.'

De modo que, si f ( X) crece con .r hasta X =a y' luego
decrece, o viceversa, f' (a) =0 .

Cuando una función crece hasta un cierto valor de la va­
riable independiente' y luego decrece, se dice ~que tiene un valor
-máximo, o que es un máximo para aquel valor de la variable;
y cuando decrece en tanto COlTIO la variable crece hasta un
cierto valor y luego crece, se .dice que tiene un valor minimo,
o que es un rninimo para aquel valor de la variable.

El resultado así obtenido permite entonces establecer que
si f ( X) es un máximo o un rninimo para X = a, f' (a) == O.

Será expuesto luego, analiticamente, que ésta es una con­
dición necesaria, pero no la única, para la existencia de un

'111áxinlo o de un rninimo .

GeolTIétricamente, es evidente que la ecuación f' (a) = O
expresa Ja condición ele que la tangente de la curva en el punto
correspondiente al valor a de x sería paralela a OX, y es claro
que esto se verificará en cualquier punto de la curva que al­
cance a una distancia máxima o minirna de OX, se dice enton­
ces que f (x) es un máximo o un min.mo.

La operación que tiene por objeto hal.ar o ':a derivada de
una función se Ilama derivación de la, función. Para hallar la
derivada de cualquier función basta hallar el Iimite de la ex­

, f ( x -+_'h ) - f ( x )
presión -------- cuando h-->-o, pero este -prccedimiento

h
puede ser simplificado en ciertos casos por la ayuda de las si­
guientes reglas generales:

I.-La derivada de una constante es cero.
Esto es evidente, desde que un cambio en la variable inde­

pendiente no produce ningún cambio en 'la constante. Supon­
gamos :

y=a
Se tiene:

y+Lly=,a
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de aquí que:
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Lirnil. ~y

x -3 o ~x

dy
---

dx

, .

=y o.

II.-La derivada de la SU111a algebraica de una serie de
funciones es igual a la suma de las derivadas de las funciones.

Supongamos :
y = ti + v + \V • • .. en que u; v ; Vv ....

son funciones de .,t".

Luego, si .:1y ; Au ; Av ; ~w .... son los incrementos
de y; u'; v ; »: . . . . correspondientes a un incremento 11 x de x;

y + ~y = u + ~ u + v + Av + \v + Aw:+ ...
De donde:

ay= du+ dv-t-A\v+

y

Ay Au Av Aw
--=--+---1---+

dx .ix Ax Ax

lasque en el limite cuando Ax disminuye indefinidamente, se
convierten en:

dy 'du dv du

----===--+---+--+ ....
dx dx dx dx

es decir:
y' = u' + v' + vv' +

lII.-La derivada del producto de dos funciones es la
SU111a del producto de cada. función por la derivada de la otra.

Supongamos :
y=uv

en que u y v son funciones de x.
Se tiene:

y + Ay =-~ (u -t- áu ) (v + Av)

De donde:

Ay=(u+ Au) (v+ Av)-uv=

= u. Av + v . Au + Au. Av =

= u. dv + .iu (v + Av)
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Se tiene luego:

ay ~v ·~u

--=u.--+ (v + ~ v).--
ax ~x 4x

C01110 en el Iimite v + av tiende a ser v, se tiene:

dy dv du
-- .u.--+.v.--

dx dx dx
es decir:

y' = u.v' + v.u'

Si v fuera una constante, e por ejemplo, se tendría en-··
tonces:

y=C.u.
y la derivada será:

y'=C.u'

IV.-La derivada elel producto ele cualquier número de"
funciones 'la vsuma de los productos ele la derivada de cada.
función por las f unc.ones restantes. Supongamos:

y= u.v.w.
Hagamos :

v.w=Z- .", y=u.Z
Ya VÜll0S que:

y'= HZ' + Zu'
Pero C01110:

Z=v.W
se tiene que:'

Z'·== v.w' + 'iV.V'

De donde:

o bien:

y' = u.v.w ' + U.W.v' + v.w.u'

Este resultado puede ser escrito bajo la forma :

1 c1y 1 dw 1 dv 1 du
-.--=-.--+-.-+-.-
y dx w dx v dx u dx

SI dividimos ambos miembros por la función.
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V.-La derivada del cociente ele dos funciones es el resul­
tado de restar el producto del numerador por la derivada del
denominador, del producto elel denominador por ,la derivada'
del numerador, y dividir esta diferencia por el cu.adrado del
denominador. Supongamos:

u
Y=­

v
Entonces:

u+ ~u u
~y=----=,

v+ dv v

v (v + ~v)
de donde:

~u av
v.---u.--

.dy ~x ~x

y tornando limi tes se tiene:

v.----u.--
dx dx

dy

dx . v 2

du dv

este resultado puec1e ser escrito. del modo siguiente:

1 . dy da dv
-.--=- ----
y dx u dx v dx

BENJA1\1íN FIARRI~GUE.
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