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Teoria del Trazado Comercial
de las Vias de Comunicacion

(Caminos y Ferrocarriles)

(Continuacion, véase el N.° 21)
VIII. — El Empalme

Hemos definido anteriormente la direccién mas conveniente
para la afluencia del trifico a un camino primario desde cual-
quier punto de su zona; veamos ahora cémo se concreta el pro-
blema cuando, conociendo el intercambio de trafico existente o
probable entre tres mercados A, B, C, de los cuales estin uni-
dos los dos primeros por un camino (A B), se trata de cons-
truir otro camino (C D)que una al mercado C con los ante-
riores por medio del camino existente.

Suponemos conocida la posicion de C respecto de A y B
por sus coordenadas respectivas (a, ¢) y (b, ¢); y que C D
sea el camino a construir, inclinado del angulo a con rela-

cién a c.
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Llamemos A, B, C, respectivamente, al tonelaje del trafi-
co que llega o sale a cada uno de los mercados A y B proce-
dente o con destino a C, es decir, que
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A es el tonelaje procedente o con destino a C que
circula sobre A D=aqa—z.
B el tonelaje andlogo sobre B D=5 + x.

C el tonelaje sobre C D —(c? + x%) 7.

y sean
f la tarifa sobre A B.
f w » » CD.
Ay el costo kilométrico de construccion de A B.
Al s " ' ’ , CD.

U; + By A el costo kilométrico de conservacion anual en la
seccién A D del camino A B.
U, 4 B, B el mismo valor para la seccion D B.
U, +8 C, . ” w s C D.
7 ,, interés anual (tanto por uno).

Los gastos anuales de explotacion (K = K; + K, + K;)
por transporte, construccién y conservacion en cada una de las
tres secciones de camino, seran:

sobre A D:

K = (Aff + A+ U + B A) (a—x)

sobre D B:

K" = (Bfy + Ay ¢+ Uy + By B) (b + #)

sobre C D:

K” = (Cfy + Ay i+ U, + B3, C) (42 +52)%
cuya suma
S=K + K” 4+ K”
serd minima cuando

95— A+ U+ G+ DA+
+ (At Ui+ B+ £ B+
| Avit Ut Ba+4) C | o = ©

de donde, simplificando y teniendo presente que

1 == senao

X
(x2 4 v
obtendremos

(A—B) B+ £)
A2i4+Us+ (B + 4) C

sen o = < (39)
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Conocido el angulo o por la (39), sera
x == c fang o (40)

y la longitud del camino a construir

CD=

X

: (41)

sen

Dependiendo el signo de sen o del que corresponde a la
diferencia A—B en la (39), ésta indicard el sentido de Ila
inclinacién de CD respecto a la perpendicular a A B trazada
desde C, posicion que corresponderd al camino cuando A = B,
o sea sen o =0.

IX. — El punto de convergencia

Consideremos €l caso general de unir tres mercados, A, B,
C, sin que exista ningin camino ya construido entre ellos, que
pueda reducir el problema a la determinacién de un punto de
empalme. La solucién puede ofrecerse sea por la construcciéon
de los caminos perimetrales A B, B C, C A (fig. 13), sea por
la eleccién de un punto central o de convergencia (P) donde
concurran los tres caminos AP, BP, 615, que unan indirecta-
mente cada par de mercados.

©

Fic. 13

Para decidir de una u otra solucién notaremos, desde lue-
go, que como los caminos directos (AB) son mas largos que
ios convergentes (APB), para un mismo costo unitario los gas-
tos totales de comstruccidn seran mayores en los caminos peri-
metrales; en cambio, como cada camino convergente soporta
un trafico doble, los gastos de tramsporie serdn mayores para
estos ultimos, de modo que la eleccion de una u otra de las so-
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luciones propuestas, prescindiendo de los gastos de conserva-
cién, dependerd de la magnitud del trafico previsto entre los
mercados y del costo de construccién de los caminos.

Tratemos de apreciar el valor relativo de cada uno de estos
factores y supongamos, al efecto, los tres mercados A, B, C,
formando un tridngulo equilatero de lados iguales a la unidad
(fig. 13), y las condiciones del intercambio y del costo indén-
ticas para todos ellos.

Llamemos

Q al trafico despachado por cada mercado.
A al costo kilométrico de cada camino.

fo al costo de la tonelada-kilémetro.

1 al interés anual.

Sea P el punto de convergencia que correspondera, como
veremos luego, al de interseccion de las tres medianas del trian-
gulo.

Prescindiendo como hemos dicho de los gastos de conser-
vacién, los gastos totales de explotacién anuales de los caminos
seran:

Para los caminos perimetrales

K= (Ai+ Q£) (AB + BC + CA)

es decir,

K=73(Ai+ Qk): (42)
Para los caminos convergentes:

K’ = (Ai 4 2Q%) (AP 4 BP + CP)

pero
1
2 1 1

cos o 2cos30° 1,732

AP=BP=CP= == 0,5774

luego
K = 1,732 (Ai 4+ 2 Qf) (43)
De modo que la ventaja econémica de una u otra solucion
dependera de que
KS K
La conveniencia de fijar un punto de convergencia (P)
resultard asi, para las condiciones establecidas, cuando

3Ai4+60Q) > 1,732 (Ai 4214 Q)

o bien
1,268 Ai > 0,464 [, O

oA > 0,37 £ Q.
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Ai
Q< 037 & (44)
es decir, que para valores determinados de A, 14, fo, el trafico
(Q) no debe exceder de un cierto tonelaje. P. ej.: para
A = 15000 $; ¢ = 0,05; f, = 0,02, el tonelaje Q entre los
mercados debe ser inferior a 100.000 fn.

Veamos ahora a qué condiciones debe satisfacer el punto
de convergencia (P) y cémo se determina su posicion respecto
a los mercados A, B, C, que forman el tridngulo A B C de la-

- dos conocidos a, b, ¢, (fig. 14).

Fic. 14

Sean para cada uno de los caminos AP, BP, CP, respecti-
vamente :

A, B, C, el trafico anual en toneladas.
i, s £ el costo de transporte por tn-km.
Ay, Ay A;, €l costo de construccién de un kilometro
de camino.
U, U, U, el costo de conservacion anual por Km.
r, s, 1 la longitud kilométrica de cada camino.
i el interés anual.

Los gastos unitarios de explotacién, o sean los gastos totales
por Eilémetro y por afio en cada uno de los caminos AP, BP,
CP, seran respectivamente:

kK =MAi+ U + Af
k”=A2i+U2+B{;
k"'=2A i+ Us + Ch

cuyo producto por las longitudes 7, s, ¢, nos dara el respectivo .
gasto total en cada camino.
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La posicion del punto P respecto a los mercados A, B, C,

debe ser tal que la suma

S=kKr+k"s+k”t¢ (45)
de los gastos totales de explotacién sea minima, posicién que
quedard determinada por las coordenadas polares (7, @) res-
pecto a un vértice (A) y a un -lado (AB) del triangulo
A B C (*).

La posicion de P que cumple la condicion de que S sea .
minimo, se obtendra asi, expresando S en funcién de r y @ y
haciendo

ds _  dS_

dr ' do

En los triangulos A P B y A P C tenemos
s==(r2+c”———2rccos q))%

t=(r24 b2 —2rbcos (e — @)+

0.

y substituyendo en la (45)
S=kr+4+ k& (i‘2 -+ c9—2rccosq))% -+

+1r’”(r2 + b2 —2rbcos(c— @)
cuya derivada respecto a r igualada a cero, sera:
dS — b cos (e— @)

— =k I ——Ccos @ T
dr K+ k s +k i

= 0. (46)

Prolonguemos AP y bajemos desde B y C las perpendicu-
lares BE y C D. ’
En el triangulo A E B:

r+ PE=ccos @
S.PE=ccosp —r,
pero en el tridngulo P E B .
PE = s cos (180° — y{) = — s cos v,

(*) Las coordenadas polares de un punto (P) del plano son: su
distancia (» = radio vector) a un punto fijo (O = polo) y el angulo
(¢ = argumento)- que el radio vector forma con una recta fija (OX =
eje polar) que pasa por el polo. Las relaciones que permiten pasar de
un sistema cartesiano de ejes ortogonales a un sistema polar son:

==rcosQ,y=rsen Q.
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luego
r—ccos @ =s cosY;. .
Analogamente en los tridngulos A C D y C P D, tenemos
r = PD = b cos (¢ — ¢)
.. PD=bcos(e—¢) —r.
y también ,
PD =t cos (180 — f;) = — £ cos B,
luego '
r— b cos (¢ — @) = { cos P1
Substituyendo valores en la (46) tendremos la expresién
dS
ir = K+ k" cosyy+ k" cos By =0 (47)
S =k cosy+ kK" cosfp (48)
siendo Y = 180° — v, y f = 180° — f3;.

La derivada de S respecto a @, igualada a cero, sera (¥)

s ,,rcsen@ ., rbsen (e— @)
ety e f23¢A
- s t
divia .0 por r y notando en los tridngulos A K, By P E B;
AD yPDC, que

BE = s sen y; = c sen @

CD == fsen p, = b sen (¢ — @)

tendremos
k” seny, = kK sen 3,
A”  senfy
ok sen Yy

(49)

Las (48) y (49) que expresan las condiciones a que debe
satisfacer el punto de convergencia P para que la suma S de
los gastos anuales de explotacion en los tres caminos que a él
concurren sea minima, son también relaciones conocidas entre -
los lados y los angulos de un triangulo, cuyos lados son en
este caso los gastos unitarios (¥, k”, ) y sus angulos los

(*) Haremos notar que

ﬂ(%ﬂ: d—{’?(cos € cos ¢ -+ sen & sen @)
= — cos € sen P | sen € cos @
= sen (e — @)

lo que explica el signo (—) del segundo término.
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suplementos de los &ngulos adyacentes que forman en P los
tres caminos AP, BPy CP.

Si construimos (fig. 15), en una escala cualquiera, un trian-
gulo cuyos lados a;, by, ¢, sean proporcionales respectivamente
el ’)) 239 : r b
ak, k", 7, —siendo sus angulos externos oy, By vy — y dis-
puestos de modo que resulten opuestos a la posicién relativa de
los mercados A, B, C, pudiendo ademis ser recorridos sucesiva-
mente en la direccion del trdfico que sale de cada mercado ha-
cia los otros dos, o sea hacia el punto de convergencia P, tal

Fi6. 15 y

triangulo serd también representativo de un sistema de tres
. fuerzas en equilibrio aplicadas en el punto P, cuyas magnitu-
des fueran los gastos kilométricos de explotaciéon en cada ca-
mino y su direccion la establecida anteriormente para el trafico.

Dicho triangulo se denomina el tridngulo de gastos uni-
tarios.

Lo dicho ofrece, desde luego, una solucién mecanica para
fijar la posicion de P respecto de A, B, C: si se perfora el
punto que corresponde a cada uno de estos en un plano fijado
en una mesa, pasando por los agujeros hilos apoyados en pe-
quefias roldanas y se anuda una de las extremidades de cada
hilo a un anillo, colgando en la otra pesos proporcionales a los
gastos kilométricos de explotacién de cada camino, la posicién
de equilibrio que tome el anillo indicard la posicién que corres-
ponde a P en el plano.

La solucién geométrica del problema supone el conoci-
miento previo de lo que se entiende por polo de dos mercados:

Llamaremos polo econémico de un sistema de dos o mas
mercados a un punto fijo que substituye a estos para deter-
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minar la direccion, o sea el trazado de los caminos, que mas
conviene para el intercambio del trafico.

Sean, en una escala dada (fig. 16), los tres mercados A,
B, C; sobre uno de los lados (A B) del tridngulo que for-
man, construyamos el iridngulo de gastos umitarios, de lados
ay;, by, cy,. opuestos a A, B, C; prolonguemos B C’ y por A
tracemos la paralela a A’ C’: al punto O de interseccion de las
dos rectas lo llamamos el polo de A y B.

A su respecto observaremos que:

a) su posicién depende solo del valor relativo (ay, by, cy))
de los gastos unitarios de explotaciéon de los caminos conver-
gentes, de modo que la posicion de O es independiente de la
de C.

Fic. 16

b) si en el tridngulo A O B, semejante al A’ B C’ elegi-
mos la escala de modo que A B = ¢, sera OB = a y

O A = b, es decir, que el polo de los mercados A y B es el
vértice del tridngulo de gastos unitarios opuesto @ la recta que
los une, construido en la escala que ésta determina.

La determinacién del polo de A B permite construir geo-
métricamente el punto de convergencia de los caminos que unen
los mercados, pues si trazamos la circunferencia que pasa por

L]
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los tres puntos A, B, O y unimos el polo O de A B con C, el
punto P de interseccion de O C con la circunferencia sera el
punto de convergencia de los caminos. En efecto, los angulos
ay, By, v1, adyacentes en P, son iguales a los angulos externos
del tridngulo de gastos unitarios A’ B C dado que, por las
construcciones hechas

Y1 = 180° — Y
(31 = 1800 - ﬁ;
a; = 180° — o.

El polo O de A B que fija la posicion de P y determina el
trazado econémico de los caminos A P, B P y C P, substi-
tuye a A y B en el intercambio con C, supuesto concentrado
en O el trafico de A y B. En efecto, los gastos totales de ex-
plotacién de los caminos son

5=61XAD+b1XBD+€1XCp,
que, en la escala del tridngulo A B O, equivale a

S=0BX AP+ OA X BP 4+ AB X CP
AB X OP.

Fic. 17

y como los dos primeros términos son la suma de los produc-
tos de los lados opuestos de un cuadrilitero inscripto en un
circulo, igual al producto de las diagonales, sera
S=AB X OP+4 AB X CP
= AB (OP 4~ CDP)
= >< CO
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Esto significa que el trafico entre O y C equivale en direc-
cién y costo al que se efectiia sobre los caminos convergentes
entre A, By C, lo que nos permite decir que:

El intercambio entre tres mercados se wverifica como si ell
tréfico de cada uno de ellos se dirigiera al polo de los otros dos.

Lo dicho permite construir el puato de convergencia P
por la interseccion de dos de las rectas O;C, O,A, O; B
(fig. 17) determinadas por los polos O;, O,, O, en los trian-
gulos de gastos unitarios construidos p. e€j. en la escala del
triangulo A B C, que en la figura supone ademas la identidad
del trafico y de los costos o sea el caso considerado anterior-
mente (fig. 13) en que:

AB=BC=CA=1,A=B=C=0Q;
h=fh=Ff="FfiyA =A=A;=A

Por las demostraciones hechas se ve que cualquiera que
sea la posicion de un mercado respecto de los otros dos, p. ej.:
C respecto de A B (fig. 16), su trafico se dirigird al polo de
A, B, pasando por el punto de convergencia P, y por lo tanto
habrd un punto de convergencia solo y cuando C, perteneciendo
a la mitad superior del plano de A B se encuentre dentro del
dngulo'/l O B y sea externo al circulo que pasa por estos
puntos.

Cuando C corresponda a la mitad inferior del plano de
‘A B, el polo (O) tendra la posicién simétrica de O respecto
de A B. Para los puntos (C) del plano que no satisfagan a las
condiciones anteriores, no habrd punto de convergencia y el
intercambio entre dos de los mercados se hard pasando por el
tercero.

C. M. Ramarro.
(Continuard)
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