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Apuntes sobre el cálculo de las probabilidades (1)

1

PRINCIPIOS FUNDAMEN.TALES

1. Una urna contiene 15 bolillas, de las que 5 son azules, 7 blancas
y 3 rojas. Si 8e extrae una bolilla al azar, ~ cuál será S11 color ~

Para poder dar una respuesta exacta sería necesario conocer a
ciencia cierta la colocación de las bolillas en la urna y las variacic­
11€'S que van a producirse dentro de ella al removerlas.

,No poseyendo ninguno de estos datos, nada podemos afirmar al
respecto, y sólo decirnos qlle la salida de una bolilla determinada
depende del « azar ».

Corno se ve, el « azar »no es, en este caso,más que una palabra
elegida para encubrir nuestra ignorancia. Y lo mismo acontece
siempre, cualquiera que sea el fenómeno de que! se trate (2). En la
naturaleza no existe el « azar », y, si para nosotros existe, es única­
mente porque 10 limitado de nuestra inteligencia nos impide, en una
infinidad de ocasiones, penetrar las causas y las leyes que rigen
la producción de los acontecimientos.

Desconociendo las causas que han de influir para que se produzca

(1) Estos Apumte« fueron redactados, primeramente, por un grupo de alum­
nos de segundo año ele la. Facultad de ciencias 'económicas. Corregidos, más tarde,
por otro núcleo de estudiantes y, f'inalmente, leídos por mí. No constituyen,'
pues, un curso orgánico de la materia, Les faltan, para ello, muchos requi­
sitos. Pero entiendo 'que, tal como están, pueden prestar útiles servicios a los
estudiantes, y por ello los doy a publicidad hasta tanto llega el momento en
que pueda presentarlos en forma más adecuada.

(2). Corno es lógico, nos referi'1110s exclusivamente a los f'enómenos físicos,
sin entrar a. considerar los de orden moral.

BEY. CIE"lSC. Eco:"ó~r.
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un suceso más bien que otro cualquiera, nos vemos obligados a ava­
luar qué circunstancias por nosotros conocidas pueden influir en
su producción.

En el ejemplo propuesto, nuestra ignorancia acerca de la colo­
cación de las bolillas en la urna y de las variaciones. que, al mover­
13;8, se producirán, nos impulsa a considerar como igualmente po­
sible la salida de una cualquiera de las 15 bolillas que hay dentro.

Por eso decimos que hay quince casos posibles. De las 15 bolillas,
5 son azules ; luego, para que salga una azu! tiene necesariamente
que salir una 'de esas cinco; es decir, que hay cinco :eaSDS favorables
a la salida de una bolilla azul. Los casos favorables están en la
relación de 5 a 15 con respecto a los posibles. Esta relación es lo'
que se Ilama PROBAB¡LIDAD.

Probabilidad de un suceso es, pues, la relación del número de
casos favorables al número total de casos posibles, cuando iodos
los casos son igu,alm,en'te posibles.

En el ejemplo considerado, la probabilidad de que sea azul la

5 7. bolilla extraída es _. la de que sea blanca _., y la de que
15' 15

3sea roja
15

2. La definición que acabamos de dar contiene una condición
que es preciso tener siempre en vista. Decirnos cuando todos los­
casos son iqualmenie posiblesJ. es decir, que 'en el ejemplo propuesto,
admitimos que el color de las botillas contenidas en la urna no
influye en la probabilidad de su salida, La definición, así, se presta
a la crítica, puesto que se vale implícitamente del concepto mismo
que pretende definir, pero es indispensable fijar desde luego tal
Iimitación, pues su olvido podría hacernos caer en errores groseros,
según veremos más adelante al examinar algunos problemas.

3. Ocurre a veces que no conocemos con exactitud el número total
de casos posibles ni el de casos favorables. Sólo sabemos que después
de hacer n pruebas en igual/dad de condiciones, el acontecimiento
A que nos interesa, se ha presentado m veces.

No podemos afirmar que la fracción !!2 sea realmente la probabi­
n

Iidad de A. Pero si el número de pruebas n; es suficientemente

.grande, la experiencia nos permite afirmar que la fracción !!2 ha de
n

diferir poco ,de la probabilidad de A. La fracción ": obtenida de
n

un modo experimental, es lo que se llama la [recuencia.
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~. Supongamos que tenemos un dado común, de seis caras , &cuál
es la probabilidad de que al arrojarlo se presente al punto 6 U{

Evidentemente ~ puesto que son 6 las. caras -casos posibles - y

sólo una de ellas es el seis: - caso favorable.
Pero después de. lanzarlo un gran número de, veces, digamos

·6000, encontramos que el 6 sólo se ha presentado 400 veces, La f're-

euencia es
400

,6000
1
15

¿Qué consecuencia sacamos del hecho? Que

el dado ofrece, evidentemente, un defecto de fabricación que difi­
eulta la presencia del 6, o en otros. términos, que los seis casos no
son igualmente posibles.

Se ve, pues, por esto, que la. observación de la frecuencia permite
investigar 'Si los instrumentos materiales (dados, bolilleros, naipes,
etc.) son normales o defectuosos.

A este respecto cabe recordar la anécdota que cita Bertrand en
el prólogo de su bello l'ibro sobre probabilidades.

Un día, en Nápoles, un hombre de la Basilieata, en presencia del
abate Galiani, agitó tres dados en un cubilete y apostó a que sacaba
3 seis. Y lo hizo. El caso es posible, se dijo. Repitió la experiencia .
otra vez COl1 el mismo resultado, y nadie observó nada. Pero cuando
una. tercera, una cuarta, una quinta experiencia produjeron el
luismo resultado de sacar los 3 seis, el abate no pudo más y ex­
clamó : « Sangue di Boceo, Esos dados están cargados. » Y lo es­
taban, lo No era posible el hecho? Sí, teóricamente lo era, pero SiU

probabilidad era tan pequeña, que précticamenie era imposible.
S. Lo que acabamos de exponer nos permite Iorrmilar la que, con

Castelnuovo, Jlamaremos ley empír-iea del azar, y cuy-o enunciado
es el que sigue : .

« En una serie de pruebas, repetidas .un' gran número de veces:
en igualdad de condiciones, cada uno de los acontecimientos posibles,
se manifiesta con una [recuencia relativa, que es, sobre poco más' 01

menos, igual a su probabilidad, La aproximación crece, ordinaria­
mente, a. medida que crece el número de pruebas. »

Es preciso insistir en que esta ley empírica del azar ofrece un
carácter particular que hace que no se la pueda parangonar con
los postulados geométricos. En estos últimos, la certidumbre que
implican es absoluta, dentro de la relatividad de los conocimientos
humanos. Dos Iíneas paralelas, dentro de la geometr-ía euclídea,
deben forzosa,1ne1~t~ no en~ontrarse jamás.

Si Ianzamos un dado al aire 60.000; 600.000; 600.000.000 die
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veces, cada punto se presentará un número de veces que diferirá
muy poco relativamente, de 10.000; 100.000; 100.000.000 de veces.
La probabilidad de que en este último caso, un punto dado, el cinco,
por ejemplo, salga sólo un millón' de veces en lugar de cien millones,
es de una pequeñez que hace. que podamos considerar el caso como
prácticamente imposible. Sin embargo, no hay ninguna inuposibilidad
material para que tal 'cosa ocurra.

Más adelante, al estudiar 611 teorema de Santiago Bernoulli, ten­
dremos ocasión de volver sobre este punto. Ahorra, sólo hemos: que­
rido fijar ciertos conceptos, desvanecer ciertos prejuicios y evitar
errores de interpretación muy comunes.

6. La probabilidad está siempre expresada por una fracción pro­
pia. No se concibe, en efecto, que pueda haber más casos favorables
que posibles, y si el número de unos y otros fuera. igual, la relación
que expresa la probabilidad sería igual a uno J' pero entonces no
habría ya probabilidad, sino certeza. De una urna que no contiene
sino 20 bolillas blancas, tan sólo una bolilla blanca puede salir,

Uno es, pues, el símbolo de la certeza. Por otra parte, si no hay
ningún caso favorable a la producción del acontecimiento, es. evi­
dente que éste no se puede producir. Si en una urna donde hay 20

. bolillas de distintos colores, ninguna de ellas es blanca, la probabi-

Iidad de sacar una bolilla blanca es a todas luces ~ = O.
20

Cero es.vpues, el símbolo de la imposibilidad, que en cierto modo,
es también una. certeza.

7. Probabilidad contraria es la de que no se produzca un acon­
tecimiento dad,o.

Esta probabilidad será, evidentemente, igual a la relación que
existe entre el número .dc casos desfavorables a la producción del
acontecimiento y el número total de casos posibles,

Siendo f el número de casos favorables para que 1.1n suceso aeon­
tezca y d el número de casos desfavorables, es evidente que el nú­
mero total de casos posibles será f + el.

La probabilidad de que el 'Suceso ocurra será f que repre...
.f+ d'

sentamos por p.

y la contraria d que simbolizamos por q..
f+d

Como el acontecimiento se produce o no, es indudable que la
suma de ambas probabilidades ha de ser igual a uno, y así es, en
.efecto :

p . 1-q q==l-p.
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Luego, restando de uno la probabilidad de que el acontecimiento
. se produzca, tendremos la probabilidad contraria.

8. La probabilidad de que acabamos de ocuparnos es la probabi­
. lidad simple, llamada así porque depende de una sola eventualidad.

Pero puede 'Ocurrir que la producción de un suceso dependa de
var-ias eventualidades. D'Os 'Casos pueden, entonces, presentarse : que
dichas eventualidades se excluyan o que se cornplementen.

En el primer caso la probabilidad es total; en el segundo, com­
puesta.

9. La probabilidad total es iqual a la sumo. de las probabilidades
sim.ples que la componen. Una urna contiene a bolillas azules, b
blancas y e encarnadas. &Cuál es la probabilidad de que salga una
bolilla azul o blanca ~

Llamemos Pea), P(bY, p(e) a las probabilidades respectivas que co­
rresponden a la salida de una bolilla azul, una blanca ° una encar­
nada. C-01110 si sale una azul no puede salir una blanca, es. decir, como
se excluyen ambas eventualidades, la probabilidad es total, Y de­
cimos que es igual a la suma de las. probabilidades simples de dichas
eventualidades.

P == Pea) +P(b) .

En efecto, el número total de casos posibles es igual al número de
bolillas que la urna contiene, es 'decir, a + b + e, y el número de
casos favorables es igual a la SU111a de las bolillas azules y blancas
que hay en la urna': a + b.

Luego la probabilidad es

a-+-b a 17
p = a+b---F~= a+ b+e +a+ b+e =p(a)+P(b).

10.. La probobilidad .com.puesta es igual al producto de las p'ro-.
bab'ilid.ades sim.ples q·ue la [orman,

Dos urnas contienen : la primera a bolillas azules: y b blancas, la
segunda a' bolillas azules y b' blancas, &Cuál es la probabilidad de
sacar dos bolillas azules, sacando una. de cada. urna ~

La probabilidad de sacar una bolilla azul de la primera urna es

a+- b= p; y la probabilidad de sacar otra, también azul, de la se­

a'
gunda es a' + b'= p',

Como para que el suceso se produzca es preciso que salgan las
dos bolillas azules, es decir, como ambas eventualidades se comple-
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mentan, la probabilidad es compuesta. Y decimos que es igual al
producto de las probabilidades s'implesde dichas eventualidades.
Llamando P a e.sta probabilidad, hemos de tener

P==p .p'.

En efecto; cada una de las a + b bolillas de la 'primera urna
puede combinarse, al salir, con cada una de las a' + b' de la otra.
El número de combinaciones que pueden formarse entre las boli­
Ilas de ambas urnas es. :

(a+ b) (a' +- b').

Este es, pues, el número total de casos posibles. De igual modo,
cada una de las a botillas azules de la primera urna puede, al salir,
combinarse con cada una de (las a' de la segunda. El número total
de casos favorables 'es, por consiguiente : aa', La probabilidad es,
entonces :

ad a d
p = (a+b) (a' + b') = a+b • a'+¡; = p .pi.

11. OBSERVACIONES: l. Puede ocurrir que el primer acontecimiento
sea tal que S11 producción influya en la del segundo. Sea, por ejem­
plo, una urna que contiene a bolillas azules y b blancas, y que se
quiera averiguar cuál es la probabilidad de extraer dos bolillas blan­
cas seguidas sin reponer la bolilla sacada.

La probabilidad buscada es

b b-l
a+b· a+b-l

puesto que una vez que salió en la primera extracción una bolilla
blanca, sólo quedan en la urna a + b - 1 bolillas y de ellas ¡hay
b - 1 blancas, Luego, la probabilidad de sacar una bolilla blanca

b-l
(habiendo salido la primera) es ---- y la de que concurran-t- b- 1

ambos acontecimientos.

b b-l
a+ b ' a+b-l·

Otro ejemplo : Una urna contiene noventa bolillas numeradas de
1 a 90; ¿cuál es la probabilidad de que la primera bolilla extraída­
sea, a la vez, un número múltiplo (de 15 y de 18 ~

Cada 15 números consecutivos hay uno múltiplo de 15; cada 18
hay uno múltiplo de 18. Luego en una serie de números eonsecu-
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tivo.s, la probabilidad de que salga un número múltiplo de 15 es ~
15

y. la de que salga un múltiplo ele 18 es ~.
18

¿Será ~X~ la probabilidad de que el número extraído sea, a
15 18

la vez, múltiplo ,de 15 y ,de 18 ~ No, porque el primer acontecimiento
influye sobre el segundo. Ser múltiplo de 1,5 es serlo de 3, y 3 es
divisor de 18. Entonces, bastará que ·~l .cociente de dividir el nú­
mero por 15 sea divisible por 6· para que el número lo sea por 18.

Luego la probabilidad buscada es :

Efectivamente, cada noventa números consecutivos hay uno di­
visible a la vez por 15 y 18, es decir, por 90.

11. Demostrado este teorema para un acontecimiento que depende
de otros Idos, fácil es extenderlo a tres, cuatro, etc. Luego es general.

12. La probobilidod « relativa» de que uoi suceso S'C oerifique más
bien qu.e otro, es ig'ual al resultado de dividJir la pf'lobabilidad del
acontecimiento que se espera más bien. que otro por la suma de las
probobilidades de los aconiecimienioe que se toman en cuenta.

,Si de un bolillero que contiene bolillas de colores distintos : blan­
cas, ,roj.as, negras, violetas, azules, se extrae luna al azar, ¿cuál es
la probabilidad de que sea blanca más bien que roja '0 negra ~ .

Según el enunciado, Ilamando P a la probabilidad buscada, de­
bemos tener :

En 'efecto, podemos prescindir de las bolillas azules y violetas,
puesto que aunque salga una de ellas no influye en el acontecí­
miento que nos interesa. Dejando, pues, esas de lado, el número de
casos posibles es de n + b + r. El de casos favorables es b; la pro­
babilidad de que salga una bolilla blanca más bien que negra o roja
es :

p== b
n+-b+r

multiplicando numerador y denominador por 1 (donde s es el nú..
s

meró total de bolillas que hay en la urna) :
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b

1) S PC!J) .
. ==~+ ~ +~ == PCIl) -r-=-PCb)=-~ PCT')·

S S S

13. Consideremos ahora el caso de que tuviéramos dos urnas con­
teniendo cada una bolillas de distintos colores. Sea p la probabi­
lida:d de que salga una bo:lilla blanca de la primera y p'. la de que
salga de la segunda.

¡Serán, por definición ': g = 1- p, la probabilidad de que la bo­
lilla que salga de la primera urna no sea blanca, y q' = 1- p' la
probabilidad de que tampoco lo sea la que se saque de la segunda.

Por el teorema de la probabilidad compuesta, te ndremos, que ex­
trayendo una bolilla de cada una, serán :
pp' la probabitidad de que las dos bolillas sean blancas,
qq' = (1- p) (1- p') la de que ninguna de las dos bol illas sea

blanca:
pq' = p (1~ p') la probabilidad de que únicamente sea blanca la

bolilla extraída de la primera urna.
qp' = (1- p) p' la de que tan sólo sea blanca la bolilla que salga

de la segunda urna.
COTI10 no hay más eventualidades posibles que las correspondien­

tes a las cuatro probabilidades analizadas, su SUTIla ha de ser igual
a uno .: Y en efecto :

pp'+ (1- p) (1- p')+ p (1- p')+ (1~ p)p' ==
==pp' + 1-p-p'+pp' +p-pp' -\- p' -pp' == 1

Si ahora queremos averiguar cuál .es la probabilidad de que salga
por lo menos una bolilla blanca sin ponernos a investigar de qué
urna sale, es evidente que el hecho se producirá tanto si la bolilla
blanca sale de la primera como si sale de la segunda o como 'Si'sale
de las dos. Todas estas- eventualidades. se excluyen , luego la proba-
bilidad buscada es : .

P(1- p')+ p'(1- p) +pp'== p - pp'+p' -pp'+ pp'==p+p'_pp'..

Podríamos haber razonado de este modo también : la probahili­
dad. de que salga por lo menos una bolilla blanca es- la contraria de
que TI.O salga ninguna. La de que no salga ninguna es

11' . (l-p) (1-1/)·

La probabilidad buscada es, pues :

1-qq' == 1-(l-p) (1- p') == 1-[1-]>- p'+PP'J .
== 1--1 +p+p'-pp' ==jJ + p'-pp'
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que es el resultado que (hallamos antes por "otro procedimiento.
14. Si ahora, queremos calcula~ la probabilidad de que por lo me­

nos uaui vez no se produzca la salida-de la bolilla blanca, es! evidente
que será la contraria de que acontezca dos veces, o sea :

1- pp'=== 1-(~- q) (1- q')
desde que : p - 1- q Y p' = 1- q' efectuando los cálculos ten­
dremos :

1-pp'===1-(1-q) (l-q') I 1-1+q+q'-qq'===
. . q+ 9'-qq'.

Al mismo resultado se llega, evidentemente, sumando las proba-o
bilidades de las tres eventualidades que corresponden a la salida de
una bolilla no blanca por lo menos una vez :

pq'+p'q +qq' === (l-q) q' +(1-9') q+qq' ===
=== q'-qq' +- q-qq' + qq'~ 'I + q' ~qq'.

15. Vamos a considerar, ahora, tres acontecimientos en lugar de.
dos. ,Supongamos tres 'urnas conteniendo cada una bolillas blancas
mezcladas con otras de distintos colores. ,Sea p la probabilidad de
que salga una bolilla blanca de la primera "urna y q 8U contraria.
Para la segunda urna sean p' la favorable y q' la contraria. Y para
ia tercera p" y' q" respectivamente.

Vamos a determinar los casos que« en tales circunstancias pueden
presentarse. Son ocho, a saber :

1° Que salga una bolilla blanca de cada urna. En tal caso las pro­
babilidades simples serán p, p' y v", y lá probabilidad compuesta

. el producto de ellas, o sea pp'p";
2° Que sólo de las dos primeras. urnas salgan bolillas blancas. En

tal 'caso la probabilidad será : pp'q";
3° Que salga sólo de la la y 3a -urnas , luego la probabilidad .es :

pq'p";
4° Que sólo se presenten en las dos últimas urnas. ': qplp").
5° Que salga bolilla. blanca de la primera urna y no de las otras

dos : pq'q";
6° Q-ue salga tan sólo de la segunda; tendremos : qp~q";

7° Que salga sólo de la tercera : qq'p";
8° y, finalmente, que no se presente en ninguna de las tres urnas.

La probabilidad es, entonces : qq'q".
Representando estas distintas probabilidades por P'i' P 2' P 3' etc.,

JT substituyendo q, q' y q" por sus valores en función Ide Pi, p' Y p",
. que son (1~ p), (1- p') y (1- p'), obtendremos los siguientes
resultados :
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Pi=:::: pp'p" .
P2=== pp'q"===pp' (1-p")=== pp'- pp'p"
P3 .:.- pq'jJ'! === Pp"(1 - p')=== pp"--.-:... pp'p"
P4 ::::::-; qp'p" === p'p" (1 - P) === pj/! - Pp'p"
P5 === pq'q" === P(1- p') (1- p") === P- pp'- pp" + pp'p"
P6 === qp'q"=== p' (1 - p) (1 - P") === p'- pp'- p'p'! + pp'p"
P7=== qq'p" === P" (1-p) (1-p') === p" - pp"- p'p" + pp'p"
P, === qq'q" === (1- p) (1- p')(1- p") === 1-P- p'+pp' - p" +

+pp" + p'p"- pp'p".

!~iendo estos los ocho casos posibles, la suma de todas las proba­
bilidades calculadas debe darnos 1 o sea la certeza.

Fácil es, ahora, calcular probabilidades totales particulares. Así,
por ejemplo, si se quiere saber cuál es la probabilidad de que en
las tres extracciones salga al menos una bolilla blanca, sabiendo que
en los ocho casos, sale por lo menos. una bolilla blanca, salvo en- el
último, la probabilidad pedida será igual a la suma de las siete pri­
meras. Pero todas suman 1; luego dichas siete sumarán uno menos
la última, esto es :

1 -qq'q".

,Sí se quiere saber cuál es la probabilidad de que en las: tres ex­
tracciones no salga siempre una bolilla blanca, basta excluir sola­
mente P 1 Y tendrem.os :

1 - ppj/'.

Ahora, si se quiere saber cuál es la probabilidad <le que en las. tres
extracciones salga solamente una bolilla blanca, no importa. de qué
urna, la probabilidad deseada .será :

P5 + p 6 + 1)7 === pq'q" + qp'q" -1- qq'p'!.

La probabilidad de que en las condiciones anteriores salgan dos
bolillas blancas .será :

1~2 + p 3 + p 4 === pp'q" + pq'p" + qp'e"·

La probabilidad de que salgan tres blancas será

pp'p".

Y, finalmente, la de que no salga ninguna bolilla blanca

qq'q".
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11

ALGUNOS PROBL,EMAS

17. l. ¿,Cuál es la probabilidad de que en dos cartas extraídas de
una baraja que consta de cuarenta, la primera sea un as y la se­
gunda un dos?

,Se trata - como se ve - de calcular una probabilidad compuesta,
. perteneciente a la categoría en que el primer acontecimiento in­
fluye sobre el segundo. Siendo cuarenta las cartas: y cuatro los ases,
la probabilidad de sacar uno de ellos a la primera extracción será

Quedando ahora 39 cartas y siendo cuatro los doses, la probabili­
dad de sacar unrios en la segunda extracción será de

4
39

y como la probabilidad compuesta es igual al producto de las pro­
babilidades simples, la que buscamos es :

1 4 2
10 X 39 === 195·

11. Supongamos ahora el mismo enunciado del problema anterior,
pero con la salvedad de que no nos. interesa el orden de extracción :
lo mismo nos da que salga primero el as como que sea el dos, con tal
de que ambas sean las cartas extraídas. Las condiciones del problema
varían enton-ces. En la pr-imera extracción, por sernos indiferente
que salga un uno o un dos, tenemos ocho casos favorables! sobre cua­
renta posibles; luego la probabilidad simple es :

8 1
40-5"

Han quedado 39 cartas, que son los casos posibles, y 4 los favora­
bles, pues si salió un as en la primera extracción debernos sacar un
dos en la segunda, y :si salió un dos 'en la primera, habremos de sacar
un as. en la segunda, Luego esta segunda probabilidad simple será

:igu'al a ~ y la compuesta que deseamos encontrar :
39
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Comparando los resultados, veIII os' que el segundo es doble que el
primero. Esto se debe a la indiferencia mencionada con respecto a
la primera extracción, lo cual duplica necesariamente la probabi­
lidad del acontecimiento.

111. Se tienen dos dados y se ech-an dos veces; ~cuál es la pro­
babilidad ele que los puntos sacados sumen 6 la prim-era vez y 5 la
segunda ~

Se trata de una probabilidad compuesta e11 que el primer acon­
tecimiento no influye sobre el segundo.

Cada cara del primer dado puede combinarse, al salir, con cual­
quiera de las del otro. Luego 10'8 casos posibles son 6 X 6 = 36. Vea­
mos cuantos son los favorables. En el primer tiro los: dados deben
sumar seis, y esto se obtiene en las siguientes condiciones

Primer dhdo I Segundo dado

- -- ~ -- -- 1-- - ---

5 1
J :2
(_\ ";)

:2 4
1 r>

Es decir, en cinco casos. La primera probabilidad simple es,

5
pues, -.

36

En el segundo tiro deben los dados sumar 5, y esta suma se ob­
tiene en las condiciones siguientes :

Primer dado Segundo darlo '

1 4
:2 3
3 2
,1 1

Es decir, en cuatro casos; probabilidad :6'

Luego la probabilidad buscada es :

5 4 20 5
36 X 36 === 1296 === 324·

IV. Supongamos ahora el enunciado anterior con la variante de
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que n~'S es indiferente que la primera suma sea 5 Ó 6, 'Con tal de que 5
y 6 sean las sumas obtenidas.

De acuerdo con lo dicho en el problema 11, la probabilidad en este
caso será doble que en el anterior, es decir, igual a. :

v. &Cuál es la probabilidad de 'Sacar 3 bolillas azules seguidas, de
una urna que contiene 5 azules, 9 rojas, Y. 2 blancas, sin reponer la
bolilla extraída ~

S:e trata de una probabilidad compuesta en la que cada acontecí­
miento influye en el siguiente. Siendo 16 el total de las bolillas y
5 las. azules, la probabilidad de sacar una primera bolilla azul

, 5
sera -.

16
Quedan ahora 15 bolillas y de ellas 4 azules; luego la probabili-

dad de sacar la segunda bolilla azul es~. Análogamente, la proba­
15

bilidad de sacar la tercera bolilla azul es 3 v la probabilidad de
14' ti

sacar las tres :

5 4 3 1
16 X 15 X 14 === 56·

VI. Se tienen dos urnas; la primera contiene 5 bolillas blancas y
3 rojas; la segunda 7 blancas y 4 rojas. &Cuál es la probabilidad de
que sacando una bolilla de cada urna, sean rojas: las' dos.~

'En Ia primera urna el total de bolillas es 8, las rojas 3'; luego la

probabilidad correspondiente será~. .
8

En la segunda hay 11 bolillas, de las que 4 'Son rojas; la proba-

bilidad es .-±-.
11

Y como ambos casos se complementan, la probabilidad buscada es

3 4 3
8XII === 22

VII. Si teniendo las dos mismas urnas del anterior ejemplo se
vierte el contenido de una en la otra, &cuál será la probabilidad de
sacar dos bolillas rojas consecutivas: ~
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El total de bolillas es 19 ; las rojas son 7 ; luego la probabilidad de

sacar la primera holilla es ~.
19

Saeada ésta, quedan 18 bolillas y entre ellas 6 rojas, de donde la

probabilidad de sacar la segunda, habiendo salido la primera, es ~,
18

y la probabilidad que nos interesa

VIII. Se tienen' cinco urnas idénticas ; dos de ellas contienen res­
pectivamente 3 bolillas rojas y 5 blancas, y las otras tres contienen
cada ~na 4 rojas y 3 blancas. ~ Cuál es la probabilidad de que ele­
gida' una urna cualquiera salga una bolilla roja ~

¡Separemos las urnas en dos grupos ; el primero constituido por
las dos primeras y el otro por las otras tres. Ahora la probabilidad

de que la urna elegida pertenezca al primer grupo es ~; en esas .
, 5

urnas la probabilidad de que salga una bolilla roja es~. Y 1'3: pro­

babilidad de elegir unade esas dos urnas y sacar una bolilla roja

Análogamente, la probabilidad de que la urna elegida sea del 2°

grupo es ~ y Jade que elegida la urna salga una bolilla roja es 4
5 '7

Luego la probabilidad de que se elija una urna de este grupo y
salga una bolilla roja es

Pero a nosotros l? mismo nos da que la bolilla roja pertenezca al
primero ,o al segundo grupo de urnas, y como si sale del uno no
puede salir del otro, la probabilidad buscada es

3 12 69
20 +35 == 140·
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Siendo 4 las urnas y habiendo 3 de ellas: que por la composición
de sus bolillas satisfacen nuestro deseo, en la primera bolilla que de
ellas se extraiga, pues contienen bolillas de un solo color, el aeon­

tle'cü~iento no depende másque de Ia urna que elijamos, La proba-

bilidad deseada es igual -a ~_
4

x. ¿'Cuál es la probabilidad de que sobre 17 personas que van a
sentarse alrededor de una mesa, dos dadas resulten colocadas una
al lado de otra ~

ISupongamosque una ,de las dos personas que nos interesan no
cambie de asiento; es claro que a su derecha puede sentarse cual­
quiera de las otras 16; luego entre 16 casos posibles hay uno de que
la' persona que se siente a su derecha sea la requerida; la probabili-

dwd ,es así ~
16-

'I'ambién :es ~ la probabilidad de que se siente a la izquierda , y
16

como no nos interesa el lado en que se siente, y si se sienta .a la de­
recha no puede hacerlo a <la izquierda, la probabilidad es

XI. Se apilan al azar ocho volúmenes. Entre ellos hay una obra
en ,4 tornos, otra en 3 y la última en 1. ¿Cuál es la probabilidad de
que los tornos 'de calda 'Obra estén juntos ~

Los ocho volúmenes se podrán colocar de tantas maneras como
permutaciones se pueden hacer con 8 objetos, es decir : P 8 = 8 ! Este
es el número de casos posibles. . )

IC,alcule,mos ahora el número de casos favorables. Supongamos las
3 obras separadas, es decir, los 4 tomos de la primera' atados: entre
sí y Io imismo los 3 de la segunda. Tenemos, pues, tres grupos de
Iibros que pueden perrnutarse de 3 ! diferentes: maneras.

Ahora, los 4 tomos de la primera obra pueden en el paquete per­
mutarse de 4 ! maneras distintas y corno cada una de ellas .modifiea
la colocación general de los libros : 3 ! 4 ! serán las permutaeio­
nes favorables.

'Pero 10s 3 tomos 'de la segunda obra pueden pcrmutarse de 3 !
maneras distintas dentro del mismo paquete y corno cada runa de ellas
afecta también a cada disposición favorable de las ya calculadas, re­
sulta finalmente que 110s casos favorables son 3 ! 4 ! 3 !; luego la
probabilidad buscada es :
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314131 3131 3 3
SI ===SX6-X7XS===4X5X7°===140·

XII. Tres muebles idénticos, A, B Y C, tienen cada uno dos eajo-

. nes que Ilamaremos a y a' ~ y ~", AY A' respectivamente. En el lTIUe­
ble A ambos cajones tienen una moneda de oro cada uno. Los ca­
jones del mueble B tienen cada uno una moneda de plata; y en el
C el cajón Acontiene una moneda de oro y A' una de plata. ~ Cuál es
la probabilidad de que abriendo un cajón cualquiera encontremos
una moneda de oro ~

:Sien,do 6 el.total de cajones, de los cuales 3 contienen una moneda

de oro, inmediatamente se nos ocurre que la probabilidad es ~.

Más laboriosamente llegaremos al mismo resultado.

La . probabilidad de que d mueble elegido sea el A es~. La

probabilidad de 'que en uno de sus cajones encontremos una moneda
de oro es 1 puesto que ambos las contienen. Luego la probabilidad
de hallar una moneda de o~o en el mueble A es

La probabilidad de que el mueble elegido sea el B es 1 La de
3

que en él hallemos linfa moneda de oro -es 0, pues ninguno de sus ,dos
cajones la contiene. De aq-uí que la probabilidad de encontrar una
moneda de oro en el segundo mueble sea

· 1
3X O===O.

La probabilidad de que el mueble elegido sea el C es !. La de
3

que en él hallemos una moneda de oro es !, puesto que en el cajón
. 2

Ala hay y en el A' no. Luego la probabilidad de hallar una moneda
de oro en el tercer mueble es :

Pero corno nos es indiferente que la moneda de oro provenga del
mueble A, del B o del e; y corno si es de uno no puede ser de otro,
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es decir, .como se trata de probabilidades qu~ se exeluyen, la que nos
interesa es igual a la suma de las simples' obtenidas, o sea

XIII. Supongamos los -datos del problema anterior y que habiendo
abierto un cajón nos hemos hallado con una moneda de oro. ¿ Cuál
es la probabilidad de que en el otro cajón haya también una mo­
neda de oro ~

Desde luego, tenemos que desechar la hipótesis de que el cajón
abierto pertenezca al mueble B pues ninguno de sus dos cajones' se
halla en las condiciones expuestas en el enunciado : es evidente que.
se trata del mueble A o delC,

El cajón abierto puede ser tanto el a como el (j" o el A. 'Si fuera
<1, 'el segundo que abriríam.os sería el a', donde también se halla una
moneda de oro. Si fuera el a' deberíamos luego abrir el a y halla­
ríamos otra moneda de oro. Pero si el cajón abierto fuera el A, en
el segundo cajón, o sea el A', sólo encontraríamos una moneda 'de pla­
ta. De lo dicho se desprende que' pueden ser tres los cajones por abrir;
y de ellos, dos 'contienen una moneda de oro.

Siendo, pues, dos los casos favorables y tres los posibles, la pro­
babilidad deseada es

2
3

XIV. 'U~a urna contiene 3 bolillas blancas, 4 negras y.5 rojas.
ACuál es la probabilidad de sacar tres bol illas del mismo color sin
reponer las extraídas ~

Probabilidad de sacar tres bolillas blancas seguidas. Siendo 12 el

tetad de bclillas, la probabilidad de sacar la primera blanca es 3
12'

2 1la segunda _. y la tereera · luego la probabilidad de que
11' 10'

salgan loas tres bolillas seguidas es

3 2 1 1
12 X TIX 10 == 220·

Probabilidad de sacar _tres bolillas negras seguidas, La de sacar
4 . 3 2 ~

la primera es -; de la segunda -; y de la tercera 10. La pro-
12 11

babilidad de que salgan las negras seguidas es

REV. ClENC. ECOl'iÓM.



350 REVISTA DE CIENCIAS ECONOMICAS

4 3 2 4
'12X 11 X 10 == 220 ·

Probabilidad de sacar tres bolillas rojas seguidas. La de sacar la

primera es ~; la de la segunda ~; v de la tercera~. Luego la
. 12 11 . ti 10

de que salgan las tres rojas seguidas es

5 4 3 10
12 X 11 X 10 === 2io·

Pero como lo mismo nos da que las tres bolillas sean blancas, ne­
gras o rojas, con tal de que sean del mismo. color, y como si salen de
uno no pueden salir de otro, son probabilidades que se excluyen, y

la probabilidad que nos interesa es :

1 4 10 3
220+220+220 ===44·

X'V, S-obre una mesa hay 13 monedas con 5 caras y 8 escudos. &Qué
probabilidad hay de que separando 6 monedas al azar resulten 3
caras y 3 escudos ~

Determinemos, ante todo, los casos posibles. Son, evidentemente,
tantos como combinaciones pueden hacerse con 13 objetos tomados
de 6 en 6.

C:
3

=== 1716.

Veamos, ahora, los casos favorables.
Con cinco caras tomadas de tres en tres, formamos

e: === 10

grupos diferentes.
y con ocho escudos, tomados de tres en tres, formamos

e: === 56

grupos distintos,
'Como cada uno de los 10 grupos de 3 caras se puede combinar

con cada uno de los 56 grupos de 3 escudos, resulta que, en defi­
nitiva, podemos formar 10 X 56 = 560 grupos diferentes conte­
niendo cada uno tres caras y tres escudos. Tal es el número de
casos favorables.

y la probabilidad buscada, ,es, por lo tanto

560 140
1716 -4~9·
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XVI. Se tiene un juego de 48 cartas. Si se sacan tres, ¿'c'uál es
la probabilidad de que sean del mismo palo?

La salida de la primera no nos interesa pues no se trata de un
palo determinado, sino que la segunda y tercera sean del mismo
que la primera.

La probabilidad de que la segunda sea del mismo palo que la

primera es 11 pues hay 12 cartas de cada palo y ya salió un-a
47

de ellas. La probabilidad de la tercera, es 10. Luego la probabjli­
46

dad buscada, que es compuesta por complementarse las eventua-·
Iidades, es :

11 10 55
47 X 46 == 1081·

XVII. Se tienen tres urnas ': en la primera hay 5 bolillas blan­
casy 3 rojas; en la-segunda, 2 blanca.s y 10 rojas; en la tercera,.
11 blancas y 13 rojas. De una de esas urnasvelegida al azar, se sa-·
ca una bolilla blanca, &Cuál es la probabilidad de que .la bolilla ex-o
traída provenga de la primera urna más bien que de la segunda.
o tercera ~

La extracción de una bolilla depende de dos acontecimientos .'
elección de urna y elección de bolilla.

1La probabilidad de elegir la primera urna es - y la de sacar
3

una bolilla blanca ~ Luego la probabilidad de que Ia bolilla blan-·
8

ca sea de la primera urna es-

1La probabilidad de elegir la segunda urna es - y la de sacar una.
3

bolilda blanca es !; la probabilidad de que la bolilla sea de la se-­
6

gunda es, pues :

Análogamente, la de que sea de la tercera
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La probabilidad -que buscamos es relativa e igual, por lo tanto, a
la probabilidad del acontecimiento esperado dividida por la isuma
de las probabilidades de los acontecimientos que se toman en cuen­
ta. O sea:

5
24 1

5--1--rr-2·
24+18+72

XVIII. Se tiran dos dados simultáneamente y se repite -tres veces
la experiencia. ~ Cuál es la probabilidad de que salgan por lo menos
una vez el punto 5 y el punto 7 ~ .

La probabilidad de que la suma de los puntos que, marquen am-

bos dados sea 5 es ~- ~ !. La de que sea 7 eS' ~ === !. y la de
36 9 06 6

que la suma no sea ni una ni otra e-s, evidentemente

1-(~+~)===13
9 ti 18

Sean p, p', p" estas probabilidades.
La probabilidad de que los tres acontecimientos ocurran, y se su­

cedan en un orden dado es, a todas Iuces pp'p".
Pero si no n-os interesa el orden de presentación, los aconteci­

mientos podrán agruparse de tantos modos como permutaciones
se pueden hacer con 3 objetos, es decir de 3 ! = 6 maneras diferen­
tes. Luego, nuestra probabilidad sube a 6 pp'p".

Del mismo modo la probabilidad de que ocurra dos veces el pri­
.mer acontecimiento y una el segundo es, ateniéndonos a un orden
dado, ppp' = p2p'.

Que, no concediendo importancia al orden, se eleva a C3 1p 2p'
= 3 p2p', puesto que los dos acontecimientos se p'ueden'presentar'
de tantas maneras como combinaeiones pueden hacerse con tres ob­
jetos tomados dos a dos (o uno a uno).

y de inmediato se advierte que la probabilidad de que ocurra
una vez el primer acontecimiento y dos el' .segundo, es 3 pp'2.

La probabilidad que buscamos es la suma de las tres que aca­
bamos de, enumerar y que encierran todas las eventualidades posi­
bles para la realización de nuestro propósito. Tenemos así :
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, 'XIX. Supongamos tener a la vista medio naipe, en la .forma que
indica la figura. &Cuál es: la probabilidad de que sea un siete y C'uár
la de que sea un ocho ~ '(1).

I
. t •

La carta puede ser .un siete lo mismo que un och,o.' Pero en el
ocho las dos mitades son iguales, mientras que, el siete, sólc rnostra­
rá esa disposición en su. mitad superior. ASÍ, el núrpero de casos po-
sibles es 3. i

El de favorables para que sea un siete, es :1 y para que sea un
ocho, 2.
.~' 'LiH~ió··ta probabilidadde 'que sea'un ocho es

2

3

y la de que sea un siete

1
·3

'/

/'\XX.·Un:a· urna contiene 'm botillas numeradas de 1 am. Se extraen
de .ella n' bolillas. ¿Cuáles- la probabilidad de 'que entre' estos n'nú:";
meros' haya k previamente elegidos r

Desde. luego, del enunciado se, desprende que debemos tener :

»>».
n> le

Los n números que extraeJPo~pueden comprender cualquiera de
los m que contiene la urna. Luego el número de casos que se ,pue­
.den presentar será igual a las' combinaciones de m' objetos. tomados
de¡n,:en·~n:.:,Esto es :

1 1l _ In (m - 1) (m - 2) ... [n1 - (n -,- 1)J_. In 1e -, 1 "l.·.. ' -"---'---.=-:---.
m . .' . . I tt 1 '.' ti ! (m, f- n) 1

(1) Este problema," debido al actuario' francés Quiquet, es un ejemplo
típico de lo 'f·á'cil que es erra!' al enumerar los i casos .posibles Y,. favorables. Lo­
primero que se. le .ocurre a uno es decir" que ambas probabilidades son iguales...
Un análisis .más detenido d,e'la cúestíón permite hallar la solución verdadera.
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El número de casos favorables es el número de casos en que los
k números están comprendidos e-n este grupo (de n números, es decir,
el número de combinaciones en que están los k números.

Pero nosotros sabemos que el número de combinaciones de m
objetos tomados de n en n, que contienen p objetos determinados
es igual al número de combinaciones que se puede formar con m-p
objetos tomados de n-p en n-p. Lu-ego el número de casos favorables
.es :

11-k '(In -k)!
C .== "

m-!: (n-k)! (m-n)!

La probabilidad es, entonces :

(nl-k) !
(n-ll:)! (nl,- n)! (nl-ll:)! n!

In! ==(n-k)!m!"
n!(m-n)!.

XXI. 'Con los datos del problema anterior, ¿qué probabilidad
tiene una persona que haya elegido ti números antes de la extracción
de acertar k de ellos?

Desde luego :

k<n.

En el caso anterior se elegían k números, que se debían acertar.
Ahora se eligen n números para acertar entre ellos k.

, Como cualquiera de los n números puede formar parte de los k,
el acontecimiento se produce de tantos modos como combinaciones

- se pueden formar con n elementos tomados de k en. k, es decir :

ke;
En el caso anterior, la probabilidad de acertar k números eligien­

do k era :

(nl-/l:)!n!
(n-k)!m!"

....J\.hora los casos en que podemos acertar son (~k veces más. La
n

probabilidad busca/da será-

p=~m-k) 1nI X d _ (m-k) 1n! _,_~_l! _
(n-k)!m! n-(n---'-k)lmIXkl(n-k)!-

(111-k) n! n! (In-k)! (n 1)2
-(n-k)! m! k 1(n-k) 1== /l:! [(n-/l:)! ]2 1n 1"

Apliquemos la fórmula hallada a u-n ejemplo numérico.
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En un bolillero hay 90 números y se extraen 50 &Qué probabilidad
, hay de acertar 2 previamente elegidos ~

p==(n2-1l;) Inl
o

(n-k)'! mI

(90 - 2) 1 X 5 1 5 1X 88 1 '3 1X 4 X 5 X 88 ! '
P = (5 - 2) ! X 90 ! = 3 ! X\J/fT . 3 ! X 88 ! X 89 X 90 =

~ 4X5 _ 2
-89 X 90 -'801°'

Es la probabilidad que tiene un jugador de acertar un ambo.
La de acertar un número es :

p_ 5! X89! _ 1
"-41X90I-1So

La de acertar un terno .:

5!X871 l'
p= 2! X90! = 11748'

La: de acertar un cuaterno

5! X 86 1 1
P == --90-1- == 511038°

1! la de acertar una quina (o. lotería) (1)

5185 1
P == O! 90T== 43949·268

Si quisiéramos calcular la probabilidad de acertar un número tOA
mando 5, tendremos :

(1) Recordemos que por una convención se admite que O ¡ == 1.
O! en sí no representaría nada, pero para uniformidad de los desarrollos

se le da ese valor, basado en que

Pm=m!

oo. Po==O!.

Ahora, si en la expresión

Pm==mPm-i

hacemos m == 1, tendremos

Pi = IPo == Po

y como Pi == 1

1==01.
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. Aplicando la fórmula calculada :

(m-k)!(n!)2 89!X(5!)2 5
k !'[(n -/f) 1J2 m! === (41)2 X 90! === 18'

Para' un ambo hallaríamos

s, aplicando la fórmula

88!X(~!)2 _ 20
2! X(3 !)2X90'! -SOl'

Para un terno

C3 x _1_===_5_,
'5 11748 5874

Para cuaterno'

e'X l' _ 5
-4

5 511038 - 5.11038'

Y. para una quina (o lotería)' :

e5 1· 1
5 '4394:9268 === 43949268"

XXI.' Una persona introduce una 'mano en un saco que contiene
un cierto número de semillas, granos', ·etc., de reducido tamaño, -sr
extrae, .un puñado. ¿Cuál es la probabilidad de que el número ex­
traído sea par?

Recordemos, ante todo, que si en la fórmula del binomio (a + b)m
hacemos a = b =1 nos resulta :

+C'''I 1 + (~ 2+('0+ +C·"Im
.~~. ===.1. . m. ..Jm ..Jm •••. m

1 2+ 3+ 1112m-1 'Cm+Cm Cm ... +CTJ1;

es 'decir, que el número total de combinaciones que se pueden hacer
con m objetos tomámdolos de todos los modos posibles es ig'ual a la
emésima potencia de 2, disminuida en 1.

Recordemos también que si en el desarrollo de la fórmula del
binomio (a - b ) m hacemos a = b = 1 tenemos

1 ·23
(l-l)m === O=== 1~ Cm +.Cm-Cm+... ..
,1 3 5 2 4 6

(Jm+ Cm+Cm+ ... ===,1 +.Cm+Cm+ Cm + ...
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Es decir, que el número de combinaciones que pueden hacerse COl1~

m objetos ionuindolos de todos los modos posibles, pero de mane~'~

'que en cada, combinacioti entre siempre un niimero .invpo»: de ele~.

menios, es mayor en una unidad. que el nicmero ~otal de combina­
ciones que con los mismos m oojetos se puede formar tomándolos de
todos los modos posibles p-e.ro entrando .en cada combinacum 'un nú­
mero-par de elementos. "

Si representamos por 1 el número total de combinaciones que con­
tienen un número impar de elementos y por P el de las que contie­
nen un número par, nos resultará .:

Por otra parte, sabernos que el total es igual a 2 m
- 1, es decir

I+P === 2m-l (~)

de donde, reemplazando en (~) 1 por su valor en (ex) :

P + 1 + P === '2 m
- 1

P === 2m ., 1~ - 1

.. l' 2~:- 1.

Luego hay siempre una ventaja a favor de la salid.a de un núme­
ro impar de objetos, por haber un caso favorable. más.

Esta ventaja disminuye a medida que aumenta el número de
objetos. Siendo m este número, la probabilidad pedida es :

2m - 1-1

2m-l ·

La probabilidad de extraer un número impar de objetos es

2m - . 1

2m-l

XXIII. A y B juegan un match, Sus probabilidades respectivas
de .ganar una partida son entre sí como a : b. ~ Qué probabilidad tje­
~le cada uno de ellos de ganar el match, si para ganarlo hay que
ganar dos partidas 'seguidas? .

La probabilidad que tiene .A deganar'una partida es a +6.·
y la de ganar dos consecutivas
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Para B, las probabilidades de ganar una partida, y de ganar dos

consecutivas son

y
b2

(la + b)2

respectivamente.
y la de que, de· dos partidas consecutivas gane una. cada uno

es :

Ocupémonos ahora de A y admitamos que ganó la primera par­
tida.

Puede ganar, entonces, ganando la la y 2a o, si pierde la 2a, ganando
la 3a y 4a, o si pierde la 2a y4a , ganando la 5a y 6? Y así sucesiva­
mente.'

A dichas eventualidades corresponden, respectivamente, las pro­
babilidades

(a+ b)2'
a2 ab

(a+ b)2· (a+ b)2;
a
2

[ab]2
(a+ b)2· (a+ b)2 ...

La probabilidad de A de ganar mediante wna cualquiera ée esas
eventualidades es, :

a2 a2 ab a2 f ab]2 '
(a + b)2 + (a+ b)2 .' (a+ b)2 :- (a+ b)2 •l(a + b)2· +...

Progresión geométrica decreciente de primer término igual a
a2' , ab

J" de razon ---- cuya suma es :
( a. + b)2 .(a. + b)2

(a+ b)2 a2 a2

1 _ ab - (a+b)2 . ab - a2 +ab+ b2
•

(a+ b)2

Pero A también puede ganar perdiendo la primera partida. En
tal caso" para ganar debe ganar la 2? y la s-, o la 4a y la 5a o la

_6"- Y la T" ...
Las. probabilidades respectivas' de esas. eventualidades son :

b a2 \ b a2 ab

a+ b • (a+ b)2 ; a+ b · (a+ b)2 •.(a+ b)2 ;

a~ b' (a~ i»: [(a~ b)2f
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En total, la probabilidad de ganar de A, perdiendo la primera
partida, es :

b a2 b a2 , ah
a----¡=b' (a+ b)2 +a+ b ' (a+ b)2' (a+ b)2 +...

Progresión geométrica decreciente de primer término igual a

a2 b d ,. r • ab S---- .y e razon 19ua a .. TI suma es :
(a + b)3 (a+b)2

a2b

Luego, la probabilidad de A de ganar, en cualquier forma que
sea, es :

a2 a2b a3 + 2a2b
a2+ab+ b2+ (a2+ab+ b2) (a+ b) = (a2+ ab+b2) (a+ b)'

La de B se obtendría de un modo análogo, pero sin necesidad de
repetir el cálculo podemos establecerla con sólo poner' a en lugar
deb y recíprocamente en la expresión hallada.

Tenemos, así, para B la probabilidad :

b3 + 2ab2

(a 2 +ah+ b2
) (a+b)·

La suma de ambas probabilidades es uno, COfiO es lógico y como
es fácil comprobar.

(Continuará.)

JosÉ GONZÁLEZ GALÉ.
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