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Apuntes sobre el calculo de las probabilidades (™

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

1. Una urna contiene 15 bolillas, de las que 5 son azules, 7 blancas
¥ 3 rojas. Si se extrae una bolilla al azar, ;cudl serd su color?

Para poder dar una respuesta exacta seria necesario conocer a
ciencia ciérta la colocacion de las bolillas en la urna y las variacio-
nes que van a producirse dentro de ella al removerlas. ‘

No poseyendo ninguno de estos datos, nada podemos afirmar al
respecto, v sélo decimos que la salida de una bolilla determinada
depende del « azar ».

iComo se ve, el « azar » no es, en este caso, mas que una palabra
elegida para encubrir nuestra ignorancia. Y lo mismo acontece
siempre, cualquiera que sea el fenémeno de que se trate (2). En la
naturaleza no existe el « azar », y, si para nosotros existe, es tnica-
mente porque lo limitado de nuestra inteligencia nos impide, en una
infinidad de ocasiones, penetrar las causas y las leyes que rigen
la produccién de los acontecimientos.

Desconociendo Ias causas que han de influir para que se produzea

- (1) ZEstos Apumtes fueron redactados, primeramente, por un grupo de alum-
nos de segundo afio de la Facultad de ciencias econémicas. Corregidos, més tarde,

por otro mfcleo de estudiantes y, finalmente, leidos por mi. No constituyen,’

pues, un curso orginico de la materia. Les faltan, para ello, muchos requi-
sitos. Pero entiendo que, tal como estdn, pueden prestar dtiles servicios a los
estudiantes, y por ello los doy a publicidad hasta tanto llega el momento en
que pueda presentarlos en forma méas adecuada.

(2) Como es lbgico, nos referimos exclusivamente a los fenomenos fisicos,
sin entrar a .comsiderar los de orden moral.
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un suceso mas bien que otro cualquiera, nos vemos obligados a ava-
luar qué eircunstancias por nosotros conocidas pueden influir en
su produceidén. :

En el ejemplo propuesto, nuestra ignorancia acerca de la colo-
cacién de las bolillas en la urna y de las variaciones que, al mover-
las, se producirdn, nos impulsa a considerar como igualmente po-
sible la salida de una cualquiera de las 15 bolillas que hay dentro.

Por eso decimos que hay quince casos posibles. De las 15 bolillas,
5 son azules; luego, para que salga una azul tiene necesariamente
que salir una de esas cinco; es decir, que hay cinco casos favorables
a la salida de una bolilla azul. Los casos favorables estin en la
relacién de 5 a 15 con respecto a los posibles. Esta relacién es lo
que se llama PROBABILIDAD.

Probabilidad de un suceso es, pues, la relacién del nlimero de
casos favorables al nlmero total de easos posibles, cuando todos
los casos son tgualmente posibles.

En el ejemplo considerado, la probabilidad de que sea azul la

-bolilla extraida es 13 la de que sea blanca v

= l5;ylade que

sea roja 3
15

2. La definicién que acabamos de dar contiene una condicién
que es preciso tener siempre en vista. Decimos cuando todos los
casos som igualmente posibles; es decir, que en el ejemplo propuesto,
admitimos que el color de las bolillas contenidas en la urna mno
nfluye en la probabilidad de su salida. La definicidn, asi, se presta
a la critica, puesto que se vale implicitamente del comcepto mismo
que pretende definir, pero es indispensable fijar desde luego tal
limitacién, pues su olvide podria hacernos caer en errores groseros,
seglin veremos méas adelante al examinar algunos problemas.

3. Ocurre a veces que no conocemos con exactitud el nimero total
de casos posibles ni el de casos favorables. Sélo sabemos que después
de hacer = pruebas en igualdad de condiciones, el acontecimiento
A que nos interesa, se ha presentado m veces.

. .,om .
No podemos afirmar que la fraceién — sea realmente la probabi-
n

Iidad de A. Pero si el ntimero de pruebas =, es suficientemente

. . . . .y m
grande, la experiencia nos permite afirmar que la fracecién — ha de
n

diferir poco de la probabilidad de A. La fraceién ' obtenida de
n

un modo experimental, es lo que se llama la frecuencia.
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4, Supongamos que tenemos un dado comin, de seis caras; ;cudl
es la probabilidad de que al arrojarlo se presente al punto 6¢?

Evidentemente % puesto que son 6 las caras — casos posibles — y

s6lo una de ellas es el seis — caso favorable.
Pero después de lanzarlo un gran némero de -veces, digamos
6000, encontramos que el 6 slo se ha presentado 400 veces. La fre-

cuencia es 6—4(:)%—00:11—5 ; Qué consecuencia sacamos del hecho? Que

el dado ofrece, evidentemente, un defecto de fabricacién que difi-
culta la presencia del 6, o en otros términos, que los seis casos no
son igualmente posibles.

Se ve, pues, por esto, que la observacién de la frecuencie permite
investigar si los instrumentos materiales (dados, bolilleros, naipes,
ete.) son normales o defectuosos.

A este respecto cabe recordar la anéedota que cita Bertrand en
el prélogo de su belle libro sobre probabilidades.

Un dia, en Népoles, un hombre de la Basilicata, en presencia del
abate Galiami, agit6é tres dados en un cubilete y aposté a que sacaba
2 seis. Y lo hizo. El caso es posible, se dijo. Repitié la experiencia
otra vez con el mismo resultado, y nadie observé nada. Pero cuando
una tercera, una cuarta, una wquinta experiencia produjeron el
mismo resultado de sacar los 3 seis, el abate no pudo mis y ex-
clamé : « Sangue dv Bacco. Esos dados estdn cargados. » Y lo es-
taban. ;No era posible el hecho? Si, teéricamente lo era, pero su
probabilidad era tan pequeda, gue prdacticamente era imposible.

5. Lio que acabamos de exponer nos permite formular la que, con
Castelnuovo, llamaremos ley empirica del azar, y cuyo enunciado
es el que sigue _ :

« En una serie de pruebas, repetidas un gran nlimero de veces
en igualdad de condiciones, cada uno de los acontecimientos posibles
se manifiesta con una frecuencia relativa, que es, sobre poco méas o
menos, igual a su probabilidad. La aproximacién crece, ordinaria-
mente, a medida que crece el nimero de pruebas. »

Es preciso insistir en que esta ley empirica del azar ofrece un
cardcter particular que hace que no se la pueda parangonar con
los postulados geométricos. En estos altimos, la certidumbre que
implican es absoluta, dentro de la relatividad de los conocimientos
humanos. Dos lineas paralelas, dentro de la geometria euclidea,
deben forzosamente no encontrarse jamés.

Si lanzamos un dado al aire 60. 000; 600. 000 600.000.000 de
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veces, cada punto se presentard un nimero de veces que diferira
muy poco relativamente, de 10.000; 100.000; 100.000.000 de veces.
La probabilidad de que en este tiltimo caso, un punto dado, el einco,
por ejemplo, salga s6lo un millén de veces en lugar de cien millones,
es de una pequefiez que hace que podamos considerar el caso como
prdcticamente imposible. Sin embargo, no hay ninguna smposibilidad
material para que tal cosa ocurra.

Més adelante, al estudiar el teorema de Santiago Bernoulli, ten-
dremos ocasién de volver sobre este punto. Ahora, sélo hemos que-
rido fijar ciertos conceptos, desvanecer ciertos prejuicios y evitar
errores de interpretacién muy comunes.

6. Lia probabilidad est4 siempre expresada por una fraceién pro-
pia. No se concibe, en efecto, que pueda haber méas casos favorables
que posibles, y si el niimero de unos y otros fuera igual, la relacién
que expresa la probabilidad seria igual a uno; pero entonces no
habria ya probabilidad, sino certeza. De una urna que no contiene
sino 20 bolillas blancas, tan s6lo una bolilla blanca puede salir.

Uno es, pues, el simbolo de la certeza. Por otra parte, si no hay
ningGn caso favorable a la produccién del acontecimiento, es evi-
dente que éste no se puede producir. Si en una urna donde hay 20
- bolillas de distintos colores, ninguna de ellag es blanca, la probabi-

lidad de sacar una bolilla blanca es a todas luces —2% = 0.

Cero es, pues, el simbolo de la imposibilidad, que en cierto modo,
es también una. certeza.

7. Probabilidad contraria es la de que no se produzea un acon-
tecimiento dado.

Esta probabilidad sers, evidentemente, igual a la relacién que
existe entre el nGmero .de casos desfavorables a la produceién del
acontecimiento y el niimero total de casos posibles.

Siendo f el ntimero de casos favorables para que un sUCEsO acom-
tezca y d el nimero de casos desfavorables, es evidente que el na-
mero total de casos posibles serd f -+ d.

La probabilidad de que el suceso ocurra serd que repre-

/
e

sentamos por p.
. d . .
Y la contraria _—f—_d_ que simbolizamos por gq. -
Como el acontecimiento se produce o no, es indudable que la
suma de ambas probabilidades ha de ser igual a uno, y asi es, en
efecto : .

ptqg=1 ... p=1—q ... g=1—p.
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Luego, restando de uno la probabilidad de que el acontecimiento
" se produzca, tendremos la probabilidad contraria. '

8. Lia probabilidad de que acabamos de ocuparnos es la probabi-
. lidad simple, llamada asi porque depende de una sola eventualidad.

Pero puede ocurrir que la produceién de un suceso dependa de
varias eventualidades. Dos casos pueden, entonces, presentarse : que
dichas eventualidades se excluyan o que se complementen.

En el primer caso la probabilidad es total; en el segundo, com-
puesta.

9. La probabilidad total es igual o la suma de las probabilidades
simples que la componen., Una urna contiene ¢ bolillas azules, b
blancas y e encarnadas. ; Cuél es la probabilidad de que salga una
bolilla azul o blanea? -

Llamemos py, pey> Py @ las probabilidades respectivas que co-
rresponden a la salida de una bolilla azul, una blanca o una encar-
nada. Como si sale una azul no puede salir una blanca, es deeir, como
se excluyen ambas eventualidades, la probabilidad es total. Y de-
cimos que es igual a la suma de las probabilidades simples de dichas
eventualidades. '

P =pwy-+pe-

En efecto, el ntmero total de casos posibles es igual al nimero de
bolillas que la urna contiene, es decir, @ 4+ b + e, y el nimero de
casos favorables es igual a la suma de las bolillas azules y blancas
que hay en la urna: ¢ + b.

Luego la probabilidad es :

_a4-b a b o
P_a+b+0_d+b+e+(¢+b+c—l)(“)+p(b)'

10. La probabilidad compuesta es tgual al producto de las pro-
babilidades simples que la forman. .

Dos urnas contienen : la primera a bolillas azules y b blancas, la
segunda o’ bolillas azules y b’ blancas. ;'Cudl es la probabilidad de
sacar dos bolillas azules, sacando una de cada.urna?

La probabilidad de sacar una bolilla azul de la primera urna es

—j_-—g_—_ p; v la probabilidad de sacar otra, también azul, de la se-
p :
| b'ndaes C
gu ? a:_‘_ bl_p :

Como para que el suceso se produzca es preciso que salgan las
dos bolillas azules, es decir, como ambas eventualidades se comple-
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mentan, la probabilidad es compuesta. Y decimos que es igual al
producto de las probabilidades simples de dichas eventualidades.
Llamando P a esta probabilidad, hemos de tener :

P=p.p.

En efecto; cada una de las ¢ -+ b bolillas de la primera urna
puede combinarse, al salir, con cada una de las ¢’ 4+ b’ de la otra.
El ntmero de combinaciones que pueden formarse entre lag boli-
llas de ambas urnas es :

(a-) (@+b).

Este es, pues, el ntimero total de casos posibles. De igual modo,
cada una de las ¢ bolillas azules de la primera urna puede, al salir,
combinarse con cada una de las ¢’ de la segunda. El nimero total
de casos favorables es, por consiguiente : ea’. La probabilidad es,
entonces :

! !

L aa a a .
T @@+ atb gty P

11. OBsErvAcIONES : I. Puede ocurrir que el primer acontecimiento
sea tal que su produccién influya en la del segundo. Sea, por ejem-
plo, una urna que contiene a bolillas azules y b blancas, y que se
quiera averiguar cudl es la probabilidad de extraer dos bolillas blan-
cas seguidas sin reponer la bolilla sacada.

La probabilidad busecada es :

P

b b—1
at+batb—1
puesto que una vez que salié en la primera extraccién una bolilla
blanca, sélo quedan en la urna ¢ 4 b — 1 bolillas y de ellas hay
- b — 1 blancas. Liuego, la probabilidad de sacar una bolilla blanca

(habiendo salido la primera) es —Ii—b_l—l y la de que concurran

ambos acontecimientos.
b b—1
atbafb—1
Otro ejemplo : Una urna contiene noventa bolillas numeradas de
1 a 90; jcual es la probabilidad de que la primera bolilla extraida
sea, a la vez, un nGmero maltiplo de 15 y de 18¢

Cada 15 ntmeros consecutivos hay uno miltiplo de 15; cada 18
hay uno miltiplo de 18. Luego en una serie de ntmeros consecu-
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tivos, la probabilidad de que salga un nimero niﬁltiplo de 15 es 1%

y la de que salga un maltiplo de 18 es I]§

i Ser i><1—18— la probabilidad de que el nGmero extraido sea, a

la vez, maltiplo de 15 y de 18?% No, porque el primer acontecimiento

influye sobre el segundo. Ser multiplo de 15 es serlo de 3, vy 3 es

divisor de 18. Entonces, bastara que el cociente de dividir el ni-

mero por 15 sea divisible por 6 para que el ntmero lo sea por 18.
Luego la probabilidad buscada es :

1 1 1
1556 =90"

Efectivamente, cada noventa nimeros consecutivos hay uno di-
visible a la vez por 15 y 18, es decir, por 90.

II. Demostrado este teorema para un acontecimiento que depende
de otros dos, facil es extenderlo a tres, cuatro, ete. Liuego es general.

12. La probabilidad « relativa » de gue un suceso se verifique mds
bien que otro, es igual al resultado de dividir la probabilidad del
acontectmiento que se espera mds bien que otro por la suma de las
probabilidades de los acontecimientos que se toman en cuenta.

Si de un bolillero que contiene bolillas de colores distintos : blan-
cas, rojas, negras, violetas, azules, se extrae una al azar, jcual es
la probabilidad de que sea blanca mds bien que roja o negra? -

Segtin el enunciado, llamando P a la probabilidad buscada, de-
bemos tener :

N P L

e Pe pey

En efecto, podemos prescindir de las bolillas azules y violetas,
puesto que aunque salga una de ellas no influye en el aconteci-
miento que nos interesa. Dejando, pues, esas de lado, el ntimero de
casos posibles es de n - b 4 r. El de casos favorables es b; la pro-
babilidad de que salga una bolilla blanca mds bien qﬁe negra o roja
es :

P b
T n-kb4r

multiplicando numerador y denominador por 1 (donde s es el ni-
s

mero total de bolillas que hay en la urna)
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b

P— s Py .

0 b . o )+ Poy
BT Doy P+ Py

13. Consideremos ahora el caso de que tuviéramos dos urnas con-
teniendo cada una bolillas de distintos colores. Sea p la probabi-
lidad de que salga una bolilla blanca de la primera y p’ la de que
salga de la segunda. :

Serdn, por definicién : g =1—p, la probahilidad de que la bo-
lilla que salga de la primera urna no sea blanca, y ¢'=1—7p’ la
probabilidad de que tampoco lo sea la que se saque de la segunda.

Por el teorema de la probabilidad compuesta, tendremos, que ex-

trayendo una bolilla de cada una, seran :

' pp’ la probabilidad de que las dos bolillas sean blancas.

99 = (1—p) (1—p’) la de que ninguna de las dos bolillas sea
blanca.

pq =p (1-—9p’) la probabilidad de que Gnicamente sea blanca la
bolilla extraida de la primera urna.

qp’ = (1—p) p" la de que tan sbélo sea blanea la bolilla que salga
de la segunda urna. :

Como no hay méas eventualidades posibles que las correspondien-
tes a las cuatro probabilidades analizadas, su suma ha de ser igual
a uno. Y en efecto :

w1 0—=p) A=p)+p(1—p)+A—p)p'=

=pp 4 1—p—p +pp+p—py-p—p'=1
Si ahora queremos averiguar cudl es la probabilidad de que salga
por lo menos una bolilla blanca sin ponernos a investigar de qué
urna sale, es evidente que el hecho se producird tanto si la bolilla
blanca sale de la primera como si sale de la segunda o como si sale

de las dos. Todas estas eventualidades se excluyen; luego la proba-
bilidad buscada es : ‘

p(A—p)+p (L—p)4-pp'=p—pp +p' —pp+pp'=p+p—pp-

Podriamos haber razonado de este modo también : la probabili-
dad de que salga por lo menos una bolilla blanca es la contraria de
que no salga ninguna. La de que no salga ninguna es :

99 =1 —p) (L—p)-
La probabﬂidad buscada es, pues :

1—gg=1—1—p) A—p)=1—[1—p—p 4 pp]=
=1—1+gpip—p=p+r—rpr
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que es el resultado que hallamos antes por *otro procedimiento.

14. 8i ahora gueremos caleular la probabilidad de que por lo me-
nos une vez no se produzea la salida-de la bolilla blanca, es evidente
que serd la coniraria de que acontezea dos veces, o sea :

l—ppf=1—(1—q) (1—q)
desde que : p=1—¢q y p'=1—¢q" efectuando los calculos ten-
dremos :

L—pp=1—(0—=)A—=9)=1—1+4q¢+44¢—qf=
=
Al mismo resultado se llega, evidentemente, sumando las proba-
bilidades de las tres eventualidades que corresponden a la salida de
una bolilla no blanca por lo menos una vez : '

P P90 =A—9) ¢+ 1—9) g9 =
=q¢—q9+9—9¢+99=9+79—99

15. Vamos a considerar, ahora, tres acontecimientos en lugar de
dos. Supongamos tres urnas conteniendo cada una bolillas blancas
mezcladas con otras de distintos colores. Sea p la probabilidad de
que salga una bolilla blanca de la primera urna y g su contraria.
Para la segunda urna sean p’ la favorable y ¢’ la contraria. Y para
la tercera p” y ¢ respectivamente. .

Vamos a determinar los casos que en tales circunstancias pueden
presentarse. Son ocho, a saber :

1° Que salga una bolilla blanca de cada urna. En tal caso las pro-
babilidades simples serdn p, p’ y p”, y la probabilidad compuesta
el producto de ellas, o sea ppp”;

2° Que sblo de las dos primeras urnas salgan bolillas blancas. En
tal caso la probabilidad serd : pp'q”;

3° Que salga sélo de la 1* y 3*-urnas; luego la probabilidad es :

1ot

pap;
4° Que s6lo se presenten en las dos Gltimas urnas : gp'p”;
5° Que salga bolilla blanca de la primera urna y no de las ofras

VN

dos : pg'q”;

6° Que salga tan sélo de la segunda; tendremos : gp'q”;

7° Que salga s6lo de la tercera : qg'p”;

8° Y, finalmente, que no se presente en ninguna de las tres urnas.
Lia probabilidad es, entonces : gq'q”. ‘

Representando estas distintas probabilidades por P,, P, P, etc,
v substituyendo q, ¢’ y ¢’ por sus valores en funcién de p, p’ y p”,
~que son (1—p), 1—p") y (1—p’), obtendremos los siguientes

resultados :
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PPY”
pq" = pp' (1—p") = pp'— ppp"

s = pqp’ = pp" (1L —p)=pp"—ppp”

s = qpp" =pp" (L—p)=pp"—ppp”
Po=pgq’'=p (1 —p) (1—p")=p—py'—pp"+ppp”
Py=qpq'=p (L—p) A—p")=p —py' —pp"+pprp"
Pr=qqp"=p" (A —p) A—p)=p"—pp" —pp" +ppp’
Py=90¢"=(1—p)A—p)A—p")=1—p—p'—+pp'— "+

+ pp" PP — pPp"-

Siendo estos los ocho casos posibles, la suma de todas las proba-
bilidades caleculadas debe darnos 1 o sea la certeza.

Facil es, ahora, caleular probabilidades totales particulares. Asi,
por ejemplo, si se quiere saber cudl es la probabilidad de que en
las tres extracciones salga al menos una bolilla blanca, sabiendo que
en los ocho casos sale por lo menos una bolilla blanca, salvo en- el
tltimo, la probabilidad pedida seri igual a la suma de las siete pri-
meras. Pero todas suman 1; luego dichas siete sumardn uno menos
la Gltima, esto es :

-

0l

2

RN

T—q9q"

Si se quiere saber cudl es la probabﬂi’dad de que en las tres ex-
tracciones no salga siempre una bolilla blanca, basta excluir sola-
mente P, y tendremos : .

1 —pp'p”.

Ahora, si se quiere saber cudl es la probabilidad de que en las tres
extraceiones salga solamente una bolilla blanca, no importa de qué
urna, la probabilidad deseada serd :

PoA4-Py 4 Pr=pgq" +ap'q" + aqp"-
La probabilidad de que en las condiciones anteriores salgan dos
bolillas blancas sera :

Py Py~ P =pp'q” +pgp” +qpp”-
La probabilidad de que salgan tres blancas serd :
pr'p”-
Y, finalmente, la de que no salga ninguna bolilla blanca :

999"
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(o)
<

II
ALGUNOS PROBLEMAS

17. 1. ;Cudl es la probabilidad de que en dos cartas extraidas de
una baraja que consta de cuarenta, la primera sea un as y la se-
gunda un dos?

Se trata — como se ve — de calcular una probabilidad compuesta,
perteneciente a la categoria en que el primer acontecimiento in-
fluye sobre el segundo. Siendo cuarenta las eartas y cuatro los ases,
la probabilidad de sacar uno de ellos a la primera extraccién serd

4 1
4010

Quedando ahora 39 cartas y siendo cuatro los doses, la probabili-

dad de sacar un dos en la segunda extraccién serd de

4

39
y como la probabilidad compuesta es igual al producto de las pro-
babilidades simples, la que buscamos es

1 4 2

107°39 1957

II. Supongamos ahora el mismo enunciado del problema anterior,
pero con la salvedad de que no nos interesa el orden de extraccién
lo mismo nos da que salga primero el as como que sea el dos, con tal
de que ambas sean las cartas extraidas. Las condiciones del problema
varian entonces. En la primera extraccién, por sernos indiferente
que salga un umo o un dos, tenemos ocho casos favorables sobre cua-
renta posibles; luego la probabilidad simple es

8 1

40 5
Han quedado 39 cartas, que son los casos posibles, y 4 los favora-
bles, pues si salié un as en la primera extraccién debemos sacar un
dos en la segunda, y si salié un dos en la primera, habremos de sacar
un as.en la segunda. Luwego esta segunda probabilidad simple sera

. 4
igual a 3 v la compuesta que deseamos encontrar
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T4 _ 4
5789 195

Comparando los resultados, vemos que el segundo es doble que el
primero. HEsto se debe a la indiferencia mencionada con respecto a
la primera extraccién, lo cual duplica necesariamente la probabi-
lidad del acontecimiento.

ITI. Se tienen dos dados y se echan dos veces; jcudl es la pro-
babilidad de que los puntos sacados sumen 6 la primera vez y 5 la
segunda ?

Se trata- de una probabilidad compuesta en que el primer acon-
tecimiento no influye sobre el segundo.

Cada cara del primer dado puede combinarse, al salir, eon cual-
quiera de las del otro. Liuego los casos posibles son 6 X 6 = 36. Vea-
mos cuantos son los favorables. En el primer tiro los dados_deben
sumar seis, y esto se obtiene en las siguientes condiciones :

Primer dhdo Segundo dado

5 { 1
1 i 2
2 1
1 3

Es decir, en cince casos. La primera probabilidad simple es,
5 ' ‘
pues, —.
36
En el segundo tiro deben los dados sumar 5, y esta suma se ob-
tiene en las condiciones siguientes

Primer dadoe Segundo dado

He OO B
ORY GO W

Es decir, en cuatro casos; probabilidad ;‘_6

Luego la probabilidad buscada es :

St 20 b
367336 1296 324"

IV. Supongamos ahora el enunciado anterior con la variante de
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que nos es indiferente que la primera suma sea 5 6 6, con tal de que 5
y 6 sean las sumas obtenidas.

De acuerdo con lo dicho en el problema I, la probabilidad en este
caso serd doble que en el anterior, es decir, igual a. :

10
324"

V. ;Cuél es la probabilidad de sacar 3 bolillas azules seguidas, de
una urna que contiene 5 azules, 9 rojas y 2 blancas, sin reponer la
bolilla extraida ?

Se trata de una probabilidad compuesta en la que cada aconteci-
miento influye en el siguiente. Siendo 16 el total de las bolillas y
5 las. azules, la probabilidad de sacar una primera bolilla azul
serd, i

16

Quedan ahora 15 bolillas y de ellas 4 azules; luego la probabili-

dad de sacar la segunda bolilla azul es % Anélogamente, 1a proba-

bilidad de sacar la tercera bolilla azul es 131 vy la probabilidad de

’

sacar las tres : o
5 4 3 1
16515 °14 56
VI. Se tienen dos urnas; la primera contiene 5 bolillas blaneas y
3 rojas; la segunda 7 blancas y 4 rojas. ; Cuél es la probabilidad de

que sacando una bolilla de cada urna, sean rojas las dos?
En la primera urna el total de bolillas es 8, las rojas 3; luego la

probabilidad correspondiente serd z
En la segunda hay 11 bolillas, de las que 4 son rojas; la proba-
bilidad es .

11
Y como ambos casos se complementan, la probabilidad buscada es :

3 4 3
XT3
VII. Si teniendo las dos mismas urnas del anterior ejemplo se

vierte el contenido de una en la otra, ;cual serd la probabilidad de
sacar dos bolillas rojas consecutivas?
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El total de bolillas es 19; las rojas son 7; luégo la probabilidad de
sacar la primera bolilla es —119

Sacada ésta, quedan 18 bolillas y entre ellas 6 rojas, de donde la
probabilidad de sacar la segunda, habiendo salido la primera, es 1_68 R

y la probabilidad que nos interesa :

7 6 7

19518 BT

VIIIL. Se tienen cinco urnas idénticas; dos de ellas contienen res-
pectivamente 3 bolillas rojas y 5 blancas, y las otras tres contienen
cada una 4 rojas y 3 blancas. ;Cudl es la probabilidad de que ele-
gida una urna cualquiera salga una bolilla roja?

Separemos las urnas en dos grupos; el primero comstituido por
las dos primeras y el otro por las otras tres. Ahora la probabilidad

. . 2
de que la urna elegida pertenezea al primer grupo es 5 en esas .

urnas la probabilidad de que salga una bolilla roja es g Y la pro-

babilidad de elegir una de esas dos urnas y sacar una bolilla roja :

2
X5=m
Anilogamente, la probabilidad de que la urna elegida sea del 2°

grupo es _g y la de que elegida la urna salga una bolilla roja es %L
Luego la probabilidad de aue se elija una urna de este grupo y
salga una bolilla roja es : '

3.4 2

Xi=g

Pero a nosotros lo mismo nos da que la bolilla roja pertenezca al
primero o al segundo grupo de urnas, y como si sale del uno no
puede salir del otro, la probabilidad buscada es :

69
20+3o 140°



APUNTES SOBRE EL CALCULO DE LAS PROBABILIDADES 347

Siendo 4 las urnas y habiendo 3 de ellas que por la composicién
de sus bolillas satisfacen nuestro deseo, en la primera bolilla que de
ellas se extraiga, pues contienen bolillas de un solo color, el acon-
tecimiento no depende més que de la urna que elijamos. La proba-

bilidad deseada es igual a :i '

X. ;®Cual es la probabilidad de que sobre 17 personas que van a
sentarse alrededor de una mesa, dos dadas resulten colocadas una
al lado de otra?

Supongamos que una de las dos personas que nos interesan no
cambie de aslento; es claro que a su derecha puede sentarse cual-
quiera de las otras 16; luego entre 16 casos posibles hay uno de que
la persona que se siente a su derecha sea la requerida; la probabili-

dad es asi i
16

También es 1—16 la probabilidad de que se siente a la izquierda; ¥y

como no nos interesa el lado en que se siente, y si se sienta a la de-
recha no puede hacerlo a la izquierda, la probabilidad es :

1 1 1
6768

XI. Se apilan al azar ocho volimenes. Entre ellos hay una obra
en 4 tomos, otra en 3 y la Gltima en 1. ;Cudl es la probabilidad de
que los tomos de cada obra estén juntos?

Los ocho voltimenes se podran colocar de tantas maneras como
permutaciones se pueden hacer con 8 objetos, es decir : P, = 8 ! Este
es el niimero de casos posibles. ] '

Caleulemos ahora el mamero de casos favorables. Supongamos las
3 obras separadas, es decir, los 4 tomos de la primera atados entre
sf y lo mismo los 3 de la segunda. Tenemos, pues, tres grupos de
libros que pueden permutarse de 3 ! diferentes maneras.

Ahora, los 4 tomos de la primera obra pueden en el paquete per-
mutarse de 4 ! maneras distintas y como cada una de ellas modifica
la colocacién general de los libros : 3 14! serdn las pe‘r‘mvutacio—
nes favorables. ) ' .

Pero los 3 tomos de la segunda obra pueden permutarse de 3!
maneras distintas dentro del mismo paquete y como cada una de ellas
afecta también a cada disposicién favorable de las ya calculadas, re-
sulta finalmente que los casos favorables son 3 !4 13 !; luego la
probabilidad buscada es :
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314131 313! 3 3
81  b5X6XTX8 4X5XT 140

XII. Tres muebles idénticos, A, B y C, tienen cada uno dos cajo-

- nes que llamaremos 6y ¢’ §y 8, by A respectivamente. En el mue-
ble A ambos cajones tienen una moneda de oro cada uno. Los ca-
jones del mueble B tienen cada uno una moneda de plata; y en el
C el cajén A contiene una moneda de oro y A’ una de plata. ; Cual es
la probabilidad de que abriendo un cajén cualquiera encontremos
una moneda de oro? '

Siendo 6 el.total de cajones, de los cuales 3 contienen una moneda

de oro, inmediatamente se nos ocurre que la probabilidad es %
Maés laboriosamente Hegaremos al mismo resultado.
L probabilidad de que el mueble elegido sea el A es é La

probabilidad de que en uno de sus cajones encontremos una moneda
de oro es 1 puesto que ambos las contienen. Liuego la probabilidad
de hallar una moneda de oro en el mueble A es :

‘1 1
3 X1=73

La probabilidad de que el mueble elegido sea el B es % La de

que en &l hallemos una moneda de oro es 0, pues ninguno de sus dos
cajones la contiene. De aqui que la probabilidad de encontrar una .
moneda de oro en el segundo mueble sea :

<1
3 X 0=0.
La probabilidad de que el mueble elegido sea el C es % La de

que en él hallemos una moneda de oro es %, puesto que en el cajon

A la hay y en el A’ no. Luego la probabilidad de hallar ﬁna. moneda
de oro en el tercer mueble es :

1.1 1
5527 %

Pero como nos es inc}iferente que la moneda de oro provenga del
mueble A, del B o del C; y como si es de uno no puede ser de otro,
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es decir, como se trata de probabilidades que se excluyen, la que nos
interesa es igual a la suma de las simples obtenidas, o sea :

1 1 1
3065

XIII. Supongamos los datos del problema anterior y que habiendo
abierto un cajén nos hemos hallado con una moneda de oro. ;Cuil
es la probabilidad de que en el otro GaJOI’l haya también una mo-
neda de oro?

Desde luego, tenemos que desechar la hip(’)tesis de que el cajén
abierto pertenezea al mueble B pues ninguno de sus dos cajones se
halla en las condiciones expuestas en el enunciado : es evidente que
se trata del mueble A o del C. '

El cajén abierto puede ser tanto el ¢ como el ¢ o el A. Si fuera
o, el segundo que abririamos seria el o', donde también se halla una
moneda de oro. Si fuera el ¢’ deberiamos luego abrir el o y halla-
riamos otra moneda de oro. Pero si el cajén abierto fuera el A, en
el segundo cajon, o sea el X', s6lo encontrariamos una moneda de pla-
ta. De lo dicho se desprende que pueden ser tres los ca,]ones por abrir,
y de ellos, dos contienen una moneda de oro.

Siendo, pues, dos los casos favorables y tres los posibles, la pro-
babilidad deseada es :

2
-

XIV. Una urna contiene 3 bolillas blancas, 4 negras y .5 rojas.
3 Cudl es la probabilidad de sacar tres bolillas del mismo color sin
reponer las extraidas?

Probabilidad de sacar tres bolillas blancas seguidas. Siendo 12 el

total de bolillas, la probabilidad de sacar la primera blanca es %;

luego la probabilidad de que

2 1
la segunda = la tercera —:
¢ i 7 10’

salgan las tres bolillas seguidas es

1
13 X171 X170 = 220"

Probabilidad de sacar tres bolillas negras seguidas. La de sacar

la primera es 1i de la segunda —; ¥y de la tercera % La p1:0-

babilidad de que salgan las negras seguidas es

REV. CIENG. ECONOM. 24
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4,8 _ .2 4
'i§><ﬁ><16_220'

Probabilidad de sacar tres bohllas rojas seguldas La de sacar la
primera es i; la de la segunda —41; y de la tercera ~3~ Liuego la
: ' 12 11 10°

de que salgan las tres rojas seguidas es

5 4 3 10
12571510 220°
Pero como lo mismo nos da que las tres bolillas sean blancas, ne-
gras o rojas, con tal de que sean del mismo color, y como si salen de
uno no pueden salir de otro, son probabilidades que se excluyen, ¥y
la probabilidad que nos interesa es :

3
590 1530 T 290 — 44"

XV. Sobre una mesa hay 13 monedas con 5 caras y 8 escudos. ; Qué
probabilidad - hay de que separando 6 monedas al azar- resulten 3
caras y 3 escudos?

Determinemos, ante todo, los casos p051bles Son, evidentemente,
tantos como combinaciones pueden hacerse con 13 objetos tomados
de 6 en 6. ’

G, =1716.

Veamos, ahora, los casos favorables.
Con cineo caras tomadas de tres en tres, formamos

C?=10

grupos diferentes.
Y con ocho escudos, tomados de tres en tres, formamos

Ci =156
grupos distintos.

Como cada uno de los 10 grupos de 3 caras se puede combinar
con cada uno de los 56 grupos de 3 escudos, resulta que, en defi-
nitiva, podemos formar 10 X 56 = 560 grupos diferentes conte-
niendo cada uno tres caras y tres escudos. Tal es el nfimero de

casos favorables.
Y la probabilidad buscada, es, por lo tanto

560 140
1716~ 429’
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XVI. Se tiene un juego de 48 cartas. Si se sacan tres, g',‘c‘uédl es
la probabilidad de que sean del mismo palo?

La salida de la primera no nos interesa pues no se trata de un
palo determinado, sino que la segunda y tercera sean del mismo
que la primera.

La probabilidad de que la segunda sea del mismo palo que la

primera es % pues hay 12 cartas de cada palo y ya sali6 una

de ellas. La probabilidad de la tercera, es ig Luego la probabili-

dad buscada, que es compuesta por complementarse las eventua-
lidades, es : ’
11,10 55
477546 " Tos1’

XVII. Se tienen tres urnas : en la primera hay 5 bolillas blan-
cas 'y 3 rojas; en la.segunda, 2 blancas y 10 rojas; en la tercera,
11 blancas y 13 rojas. De una de esas urnas, elegida al azar, se sa-
ca una bolilla blanca. ; Cuél es la probabilidad de que la bolilla ex-
traida provenga de la primera urna méis bien que de la segunda.
o tercera?

La extraccion de una bolilla depende de dos acontecimientos
eleceién de urna y eleccién de bolilla.

La probabilidad de elegir la primera urna es % y la de sacar

una bolilla blanca i;)- Luego la probabilidad de que la bolilla blan-

ca sea de la primera urna es. :

5 X8
La probabilidad de elegir la segunda urna es % y la de sacar una

bolilla blanca es é; la probabilidad de que la bolilla sea de la se-

gunda es, pues :
1.1 1
556 18"
Anélogamente, la de que sea de la tercera :

1,11 11

37 No4 72
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La probabilidad -que buscamos es relativa e igual, por lo tanto, a
la probabilidad del acontecimiento esperado dividida por la suma
de las probabilidades de los acontecimientos que se toman en cuen-
ta. O sea :

5
24 1
11 2
J‘_ 18
XVIIIL Se tiran dos dados simultdneamente y se repite tres veces
la experiencia. ; Cudl es la probabilidad de que salgan por lo menos
una vez el punto 5 y el punto 7? '
Lia probabilidad de que la suma de los puntos que marquen am-

bos dados sea 5 es izl La de que sea 7 es _6-:1 Y la de
36 9 36 6

que la suma no sea ni una ni otra es, evidentemente :

1.1 13
1—G+$“E

Sean p, p’, p” estas probabilidades.

La probabilidad de que los tres acontecimientos ocurran, y se su-
cedan en un orden dado es, a todas luces pp'p”.

Pero si no nos interesa el orden de presentacién, los aconteeci-
mientos podrdn agruparse de tantos modos como permutaciones
se pueden hacer con 3 objetos, es decir de 3 ! = 6 maneras diferen-
tes. Liuego, nuestra probabilidad sube a 6 pp’p”.

Del mismo modo la probabilidad de que ocurra dos veees el pri-
mer acontecimiento y una el segundo es,.ateniéndonos a un orden
dado, ppp" = p*p’.

Que, no concediendo importancia al orden, se eleva a C,'p?p’
== 3 p*p’, puesto que los dos acontecimientos se pueden presentar
de tantas maneras como combinaciones pueden hacerse con tres ob-
jetos tomados dos a dos (o uno a uno).

Y de inmediato se advierte que la probabilidad de que ocurra
una vez el primer acontecimiento y dos el segundo, es 3 pp'.

Lia probabilidad que buscamos es la suma de las tres que aca-
bamos de enumerar y que encierran todas las eventualidades posi-
bles para la realizacién de nuestro propdsito. Tenemos asi :

6p p'p” - 38p*p' - 3pp* =
11 i3 11 1 1 31
9 6 I8 T s e T2 9 56 324
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‘XIX. Supongamos tener a la vista medio naipe, en la forma que
mdlea la figura. ; Cuél es la probabilidad de que sea un siete y cudl
la de que sea un ocho? (1). :

e

La carta puede ser un siete lo mismo que un ocho. Pero en el
ocho las dos mitades son iguales, mientras que el siete, sélo mostra-
réd esa disposicién en su mitad superioi'. Asi, el nimero de casos po-
sibles es 3. . ’

El de favorables para que sea un: siete, es 1 y para que sea um
ocho, 2. '

! "Lilé‘g,;dfl\a probabilidad ‘de que séa un ocho es :
3

Y la de que sea un siete

[SLIN =Y

XX, Una urna contiene m bolillas numeradas de 1 a m. Se extraen
de ella n bolillas. ; Cual es la probabilidad de que entre estos n na>
meros haya k previamente elegidos?

Desde. luego, del enunciado se- desprende que debemos tener

m > n.
n>rk.

Los n ntmeros que extraemos pueden ‘coﬁlprender cuaiquiera de
los m que contiene la urna. Luego el niimero de casos que se pue-
den presentar serd igual a las comblnamones de m ob;]etos tomados
de in:en n.- Bsto es : v i

- m(m——l)(m—-«?) [1—(n—‘1)]'__' m!
G == /N ' T nl(m—n)!"

(1) Este problema, debido al actuario' francés Quiquet, es un ejemplo
tipico de lo féeil que es errar al enumerar los:casos posibles y favorables. Lo
primero que se le ocurre a uno es decir que ambas probabilidades son igugles.
Un anélisis mas detenido’ de’la cuestién permite hallar la solueién verdadera.
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El ntimero de casos favorables es el ntimero de casos en que los
% ntmeros estdn comprendidos en este grupo de » ndmeros, es deeir,
e]l niimero de combinaciones en que estdn los k& nlmeros.

Pero nosotros sabemos que el namero de combinaciones de m
objetos tomados de m en m, que contienen p objetos determinados
es igual al nimero de combinaciones que se puede formar con m-p
objetos tomados de n-p en n-p. Luego el nimero de ecasos favorables
es :

Y (m—UFk)!
'"""‘:(Iz—k) T(m—n) !
La probabilidad es, entonces
(m—k)!
(n—ky!(m—n)t  (m—Ek)!n!
m! Th—=kIml
nl (m -nﬁ .

G

XXI. Con los datos del problema anterior, ;qué probabilidad
tiene una persona que haya elegido n niimeros antes de la extraceién
de acertar k de ellos?

Desde luego

E<n.

En el caso anterior se elegian % nGmeros, que se debian acertar.
Ahora se eligen # nimeros para acertar entre ellos k.
. Como ecualquiera de los # ntmeros puede formar parte de los %,
el acontecimiento se produce de tantos modos como combinaciones
-se pueden formar con n elementos tomados de % en k, es decir
k

n*

G
En el caso anterior, la probabilidad de acertar ¥ nameros eligien-
do k era
(m—k)!n!
(n—k)y!m!

k z
Ahora los casos en que podemos accrtar son G veces més. La
probabilidad buscada sera :

o (m—k)lal k_ (m—Ek)!n! n! L
P_(n~——/f)l_1~7~1~!“><cn_(n—‘k)!m! Sel(n—kyU
(m—E)n!in! (m—Ek)!(n!)?

:(n———k)!m!lc!(n——k)lzkl[(n———/c)!]?m!’

Apliquemos la férmula hallada a un ejemplo numérico.
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En un bolillero hay 90 ntimeros y se extraen 5. ; Qué probabilidad
hay de acertar 2 previamente elegidos?

(m—Fk)!Inl
(n—k)ytm!’

p_(90—2)1>(5! 51881  B1X4X5X88! -

(5—2)1 (90T 31901 3183 X8990
45 2

P=

T8990 801"

Es la probabilidad que tiene un jugador de acertar un ambo.
La de acertar un ntimero es :

P 5! ><Sg !
; 4‘ ><90l
La de acertar un terno :
P:5!><87I: 1 ‘
215(901 11748
La de acertar un cuaterno :
p— 51>86! 1
T 90! T 511038°
Y la de acertar una quina (o, loteria) (1)

b!185! I
0190! 43949268

Si quisiéramos calcular la probabilidad de acertar un ntéimero to-
mando 5, tendremos :

pP=

1 5
CA —
EUSTIT
(1) Recordemos que por una convenecién se admite que 0; = 1.

0! en si no representaria nada, pero para uniformidad de los desarrollos
se le da ese valor, basado en que

Pm =m ‘
Po=0"
Ahora, si en la expresién
Py —=mPmn — 1
hacemos m = 1, tendremos :
P1 =1Po = Po
yeomo P, = 1 '
1=0"!.
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.. Aplicando la féormula calculada :

(m—E)!(nl) 891N (51
EM[(n—k)IPm! (41)2 90! i§'

Para un ambo hallariamos

2 20
801 801

y, aplicando la férmula :

88‘)(”) 20
21X (31X 901 801’

Para un terno :

. 1 5
G ><11748 5874
Para cuaterno :
w LB
G X 511038  511038°

'Y para una quina (o loteria)

oo Lo 1 .
* 43949268~ 43949268"

XXI. Una persona introduce una mano en un saco que contiene
un cierto niimero de semillas, granos, ete., de reducido tamafio, y
extrae un.pufiado. ;Cudl es la probabilidad de que el nfimero ex-
traido sea par?

Recordemos, ante todo, que si en la fé6rmula del bmormo (a4 Db)m
hacemos @ =0 =1 nos resulta :

2m =14 G, G4 G -0
on1=CLtclitcip. . cr
es decir, que el nimero total de combinaciones que se pueden hacer
con m objetos tomdndolos de todos los modos posibles es igual a la
emésima potencia de 2, disminuida en 1.

Recordemos también que si en el desarrollo de la férmula del
binomio (¢-—b)™ hacemos ¢ ="b =1 tenemos :

1—1)yr=0=1—Cltc2i—c’1 ..
Gt Cob-Cot oo =14 Ca-Co - Co
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Es decir, que el nimero de combinaciones que pueden hacerse con
m objetos tomdndolos de todos los modos posibles, pero de manera
que en cada combinacién entre siempre un nidmero tmpar de ele-
mentos, es mayor en una unidad que el nimero total de combina-
" ciones que con los mismos m oBjetos se puede formar tomdndolos de
todos los modos posibles pero entrando en cada combinacién un ni-
mero-par de elementos. - .

Si representamos por I el ntimero total de combinaciones que con-
tienen un ntimero impar de elementos y por P el de las que contie-
pen un nfimero par, nos resultara E

I=P4+1 («).
Por otra parte, sabemos que el total es igual a 2™ — 1, es deecir
S T4P=2r—1 ()

de donde, reemplazando en (8) I por su valor en (a):

Pt14P=2mn—1
P=or—%L_1
[=29n—1,

Luego hay siempre una ventaja a favor de la salida de un nime-
ro impar de objetos, por haber un caso favorable. més.

Esta ventaja disminuye a medida que aumenta el namero de
objetos. Siendo m este nfimero, la probabilidad pedida es :

2r—1—1
om 1 °
La probabilidad de extraer un ﬁﬁmero impar de objetos es :
| gnot
o —1°

XXIII. A y B juegan un match. Sus probabilida,desVrespectivas
de ganar una partida son entre si como @ : b. ; Qué probabilidad tie-
ne cada uno de ellos de ganar el mateh, si para ganarlo hay que
ganar dos partidas seguidas?

a

a-} b

La probabilidad que tiene A de -g.anar‘una partida es

1

Y la de ganar dos consecutivas
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Para B, las probabilidades de ganar una partida, y de ganar dos
consecutivas son '
b b
al b Y (@F by
respectivamente,

Y la de que, de- dos partldas consecutivas gane una cada uno

es :
ab
(a b

Ocupémonos ahora de A y admitamos que gand la primera par-
tida.

Puede ganar, entonees, ganando 1a 1* y 2% o, si pierde la 2%, ganando
la 3* y 4% o si pierde la 2* y4* ganando la 5"‘ y 6% Y asi sucesiva-
mente. .

A dichas eventualidades corresponden, respectivamente, las pro-
babilidades :

a* a? ab a? ab P
@O @hbF @b @t by [t by

La probabilidad de A de ganar mediante unae cualquiere de esas

eventualidades es :

a? a? ab a? ab P ’
R R T ) CR S R e e R

Progresién geométrica decreciente de primer término igual a

a?
de razon _ . ¢uya Suma es :
(aJ- by + oy Y
X a2
(a+bF a® a?

1 ab th(a-{—b)?—ab a® ~+ab- b*°
(@ by
Pero A también puede ganar perdiendo la primera partida. En
tal caso para ganar debe ganar la 2 y la 3% o la 4* y la 5% o la
6%y la 7*.. :
Las_probabilidades respectivas de esas eventualidades son :

b e o b @ b
a5 @ B atb g @by

ot o et



APUNTES SOBRE EL CALCULO DE LAS PROBABILIDADES 359

En total, la probabilidad de ganar de A, perdiendo la primera
partida, es :
b a? b a® - ab
b @t T e b b e by T

Progresiéon geométrica decreciente de primer término igual a

ﬁibb_)s y de razén igual a ( j—bb)z Su suma es :
a a
ab
a-+ b)? ab
(a+

ab_f(az—}—ab—}—b?) (a-Fb)
(a4 b)*
Lmego, la probabilidad de A de ganar, en cunalquier forma que
sea, es :

a? a*b L a® - 2a*b
a2+ab—{4bﬁ+(a2+ab—}—b2) (a+b) (& ab-b%) (a--b)
La de B se obtendria de un modo analogo, pero sin necesidad de

repetir el caleulo podemos establecerla con sbélo poner ¢ en lugar
de b y reciprocamente en la expresién hallada.
Tenemos, asi, para B la probabilidad :

7 b® - 2ab?
(@b ) (@ )

La suma de ambas probabilidades es uno, como es logico y como
es facil comprobar.

(Continuard.)

Jost GoNzALEzZ GALE.
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