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Apuntes sobre el calculo de las probabilidades
(Continuacion)

111
ESPERANZA MATEMATICA

18. Una urna contiene a bolillas azules y b blancas. Dos jugado-
res, Juan y Pedro, resuelven hacer apuestas sobre los colores de las
bolillas que vayan saliendo en una serie de extracciones sucesivas.

Cada bolilla extraida serd repuesta en la urna en el acto y a cada
extraceidn, el que acierte, retira la suma de m pesos que habra sido
previamente integrada de un modo equifativo por ambos jugadores.
Pedro elige el color azul y Juan el blanco.

; Cudles deben ser las puestas respectivas?

La probabilidad de que salga una bolilla azul es

a
Py=— ZZF b

vy la de que salga una blanca es

Las probabilidades de ganar de Pedro y Juan estdn entre si en la
relaeién pgy . pe)-

Para que el juego sea equitativo, las puestas deberin estar en la
misma relacién; luego, para calcularlas, bastard repartir la suma m
en partes proporeionales a py) ¥ P

La puesta de Pedro serd :

MiP(a)
—— S — P
P@) 1 P
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desde que
P+ by =1.

La puesta de Juan serd :

ﬁlp(b)
= mpyg,
Py~ P @

Es decir, que para cada uno de ellos, la puesta debe ser igual al
producto de la suma eventual wm por la probabilidad de cobrarla.
Este producto recibe ¢l nombre de esperanza matemdtica.

19. Problemas. 1. Una persona extrae al azar una carta de una
baraja de 40 cartas. Si saca un as recibe cinco pesos. ;Cudl es la
esperanza mateméatica de cobrar esa suma?

La baraja tiene 4 ases; luego, la probabilidad de sacar uno es 1_10 La

esperanza matematica de cobrar cinco pesos a la salida del as es,
por lo tanto :

ioxazggo,m.

En efecto, su adversario gana siempre que la carta extraida no
sea un as, y como 36 de las 40 cartas estdn en esas coHdiciones, la

~ probabilidad de ganar del adversario, es % ¥y su esperanza mateméi-

tica

Como es 16gico, las dos esperanzas suman 5 pesos, o sea la puesta
total, que debe ser integrada asi : 0,50 pesos por la primera persona
v 4,50 pesos por la segunda.

TI1. Tres personas, A, B y C, hacen apuestas acerca de cual serd
la primera carta que se extraiga de una baraja de 40, y convienen
en interesar una puesia total de 50 pesos. Apuesta por la salida
de un as; B, por la de una figure cualquiera; y C, por la de una
carta gue no sea ni as ni figure, ;Cudles son las esperanzas matema-»
ticas de los tres jugadores?

La probabilidad de que salga un as es —11— luego la esperanza.

07

matematica de A es :

< 1 .
OOXE:$O
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luego la espe-

La probabilidéd de que salga una figure es %;

ranza matematica de B es

La probabilidad de que salga una carta que no sea as ni figure

3 L.
es 53 luego la esperanza matematica de C es :

50 ><’§: % 30.

TLiuego A, B y C deben contribuir respectivamente con 5, 15 ¥
30 pesos para formar la puesta total de cincuenta que retirari el
que gane.

III. Una loteria consta de cien nimeros y tiene veinte premios :
uno de mil pesos, nueve de clen pesos v diez de diez pesos. ;Cuél
debe ser el precio de cada billete péra que sea igual a su esperanza
matematica ?

La probabilidad de que un namero dado saque el premio de mil

pesos €8 y su esperanza matemditica

1
100’
6]

1000 M+ = % 10.

100

La probabilidad, para un ntimero dado, de sacar uno de los pre-

v su esperanza matematica

. . 9
mios de eien pesos es ——
100

9
0 — == 9.
100 3355 99
Y la probabilidad de que un cierto ndmero obtenga uno de los

. . 10 i
premios de diez pesos es 100 ¥y su esperanza matematica

?

10
N, Jp—
1081

Como la obtencién de un premio excluye la de los demais, la espe-
ranza matemitica total es

104+9-+1=§ 20
En efecto, cien billetes a veinte pesos importan dos mil pesos,
el importe total de los premios.
IV. Dos jugadores constituyen un fondo comin, que le serd ad-
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judicado al primero que gane tres partidas. Pero tienen que sus-
pender el juego cuando A ha ganado dos partidas y B una. ;Qué
parte del fondo comtn le toca, entonces, a cada uno, si admitimos
que en cada partida aislada tienen ambos la misma probabilidad
de ganar?

Es evidente que la parte de cada uno debe ser, precisamente, la
esperanza matemdtica que tiene al suspenderse el juego.

Ahora bien, el juego, de proseguirse, no puede durar més que
otras dos partidas, porque : o gana A la primera y su triunfo es
definitivo; o pierde A la primera, en cuyo caso iguala puntos con
B, v la segunda partida es la que decide quién es el ganador.

Por lo tanto, las probabilidades de ganar de uno y otro son

Para A. Ganando la primera partida : probabilidad -; Perdiendo

la primera partida y ganando la segunda : probabilidad !2_><_21_: %c
1,1 3 -
EH tOta]. —_— —
2 + 4 4

Para B. Ganando la primera y la segunda partida : probabilidad
1.1 1
A

Tiuego el fondo comtn debe repartirse dando a A los i_% y i a B.

V. Supongamos, ahora, que se trata de tres jugadores, A, By C, de
los cuales el primero ha ganado dos partidas, el segundo una y el
tercero ninguna, cuando llega el momento de separarse. Admitamos,
como en el caso anterior, que en cada partida aislada, tienen los
tres la misma probabilidad de ganar. ; En qué proporcién se distri-
buiran el fondo comun?

Notemos, ante todo, que el juego pucde deecidirse en la primera
partida — si la gana A ——, pero que, en todo caso, no puede pro-
longarse mas de cuatro partidas, porque para que llegue a ganar C
-— el jugador que en peores condiciones estd — tiene que ganar el
mismo tres partidas, pero B sélo puede ganar una y A ninguna.

Hecha esta observacién, enumeraremos los distintos cascs que
pueden presentarse
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Casos | la (;?inxgem Gana Gana Gana Resalta
partida la segunda | la tercera | la cmarta | vencedor
1 A — — — ‘ A
2 B A — — A
3 B B — — B
4 B C A — A
5 B ¢ \ B — B
6 B ¢ ¢ A A
7 B c | ¢ B | B
8 B ¢ ¢ ¢ . ¢
9 C Ao — L A
10 C B | A | — A
11 C B B — B
12 C B ¢ A A
3 ¢ B ¢ B B
14 C 3 | ¢ ¢ ¢ C
1% C c oA I A
16 C C B A A
17 Y C B ' B | B
18 C ¢ B ¢ ¢
19 C C S C

La probabilidad de ganar una partida aislada es, para cada ju-
gador, 31_ De modo que, en los distintos casos que acabamos de enu-

111

merar, la probabilidad de ganar definitivamente serd 55 9 57
{

1 , . . . .
0 51 segun sea necesario, para ello, jugar 1, 2, 3 6 4 partidas.
A resulta vencedor en 9 casos, euyas probabilidades respectivas son

11 1 1 1 1 1 1 1 ...
=y =g e—y -3 —3— 3+ v —_ luego su probabilidad fotal de
379757781797 977 817 97 ¥ &1 s

ganar es

1,1,1 1 1,1 1,1 1 57 19
5T Tar Tl e Tar TR T I e el o

Anélogamente, B resulta vencedor en 6 casos, euyas probabilida-

. . 11 1 1 1
des respectivas son -

S oo 5= o= == ; =, SU probabilidad total es,
9727781727781781

entonces :
1 1 1 1 1 1 18 6
— _— —_— i—l——-:*:—,
9+27+81 27 81 ' 81 81 27

Y, por fin, C resnlta vencedor en 4 casos, cuyas probabilidades
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Lol y b En ot
817 81 27

1,1 1,1 2
ST T8I 8127 2

1
respectivas sor 377 ;

Por consiguiente, los tres jugadores se repartirdn el fondo ecomin
proporcionalmente a 19, 6 y 2.

VI. Una persona, A, tira un dado una sola vez. Otra persona, B,
se compromete a pagarle tantos pesos cuantos sean los puntos que
saque. ; Cudl serd la pueste que tendrd que depositar A en las manos
de B para tener derecho a jugar?

Lo .que se pide es la esperanza matematica de A. Como la pro-

babilidad -de salida de un punto cualquiera es %, la esperanza ma-

teméatica pedida serd

Ll a6 —350

., puesto que la salida de un punto cualquiera excluye la salida de
los otros cinco.

VII. Un jugador, A, apuesta con otro a que tirando un dado dos
veces seguidas sacard en ambas un punto determinado (6, por ejem-
plo). Habiendo sacado 6 en el primer tiro, los jugadores resuelven
suspender el segundo. Se pregunta : 1° ;qué parte de la puesta
colocd cada uno al principio?; 2° jecdémo se distribuird esa suma entre
los dos jugadores, suspendido el segundo tiro?; 3° ;eudnto gand A?

1° Lia probabilidad de ganar A es %X%:?)_IG Luego, llamando

N

m a la cantidad apostada, su esperanza matemética es : 36 y la de
3om

36

Estas son las puestas. .

2° Lia esperanza matematica de A de obtener un 6 en el segundo

su adversario :

m bm
tiro es 5 y la de su adversario -

Esto es lo que corresponde a cada uno al separarse.

m
3° La puesta de A era 36 vy como en la distribucién obtuvo ?,
. 0

gand la diferencia
m m  bm

6 36 36
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VIII. Tres jugaaores, A, B y C, juegan a cara o cruz. A y B
juegan la primera partida. El que gana sigue jugando y el que
pierde es reemplazado por el que no jugd, haciéndose lo mismo
después de cada partida.

El que gana dos veces seguidas.retira la puesta total m. Se pre-
gunta cuéles son las esperanzas mateméticas de A, By C : 1° des-
pués de la primera partida; 2° al principio del juego.

Supongamos que A gane la primera partida, y representemos
por a, b y ¢ las esperanzas mateméiticas que, después de jugada
esa primera partida, corresponden a A, B y C. 0

Si A gana la segunda partida es el ganador y se termina el
juego. Si no, deja de jugar y toma el puesto de B, que es el que
no jugaba durante la segunda partida. KEn el primer caso, A cobra
m pesos y B y C nada; en el segundo, la esperanza matematica de
A se transforma en la de B al principio de la segunda partida, puesto
que ocupa el lugar que éste ocupaba antes; B toma el lugar de C
v éste, a su vez, el que tenia A al empezar la segunda partida.
Tiuego las esperanzas mateméticas de B y C, en este segundo caso,
se hacen respectivamente iguales a ¢ y a a. ¢ '

Lia esperanza matematica de cada jugador, al empezar la segunda
partida, es igual a la suma de las esperanzas mateméticas que re-
sultan de cada una de las dos hipétesis consideradas, y como la

probabilidad es é_ para cada partida, resulta :

m b
= —
2 + 2
¢
b=0 -+ 3
a
c=0 -
+2
Resolviendo el precedente sistema de ecuaciones, resultan
4m b m 2m
=y b= ==
b= 77 7
Calculemos ahora las esperanzas mateméticas — que llamaremos

a,3yy — de A, B y C al empezar el juego.
La de C es, evidentemente, la misma antes y después de jugarse
la primera partida. Gtdnela quien la gane, su posicién no varia.
Tenemos, pues :

2m
= = .

i I3

{
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Las de A y B son, evidentemente, iguales al iniciarse el juego :

_a—+b  1fdm  m\ bm
T2 2(7 ~“7) 14"

IX. Tres jugadores A, B y C, extraen bolillas de una urna en la
enal hay 3 bolillas negras y 5 blancas. Juegan hasta que salga una
bolilla negra, v, el que la extraiga, cobrari la pueste total, s, cons-
tituida al prineipio. ;Con cuénto debe contribuir eada uno a formar
csa suma s, o, en otros términos, cuél es la esperanza matemdtica de
cada jugador? Considérense dos easos : 1° que las bolillas extraidas
no sean repuestas en la urna; 2° que después de cada extraccidén la
bolilla sea inmediatamente repuesta en la urna, de modo que ésta
conserve siempre la misma composicién. Los jugadores efectfian las
extracciones en el orden A, B, C.

Primer caso. Empecemos por notar que, no reponiéndose la
bolilla extraida, lo més que puede durar el juego son seis extraccio-
nes, puesto que s6lo pueden salir cinco bolillas blancas antes que
la negra. O lo que es igual, que cada jugador no puede hacer sino dos
extraceciones.

Por consiguiente A puede ganar sacando la bolilla negra en la
primera, o en la cuarta extraceidén; en este Gltimo caso habiendo
salido tres bolillas blancas en las tres primeras extracciones.

€>)

o ==

Su probabilidad, en el primer caso, es g

En el segundo

5..,4..3..3 3
INe N 2N 2
8X7X6A5 28
Y en total
3,8 21
8 ' 98 56

B puede ganar a la segunda o a la quinta extraceién.
Su probabilidad es :

3 18

2 VAN Lo =,

X + X GK X " 5656

Y C puede ganar a la tercera o a la sexta extraccién.
Su probabilidad es :

5. .4.,3 5.4 3 10 11
5 XX aX XXX X5 =5+ =5
27s 18s  1ls

Luego, sus puestas deben ser v .
& P 567 56 Y Bs
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Segundo caso. Reponiéndose la bolilla extraida ya mo hay li-
mitacién en euanto al ndmero de extracciones durante las cuales
puede no presentarse la bolilla negra. Y las probabilidades de sa-
lida de una bolilla blanca y de una bolilla negra permanecen cons-

tantemente iguales a g y z— respectivamente,

En tales condiciones A puede ganar a la primera, a la cuarta, a
la séptima... extraccién.
Sus probabilidades de ganar, en cada caso, son :

3 [\ 3 [5\®3
8’ (@)Xg’ (é)é‘""

~

Y en total :
3 5\ 3 5\¢. 3
s (5 <) <G
Es la suma de una progresién geométrica decreciente de primer

3
término igual a g y de razén igual a (g) .

3 3
8 8  3Xs8 192
1 [ 57835 83 —53 387
8 83
B, por su parte, puede ganar a la segunda, quinta, octava... ex-

traceién., Sus probabilidades, en cada caso, son :

Dt (3 3 e

En total :
5,8
58 _BX(3X8 120
1— 5\ 8 —5b° 387
8
Por fin, C puede ganar a la tercera, sexta, novena... extraccién.

Sus probabilidades, en cada caso, son :

(i B

En total :
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@X'g: 5233 75

By 8 —5° 387
1_(§)

~3
o

192s  120s  75s
3877 3877 387

20. Hemos definido la esperanza matemaxica de cobrar una suma
eventual como el producto de la suma eventual a cobrar por la pro-
babilidad de ganarla. Y hemos visto que esa esperanza matemética
es la puesta que, equitativamente, debe integrar el jugador — antes
de empezar el juego — para tener derecho a jugar.

Pero podemos considerar, ahora, que el jugador mno abona de
antemano cuota alguna. Si gana, cobre una suma gue es su ganancia
eventual ; si pierde page una cantidad que es su pérdida eventual.
La probabilidad de ganar multiplicada por la ganancia eventual nos
da una esperanza matemdtica positiva, aue corresponde a la ganan-
cia. Lia probabilidad de perder multiplicada por la pérdida eventual
nos da la esperanza matemética negativa, que corresponde a la
pérdida.

Para que un juego sea equitativo le esperanza matemdtica total,
que es la suma de las esperanzas mateméticas de ganar y de perder,
debe ser nula, puesto que eso prueba que una y otra son iguales en

~valor absoluto.

21. Vamos a ver cdémo de este nuevo concepto de esperanza ma-
teméatica podemos pasar al anterior.

Sean p y ¢ =1 — p las probabilidades respectivas de ganar y de
perder de un determinado jugador. Y sean e la suma que debe pagar
el jugador si pierde, y s — e la que debe cobrar si gana.

Su esperanza mateméatica positiva es : p(s—e).

Y la negativa : —ge=— (1 —p)e.

De acuerdo con lo dicho tendremos :

ps—e)— (1 —p)le=0
ps —pe—e—pe=10

e==ps,

Por lo tanto, sus puestas habrin de ser :

es decir, que la pérdida (o la puesta segln se considere que se pa-
ga al final o al principio de cada partida) es ignal al producto de
la suma total atravesada por la probabilidad de cobrarla.

22. Apliquemos este nuevo coneepto a la resolucién de un proble-
ma resuelto antes econ el otro criterio.

Tres jugadores, A, B v C, atraviesan una suma total de cincuen-
ta pesos, apostando acerca de cuél serd la primera carta que salga
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de una baraja de 40. A, apuesta por un as; B, por una figura, y
C, por una carta que no sea ni una figura ni un as. ; Cuales son sus
esperanzas matemdticas, positivas y negativas? Es decir. ;Cuanto
debe cobrar cada uno si gana, y cuanto debe pagar si pierde?

Sea z la suma que debe pagar A si pierde. Si gana cobrard 50 — z.
Y ecomo sus probabilidades de ganar y de perder son, respectiva-

mente _1_ y 3, tendremos
107 10
50 —x 9z
—trr e — == () r. 30 -—102 =
10 10 10z =0
x = b.

Sea y la suma que debe pagar B si pierde. $i gana cobrara 50 — /.
Y como sus probabilidades respectivas de ganar y de perder son
3 7

10 v 10 tendremos :
3(50—y) Ty . . _
0 10—0 oo 1580—10y =0
' r = 15.

Sea 2z la suma que debe pagar C si pierde. Si gana cobrard 50 — z.
Y como sus probabilidades de ganar y de perder son, respectiva-

3 2 -
niente, 3 ¥ B tendremos :

3(50-—z) 2

3 ]

=0 .. 150-—5:=0

z=30.

Resultados 1dénticos a Jos que obtuvimos antes.

23. Esta nueva mavera de considerar la esperanza matematica
nos permite resolver facillmente un problema clisico : el que se
conoce con el nombre de « la ruina de los jugadores » y que es el
siguiente

Dos jugadores A y B, tienen fortunas () respectivamente igua-
les a o y b. ; Qué probabilidad tiene A de arruinar a B y recipro-
camente ?

Sea P la probabilidad que tiene A de arruinar a B,y Q=1—7P
la que tiene B de arruinar a A.

La esperanza positiva de A es entonces Pb, puesto que es b la
suma que espera ganar. Y su esperanza negativa — (1-—P)a,

(*) Entendemos por fortuna de un jugador la suma total que destina al
juego. Y admitimos que el jugador esti arruinado cuando ha perdido toda esa
suma.
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Resulta

Po—(1—Pla=0 ... P=——
Andlogamente tendremos para B

Qva—(l»—Q)b:O Qm i)

Es decir, que las probabilidades que ticnen, respectivamente, de
arruinarse A y B son proporciona'les a sus fortunas.

Esto nos indica que el jugador de profesion (que no sea tram-
poso, por supuesto) estiq fatalmente condenado a arruinarse, pues-
to que juega contra un jugador infinitamente méas rico que él
todos los demés jugadores a quienes acepta, sucesivamente, por ad-
versarios.

Y véase por donde estin perfectamente de acuerdo el cileulo y
la moral.

Si el juego no es equitativo la cuestidén cambia de aspecto, pues
la pequena ventaja que se reserva el jugador favorecido (general-
mente, un empresario), concluye por inclinar la balanza a su fa-
vor. Es el caso de las casas de juego, loterias, ruletas, caballitos, ca-
rreras de caballos, ete., que viven —— y bastante bien, por cierto —
merced a esa ventaja.

/;

Por eso tiene razén Liaurent cuando dice que al Jngador de pro-
fesién no le quedan sino dos caminos abiertos : ser victima o vieti-
mario; estafado o estafador. '

IAY
PRUEBAS BEPETIDAS.

24, Sea p la probabilidad de un acontecimiento A, y, g =1-—p,
la del acontecimiento contrario, B.

Si repetimos la experiencia — en igualdad de condiciones ~— un
nimero determinado de veces, n, las probabilidades de A y de B
seguiran siendo las mismas en cade experienciq, pero se nos presen-
ta entonces un nuevo problema. Al hacer n experiencias jcudntas
veces se presentard A y cuintas B? Es evidente que si A se presen-
ta m veces, B habra de presentarse n— m. Pero A puede presentar-
se un nimero de veces comprendido entre o y #, o, en otros térmi-
nos, m puede tomar todos los valores enteros posibles entre o y n;
luego, B podra, correlativamente, presentarse un nimero de veces
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comprendido entre n y o. Habrd por consiguiente n + 1 eventuali-
dades posibles a cada una de las cuales corresponderi una cierta
probabilidad, Determinemos cudles son esas probabilidades.

Empecemos, para ello, por caleular no sélo la probabilidad de
que A se presente m veces en las o experiencias, sino la de que A al
repetirse las m veces lo haga en un orden dado. Es evidente, en este
caso, que la probabilidad de que se trata es una probabilidad comi-
puesta de n probabilidades simples : m iguales a p (las m veces que
debe presentarse A, en el orden indicado) y n— m iguales a ¢ (las
n—m veces que debe presentarse B, en un orden dado, también,
al establecer el de A).

Lia probabilidad buscada es, asi : pmg"— ™.

Pero si nos interesa solamente el nimero de veces que han de
presentarse A y B — sin atender al orden en que se presenten —
nuestra probabilidad serd mucho mayor que la caleulada, puesto que
ésta s6lo representa una sole de las diversas modalidades del acon-
tecimiento esperado. ; Cuéntas son esas modalidades?

Evidentemente, tantas como combinaciones se pueden hacer con
% objetos tomados m a m (0 — M a n — m),

En consecuencia, la probabilidad de gue A se presente m veces
v B, n—m (sin atender al orden de presentacién) es

n ! Mot — M
m! (1L——Tl)7p 1 '

25. Ya hemos dicho que las eventualidades posibles son n+ 1 (que
salgan, respectivamente, A, 0,1, 2... n veces, y B, n, n—1, n—2...
0 veces). A cada una de esas eventualidades corresponde una pro-
babilidad determinada, y, como son excluyentes y comprenden to-
dos los casos posibles, su suma debe ser uno.

Y asi es, en efecto

C_m pm(/n —m
n —

__%” m ampan — m 1 n
Z Cnl) (j :(])+7) :1’
puesto que p+Fg=1
26. Ejemplos. 1. ;Cual es la probabilidad de sacar exactamente
tres figuras, de una baraja de 40 cartas, si se hacen cinco extraceio-
nes, reponiendo cada vez la carta extraida?

—m’,___ n! moyn — mo__. 5! 3 ’ 7 2_ B
C.Pq *"mjmp q _—3~’TZ'<TO> (m) = 0,1323.

IT. ; Cudl es la probabilidad de sacar un as, y sblo un as, tirando
tres dados a la vez?
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Como aqui lo que nos interesa no es la suma de los puntos de los
tres dados, sino el nttmero de ases que puedan salir, considerando
cada dado aisladamente, es claro gque tirar tres dados a la vez, equi-
vale a tirar un solo dado tres veces seguidas. Liuego, la probabilidad
. buscada es :

1 /5\? 1,25 25
moman—m __ (M, =, -] —3 — _—
Coprg—"=0;% (6) X536 72
111, ; Cudl es la probabilidad de sacar dos veces cara y dos veces
cruz, tirando simultdneamente cuatro monedas al aire?
Conforme hicimos notar en el problema anterior, tirar cuatro mo-
nedas juntas equivale, dados los términos de la cuestién, a tirar una

sola moneda cuatro veces seguidas, es decir, equivale a repetir cua-
tro veces la expe/riencia. La probabilidad pedida, es, asi :

(e -2

IV. Una urna contiene una bolilla blanca y dos negras. ;'Cudl es
la, probabilidad de sacar, en cineo extracciones, dos bolillas blancas
y tres negras? '

- Dados los términos del problema es evidente gue la bolilla extrai-
da se repone a cada extraccién.

Lia probabilidad que se pide es, entonces :

o [1\2 2V 1.,8 80
C(%) (5) = 10X X 57~ 94z

V. Una urna contiene tres bolillas blancas y dos rojas. ;Cuél es
la probabilidad de sacar, en seis extracciones euatro bolillas rojas
por lo menos?

También, en este caso, para que el problema sea posible hay que
admitir que la bolilla extraida se repone después de cada extraceidn.

La probabilidad pedida es la suma de las probabilidades de que
la bolilla roja salga 4, 5 6 6 veces :

3 e ey -

m=4

169 323 | 64 _ 112
= 5 = —,
= 15X 5625 T 5 X 15695 T 15695 625

VI. Una urna contiene una bolilla blanca vy dos negras ;Cudl es
la probabilidad de sacar, en cinco extracciones, dos veces a lo sumo,
la bolilla blanca?

Tiene que salir la bolilla blanca, -cers, una o dos veces. Lia proba-
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bilidad pedida es, por lo tanto :

m==2

. 9\5 3 1 /9\ 1\2
Z c 1)"7(/"—”’;—(5) +o><§.(3) 4+ 10.(§>

m =0

2y 64
"\3/ 81"

VII. Una urna contiene una bolilla blanca y dos rojas. ;Cudl es
la probabilidad de sacar en cuatro extracciones la bolilla blanca no
menos de una vez, ni mas de tres?

m==3

1 /2y 1\ [2\2 IV 2 64
T — i RPN L PR S Y =] ==
E (Au Py 4 3 <3> | 6 (3) (3) +4 (3) 3 81

m=1x

VIII. ;Cual es la probabilidad de que un acontecimiento A de
probabilidad p se presente, por lo menos una vez en n experiencias?

El suceso esperado comprende fodas las eventualidades posibles,
menos la de que el acontecimiento A no se presente nunca en las n
experiencias.

Si es p la probabilidad de A, segtin queda dicho, su contraria se-
rd : g=1—np.

Y la probabilidad de que A no se produzeca nunce en las n expe-
riencias :

7" =1 —p)
Ahora, la probabilidad de que A se produzea por lo menos una
vez, es la contraria de la anterior :
1—q¢r=1—(1—p)"

IX. ;Cudl es la probabilidad de sacar, por lo menos, una vez el
doble sets tirando w wveces dos dados?

1:1 35n
— g =1—(1— =) =1 —(2].
=g =

X. ;Cuéntas veces habrad que repetir una experiencia, para que
un acontecimiento A de probabilidad p, tenga una probabilidad r,
de producirse por lo menos una vez?

Ha de ser, evidentemente :

1—Q—pyr=r ... 1—pyr=1-—r
e log (1 — r).
log (I—p)
XI. ;Cuéntas veces habrd que tirar dos dados, para que sea %

la probabilidad de que salga una vez por lo menos el doble seis?
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1 1
’ log (1 - 5) ]og-é

bt . log 2

) _ 5.
lO()‘( 1 ) 35 108 36_108_35 24,6,0

T

27. Entre las » + 1 eventualidades que resultan haciendo n expe-
riencias en idénticas condiciones, hay, evidentemente, una que tiene
mayor probabilidad que las demaés.

Y es, a todas luees, la que corresponde al término méximo del
desarrollo de :

(ptqr

Dieho término serd mayor gue el que le precede y el que le sigue.
Siendo m el exponente de p en dicho término, hemos de tener :

Cz’pmqn——m>C:Z_[Pm—[(ln——m‘f‘l (1)
y también :
) prgr=m > O EY ot (2)

Operemos primeramente con (1). Reemplazando los simbolos que
indican combinaciones por sus valores en factoriales, tenemos :

n! n!

m!(n—m)! Tt (m— 1D (n—m—1)!

Dividiendo toda la desigualdad por el segundo miembro :

pm— I qn—-m —41

n!
m! (n-—m)! P
- ]I,I .ﬁm—)qn.—m—ivl
(m—1)! (n—m--1)!

(m—1 ! n—m-+1)! p .
ml(n-—m)! > 1

(m—1)!(n—m)! (nw—m-‘—l) p

>1

(m — 1) 'm (n—m)! ] -
n—m--1 P
m q

(n—m—1)p=>mq
np —=mp - p > mq
np - p > mq +=mp
m<np—-p (3)

REV. CIENG. ECONOM. 6
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De la desigﬁa'ldad (2) deducimos

i
!

L : —m n. m-1 n———m‘— 1 ..
L (n—m)! P 6 (m-=1)T(n—m-—1)! g ‘
nl
B et L
/l . L ])Wl r'I(]n—'nl’I
(m--1) 1 {n—m-—1)!
(mAzDiln—m—=1): 4,
ml(n-—m)! P
mim-t1)(n—m—1)! ¢
m! (n—— m-— 1! (/i:'nT) I)
mlg
n—m p
(m-F1)g > (n—m)p
mq -t q > np-—mp
mp -+ mq > np—q
m = np —q. (4)
Hemos encerrado, asi, el valor de m entre dos limites
m<np—+4p
m>>np-—q.

cuya diferencia es uno, y cada uno de los cuales, si np es entero,
es igual a este entero méas o menos una fraceidn.

Y como m forzosamente ha de ser entero, resulta que su valor
més probable es precisamente np si éste es entero, o si no es entero
el entero mas préximo a él.

28. Bl acontecimiento mas probable tiene, pues, una probabilidad
igual a
n!

(p) T (g

Para simplificar el cileulo de esta expresién nos valdremos de la
formula de Stirling, segin la cual '

I)n(]([n(]'
) !

n!=nre="|2zn.

Esta formula es, como se sabe, asintdtica, es decir, aprozimada,
pero de una aproximacién que crece al crecer m; tanto, que para .
valores suficientemente altos de m, es pricticamente exacta.

Transformando mediante la férmula de Stirling los factoriales
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que intervienen en la probabilidad que estamos calculando, resulta
ésta igual a :

na— n —
ne— "y 2zn E—

(np)np e— P VQ"THP (n(/)m] e ng VQT‘_‘H,([

ne— ul,%” ])np(]nq 1

npt e "Pnrighd e— V27:np2mq VQq:np(/
puesto que:
e— n P— C—— VlP . C——- Ilq y Il” — ]lnp . ]'Z’Il/[’

29. Ejemplo. Se tira un dado 6000 veces consecutivas. ;Cuél es el
ntmero de veces que el punto 6 tienme méas probabilidad de salir,
vy cudl es esa probabilidad?

El namero de veces que el 6 tiene mayor probabilidad de salir, es :

np == 6000 X%: 1000.

Y la probabilidad de que el 6 salga mil veces es :

1 1

]/2 X 3.1416 X 6000 x%?%va

=0.01383.

{ Continuara.)

Jost GoNZALEz GALE.
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