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Apuntes sobre -el cálculo de las probabilidades 
(Continuaciún) 

III 

ESPERA:-IZA MATE)L\.TlCA 

18. Una urna contiene a bolillas azules y b blancas. Dos jugado­
res, Juan y Pedro, resuelven hacer apuestas sobre los colores de las 
bolillas que vayan saliendo en una serie de extracciones sucesivas. 

Cada bolilla -extraída será repuesta en la urna en el -acto y a cada 
extracción, el que acierte, retira la suma de 'in pesos que habrá sido 
previamente integrada de un modo equitativo por ambos jugadores. 
Pedro elige el color azul y Juan el blanco. 

¡, Cuáles deben ser las p't~estas respectivas? 
La probabilidad de que salga una bolilla azul es 

a 
PCa) = (b-l-b 

y la de que salga una blanca es 

b 
PCb) = a -I- b· 

Las probabilidades de ganar de Pedro y Juan están entre sí en la 

relación P(a): P(b)· 

Para que el juego sea equitativo, las p'uestas deberán estar en la 
misma relación; luego, para calcularlas, bastará repartir la suma m 
en partes proporcionales a P{a) y P(b). 

La puesta de Pedro será : 

mP(a) 

-1- =mPCa) 
Pea) P(b) _ 
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desde que 

Pea) + P(b) = 1. 

La puesta de Juan será : 

mp(b) + =mpeb)' 
Pea) P(b) 

Es decir:, que para cada uno de ellos, la puesta debe ser igual al 
producto de la suma eventual m por la probabilidad de cobrarla. 
Este producto recibe el nombre de éspemnza matemática. 

19. Problemas. 1. Una persona extrae al azar una carta de una 
baraja de 40 cartas. Si saca un as recibe cinco pesos. ¡,Ouál es la 
esperanza matemática de cobrar esa suma ~ 

La baraja tiene 4 ases; luego, la probabilidad de sacar uno es ~. La 
10 

esperanza matemática de cobrar cinco pesos a la salida del as es,. 
por lo tanto : 

110 X 5 = $ 0,50. 

En efecto, su adversario gana siempre que la carta extraída no 
sea un as, y como 36 de las 40 cartas están en esas coBdiciones, la 

r: t'obabilidad de ganar del adversario, es ~ y su esperanza matemá-
10 '-

tica 

5 X :0 = $4.50. 

Oomo es lógico, las dos esperanzas su~an 5 pesos, o sea la puesta 
total, que debe ser integrada así : 0,50 pesos por la primera persona 
y 4,50 pesos por la seglmda. 

Ir. Tres personas: A, B Y e, hacen apuestas acerca de cuál será 
la primera carta que se extraiga de una baraja de 40, y convienen 
en interesar una p'tbesta total de 50 pesos. Apuesta por la salida 
de un as; B, por la de una fig1lra cualquiera; y 0, por la de una 
carta que no sea ni as ni figura. ¿IOuáles son las esperanzas matemá­
ticas de los tres jugadores? 

1 La probabilidad de que salga un as es -' lueg'o la esperanza. 
10 ' 

matemática de A es : 
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La probabilidad de que salga una figura es ~; luego la espe-
10 

ranza matemática de B es 

50X :0=$15. 

La probabilidad de que salga una carta que no sea as ni figll/'a. 

3 
es "5; luego la esperanza matemática de C es : 

'3 
50X"5= $ 30. 

Luego A, B Y e deben contribuir respectivamente con 5, 15 Y 
30 pesos para formar la puesta total de cincuenta que retirará el 
que gane. 

IU. Una lotería consta de cien números y tiene veinte premios : 
uno de mil pesos, nueve de cien pesos y diez de diez pesos. f, Cuál 
debe ser el llrecio de cada billete para que sea igual a su esperanza 
matemática? 

La probabilidad de que un número dado saque el llremio de mil 
1 

pesos es 100' y su esperanza matemática 
o 

1 
1000 X 100 = $ 10. 

La probabilidad, para un número dado, de sacar uno de los pre­

mios de cien pesos es -~, y su esperanza matemática 
100 

109 X l~O= $9. 

y la probabilidad de que un cierto núnlero obtenga uno de los 

10 
premios de diez pesos es --, y su esperanza matemática 

100 

0X 10 _$ 
1 " 100 - 1. 

Como la obtención de un premio excluye la de los demás, la espe­
Tanza matemática total es 

10 + 9 + 1 = $ 20. 

En efecto, cien billetes a veinte pesos importan dos mil pesos, 
,el importe total de los premios. 

IV. Dos jugadores constituyen un fondo común, que le será ad-
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judicado al primero que gane tres partidas. Pero tienen que sus­
pender el juego cuando A ha ganado dos partidas y B una. ¡, Qué 
parte del' fondo común le toca, entonc'es, a cada uno, si admitimos 
que en cada partida aislada tienen ambos la misma probabilidad 
de ganar? 

Es evidente que la parte de cada uno debe ser, precisamente, la 
esperanza matemática que tiene al suspenderse el juego. 

Ahora bien, el juego, de proseguirse, no puede durar más que 
otras dos partidas, porque : o gana A la primera y su triunfo es 
definitivo; o pierde A la primera, en cuyo caso iguala puntos con 
B, y la segunda partida es la que decide quién es el ganador. 

Por lo tanto, las probabilidades de ganar de uno y otro son : 

Para A. Ganando la primera partida : probabilidad !. Perdiendo 
2 

la primera -partida y ganando la segunda : probabilidad! X! =!. 
224 

113 
En tota1 2+4=:r 

Para B. Gailando la primera y la segunda partida : probabilidad 

!X!.=!· 
224 

Luego el fondo común debe repartirse dando a A los ~ y ! a B. 
4 4 

V. Supongamos, ahora, que se trata de tres jugadores, A, B Y e, de 
Jos cuaJes el primero ha ganado dos partidas, el segundo una y el 
tercero ninguna, cuando llega el momento de separarse. Admitamos, . 
como en el caso anterior, que en cada partida aislada, tienen l'Os 
tres la misma probabilidad de ganar. ¡, En qué proporción se distri­
buirán el fondo común? 

Notemos, ante todo, que el juego puede decidirse en la primera 
partida - si la gana A -, pero que, en todo caso, no puede pro­
longarse más de cuatro partidas, porque para que llegue a ganar e 
-- el jugador que en peores condiciones está - tiene que ganar el 
mismo tres partidas, pero B sólo puede ganar una y A ninguna. 

Hecha esta observación, enumeraremos los distintos casos que 
pueden pres.entarse : 
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1 Gana Gana I Gana Gana, Hesnlta 
Casos la prime m 

la cuarta vencedor partida la segunda I la tercera 
---1 

I 

1 

1 

I 

A -- - -
! 

A 
2 B A - -- A 
3 

I 

B B I - - B 
4- B e 1 A - A 
5 

I 

B e B - B 
6 B e e A A 
7 B e e B i J3 
8 J3 e e e e 
9 e 

I 
A. - - A 

10 e B :\ - A 
11 e B B - B 
12 e B e A A 
13 e B e B B 
1i e J3 e e e 
15 e e A - A 
.16 e e " J3 i A A 
17 e u J3 I B B I 

I 18 e e B 1 e e 
19 e e e I -- I e I 

La probabilidad de ganar una partida aislada es, para cada ju-

1 
gador, - De modo que, en los distintos casos que acabamos de enu-

3 

merar, la probabilidad de ganar definitivamente será ~., ~,. 1 
3 9 27 

1 
() según sea necesario, para ello, jugar 1, 2, 3 Ó 4 partidas. 

81 

A resulta vencedor en 9 casos, cuyas probabilidades respectivas son 

~ ; ~; 2\ ; 8\ ; ~; '27 ; 811 ; 2\ Y :1' luego su probabilidad total de 

ganar es 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 57 19 
3+9+ 27 + 81 +9+ 27 T 81 + 27 +81= 81 = 27' 

Análogamente, B resulta vencedor en 6 casos, cuyas probabilida-

. 111111 des respecüvas son - . - . - . - . - . - su probabilidad total es, 
9' 27' 81' 27' 81' 81' 

entonces 

1 1 1 1 1 1 18 6 
9+27+81 +27+81 +81 =81 =27· 

Y, por fin, e resulta vencedor en 4 casos, cuyas probabilidades 
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respectivas SOIl 
1 1 1 1 

81 ; 81 ; 81 Y 27· En total 

1 I 1 112 
81 T 81 + 81 + 27 = 27· 

Por consiguiente, los tres ju~adores se repartirán el fondo común 
proporcionalmente a 19, 6 Y 2. 

VI. Una persona, A, tira un dado una sola vez. Otra persona, B, 
se compromete a pagarle tantos pesos cuantos sean los puntos que 
saque. ¿ Cuál será la p'lwsta que tendrá que depositar A en las manos 

o 
de B para tener derecho a jugar? 

Lo, que se pide es la esperanza matemática de A. Como la pro-

1 ba,bi1idad ,de salida de un punto cualquiera es la esperanza ma-S' 
temática p5ldida será 

~(1+ 2+ 3+4+ 5 +6)=3.50 

. puesto. que la salida de un punto cualquiera exc11~ye la salida de 
los otros cinco. 

VII. Un jugador, A, apuesta con otro a que tirando un dado dos 
veces seguidas sacará en ambas un punto determinado (6, por ejem­
plo). Habiendo sacado 6 en el primer tiro, los jugadores resuelven 
suspender el segundo. Se pregunta : 1° ¿ qué parte de la puesta 
colocó cada uno al principio? ; 2° ¿ cómo se distribuirá esa s~ma entre 
los dos jugadores, suspendido el segundo tiro?; 3° ¿ cuánto ganó A? 

1 ° La probabilidad de ganar A es ..!:. X..!:. =....!:... Luego, llamando 
6 6 36 

m m a la cantidad apostada, su esperanza matemática es : - y la de 
36 

'd . 35m su a versarlO : --o 
. 36 

Estas son las p1~estas. 
2° La esperanza matemática de A de obtener un 6 en el segundo 

. m Id d .5m tIro es - y a e su a· versarlO -. 
6 6 

Esto es 16 ·que -corresponde a cada uno al separarse. 

3° La puesta de A era m y como en la distribución obtuvo m 
36 6' 

ganó la diferencia 

m m 5ni 
6-36=36"' 
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VIII. 'l'res jugadores, A, B Y C, juegan a cara o cruz. A y B 
juegan la primera partida. El que gana sigue jugando y el que 
pierde es reemplazado por el que no jugó, haciéndose lo mismo 
después de cada partida. 

El que gana dos veces seguidas. retira la puesta total rn. Se pre­
gunta cuáles son las esperanzas matemáticas de A, B Y C : 1" des­
pués de la primera partida; 2° al principio del juego. 

Supongamos que A gane la primera partida, y representemos 
por a, b y o las esperanzas matemáticas que, después de jugada 
esa primera partida, corresponden a A, B yC. 

Si A gana la segunda partida es el ganador y se termina el 
juego. Si no, deja de jugar y toma el puesto de B, que es el que 
no jugaba durante la segunda partida. En el primer caso, A cobra 
1n pesos y B Y e nada; en el segundo, la esperanza matemática de 
A se transforma en la de B al principio de la segunda partida, puesto 
que ocupa el lugar que éste ocupaba antes; B toma el lugar de C 
y éste, a su vez, el que tenía Aal empezar la segunda partida. 
J-1uego las esperanzas matemáticas de B y C, en este segundo caso, 
se hacen respectivamente iguales a o y a a. 

La esperanza matemática de cada jugador, al empezar la segunda 
partida, es igual a la suma de las esperanzas matemáticas que re­
sultan de cada una de las dos hipótesis consideradas, y como la 

probabilidad es ~ para cada partida, resulta 
2 

rn b 
a=2+2 

b=O+~ 
2 

a 
0=0 +-. , 2 

Resolviendo el precedente sistema de ecuaciones, resultan 

a = 4rn; b = !~; e = 2m. 
777 

Calculemos ahora las esperanzas matemáticas - que llamaremos 
a, ~ y ¡ - de A, B Y C al empezar el juego. 

La de Ces, evidentemente, la misma antes y después de jugarse 
la primera partida. Gánela quien la gane, su posición no varía. 

Tenemos, pues : 

2m 
"/ === e === ---- . 

I tl 
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Las de A y B son, evidentemente, iguales al iniciarse el juego 

_ Q _ a+b _!(4m I ~)_ 5m 
o:-¡:¡- 2 -2 7 1 7 -14' 

IX, Tres jugadores A, B Y C, extraen bolillas de una urna en la 
cual ,hay 3 bolillas negras y 5 hlancas. Juegan hasta 'que salga una 
bolilla negra, y, el que la extraiga, cobrará la pu.esta total, s, cons­
tituída al principio. ¿Con cuánto debe contribuir cada uno a formar 
esa suma s, o, en otros términos, cuál es la esperanza matemática de 
cada jugador ~ Considérense dos casos : 1° que las bolillas extraídas 
no sean repuestas en la urna; 2° que después de ,cada extracción la 
bolilla sea inmediatamente repuesta en ,la urna, de modo que ésta 
('onserve sÍempre la misma composición, Los jugadores. efectúan las 
extracciones en el orden A, B, C. 

Prin¡,er caso, Empecemos por notar que, no reponiéndose la 
bolilla extraida, lo más que imede durar el juego son seis extraccio­
nes, puesto que sólo pueden salir ,cinco bolinas blancas antes qlm 
la negra. O lo que es igual, que cada jugador no puede hacer sino dos 
Extracciones. 

Por ,consiguiente A puede ganar sacando la bolilla negra en la 
primera, o en la cuarta extracción; en este último caso habiendo 
salido tres bolillas blancas en las tres primeras extracciones, 

Su probabilidad, en el primer caso, es ~ 
8 

En el segundo 

5 4 3 3 3 
"8 X 7 X "6 X "5 = 28' 

y en total 

B puede ganar a la segunda o a la quinta extracción. 
Su probabilidad es : 

I"í. ~ 5 4 3 2 3 _ 15 I 3 _ 18 
8 X 7 +"8 X 7 X(1X"5 X:;¡:-- 50 T 56 - 56' 

Y C puede ganar a la tercera o a la sexta extracción. 
Su probabilidad es : 

5 4 3 5 4 3 2 /1 /3_10 1_11 
"8 X 7 X 6+"8 X 7 X 6X[;X:;¡:>"3- 56 + 56 - 56' 

27s 18s 11~ Luego, sus pltestas deben ser -', - y . 
56 56 5 j 
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Segttndo caso. Reponiéndose la bolilla extraída ya no hay li­
mitación en cuanto al número de extracciones durante las ,cuales 
puede no presentarse la bolilla negra. Y las probabilidades de sa­
lida de una bolilla blanca y de una bolilla negra permanecen cons-

. l 5 3 . t tant,emente 19ua es a - y - respectIvamen e. 
8 8 

En tales ,condiciones A puede ganar a la primera, a la cuarta, a 
la séptima... extraeción. 

Sus probabilidades de ganar, en cada caso, son 

3 (5)~ 3 (5)6 3 
S; S X S; S S;'" 

y en total 

3 (5)3 3 (5)6 3 
S+ S X S+ S X S+'" 

Es ola suma de una progresión geométrica decreciente de primer 

t ' . . 1 3 d " l (5)3 ermmo 19ua, a S y , e razon 19ua a S " 

3 3 
8 8 3 X 82 192 

1_(~r=83 83 53 -8:)-53=387" 

E, por su parte, puede ganar a la segunda, quinta, octava" ". ex­
tracción. Sus probabilidades, en cada caso, son : 

En total 

5 3 (5)4 3 (5)' 3 SX S; S X S; S X S;'" 

5X3X8 _120 
83_5~ - 387 

Por fin, e puede ganar a 'la tercera, sexta, novena. .. extracción. 
Sus probabil1dades, en cada caso, son 

(5)2 3 (5)5 3 (5)8 3 S X S; S X S; S X S;'" 

En total 
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(5)2 3 - x-
8 8 

1- -(5)') 
8 

52X3 
----
83-5~ 

75 
387 

P 1 t h b' d 1928 1208 758 
or O tanto, sus piles as a ran e ser : 387; 38'1' 387 

20. Hemos definido la esperanza matemitüca de cobrar una suma 
eventual 'como el producto de la suma eventual a cobrar por la pro­
babilidad de ganarla. Y hemos visto que esa esperanza matemática 
es la puesta que, equitativamente, debe integrar el jugador - antes 
de empezar el juego - para tener derecho a jugar. 

P,ero podemos considerar, ahora, que el jugador no abona de 
antemano cuota alguna. Si gana, cobra una suma que es su ganancia 
eventual; si pierde paga una cantidad que es su pérdida eventual. 
La probabilidad de ganar multiplicada por la ganancia eventual nos 
da una esperanza matemática positiva, que corresponde a la ganan­
cia. La pmbabilidad de perder multiplicada por la pérdida eventual 
nos da la esperanza matemática negativa, que corresponde a la 
pérdida. 

Para que un juego sea equitativo la esperanza matemática total, 
que es la suma de las esperanzas matemáticas de ganar y de perder, 
debe ser nula, puesto que eso prueba que una y otra son iguales en 
valor absoluto. 

21. Vamos a ver cómo de este nuevo concepto de esperanza ma­
temática podemos pasar al anterior. 

Sean p y q = 1- P las probabilidades respectivas de ganar yde 
perder de un determinado jugador. Y sean e la suma que debe pagar 
el jugador si pierde, y s - e la que debe cobrar si gana. 

Su esperanza matemática positiva es : pes-e). 
y la negativa: - qe = - (l-p)e. 
De acuerdo con lo dicho tendremos : 

p (s - c) - (1 - p) e = O 
ps-pc-c+ jle= O 

c=ps, 
es decir, que la pérdida (o la puesta según se considere que se pa­
ga al final o 'al principio de 'cada partida) es igual al producto de 

. la suma total atravesada por la probabilidad de cobrada. 
22. Apliquemos este nuevo concepto a la resolución de un proble­

ma resuelto antes con el otro 'Criterio. 
Tres jugadore~, A, B Y e, atraviesan una suma tot,al de cincuen­

ta 'pesos, apostando acerca de cuál será la primera carta que salga 
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de una baraja de 40. A, ¡apuesta por un as; B, por una figura, y 
e, por una 'Carta que no sea ni una ligura ni un as. ¡, Cuáles son sus 
esperanzas matemáticas, positivas y negativas.? Es decir. ¡,Cuánto 
debe cobrar cada uno si gana, y cuánto debe pagar si pierde? 

Sea x ,la suma que debe pagar A si pierde. Si gana cobrará 50 - .T. 

Y como sus probabilidades de ganar y de perder son, respectiva-

1 9 
mente - y -, tendremos 

10 10 

50 --:- x 
]0 

9x=0 
10 

50-l0x=0 

x=5. 

Sea y la suma que debe pagar B si pierde. Si gana éobrará 50 - y. 
Y eomo sus probabilidades respectivas de ganar y de perder son 

3 7 
10 Y 10' tendremos 

3(50-.1') 7)'_0 
--1-0--10-

1'=15. 

150-10y=0 

Sea z la suma que debe pagar C si pierde. Si gana cobrará 50 - z. 
y 'Como sus probabilidades de ganar y de perder son, respectiva-

t 3 2 t ' men e, 5 y 5' enaremos 

3(50-2) 2: 
---=0 

5 Ó 

:=30. 

150 - 5:= O 

Resultados idénticos a los que obtuvimos antes. 
23. Esta nueva manera de considerar la esperanza matemática 

nos permite resolver fácilmente un problema clásico : el que se 
conoce ,con el nombre de « la ruina de los jugadores » y que es el 
siguiente : 

Dos jugadores A y B, tienen !ort1l,nas (1) respectivamente igua­
les a a y b. ¡, Qué probabilidad tiene A de arruinar a B y recípro­
camente~ 

Sea P la probabilidad que tiene A de arruinar a B, y Q = 1-P 
la que tiene B de arruinar a A. 

La esperanza positiva de A es entonces Pb, puesto que es b la 
suma que espera ganar. Y su esperanza negativa - (1- P) a. 

(') Entendemos por fortuna de un ,iu,gador la suma total que destina al 
juego. y admitimos que el jugador está aTTuina,(lo cuando ha perdido toda esa 
suma. 
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Resulta : 

Pb-(l-Pla=O 

Análogamente tendremos para B 

Qa- (1- Q) b-= O 

Es decir, que las probabilidad~s que tienen, respe-ctivamente, de 
arruinarse A y B son proporcionales a St~S forttlnas. 

Esto nos indica que el jugador de profesión (que no sea tram­
poso, por supuesto) está fatalmente condenado a -arruinarse, pues­
to que juega contra un jugador infinitamente más rico que él : 
todas los demás jugadores a quienes acepta, sucesivamente, por ad­
versarios. 

y véase por donde están perfectamente de acuerdo el cálculo y 
la moral. 

ISi -el juego no es equitativo la -cuestión cambia de aspecto, pues 
la ¡pequeña ventaja que se reserva el jugador favorecido (general­
mente, un empresario), conduye por inclinar la balanza a su fa­
vor. Es el caso de las casas de juego, loterías, rul-etas, -cabrallitos, ca­
rreras de -caballos, etc., que viven - y bastante bien, por -cierto -
merced a esa ventaja. 

Por eso tiene razón Laurent cuando dice que al. jugador de pro­
fesión no le que(!,an sino dos caminos abiertos : ser víctima O' vict.i­
mario ; estafado o estafador. 

IY 

l'IluE.l3AS REI'ETlDAS· 

24. Sea p la probabilidad de un acontecimiento A, y, q = 1-p, 
la del acontecimiento contrario; B. 

Si repetimos Ja experiencia - en igualdad de condiciones - un 
número determinado de veces, n, las probabilidades de A y de B 
seguirán siendo las. mismas en cada experiencia, pero se nos presen­
ta entonces un nuevo problema. Al hacer n experiencias ¡, cuántas 
veces se presentará A y cuántas B 1 Es evidente que si A se presen­
ta 'm veces, B habrá de presentarse n-m. Pero A puede presentar­
se un número de veces comprendido entre o y n, o, -en otros térmi­
nos, m puede tomar todos lÜ's valores enteros posibles entre o y n; 
luego, B podrá,cor-relativamente, presentarse un número de veces 
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comprendi'do entre n y o. Habrá por consiguiente n + 1 eventuali­
dades posibles a cada una de 'las cuales corresponderá una cierta 
probabilidad. Determinemos ,cuáles son esas probabilidades. 

Empecemos, para ello, por calcular no sólo la probabilidad de 
que A se presente m veces en las n experiencias, sino la de que A al 
repetirse Ias 1n veces lo haga en 1ln orden dado. Es evidente, en este 
caso, que la probabilidad de que se trata es una probabilidad <lOllÍ­

puest,a de n probabilidades simples : 111 iguales a p (las 111 veces que 
debe presentarse A, en el orden indicado) y n - 111 iguales a q (las 
n-m veces q'lle debe presentarse E, en un orden dado, también, 
al establecer el de A). 

La probabilidad buscada es, así : pmgn - m. 
Pero si nos interesa solamente el número de veces que han de 

presentarse A y E - sin atender ~l orden en que se presenten -
nuestra probabilidad será mucho msyor que la calculada, puesto que 
ésta sólo representa 1lna sola de las diversas modalidades del acon­
tecimiento esperado. ¡, Cuántas son esas modalidades 7 

Evidentemente, tantas como combinaciones se pueden hacer con 
n objetos tomados 1n a m (o n - 1n a 11, - 111). 

En consecuencia, la probabilidad de que A se presente 1n veces. 
y E, n - 111,. (sin atender al orden de presentación) es : 

ni n! On p"'qn- In = plngn- m. 
In! (n- m)! 

25. Ya hemos dicho que las eve11,tnalidades posibles son 11,. + 1 (que 
salgan, respectivamente, A, 0, 1, 2 ... n veces, y E, n:, n -1, 11, - 2 ... ° veces). A cada una de esas eventualidades corresponde una pro­
babilidad determinada, y, como son excluyentes y comprenden to­
dos los casos posibles, su suma debe ser uno. 

Y así es, en efecto : 

111=0 

puesto que p + q = 1 
26. Ejemplos. r. ¡, Cuál es la probabilidad de sacar exactamente 

M"es fig1lras, de una baraja de 40 cartas, si se ha~en cinco extraccio­
nes, reponiendo cada vez la carta extraída? 

cm Jlmqn - m = __ l~_lJ'nqn - ni = ~ (~)3 (2)2 = O 1323. 
n m! (n--l7l)! 3!2! 10 10 ' 

II. ¿ Cuál es la probabilidad de sacar un as, y sólo un as, tirando 
tres dados a la vez ~ 
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Como aquí lo que nos interesa no 'es la suma de los puntos de, los 
tres dados, sino el número de ases que puedan salir, considerando 
cada dado aisladamente, es claro que tirar tres dados a la vez, equi­
vale a tirar un solo dado tres veces seguidas. Luego, la probabilidad 
bus.cada es : 

III. ¡, Cuál es la probabilidad de sacar dos veces cara y dos veces 
cruz, tirando sj,multáneamente cuatro monedas al aire? 

Conforme hj,cimos notar en el problema anterior, tirar cuatro mo­
nedas juntas equivale, dados los términos de la cuestión, a tirar una 
sola moneda cuatro veces seg1lidas, es decir, equivale a repetircua-

tro veCM la exPt::i(~)~(~t':i(i):(~),edidi: "', asi , 
IV. Una urna contiene una bolilla blanca y dos negras. ¡,lCuál es 

la probabilidad de sacar, en cinco extracciones, dos bolillas blancas 
y tres negras? 
, Dados los términos del problema es evidente que la bolilla extraí­

da se repone a cada extracción. 
La probabilidad que se pide es, entonces : 

( 1)2 (2)3 1 8 80 e: '3 '3 =10X 9 X 27 =243· 

V. Una urna contiene tres bolillas blancas y dos rojas. ¡, Cuál es 
la probabilidad de sacar,en s.eis extracciones cuatro boliHas rojas 
por lo menos ~ 

También, en este caso, para que el problema sea posible hay que 
admitir que la bolilla extraída se repone después de cada extracción. 

La probabilidad pedida es la suma de 1aS probabilidades de que 
la bolina roja salga 4, 5 ó 6 veces : 

_ 5X16X~+6X32X3-t~~ __ 1l2 
-1 15625 ', ___ - 1562'5-' 15625 - 625· 

VI. Una urna contiene una bolilla blanca y dos negras ¡, Cuál es 
la probabilidad de sacar, en cinco extra,cciones, dos veces a lo sumo, 
la bolilla blanca? 

Tiene que salir la bolilla blanca,_·cero, una o dos veces. La proba-
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bilidad pedida es, por lo tanto : 

111=0 

64 
81 

VII. Una urna contiene una bolilla blanca y dos rojas. ¡, Cuál es 
la probabilidad de sacar en cuatro extracciones ita bolilla blanca no 
menos de una vez, ni más de tres? 

m = 1 

VIII. ¡, Cual es.la probabilidad de que un acontecimiento A de 
probabilidad p se presente, por lo menos 1¿na vez en n experiencias? 

El suceso esperado comprende todas las eventualidades posibles, 
menos la de que el acontecimiento A no se presente n1t<l1,ca en las n 
experiencias. 

Si es p la probabilidad de A, según queda dicho, su contraria se­
<l 

rá : q=l~p. 
y la probabilidad de que A no se produzca nunca en las n expe­

riencias : 

q" = (1-p)". 

Ahora, la probabilidad de que A se produzca por lo menos una 
vez, es la contraria de 'la anterior : 

1 - q" = 1 -- (1 _ P )". 

IX. ¡,Cuál es la probabilidad de sacar, por lo menos, una vez el 
doble seis tirando11J v@ces dos dados? 

( 1 )" (35)" 1-q" = 1- 1- 36 = 1 - 36 . 

X. ¡, Cuántas veces habrá que repetir una experiencia, para que 
un acontecimiento A de probabilidad p, tenga una probabilidad r, 
de producirse por lo menos una vez? 

Ha de ser,_ evidentemente 

1-(1-p)" = r (1- p)"= 1-- r 

log(l-r) 
n= . 

log (1-p) 

1 XI. ¿ Cuántas veces habrá que tirar dos dados, para que sea 
2 

la probabilidad de que salga ttn([; vez por lo menos el doble seis? 
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loo' (1 _!) loo'! 
I ü 2 ü 2 loo' 2 

rt = = --- = ----º------- = 24,605. 
( 1 ) 35 lo'" 36 -lo°' 35 100' 1 _ _ 100' _ Ü Ü 

ü 36 ü 36 

27. Entre las n + 1 eventualidades que resultan haciendo n expe­
riencias en idénticas condiciünes, hay, evidentemente, una que tiene 
mayür pX;übabilidad que las demás. 

y es, a tüdas luces, la que cürrespünde al términO' máximO' del 
desarrüllü de : 

DichO' términO' será mayür que el que le precede y el que le sigue. 
SiendO' ?n el expünente de p en dichO' términO', hemüS de tener 

(1) 

y también 

(2) 

Operemüs primeramentecün (1). ReemplazandO' lüs. slmbülos que' 
indican combinaciünes pür sus valüres en factüriales, tenemüs : 

n! n! _:-;-__ pmq,,-m> . pm-rq,,-m+r 
m! (n-m)! (m-l)! (n-m+ 1)! 

DividiendO' tüda 1a desigualdad pür el segundO' miembrO' 

n! 
In! (n-m)! 

n! 
(1II-1)! (n-m+1)! 

(m-1)!(n--.-m+1)! .E>l 
m!(n-m)! q 

(m-1)! (n-m)! (n-m+1) .12> 1 
(m-1)!m(n-m)! q 

RET. eIENC. ECO::'\Ó~i. 

n-m+1 p . 
-------'---.->1 .. 

m q 

(n-m+ l)p >mq 

np-mp+p>mq 

np+p>mq+mp 

m<np+p (3) 
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De la desig-tia:ldad (2) deducimos : 

n! n! . _;-:-__ --,---;- pmqn-m > pm+ 'qn-m-, .. 
m ! (n - m) ! (m + 1) ! (n - m - 1) ! 

n! 

m! (n---,m)! 
n! 

(m+l)l(n-m-l)! 

(m+l)!(n-m-1)1 q 
'( )' .->1 m. n-m. p 

In! (In + 1) (n- In -1) ! . '1 > 1 
m ! (n - m - 1) 1 (n - In) P 

m+1.'1>1 .. 
n-m p 

(m+1)q>(n-m)p 

mq+q>np-mp 

mp+mq>np-q 

m>np-q. 

H-emos encerrado, así, el valor de m entre dos límites 

m<np+p 
In>np-q. 

(4) 

cuya diferencia es uno, y 'cada uno de los cuales, si np es entero, 
es igual a este entero más o menos una fracción. 

y como m forzosamente ha de ser ent-ero, resulta que su valor 
más probable es precisamente np si éste es entero, o si no es entero 
el entero más próximo a él. 

28. El acontecimiento más probable tien-e, pues, una probabilidad 
iguai a : 

nI 
-;---c--o-;----;---: pnq q"q 
(np) I (nq) I . 

Para simplificar el -cálculo de esta expresión nos valdremos de la 
fórmula de tStirling, según la cual : 

nI =.nne- I1 V2",n. 

Es.ta fórmula es, ,como se sabe, asintótica, es decir, aproximada, 
pero de una aproximación que crece al crecer nj tanto, que para. 
valores suficientemente altos de n, es prácticamente exa'cta. 

Transformando mediante la fórmula de Stirling los factoriales. 
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que intervienen en la probabilidad que estamos calculando, resulta 
ést.a igual a : 

puesto que: 

29. Ejemplo. Se tira un dado 6000 veces consecutivas. ¿Cuál es el 
número de veces que el punto 6 tiene más probabilidad de salir, 
y cuál es esa probabilidad? 

Rol número de veces que el 6 tiene mayor probabilidad de salir, es 

1 
np = 6000 X"6 = 1000. 

y la probabilidad de que el 6 salga mil veces es : 

1 1 
---;=====-= ===~ = = --= = O .013tl3. 

V2 X 3.1416X 6000 X ~ X ~ y5236 , 

( Continuará.) 

JosÉ GONZÁLEZ GALÉ. 
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