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Las hipotesis de Pearl y Reed

sobre el crecimiento de la poblacion

La nota que sigue es extractada, en su parte fundamen-
tal, del discurso inaugural pronunciado _por Yule en la

Royal statlstlcal soclety de Londres on Toviembre de 1924

La hipdtesis méas generalizada sobre la ley de crecimiento de las
poblaciones, es la llamada fé6rmula del interés ecompuesto, consistente
en suponer que la poblacién de un Estado crece mediante un por-
centaje anual constante de aumento, en la misma forma que ecrece
un capital puesto a interés capitalizado anualmente. :

En efecto, si se observan los nacimientos y defunciones de un
pals, y aun en cierta medida el mismo movimiento migratorio, en
un periodo relativamente corto, se encuentra que si bien hay varia-
clones anuales en més o en menos, los indices resultantes son de
una constancia facilmente observada. Mucho méas resulta asi si, en
vez de considerar 1nd1ees anuales, se consideran medlas de varlos'
afios.

Resulta asi un aumento anual proporcional a la poblacibn,

P.c

Es decir, que la poblaciéon al cabo de » afios, es

Pp="P, (1-+c)n

En que ¢ es un faetor constante, resultado de la suma algebraica
de los indices natal, mortuorio y migratorio.

Pero la aplicacion ilimitada de esta férmula llega, con el creci-
miento de n, a dar a P valores excesivamente grandes, como se ha
observado ya' para ‘el interés compuesto (el famoso problema de un
centavo puesto a iﬁtereses el dia del nacimiento de Cristo).

Ya Malthus habia hecho la conocida observacién de que el ere-

BEV. CIENC. ECONOM, ) - . ST ’ '\'}tl



158 REVISTA DE CIENCIAS ECONOMICAS

cimiento de la poblacién en proporeién geométrica acarreard un
desnivel entre la poblaciéon y las subsistencias, que, dice, crecen €n
razén aritmética.

Por otra parte, aun cuando se multiplicaran indefinidamente los
medios de subsistencia, hay todavia, por lo menos, otra razén limi-
tativa de la poblacién; y que es la necesidad de un limite minimo
al territorio que requiere cada individuo para su vida fisiolégica.

Una consecuencia que no ha sacado Malthus de su teoria, aunque
surge naturalmente de su mismo enunciado, es que, a medida que
la poblacion creee sin un aumento correlativo en los medios de sub-
sistencia (ampliando la teoria, podriamos decir, sin un aumento
correlativo en el territorio), el desequilibrio obra como una fuerza
retardadora del crecimiento mismo, en forma paulatinamente cre-
ciente, ‘

Esta observacién llevé al matemditico belga Verhulst, ya en 1838,
a plantear una ley de crecimiento que tuviera un limite méximo,
y en que la razén de ecrecimiento fuera funcién de la poblacién
misma.

El trabajo de Verhulst fué casi completamente olvidado, y sélo
en los Gltimos afios, los profesores Pearl y Reed, que llegaron a la
misma férmula sin conocer el trabajo anterior, han vuelto a poner
en discusién el asunto, principalmente a causa del trabajo que pu-
blicaron en la revista Metron, en 1923 (1).

A — Tasas de natalidad de diversos paises
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(1) El articulo de Pearl y Reed se encuentra incompleto en el ejemplar de
Metron existente en la Biblioteca de la Facultad.
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B —Tasas de natalidad de diversos paises
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Observadas las tasas demogréaficas de un pais sobre un periodo
relativamente largo, se observa que los indices, en lugar de ser cons-
tantes, como aparece a un examen més superficial, tienen una dismi-
nucién paulatina, euyo grado varia en los diferentes paises (gréficos
A y B). De la misma manera, hay una paulatina disminucién en el
indice del crecimiento general de la poblacién.

A primera vista, el indice de crecimiento apareceria asi como una
funeién del tiempo

i=a—f(1).

Pero la observacién més arriba apuntada, hace suponer que el
crecimiento sea, mis bien que funcién de la poblacién misma

i==a—f(y)

Confirman esta hipdtesis, observaciones hechas por Pearl, Reed,
y otros investigadores, no sélo sobre estadisticas de poblacién, sino
también sobre cultivos animales y vegetales, en los cuales han com-
probado que, independientemente del hacinamiento, el simple au-
mento en la masa de una poblacién, parece tener una influencia
negativa sobre las tasas de reproduccién de los individuos.

Tratdndose de una tasa que varia con la poblacién misma, la tasa
de crecimiento en un aflo dado no es constante, sino continuamente
decreciente.

Para tener su expresién verdadera, debemos, pues, considerar el
crecimiento en un pericdo muy pequeiio de tiempo, o sea la tasa
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instantinea (anadloga a la tasa instantinea de mortalidad de
Gomperz).

.. . 1 ~ ’
La tasa de crecimiento en un periodo (_ de afio), serd
- C\n

1
yH— » — Y

'.%

v la tasa anual equivalente :

1
Yot Y
Py e =
Y

Haciendo a #» muy grande, o.sea — = df, tenemos la tasa ins-

S| =

tantanea :

dy

y._di:a—f(y)

Desconociendo la forma de la funcién contenida en el segundo
miembro, podemos suponerla funcién lineal de y, es decir :
dy

: v AP

¢ Qué forma deben tener las constantes A y B?

Siendo el crecimiento, funeién de la poblacién, decreciente en
forma continua, tiene que llegar un momento en que el erecimiento
sea O, y por lo tanto, la poblacién desde ese momento serd cons-
tante. Habremos llegado entonces a la poblacién limite, poblacion
que llamaremos L, a la cual corresponde una tasa de crecimiento
ignal a O :

A
O=A—BL .- B_]—.J
de donde obtenemos para la forma de la tasa instantinea :
dy Ay
y.di A L

que se puede eseribir tambiém, como lo hace Yule, por mayor
comodidad para la discusién de la curva,

dy _1(, ¥

y.dt  « L)

~ La solucién de esta ecuacién diferencial, da para la funcién y
el valor : ‘
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K y C son constantes de integraci6n, que poderﬁos elegir arbitra-
riamente, y podemos, por lo tanto, hacer

b—c

e 2 Discusion de la curva logistico

T ecuacién que antecede, es la de la curva de crecimiento, de la
poblacién a la cual Verhulst ha dado el nombre de 1@gistica.
. - Observando el valor dado a la tasa instantinea de crecimiento,
vemos Qué cuando 4 es muy pequefio con relacién a la poblacién’
limite L, es decir, cuando un Estado estd en su periodo inicial de
poblacién, el factor

b1

L

difiere muy poco de la unidad y decrece muy lentamente; por lo
tanto, la tasa de crecimiento se aproxima mucho a la constante
1

- a
¥ se conserva algiin tiempo cercana a:este valor.
- Es deeir, que en los primeros afios del erecimiento de una pobla-
(,v;ién por la férmula logistica, la razén del crecimiento es casi una
constante (férmula del interés compuesto).

L es la poblacién limite, pues a medida que # crece, el segundo
sumando del denominador dlsmmuye y el denomlnador tiende al

11m1te l A
b es el punto medio de la curva, pues cuando t~— b;

p
L L

BT e o :

. Por otra parte,
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h

L Lee L
Yo +-n=— R :L_—"_}{:Il—yb—”h

14e & eaf1 1-+eo
Luego la curva es simétrica en 6.
Podemos escribir la férmula del modo siguiente

Yr 1
L b_ ¢
1-ter @
o también
Yott__ 1

1-+e
@ es una constante diferente para ecada curva. Si tomamos valores
sucesivos de ¢, {=a, t =2a, t =30, ete, vemos que se convierte
en 14¢, 14 €% 1-46% ete, independientemente de las constantes.
Por consiguiente, si tomamos sobre el eje de las abeisas los valores

de ¢ como unidad, y sobre el de las ordenadas, los valores de Yot

tendremos una curva que representa a todas las poblaciones que
respondan a esta ley de crecimiento.

El valor de ¢ que determina la mayor o menor inclinacién de la
curva, podemos llamarlo por lo tanto el standard intervael, intervalo
tipo.

C — La curva logistica aplicada a varias poblaciones

It

-0

T
T

08

o Estadog Unidos
+ Inglaberray Gales
@ Francig

08

ot

02

8 I f

-5 -t -3 -2 - 0 +1 +2 +3 +0 +5
— lntervalo tipo. —

anevees

En la eurva anexa (grafico C) se ha representado en esta forma

.
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B,

eorrespondiendo cada punto a una cifra censal. .

De este grafico puede deducirse a simple vista que Francia se
encuentra casi en el limite de su poblacién, mientras que los Es-
tados Unidos han llegado a un grado mds avanzado que Inglaterra

y Gales, ambos en la primera parte de la curva. (Calculado por
Yule.)

la poblacién de Estados Unidos, Inglaterra y Gales, y  Francia,

Solucion de la ecuacion diferencial
La ecuacién diferencial de segundo gradV” V
e
dy _1(, ¥
y.dt  a 4L
es de la forma llamada « ecuacién de Bermouilly » y puede resol-
verse mediante dos sucesivas substituciones de variable, y dos inte-

B

graciones. PR ;
‘De - -
T 1y
y.dt a ali
obtenemos : \
a1l
¥ .dt  ay.  al
¥ haciendo : )
u:——y“l du:y—2 dy y tambien y::—u_l
tenemos :
du | u 1
R
Haeciendo ahora u = vz
dv dz | vz 1 dv dz | z 1
gt =—a - cat(atl)=—a o
Podemos tomar z arbitrariamente, y lo hacemos con tal modo que
dz | z
@t
“_ La F}_ﬁigdt

Integrando :
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. De la ecuacién. (1) obtenemos (por ser nulo el segundo término
del primer miembro) :

dv 1
dt aL
dv 1 1 1 t—¢
@ L’ T ant e
v 1 1 t—c¢ .
gdt fj “e

a integrando

Método para determinar las constantes

Yule da tres métodos distintés para determinar las constantes de
la curva. El siguiente es el méas sencillo :
Tomando de tres censos equidistantes, los valores

. Yo, Y+ 5> Yt 42
y haciendo

. : 1
f<0>— ,f(l) f() Voo
tenemos :
NV bt
fo—g(i+es )—«frie ;
1 1" b=t _h
f(l)f R "E+E6 o .ea
Ve b—t . 7
TN (f(Q)j—— o :%—}—.%eT:Ae_&.e—‘E
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Afy 2
=e
A flo) ’

obtenemos el valor de a; y por medio de.

[Atfolr 1 b—t

= —e a

A% fo) L

obtenemos el valor de L.

1 =, .___ [Ai f(O)]2
L © A% fo)
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