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Apuntes sobre el cálculo de las probabilidades 
(Continuación) 

v 

El teorema de Santiago Bernoulli 

30. Hemos visto que siendo p la probabilidad de que se produzca 
un acontecimiento A, y q = 1 - p la de que ocurra el acontecimien
tocontraTio B, si 'se ha.cen 11, experiencias, la eventualidad más pro
bable es la quecoITesponde a la presentación np veces de A y nq 
veces de B. Y hemos visto, también, que la probabilidad correspon
diente, no obstante ser la mayor de todas, es sumamente pe,queña. 
Por.lo tanto será m,uy rat·o que el acontecimiento A se: presente np 
veces exa'Ctamente. 

Lo más probable es que se presente un número de veces com
prel1'didoentre ciertos límites np - h y 1tp + h. Esta ,cantidad 
variable, h, que representa la difer'encia entre el número de veces, 
m. = np + h, que se presente A en 11, experiencias, y el que .corres'
ponde a la probabilidad máxima, es lo que se Hama desvíO'. 

Así, si sie tira un dado una vez, la probabilidad de que salga el 

as 'es ~ Si se repite la experiencia 6000 veces, la probabilidad má-
ti 

xima corresponde a. la salida del as mil veces. Es casi s'eguro que 
no saldrá las mil veces exactarnente. Si se presenta 1028 veces, Ó 975 
veces, diremos que 'el desvío es +28 ó.- 2:5, respectivamente. 

31. Vamos a demostrar que « aumentando el número de experien
cias, attnqtte el desvío aumlen,te, disminuye, en valor absO'luto, la re-

lación I ~ I entre el desvío y el númerO' d~ pruebas, de tal mocla 

que haciendo « 11, » suficientemente grande, dicha relación puede 
hacerse tan peq1w-ña como se desee ». 
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0, en otros términos : « que la relación entre el número de veces, 
« m », que se presentar'á en « n » eXp'eriM'/;cias un acontecimiento AJ 
de probabilidad « p » y el número total ele experien1cias, d,iferirá 
de « p » en una ca.n,tidad tan peqtleña como se qttiera, con tal qttte 
se tome « n » sttficientemente grande ». 

Haciendo m = np + h se ve enseguida que los dos enunciados 
son exactamente iguales. En efecto, siendo E una cantidad tan pe
queña como se quiera, el segundo enunciado implica que se verifique 
la desigualdad siguiente : 

I In I Inp ± h I I--p = ----p <s 
n n' 

Es decir, 'el primer enunciado. 
32. Para demostrarlo 'empezaremos por calcular la probabilidad 

de que se produzca un desvio dado : digamos - h. Esto equivale 
'a hacer m = np - h, y, por lo tanto, la probabilidad busca.da nos 
será dada por el término del desarrollo de (p + q)" en que sean 

In~np-h. n-m=nq+h. 

es decir, por el término 

n ¡ h 1 I 
-,-----o----c-c-. _...,.---: pnp - qnq T ¡. 

(np-h)! (nq+h)! 

Transformándolo, lImdiante la fórmula de Stirling, tenemos 

[ ( h )J"p - h [( h )J"q + h V . ( h ) ( h ) e- np + h - nq - h np 1- np nq 1 + nq 2 -;; np 1 - np 2 -;; nq 1 + nq 

e- n n" V 2 -;; n pnp - h q"q + h 

( h )"P-h (h )"q+h - / ( h) ( h) e-nn"p-hp"p-h 1-- n"q+hq"q+h 1+- V2-;;nl 2-;;npq 1-- 1+-
np nq np nq 

Pero 

n"p-h. n"q+h = n,,(p+q) = n". 
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Luego, simplificando, queda 

1 

V '2 7'; npg (1 ~ ~)np - h (1 + ~)"q + h Vil ~ ~ o 1/1 + ~ 
np ng np V ng 

1 1 

~V2 7'; l~)q o (1- ~)np-h+t(l +~)"q+h+~o 
np ng 

(1) 

Representemos ahora por o: el denominador de la segunda fra0cióno 
T~mdremos 

0:= 1-- 1+- o ( h )np - h + t ( h )"1 + h + t 
np ng 

(2) 

Tomando logaritmos neperianos 

lo 0:= (np-h+!)lo (l-~)+(ng+ h+!)lo (1 +~)o (3) 2 I1p 2 ng 

P.ero lo (1 + x), cuando es x < 1 se puede desarrollar en serie, y 
se tiene 

Por lo tanto 

( h) h h2 

l. 1- IIp = - np -:- 2n2p2 - ... (4) 

( h) h h2 . 

l. l + ng = ng'- 2;12g2 + ". (5) 

Tanto 'en (4) como en (5) prescindiremos de los términos que 
siguen al segundo, debido a su pequeñez. Llevando, pues, esos valo
res a la (3) tendremos : 

l. 0:=(np_h+,!)(_~_~2 Q)+(n(J+h+~)(~-~~) .. 2 np 2n2p. 1 2 ng 2n2g2 

. h2 h h2 h3 h2 

l. o:=-h+ np - 2np - 2np + 2n2p2 - 4n2p2 + 

h2 h h2 h!J h2 
+ h + ng + 211g - 2ng - 2n2g2 - 4n2g2 o 
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y simplificando, y prescindiendo de los términos que tienen n2 

en el denominador, 

h2 h2 h h h2 (1 1) h (1 1) 
l. a= 2np +- 2nq +- 2nq - 2np = 2n p+-q +- 2n c¡- p' 

P h . - d d d- l' . ero como ~ es muy pequeno, po emos es enar e termmo 
2n 

que lo contiene como factor, y queda, entonces, 

1.2 

a = e 2 "pq 

Pero en la (1) no tenemos a, sino! luego 
a 

1 
-=e 
a 

/,2 

2 Ilpq 

y la probabilidad que buscamos es, por consiguifmte 

1 /,2 

~==e -2 npq. 
V 2 7i:npq 

33. La probabilidad que a.cabamos de ca'lcular es para un desvío 
negativo. Pero 'es evidente que si el desvío fuera positivo, llegaríamos 
a la misma exepresión, desde que h está :elevado a una potencia par. 

34. Hagamos, ahora, algunas aplicaciones de la fórmula haUada. 
Sean 

. n= 100.0 

Hallemos la probabilidad de que se produzca un desvío de + 40. 
Tendremos 

]600 
.1 

-r========~======~~e 

-V 2 X 3.1416 X 1000 X ~ X ~ 
2 X lOOO,X 1)2 X 1). = 

=~_1 __ e-3.2= 0.0010285 
V 1570.8 

La probabili.dad de que el desvío fuera - 40 sería, como ya hici
mos notar, la misma. 
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La probabilidad de que el desvío sea 60, será, supuestos para n, 
p y q, 10's mismos valores que ant'es, 

,/ 1 e- 7.2 =0.00001883=0.041883, 
y 1570.8 

dándo}e, previamente, un signo a 60. P.evo si sólo queremos que el 
desvío sea 60 en valor a.bsol1t,to, sin atender al signo, su valor será, 
evidentemente doble, es decir, 0.00003776 = 0.0 4 3776. 

HlaUemos, por fin, la probabilidad de que con los datos de los 
ejemplos anteriores, sea + 100 el desvfo. 

Tendremos : 

35. Las cifras a que hemos llegado decreoon tan rápidamente a 
medida que crece el deSVÍO, que surge de ellas la evidencia de que, 
práctica.mente,es imposible que se produzcan desvíos superior:es, en 
vaIor absoluto a un valor dado. 0, en otros términoS', que hay un 
val'or h del desvío tal que será 

In = np + h 

~ e ~: p"'q 11 - m = 1 - S 

m = np-h 

siendo E una :cantidad tan pequeña como se quiera. 
La probabi:lidad de que el desvío que se produzca no exceda de 

ken valor absoluto, tiende, pues, rápidamente hacia uno y hay una 
certidumbre moral de que ciertos desvíos no habrán de producirse 
nunca. 

Tal es, en esencia, el teorema de Santiago Bernoulli. De precisar 
su alcance fijando el valor límite de k en función de las constantes 
n, p y q, trataremos en los siguientes párrafos. 

36. Hemos negado, para la probabilidad de que se produzca exac
tamente un desvío h, a la expresión 

que según vimos, nos da sólo un va'lor aproximado. 
Admitamos ahora que lel desvío k, en lugar de variar solamente 

por valores enteros, puede variar de un modo continuo, es decir, 
que se puede reemplazar la variable disc~ntinua k por la continua 
z en la expresión anterior. 
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La probabilidad que corresponderá., entonces, a un desvío com
prendido entre z y dz, es 

" ~_1 __ e - 2 npq dz 
y 'L -¡¡ npq 

Admitamos,además, que el número de pruebas se hace infinita
mente grande y que el desvío puede entonces variar entre ~ = 
y +oo. La suma de todas estas probabilidades, que nos habrá de 
dar la certeza, se obtiene integrando la expresión anterior entre 
los límites - = y + oo. Tendremos : 

í+oo ' 1 -~ 1 í+oo-~ 
_ 00 y 2 -¡¡ npq e 2 npq dz = {2 7: npq _ 00 e :¿ npg clz = 1 

Comprobémoslo. 
Siendo la función a integrar tal que para valores positivos de z 

hemos de obtener los mismos resultados que para valores negativos, 
desde que dicha variable está elevada al cuadrado, integrarla entre 
-oo y + oc equivale a integrarla entre O y + = y tomar luego 
el doble. Es decir,que tendremos· 

-=-------:~ e 2 npq clz = ---==--_ e 2 npq dz. 1 í+oo-~ 2 í+oo-~ 
y 2 7: npq _ 00 • y2 -¡¡ npq o 

Hagamos 

z 
---=t 
(2npq 

Z2 

=--== = t2 

2 npq 
z=tY'2npq y dz=Y2npqdt 

Entonces para 

z=o, t=O 

y para 

z=oc, t= oc 

Nos resulta, pues, cambiando de variable 

e 2np1 dz=---===-= e- t2 Y2npqdl= 2 í+oo-~ 2 f+oc 
Y27tnpq. o Y2-¡¡npq. o 

= 2, V2nl~í+ :-12dt=~í+ :-t2dt. 

V2 'ir npq o y.;;- J 
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Ahora bien : en todos los tratados de cálculo se demuestra ,(y 
nosotros vamos a dar en seguida una demostración), que 

e - (2 dt ----..., 7C, \
'+ 00 ¡l-

,o 2 

Luego 

~ \'+ : - (, dl = ~ , ¡I~ --:- 1 
y¡-; o F. 2 

como queríamos demost.rar, 
Es decir, que admitiendo que el desvío pueda llegar a tener un 

valor infinito y por lo tanto que es también infinito el número de 
pruebas, nuestra fórmula nos ha dado un resultado exacto, Esto 
prueba la naturaleza asintótica de la misma, Luego cuanto mayor 
sea el número de experiencias, mayor será su grado de exactitud. 

37. Demosü'emos ahora que realmente es 

j'+ 00 _ (, dt = ~ e ~. 

o 2 

Sean x, y y z tres ejes coordenados rectangulares que determinan 

o' 

tres planos ortogonales xy, xz e y,s, ,que pasan por el punto O. 
En 'el plano xz tra·cemos la curva 

e-X' 
. 

y en ·el plano yz la curva 

e-Y' 

Integrando ambas funciones entre los límites o y + 00 J' repre
sendo por S cada una de las integrales, que tendrán igual valor toda 
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vez que sólo se diferencian en el símboio elegido para designar la 
varül;ble; tenemos : 

J+ 00 

S= o e-x'dx 

Multiplicando ambas ecuaciones, tenemos ': 

S2 = J: =J: ~-x, e -y' dxdy = J: 00 J:~-(X'+Y') dxdy. 

P'ero (x2 + y2) = r2, desde que x e y son 1,os catetos del triángulo 
l'ectángu10 OAN = OBN,cuya 'hipotenusa es ON, luego : 

e _(x2+y') = e - 1". 

Además, dxdy es el área de un rectángulo (en el plano xy) de 
hvdos dx y dy, por lo tanto : 

e-(x'+Y') dxdy = e- r' dxdy 

es el volumen .de un paralelepípedo rectángulo que tiene por base el 
rectángulo infinitesimal dxdy y por 'altura e - 1" • 

,La integral que buscamos, '8 2 , es, pues, la suma de los v01úrnlenes 
de todos los paralelepípedos análogos, que se forman en la región 
angular xOy del plano xy, o sea el volumen engendrado por la su
perfióe plana yOO'CL al g~rar sobre 000' hasta tomar la posi
ción xOO'DI. 

P.ero dicho volumen es evidentemente la cuarta parte del que 
engendra yOO'.QL al 'girar iSobre 00' !hasta ocupar de nuevo su 
posición primitiva. 
- Calcular este nuevo volumen es, pues, ,caLcular el anterior; re
presentando por V ell volumen total, tenemos 

V = 4 82 

y como, 'evidentemente, el volumen ava:luado será el mismo, cual
quiera que iSea el procedimiento de des'composición que adoptemos, 
supondr'emos en el prano xy una serie de círculos 'concéntricos, cuyo 
radio indicaremos en función' de la varia'ble r. 

Ahora bien, dos 'CÍrculos cuyos radios son, rescpectivamente r y 
r + dr, determinan una corona circular que tiene por área: : 

que se reduce a 27':rdr, prescindiendo del infinitesimal de segundo 
orden (drp. 
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A cada una de esas coronas 'corr'e'sponde una ,capa cilíndrica cuya 
altura es e _1" y su volumen: 

Hallar la suma de los volúmenes de todos los sólidos análogos es 
integrar la diferencial anterior entre ,los límites cero e infinito. Es 
decir, que ,tenemos : 

4 S2 = V = J~ e-l'" 27.rdr= -7. J~ _e-,·2 21'dr. 

Pero la diferencial de e-,·2 es de la forma eU du, en que u= - 1'2, 

du = -:-2rdr. Luego - e- r' 2rdr es la diferencial de e- 1'2 Por 
tanto : 

Luego 

4S2 =~ T. J~ -e-'" 2rdr=-7t [e-I"JO' = 

= 7t [e - oc - e - O] = - T. (- 1) = 7t 

38. Calculemos ahora el valor probable del desvío o sea la espe
ranza matemática del jug'adocr a quien s'e le ofrece una 'Suma igual' 
al de'SvÍo que se produzca. 

Eso equivale a multiplicar cada término del desarrollo de 

(p+q)" 

por h, o, si hacemos uso de la va:eiable c~1tinua, a calcular la In

tegral 

. e - 211pq zdz. 2 \"" ~ 
Y27tnpq. o 

Haciendo como antes : 

,/ z = t.'. z = t Y2npq.·. dz = Y2npq dt 
y2npq 

y substituyendo, resulta, teniendo en cuenta que, según hemos visto, 
los límites no cambian. 
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y 2 loo e - 2:;q zdz=~ loo e - t' t Y2npq Y2npq dt = 
27Cnpq. o 7Cnpq. O 

=- -e- t"2ldt= 
¡!2npC¡ Y2npq' \.00 , 

Y27Cnpq . O 

Y2npq [']00_ Y2npq V/2,/- ,r:::-::::-=-----¡=:-- e 0-----(0-1)= -rnpq=0,79789rnpq. 
y7C Y7C 7C 

A proximadamen te 

O,8ynpq 

39. Calculemos ahor;:¡, el valor prohable del ct~(J¡drado del ~esvío, 

o sea la esperanza matemática del jugador a quien se le ofrece una 
suma igual al cuadrado del desvío que se produzca. 

Si hacemos uso de la variable continua, tendremos que calcular 
la integral 

Haciendo, como antes : 

z 
--=t 
V2 npq 

z =tY2 npq dz =Y2 npq dt Z2 = 2 npqt2 

y teniendo prese.nte que los límites no varían, nos resultará, reem
plazando valores : 

2 -- 2 t' --íOO z' íoo 
-= e 2npqz2dz= . e- 2npqt2 Y2"pqdt= 
y2 7C npq o y2 7C npq o 

---_- -e t t. _ - 2 npq loe - t' 2 2 d 
JI 7t o 

Consideremos la integral con prescinde~lcia de la constante que 
la afecta 

J;- e- t'2 t2 dt = J;-e- t' 2ltdt. 

Hagamos 

t -:-c- U ; - e- t' 2 tdt = dv 

dt=du; 
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Nuestra integral se transforma en 

rudv, 
Integrando por partes 

rUdV = [uvr -~ rvdu 
y substituyendo valores : 

r -e- t2 2 ttdt = [te- tr -r e- t' dt. 

Pero el' primer término del segundo miembro es nulo para ambos 

límites, pues en un 'caso se anula t y en 'Otro e- t2 

En ·cuanto al segundo término, sabemos que vale 

~. 
2 

Tenemos, pues 

-e- t'2 ttdt=_)7: . \

'00 r::. 
• o 2 

Luego: 

2 npq 1'= - t2 "d ( 2 npq) ( V~) - -- -e 2i" i= --_- -, =npq. 
~ • o Vít ~ 

Tal es el valor prohable del cuadrado del desvío. El valor que 
eorresponde al desvío, deducido de éste, y que es costumbre repre
sentar por ¡J. es: 

Calculando diredamente habíamos hallado 

1/2,/
/ ~ rnpq 

'0, aproximadamente, 0,8 V npq, es decir, los cuatro quintos del valor 
·que ahora resulta. 

El q~e acabamos de calcular, 
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se lhlima usualmente desvío medio cuadrático. 
El que hallam.os por medio del cálculo directo, 

0.8 ynpq, 

s'e llama desvío medio. 
Conviene record'ar estas denominaciones y sobre todo no confun·· 

dir a uno ni a otro con el llamado desvío p1"obable, que es 

0,476936 y2 npq 

según más adelante veremos. 
40. Si calculamos los valores del desvío medio y del desvío med~'o 

cuadrát~co mediante la fórmula del binomio, es decir, sin admitir 
que los desvíos puedan variar de un modo continuo, llegamos a los 
mismos resultados. 

'Calculemos previamente el desvío ntedio cua,drático. 
Como antes, habremos de calcular la esperanza matemática del 

jugador a quien se le ofrece una suma igual al cuadrado del desvío 
que se produzca. 

,Siendo h el desvío, tendremos : 

h2 = (np-m)2 = (m-np)2 

valor del cuadrado del desvío en función de la variable m. 
Por esa ,cantidad (np - 111,)2 habremos de multiplicar cada tér

mino de (p + q) n. 

La. esperanza matemática que buscamos es igual a : 

m=1l 

~ (np_m)2C~pmqn-m= ¿ (n2p2-2npm+m2) C~rq,,-m = 
m=O m=O 

m=1l 

= ~ n2p2 C~ pmqn - m __ ~ 2npm C:'pmq" - m + 
m=O m=O 

Calculemos por separado cada uno de los términos, que llamare
mos, respectivamente, S" S2' 'Sa. 

Tendremos: 
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m=n m=n 

S1= ~ .n2p2C:pmqn-m=n2p2 ~ C:pmqn-m 

m=O m=O 

pero 

m=1l 

~ C:rqn-m=(p+q) 
m=O 

Luego Sl = 11?p2 desde que (p + q)n = 1. 
Ahora, 

m=n 

S2= h '2npmC:rqn-m=2np h mC:rqn-m. 

m=O m=O 

Pero teníamos (oc) : 

h C:rqn- m=(p+q)n. 

m=O 

Derivando esta expresión con respecto a p, tenemos 

h mC:r-lqn-m=n~p+q)n-l 
m=O 

y multiplicando por p ambos miembros : 

h m C:'pmr¡n-n= np (p+qY- 1 

m=O 

o sea, 1tp puesto que (p + q)n-1 = 1. Luego 

Calculemos, ahora, S3 : 

S3 = 1 m2C:'rqn~ m. 

m=O 

Tomemos la derivada de (~) con respecto a p 

(oc). 

• 

(~), 
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~ m2C~ pm-l gil-m = np (n-1) (p + q)n-2+ n (p + q)"-1 
m=O 

y multipliquemos ambos miembros por p 

~ m2C~ prnqn-m = n(n-1) p2 (p+g)"-2+np (p+q)"-l= 
m=O 

=n(n-1)p2+np 

puesto que (p+q)n-2 y (p+q)"-1 valen 1, y como el último 
valor hallado es precisamente el de S3' tenemos en definitiva, que 
el valor probable del cuadrado del desvío es : 

Si - S2 +S3 = n2p2_2n2p2 +n(n-1)p2+np = 
= np - np2 = np (1- p) = npq. 

o sea, el mismo resultado de antes. 
41. Calculemos ahora, por medio de la fórmula del binomio, el 

valor del desvío medio, que es., según hemos definido, la esperanza 
matemática del jugador a quien se ofrece una suma igual al desvío 
que se produzca. 

Como aquÍ no tenemos el desvío elevado al cuadrado, hemos de 
considerar por separado el ~esvÍo pósitivo y el negativo. 

Si es el desvío negativo, tenemos 
• 

m = np - h 

n- m = nq + h 

multiplicando por q la primera ecuación y por p la segunda, nos 
queda : 

mq = npq - hq 

(n - m) p = npq + hp 

y, restando la primera de la segunda : 

(n - m)p - rnq = hp + hq = h :. 

n-m In 
h. -q-pq-¡;pq 

1 [n-m m] !=pq -----
.. q p 

(1) 
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Para tener ahora el valor del desvío positivo bastará, evidente
mente,cambiar de signo la expresión anterior, y tendremos 

h=pq ____ o [m n-m] 
p q -

(2) 

Multiplicar, pues, por h los términos del binomio (p + qr 
es 'multiplicarlos respectivamente por (1) o por (2), según sea ne
gativo o positivo el desvío. 

Pero, ¡, a qué equivale eso? 
En el caso del desvío negativo,hemos de multiplicar cada tér-

-, n-m 111 h d '1 d'f ' mmo, pnmero por ---, luego por -, . a<;er espues a 1 erenCla 
q p 

y multiplicar el resultado por pq. 

P 1 . l' d" 111 'ero mu üp lCar ca a termmo por - es tomar su derivada con 
p 

t 1 . l' 1 n-In d . d . respeco a p; y mu tlp lcar o por --- tomar su enva a con res-
q 

pecto a g. 
¡Sacamos en consecuencia que para los términos de desvío nega

tivo se toman las derivadas de' cada término con respecto a p y q, 
se resta la primera de la segunda y se multiplica la diferencia 
por pq. 

Para los términos de desvío positivo, en lugar de restar la deri
vada con respecto a p de la con respecto a q, se resta ésta de aquélla, 

¿ y el término máximo? ,Gomo ,su desvío es nulo, sus derivadas 
con respecto a p y a q han de ser iguales. 

Podemos, pues, al derivar, incluir el término máximo en los dos 
grupos de términos que formaremos (de desvío positivo y de des
vío nega:tivo), sin ningún inconveniente, 

La suma de los términos de desvío negativo (incluyendo el má
ximo) es : 

1)1 = np 

~ m n(n-1) 2.J CnP"'q,,-m , q"+npq,,-1+ 2 p2q"-2+ 
m=O , 

n 1 n! + + pnp -1 q"q + 1+ )"1' "g 
, .. (np-1)!(nq+1)! (np)!(nq)!J q, 

Derivando con respecto a q : 

n (11 - 1) (n - 2) 
nqn-1+n(n-1)pq"-2+ '2 p2q"-3+,,,+ 

n! n! +. (nq + 1) ]1"1' - ]q"1 + .~------c--c nqj)"1'q"g -1 
(np-1)!(nq+1)! ' (np)!(nq)! . 

n¡;;-v. CIEiS"C. ECO!.\"ÓM. '7 
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Simplificando y multiplicando y dividiendo por np el penúltimo 
término, queda : 

1 + (. ) 0+ n (n -1) (n- 2) o ~+ + nr¡" - n n - 1 pr¡" - 4 2 ]rr¡" - e •• , -

n! n! 
+ (lIp) ! (nI} fI nplpr¡"7 + (np) ! (nr¡) ! np"Pr¡"'l . 

. Derivemos ahora con respecto a p y tendremos : 

+ 1 + . ) 2 + n (n - 1) (n - 2) o 3 + O nr¡" - n (n -- 1 pr¡" - ----yq"-
2 

n! + ... + -( -)-1-( -)lnp"Pq"q. np . nq . 

Fácil es ver, ahora, que al restar la segunda expresión de la pri
mera, se anulan todos los términos, menos el que corresponde a la . 
derivada con respecto a q del término máximo, es decir : 

n! 
np"1' q"7 

(np) ! (nq) ! . 

Es evidente que si hacemos ahora los cálculos análogos que co
rresponden a los desvíos positivos, nos quedará sólo la derivada del 
término máximo con respecto a p. Como hicimos notar y como re
sulta de los cálculos ya hechos, las dos derivadas son iguales. Luego, 
el valor probable del desvÍo, o sea el desvío medio, será igual al 
duplo de ese desvío multiplicado por pq. 

2pq -c-('-¡pC-) 'c-; (c-!nr¡) ! np"Pr¡"'l = 2npq [(n]1) '~ f,¡q) ! p"1'q"7] = 

= 2npq 1 _= V_2_' __ IP_q 
V 2r.npq V r. 

toda vez que la cantidad que para mayor visibilidad hemos ence
rrado entre corchetes, no es, sino el término máximo. 

42. Los desvíos hasta aquÍ calculados son los que se llaman abso
lutos. Si los dividimos por el número de pruebas realizadas, obten
dremos una relación entre el desvío absoluto y el núme.ro de expe
riencias, que se llama desvío relativo. 

El desvío medio absoZ1lto es 0,8 Vnpq. 
El desvío medio relativo es, por ,lo tanto, 
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El desvío medio cuadrático absoluto es ynpq. 
El relativo es 

Ynpq ypq 
-n-=~' 

Vemos, pues, que al aumentar el número de experiencias, el desvío 
absoluto crece, al par que el relativo decrece. Y la razón es obvia. 

El desvío absoluto C1'cce,pero lo ¡hace proporcionalmente a la raíz 
cuadrada del número de experiencias, n, luego crece mtlcho más 
len,tameni"e que dicho número n, y por lo tanto, su, relación con él 
ha de disminuir a medida que crezca n. 

Resultado que demuestra el teorema enunciado en el párrafo 31, 
bajo dos formas distintas. 

De acuerdo con ello, sólo en el caso de ser n infinitamente grande, 
tendríamos exactamente : 

m 
--;;=p. 

Esta observación precisa al alcance de la proposición demostrada. 
Nos permite determinar, con respecto a los desvíos que pued!1n pro· 
ducirse, un límite superior y otro inferio'r, cuya probabilidad de 
ser sobrepasados sea tan mínima que, prácticamente, pueda consi· 
derarse como nu~a, y el hecho, por lo tanto, como imposible. 

43. Si en la expresién que nos da la probabilidad de que se pro· 
duzca un desvío igual a + h (o a - h), 

1 h2 

---c 'Lnpg 

V2"npq 
hacemos 

1 
s = V2npq 

y x=hs 

serán 

h2 h" " " --= ·s·=x· 
2npq 

siendo E una cantidad menor que uno, y tanto menor cuanto mayor 
sea n. 

Represell'temo:s gráficamente la función 
/¡2 

-- _x2 

e 2"p1=e 

y veamos cómo varía para valores enteros de h. Ya sabemos que es 



258 REVISTA DE CIENCIAS ECONOMICAS 

simétrica con respecto al eje de las ordenadas, puesto que toma 
iguales valores para h!= + 1; h = + 2 ; ... 

Como dicha función depende de los valores de n, P Y. q, hagamos 

n = 200; p = q =~. Será, entonces, 
2 

y para h = 1; 2; 3; ... , tendremos x = 0,1; 0,2; 0,3 ... 
Por lo tanto, para desvíos + 1; + 2; + 3; '" tendremos, sobre 

el eje de las abcisas, distancias iguales a + 0,1; + 0,2 ;+ 0,3 ... 
a las que corresponderán las ordenadas que indica la siguiente tabla 

Valores de la función: y = e - x2 

X y x I y ;1' Y 
__ 1 ----

1 

° 1 0,7 

I 
0,61263 1,5 0,10540 

0,1 0,99005 0,8 0,52729 2 0,018316 
. 0,2 0,96076 0,9 0,44486 2,5 0,001930 

0,3 0,91393 1 0,36788 3, 0,000123 
0,4 0,85214 1.1 0,29820 3,5 0,000004785 
0.5 0,77880 1,2 0,23693 4 0,000000113 
0,6 0,69768 1,3 0,18452 5 0,00000000001 

y 

. 
"..'-' r-p.-, ,....: 

r-'" ::....;:..., 
i7' 

r h 
~ ~ 

~ p.. 

p{ :::.. 
.::.... 

---(1 P-:: 

l' "-. -,.1 -1 -o.g -0.8 -0.7 -o ti -0.5 -0.4 -O . .> -0.2 -0.1 o 0.1.0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1. U 

Si ahora admitimos, como hicimos en otra ocasión, que el desvío 
puede variar de un modo continuo entre ° y + oo, no habremos 
heclho más que reemplazar la poligonal que representa la función 
discontinua, por la curva asintótica al eje de las abcisas que repre
senta la función continua y que tenderá a confundirse con la po
ligonal a medida que aumente el valor de n. 

En efecto, haciendo n = 20000; p = q = 
1 
-; resulta : 
2 
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1 
s= " =0,0l. 

V 2 X 20000 X ~ X ~ 
y para h = 1; 2; 3; ... se hace x = 0,01; 0,02; 0,03 ... y la poli
gonal y la curva se confunden, prácticamente. 

Esta curva se conoce con el nombre de curva de campana -
debido a su forma -; o curva de los errores - por la aplicación 
que de ella se hace en la teoría de los errores -; o curva de Gauss 
- el fundador de esa teoría -; o curva de probabilidad. 

Iremos visto ya que entre - = y + = encierra un área igual a Y;. 
Se han calculado tablas de la integral 

J>-x2 dx 

que dan el área encerrada entre la curva, el eje de las abcisas, el 
de las ordenadas y una ordenada dada que corresponde al valor 
asignado a x en cada caso. 

44. La función 

8(A)=- e-x'dx 2 j.' 
y; o 

en la que, como hemos visto, es 

h h2 

x = + V2n]1q .. X2 = 211]1q 

nos da la suma de las probabilidades de los desvíos comprendidos 
entre + h y - h, de conformidad con los valores particulares que 
toma h, en cada caso,' cuando a x se le dá un determinado valor A. 

Damos a continuación una tabla de los valores de la integral : 

e (i,) = r e - x' d:x;. 2 I·l, 
r 'ir • o 

, e (i-J l, (;'¡(i-J l, e (i,) 

--
O O 1.163 0.9 2.327 0.999 
0.1 0.1124630 1.2 0.9103140 2.5 0.9995930 
0.2 0.2227025 1.3 0.9340080 2.76 0.9999051 
0.3 0.3286267 1.4 0.9522851 3 0.9999779 
0.4 0.4283922 1.5 0.9661052 3.13 0.9999904 
0.4769363 0.5 1.6 0.9763484 3.46 0.9999990 
0.5 0.5204999 1.7 . 0.9837904 3.50 0.9999993 
0.6 0.6038561 1.8 0.9890905 3.71 0.9999998 
0.7 0.6778010 1.83 0.9903467 3.72 0.9999999 
o .8 0.7421010 1.9 0.9927904 ... . .. 
0.9 0.7969082 2 0.9953223 00 1. 
1.- 0.8427008 2.12 0.9972836 I 
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Se advertirá que los valores de la función tienden rápidamente 
hacia uno. 

rCuando es A = 0,4769363, es e CA) = 0,5. 
El desvío h, que resulta en este caso particular y que tiene la 

misma probabilidad de ser que de no ser sobrepasado, en valor ab
solnto, se llama desvío probable. 

45. Ejemplos : 1. 1. Cuántas veces se debería echar al aire una 
moneda para que la probabilidad de que una cualquiera de las caras 
saliese un millón de veces má.s que la otra fuese 0,99? 

En este caso, lo que debemos determinar es n. 
En la tabla hallamos 

e CA) = 0,99 

cuando A = 1,83. 
Por otra parte, según el enunciado del problema, tenemos. 

1 
h = 1000000; p = Q=2' 

Luego, reemplazando valores en la ecuación 

h 

tenemos 

),=-== 
y2npq 

1,83 = 1000000 

1/2nX!X! V 2 2 

,¡- _1000000 y2 
rn - 1,83 

2X 10000002 

n = 1,832 

o sea 597211 millones, aproximadamente. 
n. Se lanza al aire una moneda 200 veces, y se observa que sale 

cara m veces. 1. Cuál es la probabilidad de que la frecuencia obser-

vada ~ no difiera de la probabilidad teórica, p = -21 , en más de 
20 

un 4 por ciento? 
El desvío absoluto no debe pasar de 8 en las 200 experiencias. 

Luego 

• 
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Según la tabla 

El (0,8) = 0,742, 

luego esa es la probabilidad de que el número de ~aras que salgan 
esté co~prendidoentre 92 y 108. 

III. Dos jugadores, Ay B, juegan a cara o cruz un determinado 
número de partidas. A se compromete a. pagar a B una suma s si 
el desvío que se produzca no pasa de 8 en valor absoluto. Por su 
parte, B se comproll]ete a pagar a A esa misma suma ssi el desvío 
llega a pasar de .dicho límite. ¿Cuántas partidas deberán jugar para 
que el juego sea equitativo? 

Para ello las probaibilidades de uno y otro han de ser iguales. 
Hemos de tener, por lo tanto, 

lo que ocurre cuando es 

e (),) =! 
2 

J. = 0,4769363 

Tomemos 0,4769 : resulta entonces 

8 
0.4769 = ~~--

V2n~. ~ 
8 2 X2 

n = 0.4769 2 = 563. 

IV. La relación entre el número de n.a cimientos masculinos y fe
meninos guarda una cierta constancia que no ha escapado a los 

25 estadígrafos. Durante 8~ siglo XVIII se admitía que era de _; para 
24 

22 18 ' 
Laplace era de -, y en nuestros días se estima en -. Aceptando 

21 17 
como -cierta esta última razón, se pregunta cuál es la probabilidad 
de que sobre un total de 83.300 nacimientos se produzca un desvío 
superior a 475. 

Según la !hipótesis admitida, las probabilidades respectivas de que 
nazca un varón o una niña son 

18 
p=-

35 
17 

Q=35' 

Luego tenemos 

), = 475 = 475 = 2,328. 

112 X 83300 X 18 X 1 ~ 204 
- 35 30 

Para 
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A = 2.327 

tenemos 

® (),) = 0,999 

Esa es la probabilidad de que el desvío no exceda de 475. La de 
que exceda dicho límite es,' por lo tanto, 

V. Una urna contiene 100 bolillas blancas y 100 negras y se 
hacen 10.0 extracciones, reponiendo en cada caso la bolilla extraída. 
¿ Entre qué límites estará comprendido el desvío cuya probabilidad 
es 0,997 ~ 

Siendo. 

El (¡,) = 0,997 es ), = 2,12 

Luego 

Ji 
2.12=-== 

V21lpq 

puesto que, como sabemos, el desvío m,edio c'uadrático - que hemos 

simbolizado por lA. - es igüal a V npq. 
En el caso concreto que tenemos es 

h=3 1 /1 00 X ~ X ~=3 X5= 15. V 2 2 

Luego, el número máximo de bolillas de un color dado que, dentro 
de esos límites, podrán salir es 65. Y, por lo tanto, el menor número 
de bolillas que podrán salir del otro color es 35. Tales son los límites 
pedidos. 

VI. ¿ Qué pro'babilidad hay de que tirando 200 veces una moneda 
a cara o cruz, se produzca un desvío superior a + 15? 

Para h = 15, tenemos 

15 
),= = 1.5 

1/2 X 200 X ~ X ~ 2 2 

(..¡ (1. 5) = 0.966. 

Por lo tanto, la probabilidad de que el desvío no exceda de 15 en 
valor absolttto, es 0,966. 
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La de que exceda de 15 (sin atender al signo) es 

1-e (1,5) = 0,034 

Y la de que exceda, en un sentido determ,inado (el positivo, en 
este caso) es, evidentemente, la. mitad de la anterior. Es decir 

~[1-e(1.5)]= 0.017 .. 

J OSE GONZÁLEZ GALE. 

(Con.tinuará.) 
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