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A BTN

Ai)untes sobre el calculo de las probabilidades -

(Continuacién)

v
El teorema de Santiago Bernoulli

30. Hemos visto que siendo p la probabilidad de que se produzea
un acontecimiento A, y ¢ = 1 — p la de que ocurra el acontecimien-
to contrario B, si se hacen n experiencias, la eventualidad mds pro-
bable es la que corresponde a la presentacién np veces de A y #ngq
veces de B. Y hemos visto, también, que la probabilidad correspon-
diente, no obstante ser la mayor de todas, es sumamente pequefia.
Por lo tanto serd muy raro que €l acontecimiento A se presente np
veces exactamente.

Lo més probable es que se presente un nGmero de veces com-
prendido entre ciertos limites np — h y np -+ h. Esta cantidad
variable, h, que representa la diferencia entre el nimero de veces,
m. = np =+ h, que se presente A en n experiencias, y el que corres-
ponde a la probabilidad méxima, es lo que se llama desvio.

‘Asi, si se tira un dado una vez, la probabilidad de que salga el

as es 11 Si se repite la experiencia 6000 veces, la probabilidad mé-
6

xima corresponde a la salida del as mil veces. Es casi seguro que
no saldrd las mil veces exactamente. Si se presenta 1028 veces, 6 975
veces, diremos que el desvio es 4+ 28 6 — 25, respectivamente.

31. Vamos a demostrar que « aumentando el nimero de experien-

cias, aunque el desvio aumiente, disminuye, en valor absoluto, la re-
facion | =
n
que haciendo < n > suficientemente grande, dicha relacién puede

hacerse tan pequefia como se desee ».

entre el desvio y el nimero de pruebas, de tal modo
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O, en otros términos : « que la relacién entre el nitmero de veces, .
« m », que se presentard en « n » experiencias un aconfecimiento Al
de probabilidad « p » y el nimero total de experiencias, diferird
de « p » en una cantidad tan pequeiia como se quiera, con tal que
se tome « n » suficientemente grande ».

Haciendo m = np -+ h se ve enseguida que los dos enunciados
son exactamente iguales. En efecto, siendo & una cantidad tan pe-
quefla como se quiera, el segundo enunmado implica que se verifique
la desigualdad siguiente :

<

—

Es decir, el primer enunciado.

32. Para demostrarlo empezaremos por calcular la probablhdad
de que se produzca un desvio dado : digamos — h. Esto equivale
@ hacer m = ap — h, y, por lo tanto, la probabilidad buscada nos
sersd dada por el término del desarrollo de (p 4+ g)" en que sean

m=np—h. n—m=nqg -+ h.

es deeir, por el término

n!
! np — h 4n h
,PP qH— .

(np—h) ! (ng -}-h) !

Transforméandolo, mediante la férmula de Stirling, tenemos

e— "t V2_,:7£ pnp— h qnq + &
e =" (np — hyP =427 (np — h) e= 1+ (ng - hyra +2 z (ng - h)

e~ V2 -n Pnp— h qnq +h

. h np—h h ng 4 h I
et h—ng—k (np (1 — n?))j! {nq (1 -+ ({ﬂ ‘/2 =P (1 — —P> =g (1 -+ ng)

e—" llnl/Q n ])np—/z (jnq—{—h

b \—* h\nath : h e
—n gnp—h ynp—4h ng 4 h grg -k —_ —_ —_—
e (1 np) e <1+nq) f2mn) 2anpg (1 np)(l nq)

Pero

nwe— h L +h nh P+9 — ne.
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Luego, simplificando, queda

1
h np—h h ng - & -
= ()
1
BN —— np — 1 n 1 (1)
V2% npq (1”£>p H_Z(l_{_ﬁ)ﬁ_w”
Ilp ]lq

Representemos ahora por o el denominador de la segunda fraceién.

Tendremos
h\w—*t+3 h 'lq+h+%'
=TT T e

Tomando logaritmos neperianos

z.a:(np;th%)z.(1_%>+<nq+h+%)z.(1+h)- (3)

ng

Pero I. (14 ), cuando es <1 se puede desarrollar en serie, y -
se tiene

x? m"} mlb
Por lo tanto
h h h?
l'(l‘-«]_q;):—@_—-rng])?'_“”. ‘ (4:)
h h hr
* e =
l"(L+izq> ng 2ntqr 17T (5)

Tanto en (4) como en (5) prescindiremos de los términos que
siguen ‘al segundo, debido a su pequefiez. Llevando, pues, esos valo-
res a la (3) tendremos :

s I o

h? h h? h? h?

np 2np 2np +
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Y simplificando, y prescindiendo de los términos que tienen n?
en el denominador,

GO 7S WL Y.
2n

*aup Ty T ol g Tl T

h - - , .
Pero como o es muy pequeio, podemos desdefar el término
n

que lo contiene como factor, y queda, entonces,

h? (1 1\ h?
o=l o) = 5

A2
o ==¢?"Pq

, g
Pero en la (1) no tenemos o, sino = luego
o

h2
1_ e 3
o4

Y la probabilidad que buscamos es, por consiguiente
]lz
1 —e T2 "f“].

V2= npg

33. La probabilidad que acabamos de caleular es para un desvio
negativo. Pero es evidente que si el desvio fuera positivo, llegariamos
a la misma expresién, desde que k estd elevado a una potencia par.

34. Hagamos, ahora, algunas aplicaciones de la féormula hallada.

Sean
1
c N= 100‘0 y p:gzé s
Hallemos la probabilidad de que se produzea un desvio de -+ 40.
Tendremos :
1 1600
e TXA0TX e X e __

‘/ﬁ2><3.1416><1000><é><é

_—_Vlf)l_()‘se“?’a:o.oom%cs
70.

La probabilidad de que el desvio fuera — 40 serfa, como ya hici-
mos notar, la misma.
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La probabilidad de que el desvio sea 60, serd, supuestos para n,
Py ¢, los mismos valores que antes,

¢ "% —0.00001883 = 0.041883,

dandole, previamente, un signo a 60. Pero si sélo queremos que el
desvio sea 60 en wvalor absoluto, sin atender al signo, su valor serd,
evidentemente «doble, es decir, 0.00003776 = 0.0*3776.

Hallemos, por fin, la probabilidad de que con los datos de los
ejemplos anteriores, sea - 100 el desvio.

Tendremos :

L .092006.

/1570.8

35. Lias cifras a que hemos llegado decrecen tan rapidamente a
medida que crece el desvio, que surge de ellas la evidencia de que,
prdcticamente, es imposible que se produzcan desvios superiores, en
valor absoluto a un valor dado. O, en otros termlnos que hay un
valor h del desvio tal que serd

m=np 4 h
m 1
m n—m T —-—s
G, pmq

m=np-—h

siendo & una ‘cantidad tan pequefla como se quiera.

Lia probabilidad de que el desvio que se produzeca no exceda de
h en valor absoluto, tiende, pues, rapidamente hacia uno y hay una
certidumbre moral de que ciertos desvios no habran de producirse
nunca.

Tal es, en esencia, el teorema de Santiago Bernoulli. De precisar
su aleance fijando el valor limite de h en funcién. de las constantes
n, Py ¢, trataremos en los siguientes parrafos.

36. Hemos llegado, para la probabilidad de que se produzca exac-
tamente un desvio h, a la expresién

1

g 2mpg
V 2z npq
que segin vimos, nos da sélo un valor aproximado.

Admitamos ahora que el desvio &, en lugar de variar solamente
por valores enteros, puede variar de un modo continuo, es decir,
que se puede reemplazar la variable discontinua h por la continua
z en la expresién anterior. )
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La probabilidad que corresponderd, entonces, a un desvio com-
prendido entre z y dz, es :

o

V2= npg

Admitamos, ademés, que el numero de pruebas se hace infinita-
mente grande y que el desvio puede entonces variar entre — oo
¥y —Foo. La suma de todas estas probabilidades, que nos habra de
dar la certeza, se obtiene integrando la expresién anterior entre
los limites — ooy -}~ oo. Tendremos :

SRS s too @
LS ) ERSIE S Rty S
_V2mnpg V2mnpqg

Comprobémoslo.

Siendo la funcién a integrar tal que para valores positivos de z
~hemos de obtener los mismos resultados que para valores negativos,
desde que dicha variable estd elevada al cuadrado, integrarla entre
—ooy-t oo equivale a integrarla entre 0 y 4 oo y tomar luego
el doble. Es decir, que tendremos -

1 —{—oc_i 2 —-}—oo_ 22

e e 2npg dz — e 4 QIlpqu-

Vanpg 2z npqg
Hagamos
Py g 2npq dz=1Y2npqd
VQ—’@W . THITQ“ .. z:tl/znpq y z:Vanq l
Entoneces : para

Z:O, t=—20

y para

zZ=oc, f(=—oc

Nos resulta, pues, cambiando de variable :

2 g+ - 2

Jyesencrcses anp dz = —= — oc-—-l J—
V2mzpq Jo ¢ ’ V2= npq g VQ’ZP([ dt =

_ 2f2npg (7T te
V””g —tdz~—2»5 e fdt.

 Y2mnpg V=
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Ahora bien : en todos los tratados de cédlculo se demuestra (y
nosotros vamos a dar en seguida una dembostracién), que

+ oo -
’ s‘ e—‘zdt:h'
Jo 2 N
Luego :
T
is e_l?dt:%,j,zl
J=Jo V= 2

como queriamos demostrar.

Es decir, que admitiendo que el desvio pueda llegar a tener un
valor infinito y por lo tanto que es también infinito el nlmero de
pruebas, nuestra férmula nos ha dado un resultado exacto. Esto
prueba la naturaleza asintética de la misma. Luego cuanto mayor
sea el nimero de experiencias, mayor serd su grado de exactitud.

37. Demostremos ahora que realmente es :

+ oo
g —edr =17,
Jo 2

Sean z, y y 2 tres ejes coordenados rectangulares que determinan

Ol

tres planos ortogonales xy, 22 € y2, que pasan por el punto O.
En el plano zz tracemos la curva

e—
y en ¢l plano yz la curva
e~

Integrando ambas funciones entre los limites 0 y -+ oo s repre-
sendo por S cada una de las integrales, que tendran igual valor toda
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vez que s6lo se diferencian en el simbolo elegido para designar la
variable; tenemos :

4 oo + o
S:j e~ " dx S:( e 7 dy- .
0 0

v

Multiplicando ambas ecuaciones, tenemos

+ oo [+ o0 +- o0 [0
SQZJ J e~ e dacdy:j j e~ dudy.
0 0 0 0

Pero (22 4 y2) = r?, desde que x e y son los catetos del tridngulo
rectdngulo OAN = OBN, cuya hipotenusa es ON, luego :

e — (@47 = e "2_

Ademés, dzdy es el irea de un rectangulo (en el plano zy) de
lados dz y dy, por lo tanto :

e~ &+ dpdy = e —" dady

es el volumen de un paralelepipedo rectingulo que tiene por base el
rectdngulo infinitesimal dzdy y por altura e —"

La integral que buscamos, S? es, pues, la suma de los voltmenes
de todos los paralelepipedos andlogos, que se forman en la regién
angular Oy del plano zy, o sea el volumen engendrado por la su-
perficie plana yOO'CL al girar sobre ‘00’ hasta tomar la posi-
cién xO0'DL

Pero dicho volumen es evidentemente la cuarta parte del que
engendra yOO'CL al 'girar sobre OO’ ‘hasta ocupar de nueve su
posicién primitiva.

" Caleular este nuevo volumen es, pues, caleular el anterior; re-
presentando por V el volumen total, tenemos :

V =48

y como, evidentemente, el volumen avaluado serd el mismo, cual-
quiera que sea el procedimiento de descomposicién que adoptemos,
supondremos en el plano zy una serie de circulos concéntricos, cuyo
radio indicaremos en funcién de la variable r.

Ahora bien, dos circulos cuyos radios son, rescpectivamente r y
7 -} dr, determinan una corona circular que tiene por Aarea

= (r4dr)—mr* =g (r* 4 2rdr 4- [drp — r®) = = (2rdr 4 [dr]?)
que se reduce a 2xrdr, prescindiendo del infinitesimal de segundo
orden (dr)2
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A cada una de esas coronas corresponde una capa cilindrica cuya
altura ese—" y su volumen :

e—" 2=rdr.

Hallar la suma de los voliimenes de todos los sélidos anilogos es
integrar la diferencial anterior entre los limites cero e infinito. Es
deeir, que tenemos

452:\f:j°° Y —— zr-«e—ﬂzrdr.

0 0
Pero la diferencial de e—™ es de la forma e* du, en que u= — r?,
du = —2rdr. Liuego —e—""2rdr es la diferencial de e¢—"* Por
tanto
45° Z—nj —e— " 2rdr =—x[e— |5 =
0

|

Rl —e—l——x(=1)=

Luego :

L
4

w
|
SIEy

38. Calculemos ahora el valor probable del desvio o sea la espe-
ranza mateméitica del jugador a quien se le ofrece una suma igual -
al desvio que se produzea.

Eso equivale a multiplicar cada término del desarrollo de

(p-+qr

por h, o, si hacemos uso de la variable continua, a caleular la in-
tegral

2 = _ 2
e - 2npq .
Va=npq Jo e zdz
Haciendo como antes
L = tY2npg ... dz =Y 2npq dt

l/2npq

y substituyendo, resulta, teniendo en cuenta que, segin hemos visto,
los limites no cambian.
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2 o 22 2 “oc o
Vﬁm . e g zdz:m ¢ ¢ Y2npgyinpg dt =
BTz S

Vszpq Jo

Fa— ’/_ - A
= —LQV—,,:BL] le']5= ——QVLI_‘% (0—1)= l/gl/npq = 0,797891npg.

Aproximadamente
0,8}npq

39. Calculemos ahora el valor probable del cuadrado del desvio,
0 sea la esperanza matemética del jugador a quien se le ofrece una
suma igual al cuadrado del desvio que se produzca.

Si hacemos uso de la variable continua, tendremos que calcular
la integral

2 |\T_.=
2y 22 .
Y2 = npq ¢ ¢

]

Haciendo, como antes :

z

— =1t .. z=ty2npq .. dz=Y2npqdt .. z®=2npqt?
l/2npq

"y teniendo presente que los limites no varian, nos resultari, reem-
plazando valores :

2 °c__ 2—2 2 °°_ 2 —
————\e 2wiztd:= | e "2 npgtry2 npq dt =
]/2 = npyg SO V2 =Py So

— Z 2 Sx— P2 dL.

S

Consideremos la integral con prescindencia de la econstante que
la afecta

Jo

g—e—ﬂ?ﬁ dt.——j—e— 29 (tde.

o o
Hagamos :

l=u; —e *2tdt—=dv

— 2

dt=du; e— %=
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Nuestra integral se transforma en

S udv,
Integrando por partes

rcudv = {zwr ~; jmvd u

y substituyendo valores :

jw—e— 29 Hdlt = [ie— ‘2} — [ e~ 2 dt.

v
Pero el primer término del! segundo miembro es nulo para ambos

limites, pues en un caso se anula ¢ y en otro e— %
En cuanto al segundo término, sabemos que vale

vo| 3

Tenemos, pues :

‘—rﬂmdz:—'

Jo

ro| 5

Luego :

Cempg(t _2_'11&> _¥E
- § e dez_< = 5 | =g

Tal es el valor probable del cuadrado del desvio. El wvalor que

corresponde al desvio, deducido de éste, y que es costumbre repre-
sentar por p. es:

p=1Vnpq.
Calculando directamente habiamos hallado
5o
]/ =Ynpq
-0, aproximadamente, 0,8 V npq, es deeir, los cuatro quintos del valor

.que ahora resulta.
El que acabamos de calcular,

P )/npq,
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se llama usualmente desvio medio cuadrdtico.
El que hallamos por medio del caleculo directo,

0.8Vnpy,

se llama desvio medio.
Conviene recordar estas denominaciones y sobre todo no confun-
dir a uno ni a otro con el llamado desvio probable, que es

0,476936 )2 npq

seglin més adelante veremos.

40. Si caleulamos los valores del desvio medio y del desvio medio
cuadritico mediante la férmula del binomio, es decir, sin admitir
que los desvios puedan variar de un modo continuo, llegamos a los
mismos resultados.

iCaleulemos previamente el desvio medio cuadratico.

Como antes, habremos de calcular la esperanza matemética del
jugador a quien se le ofrece una suma igual al euadrado del desvio
que se produzca.

Siendo h el desvio, tendremos

m=np—+h .. B=(np—m)*=(m—np)?

valor del cunadrado del desvio en funcién de la variable m.
Por esa cantidad (np — m)? habremos de multiplicar cada tér-

mino de (p 4+ g) "
La esperanza matemtica que buscamos es igual a

m=—=n m=—=n

np—m)2 G pmgn—m — n*p? — 2npm -~ m?) C" pmgr—m =
E(p )G pmg Z(p pm—m?) G prq

m=0 0
m=—mn - m=—=n
J— E n‘zp?C:’Pm(jn—m . E 2npmczzpmqu—-m_|_
m=0 m=10
;
20™ ymyn—m
+ Z m Cnl‘) q *
m=2{_0

"« Calculemos por separado eada uno de los términos, que llamare-
mos, respectivamente, S;, S,, S,.
Tendremos :
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m=n m=—n

Si — E .n2p2 C::lpm(jn —m__ n2p2 E C;"pmgn—- m

m=2y0 m=0

pero

m=—n

E Crprg—m=(p-+q)

m=21_Q

Luego S, = n?p? desde que (p + q)*=1.
Ahora,

m=n m=n

S, = E 2npm G pmg»—m = 2np E m G prgr—m.

m=240 m=24_
Pero teniamos (o) :

m==n

E Crprgr= = (p4-q)"

m=10
Derivando esta expresién con respecto a p, tenemos :

m=n

EmC,’,"p’"‘lq"""zprrq)"—l

m=10

y maultiplicando por p ambos miembros :

m=n

E m Clprg =" =np (p4-g) 1

m=24_Q
O sea, np puesto que (p + ¢)™*=1. Luego :
S, = 2npnp = 2n2p?
Calculemos, ahora, S; :

m=n

AR T .
S, = ZJ m2C” prgr = ™.
m=10

Tomemos la derivada de () con respecto a p :

253

(a).

(6),
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m=n
2 mCrpr—lg—m=npn—1)(p-+qr—24n(p-+qgr—1
m=0
vy multipliqguemos ambos miembros por p

m=—n

Y, meC g = — 1) (o gr o (g =

m=0
=n(n—1)p*4np

puesto que (p+q)"—2 vy (p-+q)*—1 valen 1, y como el Gltimo
valor hallado es precisamente el de S,, tenemos en definitiva, que
el valor probable del cuadrado del desvio es :

S, —S8, -8, =n*p*—2n*p*+n(n—1)p*+np==
=np—np*==np (1 — p)=npy.

O sea, el mismo resultado de antes.

41, Calculemos ahora, por medio de la férmula del binomio, el
valor del desvio medio, que es, segin hemos definido, la esperanza
matemética del jugador a quien se ofrece una suma igual al desvio
que se produzeca.

Como aqui no tenemos el desvio elevado al cuadrado, hemos de
considerar por separado el desvio positivo y el negativo.

Si es el desvio negativo, tenemos :
L

m == np — h
n— m = ng + h

multiplicando por ¢ la primera ecuacién y por p la segunda, nos
queda :

mq = npq — hq
(n—m) p = npg + hp
¥, restando la primera de la segunda :
(n — m)p —mq = hp + hg = h .".

n—um

h = g — o
, 7 rq 7 Pq
n—m m
_.h:pq{ 4 —17} W
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Para tener ahora el valor del desvio positivo bastara, evidente-
mente, cambiar de signo la expresién anterior, y tendremos

m  n—m
i —20] @
Multiplicar, pues, por A los términos del binomio (p 4 g¢)"
es multiplicarlos respectivamente por (1) o por (2), seglin sea ne-
gativo o positivo el desvio.
Pero, ;a qué equivale eso?
En el caso del desvio negativo, hemos de multiplicar cada tér-

mino, prlmero por n__n‘ luego por , hacer después la diferencia
q p’
¥y multiplicar el resultado por pq. -

‘ - P m ;
Pero multiplicar ecada término por — es tomar su derivada con
p

n—m .
— tomar su derivada con res-

"respecto a p; y multiplicarlo por

pecto a q.

Sacamos en consecuencia que para los términos de desvio nega-
tivo se toman las derivadas de cada término con respecto a p y g,
se resta la primera de la segunda y se multiplica la diferencia
por pq. '

Para los términos de desvio positivo, en lugar de restar la deri-
vada con respecto a p de la con respecto a q, se resta ésta de aguélla.

;Y el término maximo? Como su desvio es nulo, sus derivadas
con respecto a p y a g han de ser iguales.

Podemos, pues, al derivar, incluir el término maximo en los dos
grupos de términos que formaremos (de desvio positivo y de des-
vio negativo), sin ningan inconveniente.

La suma de los términos de desvio negativo (incluyendo el méa-
Ximo) es

m == np

\ C qun —_—m qn + ”])(jn —1 _!_

m == 0

n (n

11—2_{_

n!

- . ’”—‘1 n —]‘—]_ %
R B e vy ey s LA R (nq)*”q

ng

Derivando con respecto agq:
ng =t dn (n—1) pg—2 - ”_12) (n— )p A S
2 1

+(’ZP~‘1 yi(ng F1)! (ng+1)pr—1g 117+

npang — 1
np) ! (nq\ ey

REY. CIENC. ECONOM.
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Simplificando y multiplicando y dividiendo por np el pentiltimo
término, queda :

ng =1 (1) pgr =2 U 1; 2 g =g

+ )n*)/nr/ +

— lpnl)(]n//

n!
(”P)“(”‘/)' ”P) (”7)
-Derivemos ahora con respecto a p y tendremos :

nin—1)(n—2
2

0 =t a— 3) pgr = L=

+ o G T <nq

Fécil es ver, ahora, que al restar la segunda expresién de la pri-
mera, se anulan todos los términos, menos el que corresponde a la .
derivada con respecto a ¢ del término méaximo, es decir :

) ; 1 npqnq

n!
(np) ! (ng)!

Es evidente que si hacemos ahora los caleculos analogos que co-
rresponden a los desvios positivos, nos quedarad sélo la derivada del
término maximo con respecto a p. Como hicimos notar y como re-
sulta de los cileulos ya hechos, las dos derivadas son iguales. Luego,
el valor probable del desvio, o sea el desvio medio, serd igual al
duplo de ese desvio multiplicado por pg.

l] npqn/]

n!

00 gy "= 20 G | =
. oy ]/211[)(/
VQ =npq pq V=

toda vez que la cantidad que para mayor’ visibilidad hemos ence-
rrado entre corchetes, no es sino el término méaximo.

42, Los desvios hasta aqui caleculados son los que se llaman abso-
lutos. Si los dividimos por el ntlmero de pruebas realizadas, obten-
dremos una relacién entre el desvio absoluto y el niimero de expe-
riencias, que se llama desvio relativo. .

El desvio medio absoluto es 0,8 Vﬂ]

El desvio medio relativo es, por lo tanto,

0,8 Vnpq —0.8 VP([
=0, Vl .
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El desvio medio cuadrdtico absoluto es Ynpq.
El relativo es

' Ypg _Vpg,

noyn

Vemos, pues, que al aumentar el ntimero de experiencias, el desvio
absoluto cerece, al par que el relativo decrece. Y la razén es obvia.

EI desvio absoluto crece, pero lo hace proporcionalmente a la raiz
cuadrads del nimero de experiencias, #, luego crece mucho mids
lentamente que dicho ntimero %, y por lo tanto, su relacién con él
ha de disminuir a medida que crezeca #.

Resultado que demuestra el teorema enunciado en el parrafo 31,
bajo dos formas distintas. .

De acuerdo con ello, s6lo en el caso de ser # infinitamente grande,
tendriamos exactamente

— =P

Esta observacién precisa al aleance de la proposicién demostrada.
Nos permite determinar, con respecto a los desvios que puedan pro-
ducirse, un limite superior y otro wnferior, cuya probabilidad de
ser sobrepasados sea tan minima que, prdcticamente, pueda consi-
derarse como nule, y el hecho, por lo tanto, como imposible,

43. Si en la expresién que nos da la probabilidad de que se pro-
duzea un desvio igual a -+ (0 a —h),

B | 2
E—me— znpg
. ]/27:11])//
hacemos
1
g = : x=hz
V2npq y
seran
1 h?

2 2

h*et =

m

Tonpg 7 2apg

siendo £ una cantidad menor gue uno, y tanto menor cuanto mayor
sea .
Representemos graficamente la funcién

}l‘z

6—2"[”[:6—1

2

¥y veamos eémo varia para valores enteros de k. Ya sabemos que es
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simétrica con respecto al eje de las ordenadas, puesto que toma
iguales valores para M=-41; h=-42;...
Como dicha funcién depende de los valores de n, p y,q, hagamos

n=200; p= ¢ ——*% Serd, entonces,

e= ! =0.1.

‘/2 > 200 x% ><é

Y para h=1; 2; 3;..., tendremos z=0,1; 0,2; 0,3...

Por lo tanto, para desvios 4-1; -+ 2; 4 3;... tendremos, sobre
el eje de las abeisas, distancias iguales a4 0,1; £=0,2; 40,3 ...
a las que corresponderdn las ordenadas que indica la siguiente tabla :

Valores de la funcion: y=—=¢—*"

T y x ‘ y a )
0 1 0,7 | 0,61263 1,5 | 0,10540
01 0,99005 0,8 0,52729 2 0,018516
.02 0,96076 09 | 044486 2,5 | 0,001930
03 091893 | 1 0,36788 3, | 0,000123
04 0,85214 1 1.1 0,29820 3,5 0,000004785
0.5 0,77880 1,2 0,25693 4 0,000000113
06 | 069768 1,3 0,18452 5 | 0,00000000001
Yy
el
T
B s -0.9-08-07-06-05-04-03-02-Ci 0 0! 0203 0405 06 0.7 08 0.9 |. ta x

Si ahora admitimos, como hicimos en otra ocasién, que el desvio
puede variar de un modo continuo entre 0 y -+ oo, no habremos
hecho mas que reemplazar la poligonal que representa la funecién
discontinua, por la curva asintética al eje de las abeisas que repre-
senta la funcién continua y que tenderi a confundirse con la po-
ligonal a medida que aumente el valor de =.

; resulta :

En efecto, haciendo n —20000; p—q =

Nl =
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1
]/2><goooo><%><-;-

v para h=1; 2; 3; ... se hace x =10,01; 0,02; 0,03 ... y la poli-
gonal y la curva se confunden, practicamente.
Esta curva se conoce con el nombre de curva de campana —

=0,01.

c
<

debido a su forma —; o curva de los errores — por la aplicacién
que de ella se hace en la teoria de los errores —; o curva de Gauss
~— el fundador de esa teoria —; o curva de probabilidad.

Hemos visto ya que entre —oo y-} soencierra un area igual ayz.
Se han calculado tablas de la integral

LS
e dx
0

que dan el &rea encerrada entre la curva, el eje de las abcisas, el
de las ordenadas y una ordenada dada que corresponde al valor
asignado a 2z en cada caso. ‘

44, La funecién

o)== e—=d
AN=-—=\| e—*dx
lfrjo
en la que, como hemos visto, es
P e S
- Vanq 2npq

nos da la suma de las probabilidades de los desvios comprendidos
entre -+h y — h, de conformidad con los valores particulares que
toma h, en cada caso, ecuando a z se le da un determinado valor A.
Damos a continuaeidén una tabla de los valores de la integral :
2 (* ,
O%) == e—"dx.
}

T Jo

W 0 () 2 o () W o ()
0 0 1.163 | 0.9 2.827 | 0.999
0.1 0.1124630 || 1.2 0.9108140 | 2.5 0.9995930
0.2 0.2227025 || 1.8 0.9340080 || 2.76 0.9999051
0.3 0.3286267 || 1.4 0.9522851 | 3 0.9999779
0.4 0.4283922 1 1.5 | 0.9661052 || 8.13 0.9999904
0.4769363 | 0.5 1.6 0.9763484 | 5.46 0.9999990
0.5 0.5204999 | 1.7 10.9837904 @ 3.50 0.9999993
0.6 0.6038561 || 1.8 0.9890905 || 3.71 0.9999998
0.7 0.6778010 || 1.83 0.99038467 ||.8.72 0.9999999
0.8 0.7421010 || 1.9 0.9927904
0.9 0.7969082 || 2 0.9953223 ES 1.
1.— 0.8427008. || 2.12 0.9972836
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Se advertird que los valores de la funcién tienden répidamente
hacia wuno.

Cuando es L= 0,4769363, es ® (A) = 0,5.

El desvio h, que resulta en este caso particular y que tiene la
misma probabilidad de ser que de no ser sobrepasado, en valor ab-
soluto, se llama desvio probable.

45. Ejemplos : I. ;Cuéntas veces se deberia echar al aire una
moneda para que la probabilidad de que una cualquiera de las caras
saliese un millén de veces més que la otra fuese 0,997

En este caso, lo que debemos determinar es n.

En la tabla hallamos

O () =099
cuando A = 1,83.
Por otra parte, segGn el enunciado del problema, tenemos
h=1000000; p= q:%-
.Luego, reemplazando valores en la ecuacién
_h
V 2npq

A

tenemos

1,83 — 1000000

1.1
1/2/l><§><§
- 1000000Y2
Yn= 1,83

2 (10000002
1,83

o sea 597211 millones, aproximadamente.
II. Se lanza al aire una moneda 200 veces, ¥ se observa que sale
cara m veces. ; Cull es la probabilidad de que la frecuencia obser-

7

vada —% no difiera de la probabilidad tedrica, p — % en mas de

?
un 4 por ciento?

El desvio absoluto no debe pasar de 8 en las 200 experiencias.
Luego

8

Yaxamnncind

0.8.
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Seghln ia tabla
0 (0,8) = 0,742,

luego esa es la probabilidad de que el ntimero de caras que salgan
esté comprendido entre 92 y 108.

III. Dos jugadores, A y B, juegan a cara o cruz un determinado
nimero de partidas. A se compromete a.pagar a B una suma s si
el desvio que se produzea no pasa de 8 en valor absoluto. Por su
parte, B se compromete a pagar a A esa misma suma s si el desvio
llega a pasar de.dicho limite. ;Cuéntas partidas deberin jugar para
que el juego sea equitativo?l

Para ello las probabilidades de uno y otro han de ser iguales.
Hemos de tener, por lo tanto,

1

00)= 3

lo que ocurre cuando es ,

) = 0,4769363
Tomemos 0,4769 : resulta entonces
2
0.‘4769 :——S—i—i n:%%: 563.
]/ 2n 55

IV. La relacién entre el niimero de nacimientos masculinos y fe-
menines guarda una cierta constancia que no ha escapado a los

estadigrafos. Durante el siglo xvin se admitia que era de g; para

Laplace era de —g—i, v en nuestros dias se estima eni—?—. Aceptando

como cierta esta Gltima razén, se pregunta cudl es la probabilidad
de que sobre un total de 83.300 nacimientos se produzea un desvio
superior a 475. :

Segtin la hipétesis admitida, las probabilidades respectivas de que
nazea un varén o una nifia son :

18 T
P=3 ° 17355
Luego tenemos :
475 475

A= 17:m:2,328

‘/2 % 83300 X g 53

Para
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h=2.327
tenemos : B

® (1) = 0,999

Esa es la probabilidad de que el desvio no exceda de 475. Lia de
que exceda dicho limite es, por lo tanto,

1—0 (1) =0,001

V. Una urna contiene 100 bolillas blancas y 100 negras y se
hacen 100 extraceiones, reponiendo en cada caso la bolilla extraida.
; Entre qué limites estard comprendido el desvio cuya probabilidad
es 0,9972

Siendo-
O(n)=0997 es 1=2]12
"~ Luego
J o o
212 = o .. h=2.12. V2 Vnpg =3 Vnpq
]/211,[1(/

h=3u

puesto que, como sabemos, el desvio medio cuadrdtico — que hemos
simbolizado por pu — es igual a ]/np(j,
En el caso concreto que tenemos es

JE— :
/1:3‘/100-><%><é:3><5:15.

Liuego, el ntmero méaximo de bolillas de un color dado que, dentro
de esos limites, podran salir es 65. Y, por lo tanto, el menor niimero
de bolillas que podran salir del otro color es 35. Tales son los limites
pedidos.

VI. ; Qué probabilidad hay de que tirando 200 veces una moneda
a cara o cruz, se produzea un desvio superior a -+ 152

Para h =15, tenemos :

15

]/2><200><-é-><§_

)\:

1.5 .. ©(1.5)=0.966.

Por lo tanto, la probabilidad de que el desvio no exceda de 15 en
valor absoluto, es 0,966,
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La de que exceda de 15 (sin atender al signo) es
1—06(1,5)=0,034

Y la de que exceda, en un sentido determinado (el positiv;), en
este caso) es, evidentemente, la mitad de la anterior. Es decir
1
5[1—9(1.5)}: 0.017.
Jost GonzALez (ALE.

(Continuard.)
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