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Sobre una nueva férmula de ajustamiento

La tabla de mortalidad de la poblacién de Buenos Aires,
ealculada en la Facultad de Ciencias Econdémicas en los afioy
1922-1923 fué ajustada por medio de una férmula sobrema-
nera sencilla y que presenta la ventaja de constituir la solu-
eién del problema al cual se Hega formulando analiticamente
el cardcter de compromiso entre dos exigencias antagénicas
—1la de corregir un sistema de datos observados para aumen-
tar su regularidad y la de corregir lo menos posible, porque
toda correccion significa una violenecia hecha a lo que en las
ciencias de observaciéon interesa sobre todo: el resultado de
la observacién — propio de todo ajustamiento.

Método y formula fueron ilustrados por mi en un articu-
io publicado en la Zestschrift fir angewandie Mathematik
und Mechamk (1): pero es oportuno gue de ellos quede una
constancia, por asi decir, auténtica, en la Facultad misma.

I

Parece natural admitir esto: que los valores verdaderos
P’ P,’,... de las probabilidades de muerte correspondientes a
las edades 0, 1,... varian con una cierta regularidad, dismi-
nuyendo, por ejemplo, hasta alcanzar un cierto valor minimo
aumentado después. Y que si los valores observados P, P,, . .
de las mismas probabilidades manifiestan en conjunto la ten-
dencia definida. pero neutralizada en parte por variaciones
que no obedecen a ninguna ley aparente, ello es debido a la
limitacién del campo de observacién y a los errores de ob-
servacién.

Si formamos las diferencias

AP, =P — P, AP, =P, — P, ..
7 4 ’ ’ ’ ’

AP’ = P, "— P’ AP’ = P, — P’ ...
constatamos que sus sumasP, — Py, P,” — P "serdn sensiblemente
iguales, si es que aproximadamente P, = P/ P, = P’; y n es la
edad extrema, mientras que la suma de sus valores numéri-

eos o, lo que practicamente lo mismo, de sus cuadrados, dife-
riran una de otra, siendo

(1) Ueber mechanische Ausgleichung, Junio 1925.
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(AP,)2 4 (AP,)? o (APLD? > (AP'y)2 - (AP )2 . o (APr)2
desde que la suma formada es, a paridad de valores extremos,

tanto mayor cuanto mayor es la variacién o menor la regula-
ridad de los datos que se consideran. Precisamente toma-

remos
R= Ay + (Ay)* 4.+ Ay

como expresién de la regularidad de un sistema yy, ¥y, ...; ¥n
de datos ajustados.

Un ajustamiento que obedeciera tnicamente a la exigen-
cia de una regularidad maxima nos llevaria a la adopcion de
datos ajustados que no varian, o que varian linealmente, por-
que a ellos corresponde un valor minimo de R.

Pero a la exigencia de regularidad se aflade la de fideli-
dad a los datos observados, que una fidelidad méxima llevaria
a adoptar sin correccidn de ninguna especie. En este caso la
suma de los valores numéricos, o de los cuadrados, de las co-
rrecciones

Yo — P 3y — Ppns
seria nula. La fidelidad es tanto mayor cuanto menor es

F=(y, —P,)? + O —P) Ao (3 — P )2
Sean y;, ¥y, <+ Yn Zgy 24 yeer, 20 dos sistemas de valores
ajustados. ;Cual serd mejor? Si R, y F, son los valores de
R y de F que corresponden al sistema de las v, B, y F, los
que corresponden al sistema de las 2, y es

R, <Ry F, <K
la contestacién no es dudosa: el sistema de las y, mas regular
¥y mas fiel, es mejor. No pasa lo mismo si

R, DR, F, < F
La contestacién depende entonees de cuil de las dos exi-
gencias de regularidad y de fidelidad nos parece més impor-
tante. En el primer caso mejor es el sistema de las y, en el
segundo el de las z.
Si para fijar las ideas suponemos sea
B, = 110, F, = 70, R, = 100, F, = 80
ambos sistemas son igualmente buenos si fidelidad y regula-
ridad tienen una misma importancia, desde que
R, +F, =R 4 F, = 180
mientras que es mejor el sistema de las y si la fidelidad tie-
ne una importancia (expresada por un peso o coeficiente de
importancia) doble que la regularidad, desde que
R, +2F = 250 (R, -} 2 F, = 260

es mejor el sistema de las z si a la fidelidad corresponde un
peso doble que a la regularidad, desde que

2R 4 F, = 290 > 2R, -} F, = 280.
Si en general suponemos de atribuir a la exigencia de re-
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gularidad un coeficiente de importancia 1 v a la exigencia de
fidelidad un coeficiente de importancia A (0 < b < )
niejor serd el sistema de valores ajustados definido por la
condicién ‘

R -+ A F = minimo.

Bs este el problema de minimo, que se resolvid, y que
lleva a la férmula

P =CPx 40Py +Pyy) -+ 02 (P—at-Pips) + -] (A)
donde o) 1resulta definido en funcién de A, por ser
1
et g =241
¥ C es una constante, iéual a%ﬁ si es infinito el ndmero
de los términos del segundo miembro de la (A), igual a
1—e¢
Tfo—2g7
si

p=C A Q) Pimr 4 Pyr)f . -
+ 0" (—afPera)] (B)

Es en realidad

1—op
142042024 .20 =1
TFe—2ar 142042024 ..2¢]

y la (B) define el valor ajustado correspondiente a la edad
z como un promedio ponderal de valores observados corres-
pondientes a la edad z (a la eual corresponde un peso méxi-
mo) y a las edades x—1, x—2,. . . x+4-1, x+2,.., a las cuales
corresponden pesos tanto menores cuanto mas difieren de z:
1a suma de los pesos debe ser igual a 1.

I
Pondremos
H=R+AF=(3’1 ~y0)2+"‘ (¥ “y““1)2+
T AL =P+ o (0 — P )2 ]

Siy, e y» son fijos, H resulta ser funcién de ¥y, 9.0 Y0 -1
lo es de ¥, Yyy v Yo

Si 9y, yn son los que corresponden al problema
H = minimo.
Debe ser en el primer caso

d H '

- = yl_yo_‘(yz—y1)+x(3’1’—P1)=0
o »

§ H

9 Y2

= Yo — ¥y *(3’3—3’2)_“7‘@2—' 5) =0
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§ H
5 = Js— ¥ — (Vs — %) +A(3—P)=0
¥s
§ H
= y—t — 32— (o — 1) + A {Joy — Pos) =0
) Yot
en el segundo
S H
3 % = — (91— )+ 2@y, —F)=0
5§ H
= yl_y()—(y2——y1)+x(y1 Pl)i—_‘o
Sy
8 H
Sy Tt T Yt (0 — Y1) + A (oo — Posy) == 0
5 H

— gy — P ) =
X Yo — Yooy + A (y )=10

Todas las eeuaciones del primer sistema, todas las ecuacio-
nes del segundo, menosia primera y la Gltima, son de la forma

Ay — P ) — e, — 2y + 3 =
z)\,(yr —_— Pr )——Azyr_lzo {\C)
Es esta una ecuacién en las diferencias lineal de segundo
orden no homogénea de coeficientes constantes, cuya integral
particular, correspondiente a las condiciones y(0) = y,, ¥(n) = ¥a
es la solucién del primer problema, siéndolo del segundo la
integral particular que corresponde a
Yo = V—iy Yo = Ynps
Valen para ecuaciones del tipo considerado proposicio-
nes completamente andlogas a las que permiten integrar ecua-
ciones diferenciales lineales: la integral general de (C) es la
suma de una integral particular de la misma y de la integral
general de la ecuaci6n homogénea correspondiente

_ Yorr — 2+ yr + 3y — 0 (D)
Si ponemos

Y= 0
la (D) se eseribe

Cre2—2+41)C+1]=0
y se encuentra satisfecha si C es raiz de la ecuacién caracte-
ristica

2 —2+4+1)C+41=0
es decir, si es igual a uno eualquiera de los dos valores

Ly
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reales por ser A > O y de los cuales uno es el reciproco del
otro. Si

A A2
@=L+§“9V*+fr
es también

1 Iy A2
R R A
> 1. Tenemos asi las dos soluciones particulares o', o™
y si a y b son constantes arbitrarias, la soluecién general
ag' + beo™
de (D)
Pero resulta, si se pone
—1
o Pt —e =+

o+ :
4 P(o 2 —o =) 4. 4P, (07 —0)]

y se toma en cuenta que, por la ecuacion caracteristica
1—20+0=ho, 1 —207' o 2=hp~!
l—o t—g 1—¢* 1-—2p0-4-¢®
—_— A == j——4 forr] )\,
1+o (@ ? Ho o 0
- 9_1 _r P
z,+1—2z,—}—d,_,=@[kﬂpl(g 11— o)

+ootPr (o7t —e) b+ P (et —o)] =A(ar —Pr)

2r , que no depende de ninguna constante arbitraria, es una
integral particular de (C). Lia integral general es pues

yr=a9r+be—'+ ze=ag + bo~
]+Q [P (Q_H-l - Qr—-l) + + Pr— (@ 1_9)]

Bi suponemos dados los valores de y, e yn , que corres-
ponde a r = o, n, resulta con aproximacién suficiente para
los fines que se persiguen

B =

= yo =a-tb
yo=2a " - b o™ ————[P (@~ +1 — g™—1) 4.+
+ Pt (07t — 0)]
br 12 [f (7 — ) o P (¢ — )]
L_g[w%—"g() O |
’=200 — o L[ g+ +Pnng"—1]+

1+9

+ o T8 [p, g 4t Pt @]

1-+Q
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19

i @) ek P e — )]

Queda asi finalmente, exclusién hecha de los primeros
valores de R.

r ]‘——Q
Y = Trel b @ Pt Pyt) 02 (e P ]

111

En el caso de la tabla de mortalidad ecitada no resulté ne-
cesario ajustar los valores correspondientes a las 13 primeras
edades ni posible ajustar los correspondientes a las edades
superiores a 80 y, hechos los calculos en el supuesto de A = 2

y de A= 4, parecieron preferibles los resultados eorrespon-
dientes a A =2

Julio de 1927
v "Uc0 BROGGI

Profesor de Estadistica de la
Facultad de Cienciag Econémicas
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