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Discusion del sistema de ecuaciones que
define el equilibrio del consumidor ®

1. — La teoria clisica del equilibrio del consumidor, en
su forma méis conocida, tal cual fué construida por Walras,
Edgeworth, Pareto, y que se refiere en los tratados, compren-
didas mis lecciones de Economia Matematica, no es completa.
En realidad, dicha teoria, reduciendo el problema a un pro-
blema de méaximo, exige a los datos la satisfaceién de ciertas
ecuaciones, las cuales son necesarias para el miximo, no ya
necesarias y sufictentes. Falta, pues, la discusién del sistema,
es decir, la demostracién de la existencia de soluciones, la de-
terminacién de su nfimero, ete.

Colmar esta laguna, es el objeto de esta nota.

2. — El problema, como es sabido, se enuncia en los si-
guientes términos:

Dados

1°) las cantidades ¢, ¢, ....€, de cada uno de los bienes

poseidos en la configuracién inicial ;

|

2°) los precios p,, ps, » « . - Pp cODN relacién a los cuales he-
mos puesto por simetria p, =1, si, como gueremos suponer,
el bien n™° es tomado como moneda;

A

32) la funcién indice de la ofelimidad
DTy Tyrrenn. Ty )

que expresa el placer procurado por la posesién de las can-
tidades z,, 2y, ... &,

determinar las cantidades Z,, Ty, . ... %, correspondien-
tes a la configuracién del equilibrio.

La solueién se obtiene mediante la aplicacién del prim-
cipio heddnico, en virtud del cual las cantidades incdgni-
tas se identifican con las variables, que corresponden al

(*) Traducido de ANALI DI ECONOMIA, por Carlos Garda.



DISCUSION DEL SIST IIMA DE ECUACIONES 1875

mdzimo, que la funeién ® puede alecanzar compatiblemente
a los vinculos del sistema, que, en este caso, estan expresados
por la ecuacién del equilibrio del presupuesto.

(1) Efdr (cr——x>=~—» 0

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange,
se tiene entonces:

n $
dod= X <§—-x-f—7‘p,>dx,

r=71

Para que @ sea un méiximo, es necesario que las z,

sean tales que d &= o, cualquiera seandz,, dz,,.... dx,,
Esto lleva a las condiciones
0 d
2 — ) = Q
( ) axr ‘{ v Dr
r=172_ . n

Ty sty T

las cuales, conjuntamente con la (1) constituyen un sistema
de n-1 ecuaciones, aptas justamente para determinar las
n inedgnitas del problema y la auxiliar A .

Eliminando esta auxiliar, el sistema caracteristico de_la
configuracién del equilibrio se escribe

( Toe 102 Ay
(3){ Py %, py 0%,
[ X p(e—2z)=o0
r==1

Pno—;n

Nos proponemos demostrar que — bajo ciertas condicio-
nes que precisaremos en el § siguiente, el sistema (3) admite
stempre una y wna sola solucidn, la cual corresponde efecti-
vamente a la condicion de mdzimo, postulada por el principio
hedonistico, y por lo tanto representa la {inica solucién del
problema del consumidor.

3, — Las condiciones del enunciado que precede se refie-
ren a la funciébn @, y no hacen sino traduecir en forma alge-
braica, propiedades evidentes que son expresién de su signi-
ficado econdmico.,

En verdad, la @ es la funciéon indice de la ofelimidad,
y representa, por lo tanto, el placer que procura la posesién
de determinadas cantidades z,x,,....%, de cada bien. Pa-
ra que ella sea definida en modo riguroso, el primer punto
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que es necesario fijar es el campo en el cual la funcién mis-
ma es dada

Supondremos que este campo sea el conjunto (S) de los
valores &;, %, ....Z, que verifican las desigualdades

(4) a < 2z < b,

r=1,2....n

i
)

en las que a, b, son constantes reales; positivas o negativas
las a,, siempre positivas las b, Suponer que las 2, puedan

ser negativas, significa colocar las bases de la teoria en for-
ma tal que ésta pueda comprender los fenémenos del erédito.

Supongamos, pues, que en el campo indicado, la fun-
cién @ sea siempre positiva, continua y derivable, respecto a
todos los argumentos, con las derivadas continuas y a su vez
derivables, hasta que se desee.

Sentado esto, admitamos como verdades experimentales
las siguientes:

a) que el placer crece con el crecer (separadamente o
stmultdneo) de las cantidades poseidas; disminuye con su dis-
minueién ; _

b) que para variaciones tguales sucesivas de la cantidad
poseida, el placer experimenta variaciones (positivas o nega-
tivas) siempre menores.

La hipétesis a) se traduce analiticamente en la condicién

0®
) >z, > 05
la b) en la
n n 9
b R il
©) r=1 =1 om0z 23 <0

ambas vélidas para cada sistema dé valores ,,z, que veri-
fican a (4).
A esas agregamos

Lim 0od 0@ _
@ L= ar (0 :c,>> Qs ! (m>$r—'i;b

las cuales expresan que el campo considerado comprende toda
la gama de las variaciones de las ofelinidades marginales, del
infinito — que corresponde a la mdzima deseabilidad de cada
bien — a cero — que corresponde al grade de saciedad.

Queda excluido que las ofelimidades marginales puedan
tener valores negativos, lo que significa que se conviene que
se pueda siempre despreciar lo que no es mis ofélimo.

A las condiciones relativag a la funcién &, ahora indi-
cadas, es menester después agregar, en lo que respecta de las
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cantidades ¢, ¢,, .... ¢, , que individualizan la configuracién
inicial, que para éstas se tenga

(8) ar < Cr < bl' ’

con lo que se viene a decir que el punto que corresponde &
esta configuracién — es decir, el punto de coordenadas
€, Cy ---.Cp — cstd comprendido en el campo de variabili-
dad de la funcién, es decir, en el campo S, definido por
la (4).

Finalmente, con relacién a las constantes p, p,, ... Pa
que expresan los precios del mercado, es menester agregar co-
mo hipétesis, que ellas sean cantidades positivas.

Resumiendo, todas las hipétesis que hemos hecho relati-
vas a las variables y a las funciones que figuran en el sis-
tema (3) — aparte las condiciones cualitativas de la conti-
nuidad y derivabilidad de ® y de sus derivadas — estin con-
tenidas en las férmulas (4) a (8), que para comodidad del
lector transcribimos:

ar < % K bya< 2:{b, a<e (bnp,> 0

“r=al' Oa:,-_oo
para a, Lz, < b, '(‘)Q—CE>0
(A) 3 r
od
L34 xl"‘: bl‘! 0 z, = 0
m n : &
N 0
r—1 s—1 03z om I % <o
r=1, 2,..... n

y que en conjunto denominaremos las hipétesis (A).

LEMA 1. — En las hipdtesis (4), el sistema (3) no
puede admitir mds de una solucién dentro del campo S, de-
finido por la (4).

Supongamos, en efecto, que exista una solucién, y que
esté expresada por

9) Ty == Uy & == Ugy.... Tn=1Uy

que verifican a las (4).
Digo que no puede existir una segunda solucién, dentro
del mismo campo S.
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Supongamos, por absurdo, gque, no obstante, exista una
gsegunda solucidn, y que ésta sea

(10) Ty = Vyy Ty == Uy, een. Ly =0y,

que verifica también a las (4).
Formemos las combinaciones lineales

(11) 2y =u, X p(v,=10)

En lenguaje geométrico podremos decir que las (11)
representan, en el espacio a # dimensiones, definido por (4),
una recta, de la que p representa la abeisa de un punto ge-
nérico. Esta recta pasa por los dos puntos de coordenadas (9)
y (10); precisamente al punto (9) ecorresponde la abscisa
p==0, y al (10) p =1.

El segmento comprendido entre los dos puntos estd com-
prendido en el ecampo S, y esto significa que para cada »
comprendido entre o y 1, las =z, verifican las desigualda-
des (4).

Llamemos, entonces I los valores que ¢ asume en los
puntos de esta recta. Serd I una funcién dep, euyas derivadas,
como se comprende facilmente, son

dl S o ®
r__ —_ 2
I Tdp =t Cor ) 0z
P 8 ST N T
" —_ —_ . —_ X = —_— .8
d p2 r=1 ('U ur)o Tr r=1 8=71 0% O % re

donde 3, =1, — u,.
De la (6), se deduce de inmediato, para cada p,

(12) I () <o

Ademas, ya que (9) y (10) verifican a (3), se tiene
gue, lamande A a un factor de proporcionalidad e I’, al
valor que I’ (o) toma para p == o,

m
:[/0_':“"7L = (Ur_ur)Pr=0,
r=17
v anilogamente, cero es el valor que ( toma parap==1
Pero, si I’ (p) se anula para p=o0 y para p==1 dada
la hipétesis de la continuidad de la funcién ® en el campo
3, ¥y por consiguiente, en particular para cada p compren-
dida entre o y 1, existird, por el teorema de Rolle, un valor
po de p eomprendido entre o y 1, en el que I’ (p)==o.
Tal conclusién est4d en contradiccién con la (12), que
acabamos de escribir.
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Luego, la hipétesis de que exista una segunda solucién
(10) del sistema (3) es absurda.

6. — LEMA II. — La Wnica solucidn compatible con el
enunciado del Lema I, si existe, corresponde efectivamente al
mazimo de &

En realidad, se expresa la condicién necesaria y sufi-
ciente para que una solucién eventual del sistema (3) co-
rresponda efectivamente al méaximo de ®, agregando a las
ecuaciones de (3) la designaldad d2 @ { o.-

Esta desigualdad se reduce a la (6) y siempre se veri-

fica no sélo para los valores de x,, &, ... Z, que correspon-
den eventualmente a la solucién de (3), sino para cada sis-
tema de valores de x;, %y ... Z,, que corresponden a un

punto cualquiera comprendido en el campo dado S.

7. — LEMA IIl. — El sistema
(13) El=o0 po+pr=

en el que
1 09 1 o@

B, = — =—_ - —
’ pr . 0y P: O %y

v h,  es una comstante comprendida entre los limites
piey + pyay, y op by + po by, admite una sola solucién,
Ty @, que verifica las desigualdades

a; {2y < by ay {2y < by
Consideremos, en cambio, en el plano x,, x,, la recta
pi %y - p, T, == h;. — Sus intersecciones con las #; = ay

Z, = a,, ecaen en dos puntos M, N, euyas coordenadas son
respectivamente

hy — a
g = a,, £, =t . P %
2
para M, ¥ .
— p, &
Mg = Qg v My = : plpg :

para N
Siendo ademés

a; <by ay <by pya; + pya, <hy {pby + py by,
se tiene: a, <& < b, Cay <my <Cby

Establecido esto, consideremos los puntos del segmento
M N y sobre ellos los valores de la funcién E,.

Sea ahora R un punto de este segmento, que de M, se
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aproxima indefinidamente hacia N. En virtud de la (7), la

derivada

@ ; o or s "
gx ‘tendera al infinito para valores positivos,
2
mientras que, por ser la abscisa v, de N mayor que a,,la

<

otra derivada

P
) permanece finita.
Siendo p, una cantidad positiva, nos resulta que en los
é)antos del segmento M N, que estin alrededor de N, es
1 <o

Viceversa, en los puntos del segmento situados alrededor

de M, se tiene que la %—% es finita, mientras que la 3 ;I)
2

tiende al infinito para valores positivos, y por consiguienté,
siendo p; positivo, resulta E, > o.

Por consiguiente, si un punto P ecorre el segmento M
N en el sentido de M a N, los valo. s de la funcién E; pa-
san del positivo — alrededor de M — al negativo — alrede-
dor de N — Por la continuia.d, existird un punto T, dentro
del segmento N, en el que E; = o - Las coordenadas z,, =,
de T verifican entonces las ecuaciones (13) y constituyen una
solucibén del sistema.

En virtud del Lema I, tal solucién es tinica.

Finalmente, siendo el punto T interno a M N, se tendra:

g <z <m E (%, <m
con mayor razdén
a <z b a, <z <b

8. — LEMA IV. — Sea ¢l sistema

(14:) E1=0) E2=01."Em.—1=0
Py %+ oo+ Pm Em = hp

en el que las E, se definen por las

(15) E = — 5 — — — ’

y hm es una constante comprendida entre los limites indica-
dos por la férmula

m m
(16) =z prar < hyp < = pr by
r=1 r=1

Si (14) admite param = n -1 una y una sola solucién
que verifica las desigualdades

(17 e < 2 by
r=12.... 0 — 1,
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admitirdé una y una sola solucién también para m = n, y esta
solucion verificard las desigualdades

(18) a <z b
r=12 .... n;

En efecto, admitidas las hipétesis, consideremos la
ecuacién

Pi Ty + Py Ty Foe + pr 2p = b,

donde h, es una constante cualquiera, que verifica las (16),
haciendo alli m = n.

Demos a #, un valor comprendido entre a, y b,, ¥
pongamos h, .; = h, — p, z,
También h,,verificard entonces las (16), poniendo alli
m = n — 1.
Para las hipdtesis contenidas en el enunciado del teorema,
el sistema

E1=Oy E2=O,-i-E”_2=0

pL %+ P % et Poot Toog = Ry

admitird, entonces, pare cada ¥, una y una sola solucién
z = f (z,)

r=12,2, .... n — 1,
por las que se verifican las (17). .

Hagamos variar %, con continuidad de a, a b,. Las
Tyt %yy....Tpgvariardn también con continuidad, y deseri-
bir4n una linea ¥y, cuyos puntos tienen coordenadas, que ve-
rifican a (18) y son individualizados, apenas sea conocida la
tiltima de esas Z,. Llamamos M al punto que corresponde a
Zp,=a, y Pal que corresponde a £, = b,.—

Hecho esto, consideremos los valores que toma E, _;so-
bre cada punto de y. Por lo que hemos dicho, estos puntos
son individualizados por la sola =z, y por lo tanto E, _ ;
gerd una funcién de z,

Sea ahora R un punto sobre y que se aproxima indefi-
nidamente de P hacia M. En virtud de la (7), la derivada

oz tiende al infinito para valores positivos, mientras, sien-
n

do alli z, > a, ,g—j—) permanece finita. Siendo p, cantidad
1

positiva, se sigue que:
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férmula vilida en los puntos de vy, que estdn alrededor de
M, en la direccion P .

Para R coincidente con P en cambio, siempre en vir-
o®
0 %n

siendo alli x; < by, %; es diversa de o y positiva. Se de-
1
duce, siendo p; a su vez positivo, que E, ;= o.

Pero entonees, si R. describe la curva y de M a P, los
valores de E,_; pasan del negativo (alrededor de M) al
positivo (en P). '

Por la continuidad existiré un punto T de A suspendido
en la linea MP. en el que E,_;=o0. Las coordenadas
Zys Tyyo o Tn de T verifican entoneces todas las ecuaciones
del sistema

tud de la (7) se tiene que la derivada

es nula, mientras

(19) EIZ——O,---"-'EI,_Q:—O, En_.1=0
PiTy 4 P %y i + Pn@p=hy

y constituyen, por lo tanto, una solucién del sistema.

En virtud del Lema I tal solucién, pues, es Unica.

En fin; siendo el punto T, interior al segmento M. P,
serd, por esoan < Zp < b,. Verificindose, por otra parte,
aqui lasn, <z, <Xb,para r=1, 1,... n-1, como se demostré
mds arriba, resulta que a, <{z,<br para r=1, 2,... n, o sea
¢ue se verifican las (18).

9. — De los Lemas demostrados se deduce de inmedia-
to el feorema fundamental.

El sistema (3) admite siempre una y wuno sola solu-
cion, la cuel corresponde efectivamente al mdximo de la fun-
cion @

En realidad, el sistema (3) no es otro que el (19), ha-
ciendo alli

hy = pie, - poty .. ... N

Las (8) aseguran que la (16) se verifica, y por tanto
(Lema IV) si el sistema (3) admite una y una sola solu-
cién para n—=m-1 admitird también una y una sola solu-
¢ion para n=m. Pero (Lema III) para n=2 existe efecti-
vamente una y una sola solucidn. Por consiguiente, una y
una sola solueién existe para cada n. Finalmente, tal solu-
cién (Lema II) corresponde efectivamente al méximo de la
funcién P .

Luigi AMOROSO.
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