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Concepto de derivadas y sus aplicaciones

La publicaciéon del presente articulo obedece
al deseo de estimular entre los alumnos de la
Facultad la cooperacién que esta Direccién ha
requerido en. diversas oportunidades y se rea-
liza también con el 4nimo de contribuir a
dilucidar cuestiones de importancia corriente:
entre el alumnado.

N. de la D.

,  Funcién es una cantidad que varia con el variar de otra.
llamada variable independiente. La funecidén es la variable de-
pendiente.

Usaremos el siguiente simbolo para expresar a la funcién:.
T (%), que se lee de la signiente manera: funcién de x.

1er, Ejemplo. — La circunferencia es una funcién del
radio, porque, a cada valor del radio, correspondera un valor
variable de la circunferencia. Cuanto mayor sea el radio, ma-
yor serd la circunferencia.

Es decir: C=f(r) =2xr
y se lee: circunferencia en funcion del radio.

29, ejemplo. — Kl monto de un eapital ¢ a una tasa cons-
tante ¢ estd en funcién del tiempo n.

A mayor tiempo habrd mayor monto.
M=f{(n)=c(1+44)n

3er, ejemplo. -— La cantidad de mercaderias que venda
un ecomerciante estd en funcion del precio, y sucede que a
mayor precip menor seri la venta.
¢c=f(p)
En los ejemplos (1) ¥ (2) la funcidén es creciente porque
con el crecer de la variable independiente crece la variable
dependiente. '
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En el ejemplo (3) la funcién es decreciente porque con
el crecer de la variable independiente decrece la dependiente.

Supongamos un automévil que viaja a 25 metros por se-
gundo, deducimos que va a 1.500 metros por minuto, o tam-
bién a 90 kilémetros por hora, es decir que la proporeién
que hay entre las distancias recorridas y los tiempos emplea-
dos en recorrerla es la misma en ambos casos.

Veamos esto bajo el aspecto del cilculo mateméatico.

‘Sea y la distancia, y = el tiempo empleado, si recorremos
en un corto tiempo dz (diferencial de z) la distancia dy (di-
ferencial de y), la velocidad estard dada por la siguiente
relacion :

Y
v = a;—(derivada de y con respecto a z)

Supongamos un tren que sale de Buenos Aires a las 18
horas y llega a rosario a las 23 horas, siendo la distancia que
separa de 300 kilometros, decimos que la velocidad media es:

300

5= 60; o sea, comparamos la distancia recorrida y el

tiempo que tarda en recorrerla, de una manera general, lla-
mando y la distancia total, y x el tiempo empleado, tendremos

. . Y .
que la velocidad media es - La velocidad que lleva el tren

no es la misma durante todo el viaje, porque se sabe que al
arrancar, lo mismo que al llegar, la velocidad es menor que
la velocidad media; habra partes del trayecto en que la velo-
cidad sea mayor que la media, que bien puede ser por factores
topograficos.

En una parte muy pequefia de tiempo dx (diferencial
de z) la distancia recorrida serd dy (diferencial de y) ; luego

d
la velocidad estard dada por la relacién Tig— {derivada de y

con respecto a ). Tendremos que, llamando v a la velocidad
en un instante de tiempo, el resultado sera el siguiente:
by
dz
La velocidad entre una estacién y otra, en cada instante
de tiempo, o sea la derivada, es al principio pequeiia, después
iré en aumento, luego decrece cuando se acerca a la estacién
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de llegada, es decir, graficamente seria como lo indica la figu-
ra siguiente:

° k1

Sobre el eje de las abscisas tomamos el tiempo y sobre las
ordenadas las velocidades.

La rapidez eon que crece la velocidad se llama aceleracién,
¥y la expresamos por la letra ¢: en un instante de tiempo dz
(diferencial de z) la aceleracidn es:

dv dy
a=; sabemos que v = ——

dz
d
(&)
dz

dzx

o0 también

G —=

© de otra manera se escribe
d2y
dx?

Es decir que la aceleracidén g es la segunda derivada de la
distancia con respecto al tiempo. Por el grafico se ve que al
prineipio, cuando el tren sale, su velocidad v es pequefia,
luego aumenta y entonces la aceleracién es mayor que cero,
e deeir:

a =

d2y
=gz~ 0
¥ euendo ha aleanzado su velocidad maxima decrece; es deeir:
d2y 0
0= gr T

¥y al acercarse a la estacién de parada la aceleracién es menor
que eero, es decir, es negativa:

d2y
i 6 =—5<0
! dx?

Veamos en el caso de una casa de comereic: queremos ave-
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riguar, en un momento dado, cuil es su situacién; llamemos
dy (diferencial de y) la ganancia habida en un breve lapse
de tiempo, y sea dz (diferencial de x), ese breve tiempo trans-

: LAy
currido; la relacmn(—i;— nos indicard seglGn sea el resultade,

eual es la situacién de dicha casa en ese momento dado.
Pueden ocurrir tres casos:

dy
1° — que g Sea mayor que cero, entonces se deduce
que estd en progreso .
dy , : :
20 — que o sea 1gual a cero, entonces quiere decir que
esti en un periodo de estacionamiento.
dy .
3? — que a—;sea menor que cero o sea negativa, enton-

ces se deduce que estd en decadencia o regreso.

Ahora, si en todos los momentos dados% €8 mayor que

d2y :
cero y la intensidad va en aumento, la E';;Z-—seré mayor que

cero, es decir que crece acelerando.

Veamos otro ejemplo para explicar el concepto mate-
matico de derivadas.
Supongamos la caida de un cuerpo sin velocidad inicial.
De la observacién se deduce que e] valor y de metros recorri-
dos -en z segundos, de libre caida, vale:
luego:
1 . 1 :
59 x2; siendo g — 9,81 ) 9,8122 = 4,905 z2
y = 4,905 2
De tal férmula, queda analiticamente hallada la funcion
y de la z, asi se puede calcular el valor ¥ para cada valor posi-
tivo de z, y se tiene que:
Para 3’ el cuerpo ha recorrido metros:
¥ = 4,905 (3)2 = 44,145
Para 3’",1, el cuerpo ha recorrido metros:
y = 4,905 (3,1)2 = 44,145 -+ 2.992
Para 37,01 el cuerpo ha recorrido metros:
y = 4,905 (3,01)2 = 44,145 + 0,295
Para 37,001, el cuerpo ha recorrido metros:
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y = 4,905 (3,001)2 = 44,145 -} 0,029435
Para 3°°.0001, el cuerpo ha decorrido metros:

y = 4,905 (3,0001)2 = 44,145 -} 0,002943
ahora bien; se nota que la velocidad media en un intervalo de
tiempo estd dada por el cociente; o sea el espacio recorrido en
tal intervalo y el tiempo empleado en recorrerlo.

En el intervalo (3’7; 3°,01) la velocidad media es:
0,295

= 29,5
100
En el intervalo (377, 3°°,001) la velocidad media es:

0,02914349 — 29,435

o0

para (377, 37,0001) la velocidad media es:

0,00]2943 o 2043

16,800

¥ podriamos seguir calculando la velocidad media en un in-
tervalo de tiempo mas pequefio, hasta que se llega a determi-
nar la velocidad del cuerpo al instante: o sea el limite. A esto,
er el cileulo matematico, se llama derivada o coeficiente dife-
renecial.

Veamos cémo se puede determinar la derivada en este
ejemplo en una forma general.

Sea y = 4,905 22
#i incrementamos a z el valor k, y a y el valor k, tenemos:

y + & = 4,905 (z-+h)2 = 4,905 (22--2xh+-h2)

degpejando &

k= 4,905 22 -+ 2 X 4,905 z A -+ 4,905 h2 — 4,905 22
simplificando:
: k= 9812 h - 4,09 hr2
dividiendo por %:
% =981z -+4905h
achicando & indefinidamente, hemos visto que % disminuye, y

k
la relacion 5, © sea la velocidad media llega a un limite, lla-

mado derivada.

I

¢ también :
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Entonces si queremos determinar para z =— 3’7, nos queda:

dy
= 9,81 X 3 = 29,43
o sea el mismo resultado que se ha obtenido para el inter-
valo (37, 3”7, 0001).
Si quisiéramos determinar la velocidad en el instante
z =4, tenemos
dy
G = 9,81 X 4 = 39,24
Ahora si calculamos la aceleracion
d2y d (9,81 z2)
¢ dz -
y llegamos a la conclusién que a es igual a 9,81; es decir, que

crece acelerando.
Abraham BOIGEN
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