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de T. Sanchez de Bustamante

Sobre un erréneo desarrollo en serie de
tang x ®

El actual programa de Mateméiticas (primera parte) de
la Facultad de Ciemcias Econdémicas, exige (bolilla VII) el
estudio de las series correspondientes a las funciones elemen-
tales, y en el mismo programa se considera como funciones
elementales, cuya derivaeién debe conocerse, a las siguientes:
xn; sen z; cos x; tang x; log x.

Se infiere, por lo tanto, que es exigible al alumno el des-
arrollo en serie de tang =x.

He revisado numerosos textos de cdlculo o anahsls infi-
nitesimal y, en uno solo de ellos, en la importante obra del
Paul Appell, Eléments d’anelyse mathématique (2), he en-
contrado el desarrollo en serie de esta funcién. Pero, si bien
el procedimiento seguido en esta obra para dicho desarrollo
es correcto, se llega en la misma a un resultado inexacto. Se
obtiene, en la obra referida, una serie cuyos términos son al-
ternadamente positivos y negativos. Los valores numéricos
obtenidos son exactos, pero la alternacién de signos es erro-
nea. La serie verdadera tiene todos sus términos del mismo
signo que .

En el citado texto de Appell, se expone esta cuestién co-
mo sigue (pags. 151|152) :

““Método de los coeficientes indeterminados. — En las
aplicaciones, se emplea a menudo el método de los coeficientes
indeterminados para ealeular los primeros términos del des-
arrollo de una funcién en serie de potenecias.

(1) E1 doctor Broggi, a quien expuse esta correceién en
1927, se mostré conforme con la misma, previa revisién que efectué
personalmente de los calculos, ete.) — 7. 8. de B.

(2) Eléments d’analyse mathématigue, por PAUL APPELL, miem-
bro del Instituto, decano honorario de la Facultad de Ciencias, rector
de la Universidad de Parfs (cuarta edicién, Parfs, 1921).
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Tomemos por ejemplo la funcién:
sen z

tang £ = —r
g cos T

que es finita, asi como todas sus derivadas, para z==0. Pon-
£amos:

sen T

2
=0, + 4 :z;-{—a’x 4+ ...

cos T

El primer miembro cambia de signo con z; debe suceder
lo mismo con el segundo. La serie no debe contener mas que
potencias émpares de x. Los coeficientes a,, a,, @, ..., son nu-
los y se puede, en la serie, poner a = como factor. Se tiene asi,
quitando al denominador:

sen z =z cos z (a,+ a,2% a, zt+ ...).

y, reemplazando sen T y cos * por sus desarrollos:
z? xt
z (1“T+Tﬁ_ —_— .. )
z2 zt .
-==x<1—— 5 Ty — ) (al—}— a,2* 4 a,z* + >
Haciendo el producto de las dos series del segundo miem-

bro y ordenando segin las potencias crecientes de z, se debe en-
contrar una serie idéntica al primer miembro: se tiene, pues:

a, 1
g, =1, — 5 +6 =— 5
a, a, 1
94: ’é—"}"aﬁ—-— 120 3 eeses 3
de donde:
1 2
a=1i0,="g"5 0= 75

Se tiene, pues:
z8 225
tang ¢ = & 43+ 75 gt
Efectuando debidamente las sustituciones de ¢, a4, 6, ...
en el desarrollo de tang z, el resultado correcto es el siguiente:
28 215
tang z = —;——‘?"‘*-{——TB‘ 4+ ...
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Como comprobacién, desarrollaremos teng z, aplicando
otro método: la férmula de Maclaurin:
22 z3

f @) =f()+azf (o) + 5 M (o) +-fm (o) +

s

bY@ e 0+

Se tiene:

I (z) = tang =

A (z) = cos—2z

X (z) = 2 cos—3z sen z

I (z) = 2 cos—2x + 6 cos—z sen?z

YV () = 16 cos—z sen = + 24 cos—5z senix

¥V (z) = 16 cos—2z - 120 cos—*z sen®r -+ 120 cos—Sz sen's

Por consiguente:
f (o) =0
1 (o) =1
M (o) =0
UL (g) = 2
V(o) =0
fV (o) =1

........

Luego, se obtiene, como antes:

a3 215

tangx=x+'—3—+—i~5— + ...

Se observa facilmente, aplicando este método — férmula
de Maclaurin — que la serie de que se trata tiene todos sus
términos del mismo signo que z.

He considerado conveniente salvar este error, del tnico

texto por mi econocido que contiene este desarrollo, pa-
ra seguridad y satisfaceién de los alumnos que,
aplicando conocimientos adquiridos en el
curso, estudien y resuelvan este
problema y quieran verifi-
car los resultados
obtenidos,

Buenos Aires, 23 de julio de 1928.
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