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de Justo Pascali (h.)

Funciones Polinomiales Enteras y Elementos
del Célculo de Diferencias Finitas

Propésito. — A pedido de los alumnos del curso de Ma-
tematicas eseribo estas lineas, que responden al programa res-
pective de la Facultad de Ciencias Econdémieas.

Su contenido puede ser fitil aun al Ingeniero cuando se
trata de hallar la ley aproximada de fendmenos fisicos que

- dependen de una variable y que sélo se conocen por medicio-

nes empiricas, sin conocer la ley real del fenémeno.

Al hacerlo aprovecho la circunstancia para echar una vis-
ta panordmica sobre el Algebra a objeto de situar este asunto
en su verdadero lugar.

En el caleulo de DiFErENCIAS FINITAS s6lo se expone el
método euando los erecimientos de la variable siguen una pro-
gresion aritmética. En caso contrario ellag forman lo que se
designa con el nombre de DIFERENCIAS FINITAS DIVIDIDAS.

Esta cuestion y aun el estudio detallado y téenico de la
primera es abocado en esta Facultad por el eminente Profesor
de Matematicas Aectuariales seflor Gonzélez Galé, causal por
la que se sobreentiende no pretenda el suscrite entrar en ese
dominio.

Escritas estas lineas para estudiantes, tratamos de peecar
por exceso de claridad, aun sacrificando la elegancia de un
lenguaje matematico puramente téenico.

L

Las expresiones del anilisis en el campo de las canti-
dades reales pueden dividirse para nuestro objeto en tres gru-
pos primordiales cuando en ellas interviene una sola varia-
ble: las funciones polinomiales de exponente entero; las de
exponente fraccionario; y los funciones trascendentes.
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Son polinomiales enteras aquellas en que la variable z
esth elevada a potencias positivas y enteras.
Por ejemplo:

y=2 X+ a,
y=a2a x* + a x + a_

y=a,x®4+a_  xml4. . 4 a, x4 a x +a,

L.a primera suele llamarse funcién de primer grado o,

en lenguaje geométrico, pardbole (1) de primer grado; la se-
gunda, funcién de segundo grado o pardbole de segundo gra-

do... la Wltima, pardbola de grado m.
Cuando se supone que la y vale cero, esas mismas expre-
siones se denominan ecuaciones de primero, segundo...... o

emésimo grado. Los valores de z, que haecen cero a la ¥, se Ha-
man las raices de la ecuacion.

En general: una ecuacién de primer grado tiene ung so-
la raiz; dos, una de segundo... y m, una de grado emésimeo,
como se demuestra sencillamente en las obras de Algebra (su
teorema fundamental).

Lias funciones de exponmenie fraccionasio son evidentemen-
te del tipo:

Se comprende que la constitucién de estas expresiones es
mucho mas irregular y variada que las ordenadas funciones
enteras recién enumeradas.

Cuando la y vale cero, esas mismas expresiones se llaman
ecuaciones y se designan con el nombre de raices los valores de
z que anulan la v.

~ Estas expresiones de exponente fraccionaric pueden
transformarse en otras de exponente entero a través de trans-
formaciones pesadas, pero, en sintesis su estudio puede que-
dar comprendido en aquél.

Finalmente, se llaman expresiones frascendentes aquellas
en que intervienen relaciones de z, que no son funciones ente-
ras de = (o racionales), ni tampoco funeciones de exponente
fraccionario (o irracionales). Asi, expresiones tales como:

y = sen X + 8 i
y=1logx—1tgx 4+ 8

(1) En particular a esta pardbola de primer grado se la llame
linea recta.
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ete., ete. se llaman frascendentes, pues, con las operaciones que
forman la aritmética, no se puede llegar a expresar con exac-
titud absoluta esos nuevos simbolos que son los senos logarit-
mos, tangentes. .. ete., de una variable z.

1. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES POLINOMIA-
LES ENTERAS

Cada vez que la resolucién de un problema nos lleva a
wna funcién polinomial como resultado, el asunto de encontrar
los mimeros o soluciones que él tiene, queda reducido siempre
a encontrar las raices de una ecuacién entera, que segiin lo di-
¢ho anteriormente serd de alguno-de los tipos:

a; X +a =0

2 —
a; x* - a, x+a =10

a, X 4 a x4 +a,x*+ax+a =0

Es, pues, importantisimo saber a qué atenernos en lo que
respecta a la solucién de estas ecuaciones.

Se entiende por método de resolver una ecuacién de grado
dado, hkallar una férmula o molde general formado por relacio-
nes aritméticas de los coeficientes, tal que sustituyendo en ella
los valores muméricos que en cada caso particular tengan los
ooeficientes, se oblengan automdticamente las raices, o sea, los
valores de = que anulan al polinomio dado.

Desde la més remota antigiiedad es conocida la solucién
de la ecuacion de ler. grado.

La solucidén algebraica (1) de la de segundo grado se atri-
buye a Diophanto (2), que residia en Alejandria en el siglo
IV de nuestra era.

La ecuacién de tercer grado fué resuelta analiticamente
por Nieeolo Fontana, generalmente conocide por Tartaglia,
quien recibid este sobrenombre debido a un defecto en su pro-
munciacién, originado por una de las tantas calamidades que
le persiguieron desde el nacimiento.

(1) La solucién geométrica de la ecuacién de segundo grado
era conocida desde mucho antes, pues figura en la obra de Rucli-
deg, célebre geémetra que vivié de 330 a 275 antes de nuestra era.

(2) Se atribuye también al matematico hindi denominado
Padmanahba la férmula que da la solucion de las dos raices de la
ecuacion de segundo grado.
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Finalmente, la ecuacién de cuarto grado debe su soluctém
a Luis Ferraro, generalmente conocido por Ferrari, hombre de
tanto talento como de habitos licenciosos y que nacié en Bolofia
en 1522,

Los tratados actuales de Algebra dan las férmulas que
permiten resolver esas ecuaciones, y lo que tanto esfuerzo y
talento requirié de sus creadores hoy no exige mis que uns
aplicacién automatica de los nimeros particulares de la ecua-
cidén a resolver. .

Se comprende por esta ultima razén la sugestidon que pro-
dujo en los matematicos la soluicidn de la ecuacién de quinte
grado, sexto, ete., ete.

La intuiciéon casi afirma que si por medio de relaciones
aritméticas de los coeficientes de una ecuacion se ha hallade
la solucidon de los cuatro primeros grados, ha de poder hallar-
se también para los grados subsiguientes.

Sin embargo, todos los esfuerzos de los matematicos fue-
ron vanos para lograrlo; nadie llegaba al resultado apetecide
v quién sabe si aun no seguiria preocupando e] asunto, como
nos preoecupa la indemosirade ecuacién (1) de Fermat, a no
haber mediado la célebre demostracién de Abel. Este matemé-
tico demostré en 1826 la imposibilided de la resolucion alge-
braica de lus ecuaciones que pasan del cuarto grado, dando fin
a las tentativas anteriores que se nutrian en la esperanza in-
tuitiva (2) de su posibilidad.

Queda en sintesis expuesto que asi como en el espacio ne
hay més que cinco poliedros regulares, en el Algebra no hay
méis que euatro ecuaciones polinomiales enteras resolubles por
férmulas. O en otros términos, el Algebra no existe mis alld
del cuarto grado, en cuanto a resolucion de ecuaciones se re-
fiere.

Sélo puede decirse que como casos de excepcidn hay ecua-

{1) El célebre matematico Fermat, abogado de profesién,

efirmo que la ecuacién x™M+4+y™—z™ no puede ser resuelta para va-
lores de z, y, 2 enteros, siendo m entero y mayor que dos. Aun no
se ha encontrade una demostracién de esa afirmacion, si bien prae-
ticamente se comprueba. Y ello a pesar que la sociedad cientifica
de Gottingue ha establecido un premio de 100.000 marcos para el
que lo demuestre de un modo riguroso...

(2) Hs éste otro ejemplo fecundo de que si bien la intuicién
es una guia utilisima en matemaditicas, puede, sin embargo, llevar &
afirmaciones erréneas y que las proposiciones matemdticas deben
desarrollargse en el puro campo 16gico para adquirir una certeze
definitiva.
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eiones de grado superior al guarto, cuyas raices pueden caleu-
large por radicales. Lias condiciones especiales para que ta] re-
solubilidad sea posible fuéron dejadas en una Memoria por un
genial estudiante francés, Galois, de veinte afios de edad, que
la eseribid, segiin se dice, la noche anterior a un duelo que tu-
vo por una dama, y en el que fué muerto.

111. ECUACIONES POLINOMIALES ENTERAS DE
GRADO SUPERIOR AL CUARTO

Si bien éstas no pueden resolverse por formulas algebrai-
eas, ello no excluye que se hayan encontrado métodos aproxi-
mados o de tanteo que permiten con més que suficiente exac-
titud hallar sus raices dentro del limite (1) que exigen las
euestiones humanas.

Supongamos que:

y = x6 -} 3x% — 124 x* — 328 x3 | 2448 x? — 2800 x — 4800

y que se desea resolver aproximadamente la ecuacién, o sea,
hallar los valores de x que hacen cero o que casi hacen eero la y.

Podemos utilizar el método grafico o de representacion
gralica de la funcién. Dando valores a = desde —12 a 412,
por ejemplo, se obtendran los valores respectivos de ¥, y usan-
do un sistema de ejes rectangulares, cada par de nameros z, ¥
nos dard un punto del plano y, unidos esos puntos por un tra-

(1) Las cuestiones de la vida real del hombre dimanan de sus
necesidades o van encaminadas a satisfacerlas. Dentro del orden
objetivo el hombre se orienta por sus juicios de origen empirico, a
los que llega, en primer término, por las sensaciones que los objetos
producen sobre sus sentidos. Todo resultado que exceda en su apro-
ximacion al de un sentido sera vacuo en la realidad. La vista, que
es el drgano mas sensible, sélo acusa magnitudes de orden deiolﬁ)
de milimetro y ni con los mas potentes microscopios puede pasar
este limite, que es el grandor de lag ondas luminosas. La propia
medida de lo que con mas exactitud puede medir el hombre, longi-
tudes (y su producto: ireas, vollmenes, etc.) por medio de su mas
gensible sentido, la vista, esta condicionado, pues, dentro de un limite
insuperable. Con mucha mayor razén en otras cuestiones de indole
practica.

Kste orden de cosas permite utilizar los métodos matemdticos
de aprozimacion, que, en general, lo son todos los que se dirigen a
resolver cuestiones de origen experimental o de un grado superior
«l cuarto. El asunto se reduce a aprozximar el resultado hasta un
grado suficiente que depende de cada cuestion concreta.
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zo continuo (a pulso es sélo posible, en general), se oblendra
una curva, que es una parabola entera del 69 grado.

Esa parabola cortard al eje de las z en seis puntos, y mi-
diendo en la escala del dibujo la distancia de cada uno de
ellos al ofigen se obtendran las seis raices de la ecuacién. La
aproximacién depende del nimero de z que elijamos o de y
que calenlemos, vale decir, del niimero de puntos que se ha-
yan construido en la curva a trazarse.

Si se da a z el valor cero, la y toma el valor — 4800;si
se le da el valor - 2, la y toma el valor 4 6078. Es eviden-
te (1) que si la y ha pasado de un valor negativo a uno posi-
two mientras la z ha pasado de cero a dos, la y ha pasade
por cero para un valor de z comprendido entre 0 y 2, 0 en
otras palabras, hay una raiz de la ecuacidn entre cero y dos.

Si 1a queremos hallar, ahora serd maés facil, pues ya la
tenemos encerrada entre dos limites més cercanos. Dando a
z los valores 0,5 y 1,50 veremos que la ¥ va disminuyendo de
valor, 0 sea la x raiz va estando mas estrechada entre estos
nuevos valores.

Se eomprende que de este modo puede, por simples calcu-
los y sin figuras, ir acercandose tanto como se quiera al valor
de las raices. Este método es lo que se suele llamar en Alge-
bra regla de Descartes, y, con el ejemplo citado, se compren-
de su enorme ventaja.

Esto exige tanteos y paciencia, pero, en ¢l fondo, es te-
do lo que se puede hacer.

En nuestro caso el estudiante comprenderi que para:
z = —2, £ =—3, la y cambio de signo; anilogamente para :
x =—35, & ——7....ete.; para z = 9, x = 10, también la y
cambia de signo. Y ya s6lo falta que digam0§ que esas ralees
son :

x,—1 x,=4, x,=10, x,=—2, x = 6 x ,—— 10
Pero, conviene recordar otra vez, que no hay métodos ri-

gurosos excediendo el cuarto grado.

1V. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES TRASCHN-
DENTES

Toda esta variedad de ecuaciones estd en situacién anaio-
ga a las polinomiales enteras que exceden del cuarto grado, e

{1) Se admite aqui el concepto intuitivo de funcién continesa
en ese intervalo.
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en otros términos, no hay para ellas, en su infinita variedad,
formulas generales que permitan resolverlas.

El método de la representacién grafica, o la regla de Des-
cartes o sucedéneocs, pero siempre de tanteo, son los que per-
miten hallar las raices de este tipo de ecuaciones.

Hay casos raros de ecuaciones trascendentes que pueden
resolverse directamente, pero, la exeepeién confirma la regla.

Para aclarar ideas daremos algunos ejemplos que, si bien
sencillos, permitirdn al estudiante contemplar el fondo de la
dificultad.

12) Resolver el sistema:

y 2x—1
y=x—2x +3x+4+1

I

0, en términos geométricos: hallar la interseccién de una ree-
ta con una parabola ciibica.

Diremos: donde estas curvas se corten sus ordenadas y
son iguales para los mismos valores de sus abcisas z, o sea,
siendo los primeros miembros iguales lo seran los segundos, de
donde se deduce que:

x3 —2x2 4+ 83 x4+1=2x—1
x3—2%x2—x+4+2=0

La resolucién de esta ecuaeién nos dard los valores de x
buscados y sustituyéndolos en la ecuacién de la recta obten-
dremos los de y. Se habran calculado asi las coordenadas de
los puntos de interseceidn.

Este es un problema con resolucién algebraica, de preci-
sién, segtn lo expuesto.

Si se hubiera tratado de hallar la interseccion de las
eurvas:

y=x 4 x2—x—1
y = x8 — x5 } x* — 3

razonando como antes se tendria:

x60— x5 L xt — 3 =x% 4+ x2—x — 1
x$— x5 4 xt —x3 —x2 + x4+ 2=0

Ya no sentimos tentacién de hallar una solucién exacta
de esta ecuacién, por los fundamentos histéricos dados, pero,
comprendemos que las soluciones aproxvmadas de esta ecua-
¢ién, halladas eomo se expuso, nos resuelven el problema.

Notamos que hay homogeneidad entre las variables o in-
¢dgnitas en ambas ecuaciones,
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2%) Resolver el sistema:

y=23x —1
y = sen x -+ 10

Siguiendo el proceso anterior, eseribiremos:

10 + sen x =2 x — 1
sen x —2x 4+ 11 =0

;Coémo resolver con exactitud esta ecuacidén?

Notamos inmediatamente que hay heterogeneidad entre
los dos miembros de las ecuaciones dadas, o en el primer
miembro de la ecuacidn resolvente final, y que siempre se con-
servard esa heterogeneidad aunque efectuemos cualquier trans-
formaeién con tal ecuacion.

No es posible, pues, resolverla eon preeisién.

Pero, si dibujamos la recta que representa la primera y
la sinusoide que representa la segunda, en los puntos en que
aquélla corte a ésta se obtendran los valores de z que resuel-
ven aproximadamente el problema.

A idénticas dificultades llegariamos si quisiéramos re-
solver el sistema:

y =213+ sen x — 1

y=x 4 log,x — 4
o cualquier otro sistema donde entren funciones trascendenm-
tes.

V. RESUMEN. -— FUNCIONES SUSTITUTAS

Lo que termina de exponerse da por tierra con la creen-
cla vulgar de que todas lag cuestiones o problemas matemati-
cos tienen soluciones exactas. Las Matematicas, en saliendo
del cuarto grado, se convierten en Ciencia de aproximacidn,
como otra cualquiera, en fltimo término,

Y aquellos matematicos que miran de soslayo las ecua-
ciones de la Fisica, de la Hidraulica, de la Estadistica biomé-
trica o de la Economia mateméatica, porque su origen empiri-
co les quita el rigor de lo apodicticamente ecierto, encuentran
asi en la esencia misma de los nimeros un limite a la perfee-
cion humana, aun en el campo en que con mis libertad y
pureza el espiritu se ejercita.

Pero, ocurre que aun dentro de las cuestiones que depen-
den de una sola variable independiente, hay un gran nimero
de problemas o férmulas complicadas cuya solucién excede
el dominio del Algebra, antes demarcado, y entonces, hacien-
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do uso de la inevitable tolerancia que dimana de lo que se ha
historiado, se busca reemplazar aquella f6rmula por otra més
sencilla y suficientemente equivalente.

Estas funciones sustitutas son en gemeral pardbolas de
grado entero.

Es muy vasto el problema para pretender abarcarlo en
estas lineas con toda su amplitud.

Sé6lo nos limitaremos a exponer su solucién por medio
del eélculo de las diferencias finitas.

En los problemas de la vida real, que preocupan a la es-
tadistica, esas funciones sustitufas tienen un enorme valor.

Por ejemplo: Si se conocen las poblaciones de un pais en
5 fechas diferentes, ;ceual sera la poblacion en el afio m?

O, en general, si se conocen los n valores: vy, Vy... v
de un fendémeno eualquiera que se supone dependiente de una
sola variable en los n estados: x,, X,,...x, de la variable,
;cudl es la ley matematica del fenémeno?

Este es en general el asunto que interesa resolver en estas
lineas, usando funciones sustitutas sencillas, de la verdadera
ley desconocida.

Para entrar directamente en materia diremos finalmen-
te que una parabola de grado -1 se expresa por la siguiente
formula :

(1) v=A-+Bx4+CxZ +..... - Kxn-l

en que z es la variable independiente y A, B, C,.... K, son
n eoeficientes que hay que determinar en cada problema par-
ticular.

También se suele expresar la misma parabola de grado
n-1 en series de factoriales del siguiente modo:

(2) y=a+bx+ecx (xh) +dx (xh) (x2h) 4.....

..... <4 kx, (xh) {(x2h) (x-3h) ....[x——(n—Z).h]
en que « es la variable independiente, h el incremento cono-
cido de dicha variable y a, b, ¢, ... k, son n coeficientes que

hay que caleular en cada problema particular. Es ficil com-
prender que si en esta féormula tGltima se ejecutan los pro-
ductos y se ordenan con respecto a x habra: 1°) términos sin
# que representan la A de la férmula (1); 2°) término en z
cuyo coeficiente es 1a B de la (1) ; 3?) término en x? cuyo coefi-
ciente es la C de aquélla.... y término en z%l, cuyo coe-
ficiente es la K de la (1). Surge asi la equivalencia de ambos
modos de eseribir,

Finalmente, puede eseribirse la ecuacién de una parabo-
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la de grado entero n-1, del siguiente modo, que llamaremos
método de factores desiguales.

y=A (xb) (z¢) (xd)...... (x-n)

-+ B (xa) (xe¢) (xd)...... (x-n)

(3) + C (x-a) (x-b) (x€)...... (x-n)
+ C e

+ K. (‘zc-;m) .. (;(-I;) . (z.{—c.) ...... (x-1) .

Hay aeé » términos, y si se efectiian los productos y se or-
dena la suma total en x se obtiene un polinomio andlogo al de
la férmula (1) de grado n-1. Las letras a, b, c,. ... I, n, son da-
tos u observaciones conocidas y los coeflcientes A, B, C.... K,
son incégnitas que més tarde se verd e6mo se despejan.

V1. DIFERENCIAS FINITAS

Si z es una variable independiente, generalmente se de-
signa con y los valores que toma la expresién o funcién de x
del modo siguiente: y = f (x).

En lo que sigue cambiaremos la nomenclatura cambian-
do la f (x) por una V _ de tal modo que: V= f (x).

Si damos a z incrementos constantes (1) h, 2k, 3h....
la funcién toma valores que representamos con:

v A\ A\

x-+h’ x4-2h ? X+3h;‘ ... ete.

Dicho esto, observemos el siguiente cuadre: (1)

Vaviable | Fugeicy Rim difer Seq. difer | Texe. difer. {Cuarla difer | ofc ofe.

x v; AV, | &V, [ AV | AV [&v

&

x+h | Ve AV, | AV | AV 1| AV,

Xt 2"'2 fozb A Vxelh Al “"x.vl‘z A! V*fl-*z
11—3’2 foilz A Vlr.till Aiv,,,;z !
x+hh Vx.mﬁ i Av;t‘liz

x+5h \’x;sil

(1) En la practica estadistica suelen no ser constantes esos
incrementos. El asunto es, entonces, objeto del Calculo de Diferei-
cias Finitas Divididas a que nos hemos referido en la Introduccién.
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Se ha escrito en la primer columna vertical los valores
- de la variable z con el incremento constante 2. En la segunda
eolumna figuran los valores de la funciéon correspondiente.
En la tercer columna se obtienen las diferencias entre cada
término y el que le precede en la segunda. En la cuarta co-
lumna figuran las diferencias entre cada término y el que
le precede en la tercera columna... Y asi sucesivamente.

Los elementos obtenidos en la tercera columna se llaman
diferencias finitas primeras y por lo expuesto, ellas son:

AV St -Vr x+h - Vx; AVX-{—h = Vx+2h _Vx+h;

X
AV =YV — Voo ete., ete.

x+4-2h x-4-3h

Es evidente que, en general, estas diferencias primeras
son funciones de z y las diferencias de estas diferencias, que
figuran en la columna cuarta, se denominan diferencias fini-
tas segundas y por lo expuesto, ellas son: '

A, = AV — AV AV = AV o — AV
AV x+2h = AV x4+3h AV Xp2h it ete., ete.

Con idénticos argumentos se forman las diferencias fi-
nitas terceras, cuartas. ... ete.

El nombre de diferencias finitas proviene de que siendo
A un incremento apreciable (no infinitesimal), el aumento
del valor de la funeibén es también apreciable, y en consecuen-
eia, las columnas que contienen las diferencias finitas de dis-
tintos 6rdenes son ntmeros finitos.

En muchos casos es posible elegir incrementos de x uni-
tarios, en cuyo caso: h=1, y la nomenclatura anterior se sim-
plifica, como es ficil comprender.

Primer ejercicio. — Formar el cuadro de diferencias fi-
nitas de la funcién: V, =— x4

Daremos a z los valores: x = 0, x = 1, X == 2 ete. Y
facilmente obtendremos el siguiente cuadro, en el que una
rapida observacién nos advierte que sblo existen hasta dife-
rencias finitas cuartas.
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v | v [aV [ AV | AV AV | AV

Veot | 0 £ 1k | ose | oaw | oo
Vet |1 15 50 | 60 2% ¢ |
V=2 | 46 65 140 84 24

hr3' of 34 4y | 194 | 108
Wrh' | ase | 36 | 302
Vet 1628 | et

Voo | 4296

Segundo ejercicio. — Se supone que la poblacién de una
ciudad es en los afios 1880 de 10.000 habitantes; 1885 de
12.000; 1890 de 16.000; 1895 de 25.000; 1900 de 40.000. De-
seamos formar el cuadro de dlferencms finitas.

A 1880 le suponemos el afio 0, con lo cual el 1895 seria
el x == 1... ete., v se tendré:

Variable X | Funcidy v Av AL v ' A& v A.‘ )

10.000 2,000 2.000 3.000 | ~2.000
12000 | 4000 | 5000 | 4.000
16.000 9.000 6000

25000 { 15000

F O D o

40000

Si-no hay més datos estadisticos no podriamos seguir
méas adelante, o sea calcular las diferencias quinfas. En es-
tos casos se supone que todas las diferencias cuartas son cons-
tantes, con lo cual se supone nulas las quinias, ete., ete..

Antes de terminar esta formaecién de diferencias finitas,
diremos que al término V., que figura en la primera linea
horizontal se le llama el términe principal de la serie y las
diferencias: AV, AZV. A3V ... ete, que estin en esa mis-
ma linea se les denomina diferencias principales.
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En el dltimo cuadro el término principial es 10.000 y las
diferencias principales son: 2.000; 2.000; 3.000; —2.000.

El término principal y las diferencias principales tienen
gran importancia, como ha de verse.

VII. LOS DOS CASOS FUNDAMENTALES

Al hallarse las diferencias finitas de las funeciones pue-
den suceder dos casos opuestos, a saber:

1¢) que las diferencias de un cierto orden que se supone
sea n sean independientes de z, con lo cual las diferencias de
orden n-1 seran todas nulas.

22} que las diferencias de ningfin orden se anulen (o que
®o tomen valores pricticamente despreciables).

Demostraremos que: pare toda funcién racional entera
de x de grado n, las diferencias finitas de orden n son cons-
tantes.

Segtin lo antes dicho, una parabola de grado » o funcién
- racional entera es de la forma siguiente:

Vyi=a. x® 4+ bx™?1 - e xn24 .. ... 4+ rx + s
Incrementando de la unidad se tiene:

Vo =a (&) + b s+t 4 o (xFD)™2 4.
Ly (341 F s

Restando de ésta la anterior, se tiene:

Avx = Vx+1 —V = [ a (X—f—l)n——a.xn] -+
L+ [b(x+1)n-1 — b.xn'll + [~e(x+1)n—z_c.xn—2] 4.
..... -+ [r(x—}—l) —_ r.x}

Al desarrollar el primer corchete se anulan las a.2®; al
desarrollar el segundo se anulan las b.z?-L... y asi sucesivamen-
te, con lo cual se ve que el grado deAV _ no es més n, sino n-1.
Supuestas hechas todas las operagiones indicadas y ordenados
los términos se obtiene un polinomio cuyo primer término es
en 27! (el de mayor grado) y si llamamos b, al coeficiente
de 272, ¢ al de zn3 ete., ete.,, podremos escribir finalmente:

AV —a n x4+ b x?% fex? 4 4+ rx o5
Incrementando a la z, se tendrd andlogamente :
AVX+1 = an {(x+1)»1 4+ b (z+1)»2
J e (x-F1)m8 4. ... +r (z41) |- s
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y restando como antes, se obtiene:
AV, =A  —AV _—an [ (x41)n! — x n--l] +
+ [ by Db |
R [rl (x+1)—r, x J

Al desarrollar el primer corchete se anulan las 2™1; en
el segundo corchete se anulan las b, 2™%.... ete., con lo cual
se ve que el grado de A%V, no es méis n-1, sino n-2. Supuestas
hechas todas las operaciones indicadas y ordenados los tér-
minos, se obtiene un polinomio euyo término méis alto es:
am. (n-1).272 (y que proviene del primer corchete) y si
Hamamos simbdlicamente b, el coeficiente del término si-
guiente z73; ¢ al de 2%, ete., etc., se tendra:

APV (= an.(n-1).x"% 4 b, x23 ¢, x4 T, XS,

Repitiendo el procedimiento, se ve que:

AV =an.(n-l) (n-2) x3+4b x0t4ey X054 4r, x4
AW, = an (nl) (n2)..... 3.2.1
como deseaba probarse. ,

Siendo constantes las diferencias de orden m, es eviden-

te que son nulas todas las siguientes, pues:
APl VY, "= A"V, —AV_ =0

Las funciones racionales enteras pertenecen, pues, al pri-
mer tipo de funeciones referidas. Es sencillo demostrar que:
una funcion exponencial del tipo a* tiene sus diferemcias fi-
nitas que crecen con el orden comsiderado (cuando ad> 2).

Basta para ello eonsiderar los sucesivos valores: a*; a*t!;
a*t2_ _ ete., y proceder como se indicd en un comienzo, pa-
ra obtener el siguiente cuadro:

v &y &V AV NV | et

v, a a® (a-) | a7 (a-0'| at(a-n| &yt -
V- e &'a-1) a1’} arta-s) 1 -
WAt | atany | At : . -

i Ve ar aa-i) : : h j
v ar A B : : -

Este es el tipo de las funciones del segundo género.
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Si en cambio: « = 2, el euadro anterior se transforma en:

v Av Ay A
Vo 20 4 1 1 1
Vials 2 2 2" 2 e
Voo 2b: 4 ;4 4 4 "
V2" 8 ] ] 8
V,® 2 16 16 16 46
Vot 27 32 32 32 52

Es un caso curioso en que los valores de la funcién son
los mismos que las diferencias finitas primeras y éstas que
las segundas, ete., ete.... Pero no hay diferencias de orden
n constantes; ni crecientes tampoco. Pero no pertenece esta
funcién a la primera categoria estudiada. Y esto es lo que
nos importa saber, por razones que se verdn mas adelante.

En cambio, si: @ { 2, por ejemplo, las diferencias finitas
de orden cuarto son menores que las de orden tercero; y las
de quinto, menores que las de cuarto, ete., ete..... sin ser
ninguna nula.

Por ejemplo:

AV = a* (a-1)* (AW = a¥ (a-l)®

pues simplificando queda:

(a-1)f ¢ (a1)?
v dividiendo por (a-1)3 se obtiene:

a— 11

a {2 lo que concuerda

¢on la hipdtesis. Pero si bien la diferencia de orden % no es nu-
fa, 0 sea: A"V == a* (a-1)» 4 0, se puede elegir n suficien-
temente grande para suponer nulas todas las diferencias fini-
tas de ese orden o sea despreciables. En tal caso una serie tal
pertencceria, o podria considerarse al menos, practicamente
comprendida en la primera categoria estudiada.

VIII. CALCULO DE LA SERIE O FUNCION POR ME-

DIO DEL TERMINO PRINCIPAL Y DIFERENCIAS
PRINCIPALES.

Supongamos en el cuadro siguiente eonocidos: V,, AV,
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A%V A*V  A*V siendo constantes por hipétesis todas las:A*V,,

osea: AV, = A%V, = AV, = A*V ... ete.
A ayV AtV A Y At Y
v, Ay, AV A, A,
V‘ A v, AV, . /_'Aj Vy -
Y, A &Y, A -
Y, A v, Ay, - -
V,, A \‘/lc - -
!/ - B -
; - - - SN

Por definicion dada al eomiénzo:
A%V, = A3V, — A3V, .. A3V1 = AtV L A%V,
AV, =A%V, — A%V, .. AV, = A%V, - A3V,
A4V2 —= A3V3 — A3V2 o A3V3 — A4V2 + A3V2

ete., ete. ete., ete.

Se deduce que se ha formado asi toda la columna de las
diferencias terceras en funcién de los datos dados.

Una vez calculada esa columna pasamos al céleulo de las
diferencias segundas, observando que:

A3V, =A%V, A%V ... APV, — A%V, 4 A%V,
A3V1 == A2V2 —_ A2V1 “ A2V2 == A3V1 + A2V1
AV, = AV, A2V, .. APV, — A3V, 4 A%V,

ete., ete. ete., ete.

Formadas ya las segundas diferencias se obtienen las
primeras, observando que:
A2V0 = AVI —_ AVO o AVI = A2V0 + AVO
A?V, = AV, — AV, .. AV, — A2V, £ AV,
A%V, = AV, — AV, ... AV, = A%V, 1. AV,

ete., ete. ete., ete.
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Y es ahora facil deduecir la columna que permite hallar
los valores de la funcién, para lo cual basta recordar que:

AVO == V]. — Vg e Vl = AVO + VO

AV, =V, —V, . V,=AV, 4+ V,

AV, =V, —V, .. V,—AV,LV,
ete., ete. ete., ete.

Simples operaciones de suma, un poco largas es cierto,
nos habrian levado a conocer la funcién para distintos valo-
res de la variable en funcién del término principal y diferen-
cias principales.

Tercer ejercicio. ~—~ Hallar la serie o funcién euyo tér-
mino principal es 0 y cuyas diferencias principales son:

AV, =2, AV, =4, AV, =6,A*V = 1,4V =0

Lo mismo que se ha indicado en las férmulas anteriores
se ha hecho en el cuadro adjunto siguiendo el orden de las
flechas que alli figuran, lo eual ahorra todo comentario,

v av A v Ay a*v
Y,: O‘J{ 2 & 4 f 6 i—————— 1
Vir & I 6 I 0 g }ﬁ; 1
N I 16 [ 11 [ 3 | I:
, v,-zui 33 i 25 r~ 9 l——-— !
VST s8¢ | M 10 4 /
V;MS‘ e, e . 2

1X. EXPRESION DE UNA DIFERENCIA PRINCIPAL
DE ORDEN n, A™V,, EN FUNCION DE LOS S8UCE-
SIVOS VALORES DE LA FUNCION V.

De acuerdo a las definiciones del comienzo podremos eseri-
bir los siguientes grupos:

AV =V, "V,
AV, =V, -V,
a) AV2 = VS — V2

ete., ete.
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AV, =AV, — AV, =V, — 2V, +V,

b) | awW,=aV,—AVs=V,—2V,+V,

. ete., ete.

[ ASV, = A2V, — AV, =V, — 3V, + 3V, -V,
A3V, =A%V, —A%V, =V, —3V, + 3V, —V,
c) 4 AV, =A?V, —AV,=V_ —3V,+3V, -V,

L ete., ete.

Observando estos grupos que hemos deducido directa-
mente, se ve que en ellos se han expresado las diferencias
finitas primeras, segundas y terceras en funcién de los dis-
tintos valores de la funcién V.

En el grupo a) los coeficientes de lag V del segundo
miembro son los del binomio (m-n)!; los del b) son los co-
eficientes del binomio (m-n)2; los del ¢) son los de (m-n)3.
Probaremos que esta ley binomial es general, para lo cual se-
r4 suficiente que admitida ‘‘como que rige’’ para las dife-
rencias finitas de orden m demostremos ‘‘que rige también
para la de orden n + 1°°.

Es decir, admitimos por un momento que:
. n(n-1)
APV =V —V _ - T2 \4 e

n—32

n(n-1)
Tz V.mnV, + VY, (6)

Esta férmula implica admitir también que:

n(n-1)
ATV, =V, =0V, T Vi —
\ n(n-1)
...... + V, —nV_+V,

Demostraremos ahora que la misma ley binomial rige pa-

ra la diferencia: AR+l V.
En efecto; por definicién:pA?+V =A"V ;=A"V, y sus-
tituyendo en vez de éstos, sus valores admitidos, se tiene que:

» n(n-1) v
An+lvo — Vn_H_.nVn —V, 1 T ney T OV —...
- n(nl)
w—nV, — Tz VotV +0V, —V,

0 8€a:
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(n+1) .0

ARV =V — (1) V4 -

m+1).n v
..... —\T A (n—{—l) Vl——-VO

Vo e

Esta férmula deducida es aniloga a la de: A"V, en que
simplemente se ha cambiado el orden % por el nuevo n-+-2. En
consecuencia si la ley binomial ‘‘regia’ para el orden = rige
para el n--1. Pero, al deducirla directamente en el eunadro ¢)
vimos que se cumplia para el orden tercero, luego rige para el
cuarto y asi sucesivamente.

X. EXPRESION DE LA FUNCION INCREMENTADA DE
n, V_, POR EL TERMINO PRINCIPAL Y LAS DIFE-
RFNC’]AS PRINCIPALES DE LA SERIE.

Conviene, en primer lugar, una nueva notacién, que eon-
siste en usar la letra D antepuesta a una funcién para signifi-
car el valor que aquélla toma cuando la variable ha sido inere-
mentada de una unidad.

Asi es equivalente escribir:

DV X=Vx+1 ; DVX+1=D.DVX =
DVX+2 =DDDV , = v

Vgl

x4+3

y esta misma escritura se simplifiea eseribiendo:
DVy=V, ., DV =V DV, =V

Yy en general:

ete.

x 427 <437

DAV —V

De acuerdo a este nuevo simbolismo la férmula (6) se
transforma en:

x+4-11

, (n-1
(T) ARV, = DRV, —n D1V, nln L prery

1
SF DAV, —n DV, 4+ V

En esta expresién puede tratarse el simbolo de la opera-
cion D, ya definido, como si fuera una cantidad y no um sim-
bolo y separindolo de la funcién V, esa expresion puede ser
puesta en forma compacta del siguiente modo:

-1
Anvi() B (Dn—" n DI’I -1 + I_l'lgg_)* :I)n 2.
n(n-1)
. I; DZ—n-1 )

0 s€a:
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0

AV, =(D—1)"¥v

Tomando los simbolos en general, resulta:

)
| (1o

Bstas tres ecuaciones fundamentales expresan las rela-
ciones que hay entre los simbolos de las diferencias finitas y
los inerementos finitos de la funeién, o sea entre A y D.

A través del méas intrincado anilisis estos simbolos pi;;
den ser tratados como si ellos fueran simbolos de eantidades,
e interpretandose el resultado como si ellos fueran simbolos,
él resulta correcto. Por lo que acaba de decirse, tendremos
. que:

V. = D, — ( 14 ) o (8)

0 sea:
n(n-1) o n{nl) (n2) N
Vn=<1+nA+ E Az B A% .
) v,
¥, en fin:

® V. =V v, + oA,
0 o T mAV, T3 AN,

+ —n(n'llé—(—nf—)ﬂvo + . + ARV,

En esta tltima férmula, de enorme importancia en el
caleulo de diferencias finitas, los simbolos: V,, AV, AZ%V,..
AV, son el término principal y las diferencias principales
de la seric.

Cuarto ejercicio—Sabiendo que el término principal y di-
ferencias principales de una serie son: V, =0, AV =1,
AV, =2 A3V;=3, AW = 4, calcular el término de
lugar 10, o sea el: V.

Desde luego se admite que las diferencias cuartas sem
constantes, y las quintas, ete., nulas.

Aplicando la férmula (8) se tendrd:

v, =( 1+A) 9V0

es decir:



FUNCIONES POLINOMIALES 639

9.8
Vo=V, + 94V, 1—2*A2V0 "

9.8.7 , 9876AV
+ 133 4 °+1234 0

siendo evidente que es inGtil afladir més términos al desarro-
Ho, pues serian todos nulos.

Sustituyendo valores tendremos:

V,=0 49 -+ wqf_. 2+ )8.7. 3+ 9876, aar

’ o 123 1234 7

A este mismo resultado se podria haber llegado por su-
maciones, como se hizo en el cuadro del ejercicio tercero, pe-
ro se comprende cuanto ahorre de trabajo hay de este modo.

Quinto ejercicio. — Hallar la poblaeién que corresponde
al afic 1920 con los datos del ejercicio segundo, aplicando la
formula binomial. Comprobarlo por la construceién directa
de la serie.

Simbolismo. — Si observamos la férmula (9) se ve que
la letra = significa el grandor particular que tiene la varia-
kle z. Asi: V  podria escribirse con més elaridad, de acuerdo
al hébito de la escritura mateméatica, con:V _y en tal simbolis-
mo esa férmula seria:

(10) V. — Vo4 x AV, 4= l<X1) ATV,
X (_’5%3) 2 oy, 4

Esta formula es en realidad el aspecto de la seria de Maec
Laurin cuando los tncrementos son finitos. Se impone sobre la
de Mae Laurin para las cuestiones en que no se conoce la ex-
presion analilica de le funcién, como sucede en los proble-
mas de interpolacién de la estadistica o de fendmenos que s6-
lo se conocen por mediciones empiricas.

Dada su enorme aplicaciéon, preferimos llegar a ella por
etro camino que demuestra mas su estrecha vinculaeién eon
la de Taylor (caso Mae Laurin de: x = 0).

XI. EXPRESION DE UNA FUNCION RACIONAL Y
ENTERA DE z, DE GRADO m, EN SERIES DE FAC-
TORIALES.

Comenzaremos por hallar las diferencias finitas de una
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expresion factorial de m factores y que representaremos
con z(m),

Se tendri:

V o =x®=x (x—1).(x—2).(x—3) ....
- (x—(m—2)>.(x——-(m—1)) =

= x.(x—1).(x—2) .x—-3) . . . . (2=—m-+2).(x—m+1)

Incrementando se tiene:

Vg =x+1™=(x41). x.(x—1).(z—2)...
..... (x—m-+3).(x—m-}2)
y restando se tendré:
AV, =V, ., —V, =
— [(x+1) — (x—m+1).] % (x—1).(x—2) . ... (x—m-++2)
o bien:
AV, =m x (=—1) (x—2)..... (x—m-}2)

En esta expresién hay m—1 factores y de acuerdo al am-

terior simbolismo se podra eseribir:
AV = m. x(mD
0 mejor aun:
AX™) =y, xOm-D

Repitiendo 1a operacién, se tiene:
¥ en general:

AP — m (m—1).(m—2)....(m—n-1).x0mn)

Dicho 1o anterior consideremos una funcién: ¢ x) ¥ ex-
presémosla en serie de factoriales que segin lo dicho anterior-
mente serd, (1) siendo % el incremento que se da a z:

¢x = a -+ bx -+ ex.(x-h) + dx.(xh).(x-2h) 4 . . .
(€ i Kx(xh).(x2h).(x3h) . . . . (xm+h)
Segiin la notacién anterior esta misma expresién puede
escribirse, siendo aci el intervalo de los factores, . y no uno:
oy=2a+bx+ex® 4 dx® + . ... 4 kzm

Incrementemos la x de una cantidad 2 o sea: A, =h, y
se tendra:

¢ (x+ Ax)=2a + b (x+h) + ¢ (x+h)® 4
4+ d (x+h)® 4 . . .+ K (x+h)m

y restidndole la anterior se tiene:

(1) Ver formula (2).
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Ao(x)=D [(X+h) —x ] + e [(x+h)<2>-—x<2>] +
+ d[(x+h)<a)__x<s>] +...+K [(X_I_h)(m) — X(m)]

Cada corchete contiene diferencias finitas de factoriales y
aplicando a ellos los resultados de la férmula d) se tiene:
Ap(x)=b.h + 2.chx® 4 3.dhx® 4 ... 4 mKhxm1)

Si a esta misma expresion se le aplica idéntico procedi-
miento se obtiene:
A%p(x) = 2.1.¢.h? 4 8.2.d.h% xD ... 4 m(m-1)K h? x(m-2
y anilogamente:

Amp(x) = m (m-1) (m-2) . . . .3.2.1.hm

Recordando que: A x = h, y dividiendo estas tres dltimas

igualdades por h, h2. . . . k™, se obtiene finalmente:

AZ;(;)*= b+ 2.e.x® 4 3.4.3x® + . . . + mK xmD
A2¢) (X) ——' o >
W— 21c + 3.24.xD 4+ . . e 4+ m(m-1).K.x
Amp(x) . .

(Ax)m = (m‘l) (m'u) ..... 3.2.1

Si damos a z el valor cero, estas ecuaciones se transfor-
man en:

0(0) —a Ca= ¢(0)
Ae(0) b be 0
AX ’ Ax
W_A(§1<)2> —21lc e é . A(Z‘”X()g)
1 A% (0) . 1 Adp (0)
“aay —21d e v
Ame(0) _ 1 Ame(0)
e =R 321K - K S
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Si se medita un instante se reconoce que: ¢ (0 es el tér-

mino principal de la serie antes denominada: V(,;A<iT()((22
X
la relacion de la primer diferencia finita prinecipal al inere-
mento de la variable . . . . ete., ete.
Si se supone que: A, = h = 1 (o sea crecimientos unita-
rios de la variable) la férmula factorial (e) se transforma por
lo recién deducido en:

x.(x-1)

(11) ¢(x) =0 (0) + X 80 (0) + ~ 5 Atp(0) +

x.(x-1).(x-2)

+ TA%(O) +

X.(x1).(x2)...... (x-m-+ 1
|m

Por lo que recién termina de exponerse, esta férmula, ob-
tenida por series de factoriales, es idéntica en concepto y re-
sultado a la (10) a que habiamos llegado por un camino com-
pletamente distinto.

XI1. SERIE DE MAC LAURIN

Es digno de notarse que tanto en la férmula (9) como en
la (10), los incrementos de z han sido a la postre uno. Si en
cambio hubieran sido infinitamente pequefios dz los inere-
mentos de la variable, la (11) se transforma, teniendo en cuen-
ta los valores de a, b, c... ete., obtenidos en el cuadro Gltimo en

de{0) |, x(x=dx) dZ2¢(0)
dx + 12 ¢ (dx)? +

o(x) = ¢ (0) + X

X (x—-dx) (x-2dx) d3¢(0)
-+ T - i0? 4+ +
X(x—dx) (x—2dx) ... (x-m.dx+4dx) dmx(0)
* [ - @xm

Ahora bien; por el postulado fundamental del cleulo di-
ferencial se tiene que:

x (x—dx) = x?
X (x—dx) (x—2dx) = x3

ete., ete.
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y ademds se sabe que:

de(0)

ix =0
d®¢(0)
—Cif():‘] = ¢! (0) . ete., ete.

con lo cual esta tltima expresién podra eseribirse:

2 3
’; o1 (0) + x3

2. L3

....... ete., ete.

o(X)=¢(0) + xo! (0) + PP (1) R

que es la célebre férmula de Taylor, deducida como un caso
especial de la férmula binomial o factorial, del cileulo de di-
ferencias finitas.

Cuando no se conoce la funcién analitica no pueden ha-
llarse las derivadas sucesivas y es por lo tanto imposible usar
el desarrollo de Taylor o Mae Laurin, como sucede en todas
las mediciones y es en cambio utilizable la f6rmula (11) cuan-
do hay un ntimero suficiente de medidas u observaciones.

OBSERVACION

Las féormulas equivalentes (9), (10) y (11) justifican la
divisién fundamental que se hizo respecto a las funciones de
una variable.

En efecto, si las diferencias de un cierto orden, las de
cuarto, por ejemplo, son constantes, el desarrollo binomial (o
factorial) tiene cineo términos y puede caleularse su valor,
cualquiera sea el exponente del binomio.

Si en cambio ocurre lo contrario, serian innumerables los
términos prinecipales de la serie, mientras que en el desarrollo
del binomio no entrarian més que los que fija la potencia, va-
le decir, se considerarian constantes las diferencias correspon-
dientes al exponente, lo que va contra la realidad.

Es por esto que a tales funciones no puede aplicirseles el
caleulo de diferencias finitas.

Las expresiones o fendémenos que de este modo se compor-

tan no pueden ponerse en ecuacién de forma polinomial en-
tera.
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XIII. ECUACION POLINOMIAL ENTERA DE UN FE-
NOMENO ESTADISTICO EN QUE LOS INCREMEN-
TO8 DE LA VARIABLE ESTAN EN SERIE ARIT-
METICA POR MEDIO DE LAS DIFERENCIAS FI-
NITAS.

Cuando para n valores de la variable que suponemos a,
b,c, . . . .nyque estdn en progresién aritmética se conoecen
los correspondientes valores de la funcién Vs Vs Voseeans
V., puede sencillamente encontrarse la ecuacién sustituta o
polinomial entera del fendmeno que se estudia.

Si solo se conocen dos valores V_y V, , para dos estados
de la variable es evidente que la funcién sustituta es una rec-
ta, o sea una parabola de primer grado: si hay tres datos es
una de segundo grado . . . .y para n datos una de orden
n-1.

Veremos con claridad el procedimiento, aplicindolo a un
caso conereto: encontrar la ley de crecimiento de la poblacién
o que se refiere el Ejercicio segundo.

Considerando el afio 1880 como afio 0 (para simplicidad
de caleculos), el 1885 como 5, ete., ete., se tendra que los valo-
res de la variable (tiempo) conocidos son n = 5.

a=0;b=5;¢c=10;d =15; e =20
y los de la funeién (poblacién) :

Vo= 10000; V_= 12000; V, = 16000
V4 = 25000 V,, — 40000;

Habiendo n = 5 datos, la pardbola sustituta serd de
cuarto grado y segln antes se expuso su forma serd:

(12) V, = A + B.X + C.X? +D.X3 4 E.X¢

Hay ahora que caleular A, B, . . . . E.

Sustituyendo ordenadamente en vez de z sus cinco valo-
res dados y en vez de V _ las poblaciones correspondientes a
< esos afos, se tendri:

V, = 10000 = A+B. 0+-C. 024+D. O03+E. 0
V,— 12000 — A+B. 5+C. 254+D. 125+E. 625
(13){ V,, = 16000 = A-4B.10-4C.100--D.1000+E. 10000
V,, = 25000 — A-+B.154-C.225+D.3375+E. 50625

V,, = 40000 — A-B.204-C.400-+D.8000-+E.160000
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Formando ahora las diferencias primeras se tiene:

-

I

AV, 2000 = B.54-C. 25+D. 1254+E. 625
(14) | AV 4000 = B.5+C. 754+D. 8754+E. 9375
AV, 9000 = B.5+C.1254+D.2375+E. 40625
AV, = 15000 = B.5+C.175+4-D.4625-+E.109375

I

.

Formando las diferencias segundas se tiene:

r

AV = 2000 = C.50 4 D. 750 -+ E. 8750
5000 C.50 4 D.1500 -4 E.31250

(15) 4 A2V,
ARV, = 6000 — C.50 4 D.2250 + E.68750

I
|

I

¥y anilogamente:

A®V, = 38000 = D . 750 + E . 22500
(16) {A'&V5 = 1000 = D . 750 + E . 37500

¥y finalmente:
AV = — 2000 = E . 15000.
De esta Gltima ecuacién se deduce que:
—2000 2
E=-m=—01333 . . .= R

Sustituido este valor en la (16) se obtiene:
3000 = D . 750 — —2— . 22500

D=28
Sustituyendo los valores de D y E en la (15) se obtiene:
2000 = C . 50 + 8 . 750 — —— . 8750
= — 56,6666

v sustituyendo estos valores conocidos en la (14) se ob-
tiene:

2000 = B . 5 — 56,6666 . 25 4+ 8 . 125 — 125 . 625
B = 500

En cuanto al valor de A, ya es conocido por la primera
de las férmulas (13), siendo A = 10000.

La ecuacién que expresa el crecimiento de dicha pobla-
cién es en un afio # cualquiera.

(17) V, = 10000 + 500.x — 56,6666.x? + 8.x3 — 2 .x*

Sewto Ejercicio — Se conoce el gasto de earbén por hora
Vios Vao s Vaos Vs Vi, de un barco cuando marcha a
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velocidades de 10, 20, 30, 40 y 50 kilémetros por hora. j;Cé-
mo se procederia para encontrar la ecuacién del gasto de car-
bon en funcién de la velocidad?

X1V. CASO EN QUE LOS INCREMENTOS DE LA VA.-
RIABLE NO ESTAN EN SERIE ARITMETICA. —
METODO DE LAGRANGE.

Como surge claramente del ejerciecio que terminamos de
calcular si los valores de z no forman progresién aritmética
no es aplicable el método de las diferencias finitas. Y es asi
¢omo muchas veces se presentan las observaciones, a inter-
valos desiguales de la variable.

Suponemos pues que para valores conocidos cualesquie-
ra de la variable: x==a, x=b ... .. x==n, la funcién toma va-
lores conoeidos V., , V_,. . . . V .

La parabola sustituta de n observaciones, sabemos que es
de grado m-1, pero, en vez de escribirla en la forma de la
ecuacion (1) 6 (2) adoptaremos para ella lo que antes se de-
nominé de factores desiguales, o sea (1) :

V, = A.(xb).(xe¢) . . ... (zn) 4+
+ B.(xa).(xe) . .. .. (xn) +
—I—C (xa) (Xb\ e v« o (%)

+ K.(x-a).(x-b) . . . . (x])

siendo [ el valor eonocido anterior a n. En esta ecuacion nues-
tras inedgnitas son A, B, C, .... K.

Hagamos: x==a, en ambos miembros de esa ecuacién y
se obtendri una nueva igualdad, donde desaparecerin todos
los términos menos el primero, pues en ellos figurara el faec-
tor (a-a), resultando finalmente:

V,= A.(ab).(ae) . . . . . (an)
v
A =G o T (a—n)

Haciendo ahora en ambos miembros de esa misma ecua-
cion: x=b, desaparecerin todos los términos menos el segun-
do, debido al factor (b-b) y quedari:

Vb = B.(b-a).(be) . . . . . (bn)
B — Vo
(b—a) (b—c) ...... (b—n)

(1) Ver ftérmula (3).
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y se obtiene anilogamente:

Ve

C= (c—a) (¢—b) ...... (c—n)
Vn

K = (m—a) (n—b) -..... (a—D)

Hstas férmulas son fécilmente caleulables por logarit-
mos y sustituyendo los valores obtenidos en funcién de los
datos de la cuestién se obtiene la ecuacién polinomial ente-
ra del fendémeno que se estudia.

La férmula de Liagrange si bien es muy general obliga
a muchos cdlculos para obtener el valor de Vx para cada
valor particular que se dé a z.

XV. INTERPOLACION

De lo anteriormente expuesto resulta que cuando se han
medido n estados o valores de la funcién para = estados de
la variable independiente la ecuacién del fenémeno o asunto
estudiado estd dada por las férmulas (10) o (1) cuando di-
cha variable sigue una progresidon aritmética, o por la (3)
cuando no la sigue.

Es entonces sencillo interpolar el valor de la funcién pa-
ra otro de la variable en que el valor de aquélla no ha sido
medido.

Aplicando el problema al ejercicio segundo nos propo-
nemos, por ejemplo: averiguar qué poblacién tenia la ciudad
considerada el afio 1881,

Si procedemos por Céleulo de Diferencias Finitas la ecua-
cién general (10) se transforma en este caso, teniendo pre-

sente que: X =%, en:
AV0+%=VO+%AVO+;T35—(L5—~1) 82V, + 5 5 (7 1)
(%-2) A3 V0+Tll—§(~15——-1) (%-—2) (—15———3) ALY,

y sustituyendo los valores obtenidos en dicho ejercicio se
tiene :
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(18)

Vopl =Vis = 10000 + 5 2000 + 57 (5—1) 2000 +

+op5 (5 —1) (5—2)8000 + 55 (5—1)

y ejecutando operaciones:

v = 10451.

1881

Si en vez de esta férmula usamos la (17) bastard hacer
x=1, y se tiene:

V . = 10000 + 500 — 56,666 + 8 — 125—

y ejecutando:

v = 10451,21

1881

Aparentemente esta férmula parece més prictica, pero
no hay que olvidar todo el trabajo que costé hallarla.

En cambio, la férmula binomial de las diferencias fini-
tas, es sencillamente la de Newton y basta en cada caso hacer
un cuadro andlogo al (1) para obiener el término principal
y las diferencias finitas principales. Se interpola, pues, con
este método con suma rapidez.

Examinando la férmula (18) se ve inmediatamente que
los términos van bajando de valor absoluto cuando crece el
rango, en general, vy esto permite muchas veces despreciar los
-que siguen a las diferencias finitas de cuarto orden.

En este caso, cuando se desea resolver una ecuaciéon de
grado superior al cuarto basta encontrar dos valores (o tres)
lo méas préximos posible que hagan cambiar e] signo a la y
(regla de Descartes citada). Entre los valores de = que tal
condicién verifican hay una raiz de la ecuacién.

Se pueden interpolar entre ellos otros dos (o tres) valo-
res de = equidistantes y calcular los valores de y. Se forma
asi una-serie a la que se puede aplicar (para estos cuatro (o
cineo) valores) la serie binomial de diferencias finitas y es
-entonces sencillo caleular los valores de z que anulan la fun-
cidn, pues ya se estd dentro del cuarto grado, que es el limite
de las soluciones algebraicas. Sélo queda por hacer notar que
esta ultima funcién formada no es exactamente la primera y
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por ello la raiz hallada no es mateméticamente exacta, pero,
puede ser practicamente suficiente.

No entramos en més detalles, pues ese tema corresponde
espeeificamente al método de solucién de ecuaciones de gra-
do superior al cuarto. S6lo hemos deseado bosquejar la enor-

me importancia que para ello tiene el Céalculo de Dife-
rencias Finitas.
Por lo demés, la Estadistica general, to-
mada en su cardcter metodoldgico,
echa mano siempre a este
sencillisimo y valiosi-
simo instrumen-
to de ani-
lisis,

Agosto 31, 1929,
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