Revista

de

Ciencias Econdémicas

CENTRO DE ESTUDIANTES Y COLEGIO
DE GRADUADOS

La direccién no se responsabiliza
de las afirmaciones, los juicios y las
doctrinas que aparezcan en esta Re-
vista, en trabajos subscritos por sus
redactores o colaboradores.

DIRECTORES
Victor M. Molina
Por la Facnltad

Juan Girelli Emilio Bernat
Por el Centro de Estudiantes Por el Centro de Estudiantes

SECRETARIO DE REDACCION
Carlos E. Daverio

REDACTORES
Enrigque Loudet
José H. Porto

Por la Facultad

Andres D. J. Devoto Alberto Bonfanti
Por el Centro de Estudiantes Por el Centro de Estudiantes
Afo XX Mayo, 1932 - Serie II, N° 130

DIRECCION Y ADMINISTRACION
CALLE CHARCAS 1835
BUENOS AIRES



de José Gonzalez Galé

Sobre un problema de probabilidades

1.— El primer tratado de probabilidades que se conoce
se titula De ratiociniss tn Ludo Alea v es obra del famoso mate-
matico Huygens. Fué impreso en 1657, segiin Todhunter, y,
eomo su nombre lo indica, estd exclusivamente dedicado a
cuestiones relativas a los juegos de azar.

Al final del libro, y después de haber demostrado una
serie de proposiciones de caricter general, propone a sus
lectores einco problemas para que traten de resolverlos por
su cuenta.

Los problemas han sido resueltos hace muchisimos afios.
Santiago Bermoulli, en su famoso libro Ars Conjectandi, im-
preso en 1713, afios después de su muerte, da las soluciones
de todos, pero, al resolver en clase uno de ellos, modifiqué,
inconscientemente, el enunciado y resulté un caso interesante
aunque, evidentemente, muy elemental. Pero puede ayudar a
esclarecer la naturaleza del anédlisis que requiere el eidleulo
de las probabilidades, y, en tal sentido, resultara 0til a més
de un lector.

2. — Resolvamos, ante todo, el problema tal como Huy-
gens lo enuneid.

Tres jugadores, A, B y C sacan eada uno una bolilla de
entre doce de las cuales ocho son negras y cuatro blaneas.
Juegan con los ojos tapados y continuan las extracciones
hasta que uno de ellos -—— que serd el vencedor — saque la
primera bolilla blanca. Determinar las probabilidades de
A, B y C sabiendo que empieza A y que los otros siguen
en el orden nombrado.

Santiago Bernoulli resolvié el problema considerando
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tres hipdtesis: a) que la bolilla extraida no se volvia a
reponer; b) que se reponia; ¢) gue cada uno de los tres
jugadores disponia de una serie de doce bolillas exclusivamen-
te para él, y que la bolilla extraida no se reponia.

Como este tercer caso no habia sido, verosimilmente,
encarade por Huygens lo dejaremos de lado.

1% hipétesis. No se repone la bolilla extraida.

A puede ganar a la 12, a la 2* y a la 3* extraccién por-
que antes de que él gane no pueden haber salido mas que
8 bolillas negras: todas las que hay. '

Y sus probabilidades en cada caso son:
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que corresponden a la salida de la primera bolilla blanca,
en la primera, cuarta o séptima extraceién. En total, su pro-
babilidad es:

4, 8 7T 6

8 7 6 5 43 4
12 12 11 10

4
97312°11710°9°8 7 6 165

Anélogamente, la probabilidad de que gane B es la
suma de las probabilidades que corresponden a la salida
de la primera bolilla blanea, a la segunda, quinta u octava
extraceién. O sea:
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Y la de que gane C, es la suma de las probabilidades
de que la primera bolilla blanca que se extraiga sea la ter-
cera, la sexta o la novena.
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Y, como es natural, las tres probabilidades suman uno.

2¢. hipdtesis. Se repone la bolilla extraida.

Aqui las probabilidades de sacar una bolilla blanca o
negra sou constantemente iguales a:

1 1 8
2 3 12

respectivamente.

Wl
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La probabilidad de cada jugador es, ahora, la suma de
los términos de una serie geométrica infinita puesto que, no
agotandose las bolillas negras, puede retardarse indefinida-
mente la salida de la primera bolilla blanea.

El jugador A puede ganar a la primera, a la eunarta, a
la séptima... extracecidn.

Las probabilidades en cada caso son:

1'(2>3 1.(2>6 _(2)91_
37\s/ 37\s/ 37\3/ 37
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3

Y en total:

Del mismo modo, el jugador B puede ganar a la segunda,
a la quinta, a la octava... extraccién.
Y su probabilidad es:

Y la probabilidad de C, ';que puede ganar a la tercera,
sexta, nmovena... extraccién, es:

Y, como es 16gico, también en este caso las tres proba-
bilidades suman uno.

3.—Modifiquemos, ahora, el enunciado. Consideremos sélo
dos jugadores: A y B, y admitamos que uno se propone sacar
una bolilla blanca y el otro una bolilla negra. Gana el pri-
mero que logra su propdsito. Y dejemos el mismo nilimero
de bolillas que antes: 4 blancas y 8 negras. El que hace la
primera extraccidn es A.
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Y, también aqui, admitiremos dos casos: a) que no se
reponga la bolilla extraida; b) que se reponga.

a) No se repone la bolilla extraida.

Si A no gana a la primera extraceién, para que pueda
ganar a la 3% ha de haber sacado B una bolilla blanca, pues
de lo contrario sacando B una bolilla negra, seria él el ven-
cedor. Y para que A pueda ganar a la 5* extraccién es pre-
ciso que B haya sacado ya dos bolillas blancas. Se ve, pues,
que para que A pueda ganar tiene que sacar la bolilla blanca
antes de que B las haya sacado todas, es decir antes de la 9*
extraceién. (Para entonces, B ha hecho ya cuatro extraccio-
nes y, si ha perdido siempre, no quedan ya bolillas blancas).

Por lo tanto A puede ganar en la 12, 3, 5% 0 7* extraccion.

La probabilidad de acertar a la primera extraceién es:

4
12

Para acertar a la tercera tiene que haber sacado él, en
la primera, una negra y B, en la segunda, una blanea. La
probabilidad eorrespondiente es, pues:

12711 10

Para acertar a la quinta tiene que haber sacado 8l negras
en la primera y tercera extracecién, y B blancas en la segunda
y cuarta.

Probabilidad que corresponde:

8§ 4 7 3 2

.

12 11 10 9 8

« e

La probabilidad de que A gane en la séptima extraccién
es, andlogamente:

4 8 4 3
12 12 11 10
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Analogamente se determina la probabilidad de B, que
puede ganar a la 22, a la 4® a la 67 a la 8° o a la 10? extrac-
eibn. Pero aqui debemos advertir una cosa. Para que B gane
basta que A no haya ganado al llegar a la sépfimag extracciom.
En efecto, si A no gana a la séptima extraceidn, tiene que
jugar B, y como ya no queda méas que una séla bolille blanca,
los dos finicos easos gque pueden ocurrir son: que la saque B,
en cuyo caso A no puede sacar sino una bolilla negra en
la siguiente extraccién (la 9*) y gana B, definitivamente, a
la 10%; o que sagque B una bolilla negra, y entoneces, gana
B, también. Luego la probabilidad de que gane B se deter-
mina, més simplemente, caleulando las probabilidades que
tiene de ganar a la 2% 4* y 6° extraccién, y la que tiene A
de no ganar en la 7¢. En total:

8 7 8 4 7 6 8 4 7 365 8 4 7 3625 28

1271171211109 12 11 10 9 87 ' 1211 10 6 8 7 6 49

Y, como siempre, la suma de ambas probabilidades, nos
da umno.

b) Se repone la bolilla extraida.

El problema es, ahora, mucho mas fieil. No hay limi.
tacién en cuanto al ntmero de extracciones y las probabi-
lidades de ganar en cada extraceién son constantemente igua-

les: para A, a 1 para B, a

35
La probabilidad de A es la suma de la serie geométrica
infinita:

;_)M'
v

Puesto que para que gane A a la tercera extraccion tie-
nen que haber salido una bolilla negra en la primera extrac-
cién y una blanca en la segunda; para que gane en la quinta
tiene que haber salido una bolilla negra en la primera y
en la tercera extraceién y una blanca en la segunda y cuar-
ta... y asi sucesivamente para las demis extracciones.

Del mismo modo, la probabilidad de B es la suma de la
serie geomiétrica:
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4. — Consideremos, ghora, €] mismo problema pero igus-
lando el nimero de bolillas blancas y negras. Admitamos que
hay cinco de cada color. En el easo de que las bolillas sean
repuestas en su sitio después de ecada extraceién el problema
no se modifica mayormente. Nos bastard aplicar el razona-

miento seguido en el caso anterior haciendo iguales a 3

las dos probabilidades que, en el ejemplo resuelto, eran igua-

1 .
les a 5 ya g respectivamente. Tendremos, asi, que la pro-

babilidad de A es:
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Pero si las bolillas no se reponen, la cuestién cambia de

aspecto.

A puede ganar a la 12, ala 3% alab® ala7 o0ala9®
extraceidn.

Y la probabilidad de que gane es, en total:

ENREE
)
>
2o

B puede ganar a la 2° a la 42, a la 6* 0 a la 8 extraccidn.
Su probabilidad es:
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Pero si sumamos, ahora, nuestras dos probabilidades
N0 EACONITAMOS UNO COMO SUMA
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i Por qué esta anomalia? ‘

Porque hay, también, la probabilidad de que no gane nin-
guno, Puede darse el caso de que A saque todas las bolillas
negras y B todas las blancas.

T.a probabilidad de que esto ocurra es:
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Agregando este resultado a la suma anterior tendremos
uno, es decir, la certeza.

Bl resultado es interesante en si; pero, aparte del inte-
rés que pueda ofrecer desde el punto de vista tedrico, tiene
wn indiscutible valor priectico. Si se tratara, efectivamente,
de un juego real y hubiera que caleular la esperanza matemi-
tica de cada jugador jeémo la determinariamos? Recurriendo
a las probabilidades relativas, es decir, que las probabilidades
de A y de B, a efectos del cileulo de dicha esperanza, serian
simplemente:

Pues en caso de que A y B agotaran las bolillas, sacando
precisamente, uno y otro, todas las del color opuesto al de-
seado, habria que tener la partida por nula y recomenzar
de nuevo.
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