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de José¢ Barral Souto

Anilisis de la curva de Pearl y Read®

1.—Para periodos infinitesimales de tiempo se admite que
el incremento de la poblacién dy, que corresponde a un
determinado instante, es proporcional a la poblacién “‘y’’
y al tiempo ‘‘dx”’.
Llamando oc al coeficiente de proporcionalidad es: -
1) dy= & ydx
e l1dy dlny
2) o= y dx  dx

En (2) vese que o es una tasa instantanea de crecimien-
to de la poblacién, (velocidad del crecimiento de la poblacién
en un cierto instante).

Pearl y Read sientan como hipétesis, que la tasa o¢ es una
funcién lineal decreciente de la poblacién: )

(2)’ o« =A—By

Se deduce de (1), y substituyendo (2)’:

dy dy __y?dy

n xy Ay —By? Ay—1—B

pero;

ytdy=—dy=— L dAy=— 4 (A= B)

Reemplazando en (3) e integrando:

d (Ay—1—B)

dx=— ] —— .
f Af‘ Ay—1—B -
(4) x=_i_1n(Ay—' 1 _B)+C

¥

' (1) 'Sobre las hipdtesis de Pearl y.Read, véase el artfculo del
Dr. Argentino Acerboni en esta Rewvista, serie II, No 47 de agosto
de 1925,
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de donde se obtiene:
In (Ay~t —B) = A (C—x)
y pasando de los logaritmos a los niimeros:
Ayl —B=—e4 (¢
A
(5) vy= m
curva que se ha denominado “Logistica”.

2—De la (1) y (2) se deduce:
© ¥y = —y o Ay—By*
dx

A
’ )___B =
(67) vy y<B y)

A ,
'y’ se anula s6lo para y =0 y para y= E Reemplazan-
do esos valores en la (4) obtenemos: x=—00 y x=-+4 0

que respectivamente les corresponden.
; - A .
Para cualquier valor O { y < E vése facilmente en

la (6°) que es y’>0; y como en esos valores limites estd com-
prendido todo el ecampo de variacién de las “y” se deduce
- que la curva es monétona creciente. :

Esto hmlta también el campo de las &2 = A — By pues

a0y < — corresponde (3): A< <O. No existen valo-

res negativos de o , para A y B positivos.
Las rectas tangentes a la curva en los puntos (0 — 00)

dy
y (g ,+ 00) tienen como coeficiente angular: y’ = E— =0,
X

es decir son paralelas al eje de las abeisas. Las igualdades
y=0 e y:% ademéis de ser los valores limites de la -
funcién, definen, pues, dos réctas tangentes a la curva en
(0,— )y (%, + ), es decir sus asintotas.
Derivando la (6) o (6’) es:
dazy dy

7 ”_—:‘_A — 2By
@) 5 dx? dx dx

@) v =T (a_omy)
dx
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y’’ se anula para los valores limites de la funcién, y = O
A
€ y = — que hacen dy =0 y ademés, para A —2By =0,
B dx '
es decir, para:
A
2B
punto que por ser v’ > 0, en todo el campo de las “‘y’’ es
evidentemente de inflexién, y tnico, pues el signo de y’’ cam-

bia sb6lo con A — 2By.

y 8) vi=

Ademas, por ser para: y = — ;
) P P y 9B
R — gy_ — O
dx
y’ alcanza ahi un méximo (no puede tratarse de un minimo
desde que y’ > O) cuyo valor lo calculamos mediante la (6).
: A
y’i :y,max=B'é_ —_—‘—_A‘ o
2B\B 2B
A2
9) ¥i=——
(9) 5
La abeisa que corresponde al punto de inflexiéon puede ob-
tenerse de la (5) (designamos por x; yi las coordenadas de
dicho punto).

y

debe ser:
A _____A
ViR T BreAC—x)
de donde:
) InB
(10) eAC—xp =18 ., (10") Xi:C——I

si recurrimos a los logaritmos naturales.
Lo cual nos dice que para que sea real la abecisa del
punto de inflexién x; debe ser InB real, es decir B > O.

3.—Tenemos, pues, caracterizados dos campos de varia-
¢ién; para:

X < X; ' : X 2 X
. InB " InB
— 0 < C——= ’ C - < o0
{x A A X <+

2B 2B B
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X « Xj X > X;

A? At
0 X — —_— 0
<Y'<B B’
d?y diy
: %0 <0
7 dx? ; dx? «
asintota inferior: y =0 asmtota superior: y = E

Se desprende del cuadro que antecede, que en el 1€, tra-
mo la curva viene desde un valor y =0, parax—=—— 00,
creciendo aceleradamente, es decir cada vez més rapidamen-
te, hasta €l punto (x; yi ), a partir del cual la curva crece
retardadamente o lo que es lo mismo, cada vez mas lenta-
mente.

Lo mismo suele expresarse, diciendo que la curva es con-
dzy dzy
vexa en el 1"r tramo —— 0 £y < 0,
a<? > O y concava en el 2°, az?
entendiendo la convexidad o concavidad por la parte que mira
haecia el eje de las x.

4.—8i trasladamos el origen de las coordenadas al punto
de inflexién (x; y; ), la relacién entre las nuevas coordenadas
X, y, v las antiguas x, y es:
(12) T=x—3%x; % X=x+x;
' y=y—¥y: o y=y+w
Remplazando (12) en (5) queda:
13) ¥ = = =
(13) y+w= B+ eA C—%X—x) ——B + eA C—x) g—
pero, por (9) y (10) es: '

A
Vi=_——; eA€—x) =B

2B’
substituyendo y efectuando en (13) obtenemos:
- A A A [ 1 N _1_]
TZBFBeiX 9B B llfeAi= 2
A 1—e— 4% A 1—efX
) F=AlzeT R 2 S
2B 1+4e— 4% 2B 14 edx

En esta forma, vemos facilmente que, a los valores posi-
tlvos de x corresponde la (14) y a los negativos:

— Al —eﬁ_ -
== —Y(+x)
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| Es decir, existe la simetria,

(16) —y—m=y~7 respecto del punto de inflexién.

Suponiendo no coincidentes el origen de las Xy con el

de las x y, y traduciendo en un grafico las relaciones obte~
nidas en (7), (11) y (16), y por la (12): '

’ :
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5—Volviendo a la (6) y para darle a la logistica una

. . A T
forma més conocida, debemos poner: — =1L poblacién Ii-

mite: si x; =b por la (10) eser(C—0 = .!.rl=e—A‘° +bA

reemplazando en (5) es:
A

B L L
y=

14 leAlC—x 11 e—AC+DbAGAG—AT || eA—X)

1 s
y haciendo A = 2 queda finalmente:

L
b—x

17 y=
| 1+e a
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