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I. INTRODUCCION

Un resultado conocido de la teoria estatica' es que bajo ciertos
supuestos una economia de mercado competitiva es eficiente, en
el sentido de que el sistema de precios que mantiene el equilibrio
de los mercados induce tanto a los productores que buscan el ma-
ximo beneficio como a los individuos que buscan su maxima satis-
faccién a asignar los recursos escasos de modo tal que es imposible
hallar otra asignacién que permita aumentar el bienestar de cada
uno de los agentes econémicos (6ptimo de Pareto).

La situacion no es tan clara cuando el tiempo se considera explici-
tamente; en este campo hay una considerable confusién acerca
de si la tasa natural de interés debe 0 no ser igual a la tasa de
crecimiento de la economia. La introduccion de las preferencias
temporales de los agentes econdmicos presenta algunas dificul-
tades, en especial si se considera una economia sin un horizonte
temporal dado, debido a que en ciertos casos pueden no estar
definidos los valores de los activos de familias o empresas.

En el presente trabajo presentaré un sencillo modelo dindmico de
equilibrio general, por medio del cua! analizaré la existencia de
una solucion de equilibrio competitivo. El primer paso consistira

1 Ver por ejemplo Debreu (1959).
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en hallar una solucién a semejanza del caso estatico, en la que
la tasa de interés coincidird con la de crecimiento. Al analizarse
este caso con detenimiento se vera que tal solucién no podra
presentarse en la realidad, pues habra activos o pasivos sin ti-
tulares.

Ei segundo paso consistird entonces en tener en cuenta qué acti-
vos y pasivos financieros deben estar balanceados. El resultado
serd, salvo coincidencias, que la tasa de interés difiere de la de
crecimiento. Sin embargo, demostraré que en tal caso la solucién
competitiva es ineficiente.

Finalmente indicaré cémo la presencia del gobierno, manteniendo
una polilica monetaria y de inversiones adecuadas puede corregir
esta situacion, logrando que el sistema econémico utilice sus re-
cursos eficientemente.

ll. CONSUMO Y OFERTA DE SERVICIOS

La base del sistema econ6mico la forman las unidades familiares,
que clasificaremos en m tipos indicados con el indice i = 1,..., m.
Las unidades familiares que integran cada uno de estos n grupos
son idénticas entre si, en lo que se refiere a gustos y habilidades,
caracteristicas en base a las cuales tipificamos las familias. La
unidad familiar representativa de tipo i hace sus planes abarcan-
do un horizonte econémico de h; periodos, durante los cuales sub-
siste como unidad. En un momento determinado los hijos se inde-
pendizan, formando una nueva unidad familiar, no necesariamente
de!l mismo tipo que la de sus progenitores.

Durante los periodos que abarca su horizonte econémico, las fami-
lias compraran o venderan bienes en el mercado, a los precios vi-
gentes. Representaremos x; a la lista de demandas de bienes y
servicios netas de la familia i durante el periodo t de su existencia.

Por lo tanto, i tomaré los valores de 1,..., m, mientras que t = 1,
..., hi. Cuando debamos referirnos al plan econémico completo de
la familia i lo representaremos como x! = (xi, X, ..., xX).

Cada lista de bienes o servicios x'; contiene elementos xi., para
] = 1,...,n; nes el nimero de bienes o servicios que se comer-
cian en la economia. Cantidades compradas para consumo se in-
dican con valores positivos de la demanda neta x;., mientras que
valores negativos indican ventas. Estas (ltimas incluyen ventas de
servicios productivos (mano de obra) y de recursos empresariales,
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que son los que le dan acceso a la unidad familiar a cierta parte de
los conocimientos tecnoldgicos de fa economial?

Por supuesto que las posibilidades de entregar bienes o servicios
al mercado son limitadas para cada familia. Por lo tanto, no todos
los planes x' son factibles. Las demandas netas x' factibles, que
representan las posibilidades de comerciar de la unidad i— ésima,
formaran un conjunto X', que estara acotado inferiormente; es decir
habra cierta lista de requisitos minimos b' (requisito minimo para
los elementos de esta lista que sean positivos; los elementos nega-
tivos representan posibilidades maximas de ofertas netas de bienes
o servicios) tal que cualquier plan x! del conjunto X! satisface la
relacion b' = xi, indicando la limitacién referida anteriormente.?
Haremos el supuesto poco realista de que cada unidad familiar po-
dria subsistir por si misma, con sus propios recursos y conocimien-
tos y producir u ofrecer en un periodo dado de su existencia cierta
cantidad de cada uno de los bienes. Es decir, hay una lista de de-
mandas x* en X}, y un pian de produccién y en Y (ver punto i) tales
que
y > X, y¢ > x para algin t.

Este supuesto es para asegurar a cada familia un ingreso mi-
nimo por encima del estrictamente necesario para subsistir. Puede
justificarse suponiendo que el gobierno interviene en la medida
suficiente como para asegurar la subsistencia de aquéllas que no
posean las habilidades requeridas por el mercado. También supon-
dremos que cada X' es cerrado y convexo.* Para la definicién de
convexo, ver nota 5.

Las familias tienen en general una amplia gama de planes entre los
cuales pueden elegir; tratardn de elegir aquél que, dentro de sus
posibilidades le brinde la mayor satisfaccién. Para ello deberan
poder decidir cual es el plan preferido, de modo que supondremos

2 Esta forma de describir los beneficios derivados de la produccién como retri-
bucién al factor empresa ha sido utilizado por McKenzie (1959).

3 Las relaciones entre listas de bienes, tales como la indicada por el simbolo
=, deben entenderse como referidas a cada uno de los pares de elementos co-
rrespondientes de ambas listas.

4 Un conjunto S es cerrado siempre que s* sea un elemento de S para todo

valor de k, y si la secuencia (s} tiene un limite s = lim sk, entonces s también
k —p o

pertenece a S. Dada la imprecision de las mediciones en la practica,- este su-

puesto no es verificable. Lo adoptamos porque simplifica la exposicién, al evi-

tarnos de tener que referirnos continuamente a limites de secuencias en S.
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que siempre cuando se hallen enfrentados a dos planes factibles,
puedan indicar cual prefieren. Para dos planes x' y x! factibles, es
decir, del conjunto X!, indicaremos con x! R; x! a la relacién de

preferencias entre las listas dadas; este simbolo significa que x'
no es preferible a x!, o en otros términos, que la familia o bien pre-
fiere el plan x! al otro o es indiferente entre ambos. Supondremos
que esta relacién ordena por completo todos los planes factibles,
de modo que para tres planes X}, xi, x del conjunto X!, siempre
se sabe si :

a) x! Ry xi, o x! R; X,

mientras que

b) x* R; X!, y x! Ri X implica x Ri Xi,

La condicién a) indica que todos los planes son comparables, mien-
tras que b) excluye inconsistencias de tipo circular, como ocurri-
rian si la primera lista fuera preferida a la segunda, la segunda a
la tercera, y finalmente la tercera a la primera.

También excluiremos casos en que una lista sea preferida a si mis-
ma, de modo que siempre tendremos

¢) xR xi

Haremos también el supuesto de que los conjuntos de listas x! pre-
feridas o indiferentes a una lista x' dada (x' R; x') y de listas
no preferidas a xt (x! R; xi), son cerrados en X, por el motivo
dado en la nota 4.

Un supuesto Gtil es que la relacion de preferencias es convexa, es
decir, que si X' Ry X\, y si 0 < o = 1, tendremos

d) ax + (1 —a) xt R X.

Esta condicién nos dice que una mezcla de dos listas de demandas
netas nunca es menos deseable que la menos deseable de las com-
ponentes. Si bien esto no es necesariamente cierto para una unidad
familiar dada, como surge de ejemplos de mezclar té o café, o cuan-
do la presencia de bienes indivisibles impide hacer la divisién, en
el caso de que el nimero de unidades que integran cada tipo es
elevado puede efectuarse con bastante aproximacién realizando la
“mezcla’” de otro modo. Si hay que “mezclar” las dos listas en pro-
porciones a y 1 — a, la demanda neta para todo el grupo n;
(X + (1 — o) X)) puede distribuirse dando x! a cada unidad
de una parte a n; del grupo y x' a cada unidad de la otra parte,
(1 —_ (1) n;.
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Supondremos también que las familias no son saciables por lo me-
nos a los niveles de consumo obtenibles de la economia. En otras
palabras, si dos listas satisfacen

e) xi > xi, con xi; > xi para algin t

es decir, una lista ofrece, para algin periodo, méas de todos los bie-
nes, y no menos en los deméas periodos, entonces la primera lista
es factible y estrictamente preferida a la segunda, o sea x' esta
en Xi;

x' R! x! pero no xt R; X

Finalmente debemos mencionar las caracteristicas que posee la po-
blacién .En un momento dado se formaréan n; nuevas unidades fami-
liares de tipo i. Supondremos que los factores que afectan a la
tasa de crecimiento de la poblacién son externos al modelo, de
modo que ésta se determina por razones extraeconémicas. Como
nos interesan principalmente situaciones de crecimiento a largo
plazo, analizaremos poblaciones que estan en equilibrio demogra-
fico, de modo que las nuevas unidades se forman en cada periodo
manteniendo la proporcién de cada tipo de unidad constante, de
modo que t periodos después de haber surgido las n; mencionadas,
se formaran g' n; nuevas, donde g es el factor de crecimiento de
la poblacién (g = 1 + la tasa de crecimiento de la poblacién).

ifl. PRODUCCION

La produccién estara a cargo de empresas, utilizando los recursos
naturales y servicios adquiridos a otras empresas, y produciendo
los bienes y servicios que seran luego consumidos por las familias
y demas empresas. El conocimiento tecnolégico de la comunidad
puede ser descripto por el conjunto Y de planes posibles de pro-
ducciény = (yi, ..., yu). El horizonte econémico del sistema pro-
ductivo estd dado por h, el nimero maximo de periodos que tarda
en finalizar cualquier programa de produccién. Los elementos po-
sitivos de la lista y representan cantidades producidas por ia eco-
nomia en su conjunto, mientras que los elementos negativos indican
las cantidades de los mismos de materiales, mano de obra, etc. ne-
cesarios para llevar a cabo esa produccion. Las empresas estaran
formadas por agrupaciones de individuos, cada uno aportando sus
recursos y conocimientos.

Estos tltimos estardn dados por su dotacién de recursos empresa-
riales, que le permitiran tener acceso aparte de los conocimientos
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reflejados en el conjunto Y, y por los que recibira una retribucién en
forma de beneficios, dividendos, patentes, regalias o mejoras de
salarios. :

Supondremos que es imposible producir algo de la nada, de modo
que si la lista de bienes y representa un plan de produccién posible
{es decir, y estd en Y), y si ninguno de sus elementos es negativo
(siy > o) indicando que no usa ningln insumo, ya sea de servicios
de factores productivos, de recursos empresariales, o de algtn otro
bien, entonces ninguno de sus elementos puede ser positivo (es
decir, y = 0). Aln mas, por razones fisicas no son posibles los
procesos productivos que una vez en marcha generan por si mismos
los recursos necesarios para perpetuarse (perpeturum mobile), sin
intervencion externa alguna. Por lo tanto, es imposible hallar y =

(y: ..., yu) tal que sea un plan de produccidn factible, y si g es el
h .
factor de crecimiento de la poblacién, = g=* y; > 0, a menos que
' t=1

y = o. De otro modo seria posible. una vez iniciado el proceso,
mantener indefinidamente una produccién sin utilizar recurso algu-
no. Es suficiente que exista algtin grupo de bienes no producibles
que sea indispensable para la produccién, como ser los servicios del
factor trabajo.

También supondremos que cualquier bien que se produzca en ex-
ceso puede ser eliminado sin costo. Si bien este supuesto no es
estrictamente necesario, y puede no cumplirse en algunos casos
como el de la eliminacién de los residuos radioactivos en la pro-
duccién de energia nuclear, simplifica la exposicion sin afectar de-
masiado los resultados. Formalmente, si y es un plan de produccién

factible y si y es otro plan que no produce mas que el anterior
ni utiliza menores cantidades de insumos (es decir, si y < y), en-
tonces y también es un plan en el conjunto Y de posibilidades de
produccion.

Otra propiedad del conjunto Y es que los distintos procesos no in-

terfieren entre si, de modo que con y e y también la listay + vy
seré factible. Ademas si un plan y es factible, también lo sera cual-
quier multiplo no negativo del mismo {es decir parayenYya > o
tendremos que a y esta en Y). Notese que estos dos supuestos no
son tan restrictivos como parecen a primera vista. El conjunto Y se
refiere a los conocimientos tecnolégicos, sin tener en cuenta en ab-
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soluto la existencia de los recursos necesarios para llevar a cabo
la produccion. Es perfectamente concebible que dado un plan de
produccién, sea posible producir el doble de cada uno de los bienes
si se duplican las cantidades de todos los recursos, incluyendo las
capacidades empresariales, espacio fisico, etc. por el simple arbi-
trio de reproducir exactamente el proceso, construyendo por ejem-
plo una planta similar. La imposibilidad practica de llevar el plan
a cabo vendra en todo caso por el lado de las limitaciones de re-
cursos de la economia. El primero de los dos supuestos es el més
facil de justificar por medio de este razonamiento, ya que se puede
planear la instalacién de la nueva planta de forma tal que las dos
interfieran entre si. El segundo supuesto puede presentar proble-
mas cuando hay bienes indivisibles o rendimientos crecientes a
escala. Si bien no estan excluidos estos casos del modelo, supon-
dremos que las industrias estan compuestas por un gran nimero
de empresas, ninguna con rendimientos crecientes de tal magnitud
como para llegar a dominar el mercado. Bajo tales condiciones atn
si las posibilidades individuales de produccién presentan rendimien-
tos crecientes a escala, el conjunto de posibilidades de produccién
para toda la economia presentara rendimientos constantes a escala.

La consecuencia de los dos dltimos supuestos es que el conjunto
de posibilidades de producciéon es un cono convexo. ®.

Como en el caso de los demés conjuntos supondremos también que
es cerrado.

Puede apreciarse que suponemos una tecnologia constante. El pro-
greso tecnoldgico es incompatible con una expansion proporcional
de toda la economia, excepto en los casos mas triviales. Sélo acep-
taremos la posibilidad de que el progreso técnico surge a raiz de es-
caceses de recursos no reproducibles que se agotan, como ser la
tierra cultivable, y entonces sélo en la medida en que compense los
efectos de los rendimientos decrecientes. C
No es necesario suponer que la economia-estad cerrada al comercio
internacional. Si se trata de un pais que no pesa mucho en :los
mercados internacionales, por ejemplo, se vera enfrentado a térmi-
nos de intercambio dados. En tal caso, tanto las actividades de ex-
portacién como las de importacién pueden tratarse como cualquier

S Un cono es un conjunto que siempre que contenga una lista de bienes y
contiene todos los miltiplos g y con ¢ un nidmero no negativo Un conjunto G
es convexo si dados dos de sus elementos, x y x, C contiene al promedio 1/2
(x + x).
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otro sector productivo, las primeras produciendo divisas y las se-
gundas utilizandolas. Si el pais en cuestion se expande a la misma
tasa que el resto del mundo, se puede inclusive permitir que los
términos de intercambio dependan del volumen del comercio, e
incluir los movimientos de capitales.

Finalmente, analizaremos sélo el caso en que el conjunto Y tiene
contornos suaves, sin dngulos, de modo que las razones margina-
les de sustitucion estan definidas en todos los puntos de produc-
cién eficiente.

IV. LOS MERCADOS DE BIENES Y SERVICIOS

El lugar en que las familias y empresas comercian entre si es el mer-
cado. Aqui es donde se compatibilizan los distintos planes de pro-
duccién y de consumo, ya que una vez confrontadas las demandas
netas de las familias con la oferta neta de las empresas podra
notarse si es posible llevar a cabo simultdneamente todos los planes.

Comencemos por calcular la demanda neta global de las familias.
La unidad familiar representativa de tipo i tendra una lista de de-
mandas netas X* = (x4, ..., x%), que para ser factible debe estar
en Xi. Por lo tanto, para las n; nuevas unidades que se formaron en
el periodo bajo consideracién, la demanda neta agregada para ese
periodo es n; x!,. Para las generaciones anteriores, debemos tener
en cuenta que la poblacién ha crecido. Por lo tanto habra g=* n;
unidades de tipo i en el segundo periodo de su vida, siendo su de-
manda neta por lo tanto de g=! n; x%. En general, para las unidades
que estan en el periodo t de su existencia, la demanda neta sera
de g~**! n; xi;. Sumando las demandas netas de todas las gene-
raciones y tipos de familias, tendremos la demanda neta agregada
m hi
1) x= 2 I g'onxi
i=1 t=1

Del mismo modo, el plan de produccién agregado de todas las em-
presas que comenzaron su giro en el periodo en cuestién serd una
lista de bienes y servicios, y = (yi, ..., yu) del conjunto Y de posi-
bilidades de produccién. En consecuencia, su oferta neta para el
periodo serd y;. Como estamos considerando una expansién balan-
ceada en la economia, el ritmo de la produccién sélo puede ser man-
tenido a una tasa constante si el sistema productivo crece a la mis-
ma tasa que la poblacidn, es decir, g — 1. Cualquier otra tasa llevara
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tarde o temprano a una escasez irremediable de mano de obra, re-
cursos empresariales y otros servicios de factores de la produccién,
o bien a una superabundancia tal de bienes y servicios producidos
que la baja de sus precios inducirdn a un mayor consumo y un me-
nor ritmo de crecimiento. Por lo tanto, en el periodo anterior se
habran formado menos empresas, siendo su oferta neta para el
periodo de sélo g~! y.. La oferta neta de empresas en el t-ésimo
periodo de su gestién serd de g—**' y, , y la oferta neta agregada
de todas las generaciones de empresas sera

h
2 y=2 gy
t=1
La condicién de igualdad de oferta y demanda nos da entonces la
ecuacion

T m »
3) X g i X —VYe =0
t=1 i=1
donde T es el mayor de los niimeros h, h;,i = 1,..., m, y las deman-

das netas de las familias y ofertas netas de las empresas son nulas
para los periodos posteriores a su horizonte econémico.

Una consecuencia de los supuestos enumerados hasta ahora es que
si se cumple la condicion de balance del mercado (3), con todas
las demandas y ofertas netas factibles desde el punto de vista del
agente correspondiente, entonces las demandas y ofertas netas es-
tan acotadas. Supéngase por el contrario que para todo valor de
k > o hay planes de produccién y de consumo factibles que satisfa-
cen la relacién (3), y que la produccién de algin bien exceda a k.
Teniendo en cuenta que las demandas netas estan acotadas por
bt = (b, ..., bl), de (3) se deduce

h m h m h
(4) 2 gty = X Tgtx, >X Ygtb, =b
t=1 i=1 t=1 i=1 t=
Dividiendo por k, obtenemos un plan de produccion y* = (1/k) y
también factible que satisface

h
(3) 2 gty > (1/k) b
t=1
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Ahora bien, la secuencia (y*) tendra algtin punto de acumulacién
y*; mientras que por el otro lado el miembro derecho de la desigual-
dad (5) se anula, resultando

h
6) X gty > o0
t=1

Como y* es factible para todo k, e Y es cerrado, tendremos que y*
también es factible. Pero entonces la relacién (6), que es la con-
dicién para un perpetuum mobile, nos indica que debemos tener
y* = o. Sin embargo, ésta es una contradiccién, ya que y* tiene
algtin elemento no menor que la unidad para todo valor de k, pro-
piedad que debe mantenerse para el limite y*. Esta contradiccién
demuestra que habra algin valor de k > o que excede a cualquier
cantidad producida. Si q representa una lista de bienes con todos
sus elementos mayores que k, tendremos

(7) —qg<vy<q , t=1...h
De (3) obtenemos ahora, para i, t, arbitrario

m hi .
8 g> = I g* x> g*x% 4+ = gt by=
i=1t=1 5
. . !‘_/'étu
= g_to (xmto - bmto) + b
de modo que
(9) bioto = Xioto = gt° (q - b) + bioto < q_
para q suficientemente grande. En consecuencia:

(10) —q<y. < q —q< x<qi=1,...mt=1,...T

Hasta aqui nos hemos referido al mercado como el lugar donde se
compatibilizan los planes. Pero atin no hemos introducido el me-
canismo por medio del cual se llega a la igualacién de oferta y de-
manda. Los individuos llegan al mercado ofreciendo sus bienes
o servicios a un precio, a fin de poder adquirir otros. Sea entonces
p una lista de precios; en ella se incluyen los precios pagados por
los bienes y servicios, los sueldos, salarios y rentas pagados a los
vendedores de servicios de factores de produccién, y los benefi-
cios y regalias pagados por el uso de los factores empresariales.
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Podemos suponer que debido a la expansién regular de la eco-
nomia los precios permaneceran constantes, debiendo ser des-
contados a una cierta tasa de interés r—1. Con estos precios y
tasa de interés podemos calcular los gastos e ingresos de los
diversos agentes econémicos.

Para la familia representativa de tipo 1 tenemos que el gasto neto
realizado en el periodo t de su existencia es

n
(11] p,Xit = X Pj Xij,t
j=i

que descontado al comienzo de su existencia y sumado da la res-
triccion de presupuesto Fisheriana

hy
(12] > r—t p Xi: = 0

1
ya que la unidad familiar debera terminar su existencia sin deudas.
Suponemos que no hay transferencias de una familia a otra; toda
herencia o donacién esta incluida como consumo propio del do-
nante. En una segunda aproximacién habr que tener en cuenta los
efectos del legado sobre la satisfaccién del recipiente.

Del mismo modo, para las empresas obtenemos un ingreso neto
(beneficio extraordinario, ya que la retribucién del factor empresa
estd incluida en la lista de precios) para el periodo t de su gestién.

n
(13) py: = Z pjyje
j=1
que descontado al comienzo de su existencia y sumado da
h

14 2 rtpy,
=1

el valor actual del proyecto de inversion (positivo si arroja un bene-
ficio, negativo si una pérdida).
V. EQUILIBRIO EN UNA ECONOMIA SIN MERCADOS FINANCIEROS

Estamos ahora en situacion de comprobar la existencia de equilibrio
competitivo para nuestra economia regularmente progresiva. Para
tal fin notamos que debido a la ausencia de mercados financieros,
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la- economia es formalmente equivalente a una economia estatica.
En primer lugar definiremos un equilibrio competitivo. Un equili-
brio para nuestro modelo consiste de un sistema de precios p no
negativo ni nulo, una tasa de interés r — 1, de un plan de pro-
duccién 'y del conjunto Y de posibilidades de produccion, y de asig-

naciones de bienes x! para las familias, elegidas entre las listas
factibles X! de modo tal que se cumplen las siguientes condiciones
a) Los planes son compatibles, es decir

T
> gt
t=1
b) El plan de produccion maximiza el beneficio entre todos los pla-
nes posibles, es decir
h

2. rtp(y.— y) > oparatodoy en Y
t=1 ;

[ m — —_—
T on X — Yt
i=1

1

(o]

c) Para cada familia, la lista x' se ajusta al presupuesto y maximiza
su satisfaccién entre todas las demandas factibles que se ajustan
a su presupuesto, es decir

hi
S rtpx:=o0; x R x paratodo xi en X tal
t=1
h;
que X r*pxi = o;
t=1

Si seguimos la pista dada por las discusiones sobre la relacion so-
bre tasa de crecimiento y tasa de interés, podemos tratar de ver qué
sucede si suponemos tal igualdad, ® y por lo tanto

(15) r=g

Comparando las relaciones (3), (12 y (14) una vez hecha esta sus-
titucién, puede notarse que si en ellas reemplazamos

h
(16) x' =n T g x,
t=1

6 Ver Samuelson (1958).
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h
(17) y = 2 g'y

t=1
obtenemos
m ,
(18) 2 xi —y = o ,
i=1
(19) p x = o
(200 py

Pademos entonces reducir el modelo al caso estatico si reemplaza-
mos al conjunto de posibilidades de produccién Y por’

h

(1) Y={y|y= % gt'yoparaalgin(y, ....ydenY §
t=1

alos conjuntos de posibilidades de comercio X' por
h;

(22) Xi= x| X =n ¥ g*xiparaalglin (X, ..., xn)en X }
t=1

y a las relaciones R; por R, donde
(23) x' Ri x!

si para todo (xi, ..., xi) en X tal que
h;
hl X g"t Xit = xi
t=1
existe por lo menos un (x%, ..., xu) en X! tal que
hi
o2 gt ox = x
t=1
Yy
(X1, ..., X)) Ri (X1, ..., Xiy)

7 La notacién (x] P) debe leerse como “el conjunto de elementos x que tienen
la propiedad P”.
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Puede demostrarse que !a economia asi definida satisface los su-
puestos usuales en la teoria estatica de equilibrio general, y por
lo tanto posee un equilibrio competitivo. Es decir, existe un sis-

tema de precios p, un plan de produccién y en Y, y planes de con-
sumo x! en X! tales que

m
a) 2 X —y=o0

b) py > Eyparatodoyen\m/

¢) p x' = 0,yxi R xi paratodo xien X tal que p X =< o

Como Y es un cono, necesariamente tendremos que

(24) py=o

ya que * y esta en 1% para todo *» > o, de modo que para * = o,
b’) implica

Py >o0

mientras que para *» = 2, b’) implica

Py >2py | |

y la conclusién sigue.

De a') obtenemos, multiplicando por los precios

m
o=py= 2 px

i=1
Pero ¢’) indica que ningln término de esta suma es negativo, de
modo que la suma sé6lo puede anularse si cada término es nulo.
De ahi

(25) pxX=o0,i=1, ..., m
Volviendo a nuestra economia en expansion regular, de (21) con-
cluimos que existe algtn plan de produccién (y;, ... y2) en Y tal que
h
(26) £ gt =y
t=1

y, debido a la condicién b’) y la relacion (24), teniendo en cuenta
la definicién de Y

58 - ROLF R. MANTEL



27) o=py=2g'py. > = g'py

t=1 t=1
para todo {y;, ..., yrs) en Y
Del mismo modo se puede obtener para cada familia una lista de
demandas netas (X} , ..., xi) en X! tal que
hi
(28) m = g7 xi =x
t=i :
de modo que, con la ayuda de (25),
h; '
(29) = gtpxi=o,i= 1 ... m
t=1

Debido a la forma en que ha sido definida la relacién R, las de-
mandas netas de equilibrio pueden ser elegidas de tal forma que

()—(—ih ey ).Zi}u'] R: (Xi1, “eey Xihi)
para todo (xi, ..., X’ en X! tal que
hi
2 gtpxi=o
t=1

A fin de verificar esta titima afirmacién debe tenerse en cuenta que
los presupuestos sobre la relacién de preferencias garantizan que
un maximo de satifaccion existe, sujeto a la relacién (28), apli-

cando luego la definicién de R:.
Hemos por Io tanto obtenido un precio de equilibrio p, un plan de

produccién y en Y y planes de comercio x' en X! correspondientes
a la tasa de interés g — 1, igual a la tasa de crecimiento. Por la
forma en que hemos obtenido este resultado, todas las propiedades
del modelo estatico de equilibrio general son aplicables; en parti-
cular, la propiedad de la asignacién de recursos de ser eficiente,
en el sentido de Pareto de no poder mejorar a ninguna familia sin
afectar desfavorablemente a alguna de las demds, se mantiene para
la presente solucién competitiva.

VI. ACTIVOS Y PASIVOS FINANCIEROS: LA PARADOJA DEL IN-
FINITO DE SAMUELSON

A pesar de no haber introducido explicitamente un mercado finan-
ciero en el modelo, hemos supuesto implicitamente que algin me-
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canismo de crédito debe hallarse presente. Si se observan las ecua-
ciones (27} y (29) podra notarse que sélo exigimos que los presu-
puestos de las empresas y de las familias estan balanceados al
final de sus existencias. Salvo coincidencias, estos no estaran balan-
ceados en los periodos intermedios, indicando ahorros o gastos
excedentes.

Para una familia de tipo i, el gasto neto durante el primer periodo
de su existencia sera de p x'; si éste es negativo serad un ahorro:

(30} a4 = — p X}
y el ahorro neto del periodo t, — p X', se sumara a los activos del

periodo anterior, a';, actualizados con el facotr r = 1 4 la tasa
de interés, de modo que

31) a, = —pxiy + ra;;t=1 ..., h;a, = o

donde se supone que al, = o0 ya que no hay transferencias entre
las familias. Teniendo en cuenta (31), puede verse que parar = ¢
la condicidn (29) es equivalente a la condicion

(32) a4 = o

que expresa el hecho que la familia liquida todos sus activos antes
de desaparecer.

En un momento dado habra n; nuevas familias de tipo i, cuyos ac-
tivos ascenderdn a n; a';. Los activos de las familias que estan en
el segundo afio de su existencia, serdn de a!; por unidad, siendo
g~! n; su namero, el total de sus activos ascenderd a g~! n; a;. En
general, habra g=**! n; familias de t periodos de edad, con un acti-
vo de g—'*' n; a'.. El total de activos de todas las generaciones
y tipos de unidades familiares sera entonces

m hi
33) a= X pY g_H'I n; a
i=1 t=1

Veamos ahora cual es la situacion de las empresas. Debido al he-
cho que la produccién necesita algin tiempo, es probable que
durante los primeros periodos los gastos excedan a los ingresos
(por la instalacién de equipo, etc.) de modo que la diferencia deba
ser cubierta con capital financiero. El valor de las empresas des-
pués del primer periodo sera
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(3 vi = —pwn

y en general como en ef caso de [os activos de las familias, el valor
actualizado de la inversion en las empresas serd

35) v = —pvye+rvegt=1,...,hvv=o0

ya que antes de iniciados los proyectos no hay inversién.

Como en el caso de las familias, la ecuacién (27) que indica que
el valor actual de la corriente de mgresos de las empresas en com-
petencia es nulo, se reduce a

[36] Vih = 0
Teniendo en cuenta que el nimero de empresas de 1, 2, 3, ... afos
de existencia es proporcional a 1, g7, g2, ..., obtenemos el valor

del conjunto de las empresas en un momento dado

(37) v = g v

t 1
Ahora bien, por los principios contables basicos de la partida do-
ble, a cada acreedor corresponde un deudor. En consecuencia, los
pasivos de las empresas, v deberan coincidir con los activos netos
de las familias, a, es decir,

(38) v = a

nos da la condicién de equilibrio financiero.
Se cumple esta condicion para la solucién competitiva hallada en
la seccion anterior?

M=

El siguiente ejemplo sencillo muestra que no es asi necesaria-
mente. Considérese el caso de un solo tipo de familias, que viven
dos periodos, con la poblacién estacionaria (g = 1). El conjunto
X estéd dado por

X=1{(C,TCiT) | C>0 To>—1}
donde C, y T, representan consumo del Gnico bien producido y ser-
vicios del factor trabajo, respectivamente. Sea Y el conjunto de
posibilidades de produccién, que dura un sélo periodo
Y={CT |C+T=o0T=o0}
y supéngase que la relacién de preferencias esté dada por

[Cl T, C. T.) R (C,l T'1 C'z T,z] si Yy solo si

(C) C, > (CW) C,
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Puede verse que la solucién competitiva estatica corresponde a
p=1(11),y = (2 —2), x = (4/3, — 1, 2/3, — 1). Evaluando los
activos de las familias y el capital de las empresas, obtenemos
a = — 1/3, v = o. Esta diferencia es una consecuencia directa
del hecho que la produccion dura un solo periodo, y por lo tanto
el capital invertido en la empresa se liquida instantaneamente, mien-
tras que los individuos tienen una preferencia por el consumo en
el primer periodo de su existencia, lo que los induce a pedlr un
crédito a la tasa de interés corriente g — 1 = o.

La explicacién de lo sucedido reside en el hecho de que la econo-
mia que consideramos estd en un proceso de expansién regular
que siempre se mantuvo y se mantendra. El balanceo automético
de deudas y créditos que se produce cuando el proceso econémico
tiene principio o fin no se mantiene, ya que es posible que haya
una deuda que se venga arrastrando desde tiempos inmemoriales
y que no debera saldarse jamas. Esta conclusién se confirma si
calculamos a cuéanto asciende la diferencia entre activos finan-
cieros y pasivos de las empresas.

Este célculo puede realizarse en forma completamente general,
ya que no depende del hecho que la economia esté en crecimiento
regular o no. Ni siquiera influye que la economia se halle en equi-
librio; sé6lo es necesario suponer que los presupuestos de las fa-
milias y de las empresas estan balanceados, y que oferta sea igual
a demanda.

Sea a's = — p:4s X' el valor de la adicién neta a sus activos por par-
te de las familias de la generacion t en el periodo s de su existencia,
que es igual al exceso de sus ingresos corrientes sobre sus gastos
corrientes. Sea v, = — p.ys Y5 la inversién neta en empresas crea-
das en el periodo t durante el periodo s de su gestidn, igual al exceso
de sus gastos corrientes sobre sus ingresos. Entonces podemos es-
cribir las siguientes relaciones. La diferencia a'; — Vs entre creacién
de activos y pasivos por agentes de la generacion t en el periodo s
de su existencia la denotaremos con z';. Suponiendo que todos estos
valores estan actualizados o descontados al presente, tenemos las
siguientes relaciones:

s
(39) Ay = X ab,

=1

loc activos totales de la generacién t cuando cumple la edad s;
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s
{40) Vs = 2 vy,
c=1
los activos totales de las empresas creadas en el periodo t después
de s periodos.

T T (3
(41) A= 2 A = = 2 at,
s=1 s=1 6 =1
los activos agregados de todas las generaciones en el periodo t;
T T S
(42) Vi = X V= = b 2 vt
s=1 s=106=1

el valor de los pasivos de todas las empresas existentes en el

periodo t;
B,

T s T s
(43) D, = A, —V, = X Y (@)t — VottS) = 3 Yzt
s=10=1 s=106=1
la diferencia entre activos y pasivos.

En consecuencia, el incremento en esta diferencia de un periodo
al siguiente sera

M w
—_
N
qn—o
b
|
b
N
-
i
w
Nt

(
b

-
Q
1l

-

M
N
S

T

n

Q

— X 2t T
o= 1 c=1

Por otra parte, de la condicién de presupuestos familiares y de las
empresas balanceados, tenemos

T
(45) X a% = o,
s=1
es decir, el ahorro neto de las familias es nulo durante su existencia;
T
(46} 2 Vvi=o0
s=1
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de modo que la inversién neta se recupera al finalizar la empresa.
Restando una ecuacién de otra se obtiene

T
(47) 2 = o0 \
s=1

La condicién de igualdad entre oferta y demanda puede expresarse
por la conocida igualdad entre ahorro e inversién.

T T
(48) T oatt = 3 v,
s=1 s=1
de modo que
T
(49) 2zt = o
s=1

Sustituyendo las ecuaciones (47) y (49) en (44) llegamos a la con-
clusion que A D; = o, de modo que D, = D, una constante que no
depende de t. Por tal razén, si se sabe que la economia tuvo un
principio, 0 se conoce que tendrad un fin, habra algtin periodo % en
el cual no hay familias ni empresas, de modo que A = V; = 0,y
en consecuencia D, = o para todo t. El problema surge cuando el
pasado y el futuro se extienden indefinidamente, por lo cual ha sido
bautizado con el nombre de Paradoja del Infinito por Samuelson
(1958).

Vil. EQUILIBRIO EN EL MERCADO FINANCIERO

De acuerdo con las observaciones realizadas en la seccién anterior,
vemos que a fin de hallar una solucién competitiva para nuestra eco-
nomia progresiva debemos suplementar nuestras condiciones de
equilibrio con la del mercado de activos y pasivos financieros. En
este caso ya no podemos suponer que las tasas de interés y de
crecimiento de la poblaciéon coinciden; la tasa de interés se debera
determinar junto con las demaés cantidades de equilibrio. Con este
agregado, podemos presentar el conjunto completo de condiciones

que definen el equilibrio competitivo: un sistema de precios p no
negativo ni nulo, un factor de interés positivo r, un plan de pro-

duccién posible 7 y una lista de demandas netas factibles x' para
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cada tipo de unidad familiar tales que se cumplen las condiciones
a), b) y c) de la seccién V, con el agregado de

d) El mercado financiero estd en equilibrio

T m
glla—v)= 2 g*( 2 mai—wv)
t=1 i=1
T T T m T
= X gt 3 r“SE — 3 n X + ;s =0
t=1 s=1 L i=1

Se demuestra en el apéndice que dados nuestros supuestos siem-
pre existe por lo menos una solucién competitiva que satisface
estas condiciones. Por supuesto, en general no tiene por qué espe-
rarse que r = q. En particular, para el ejemplo de la seccién VI, la
tasa de interés necesariamente tendrd que diferir de la de cre-
cimiento.

Vill. COMPETENCIA Y EFICIENCIA

Como ya hemos visto en la seccion VI, no todas las propiedades
del modelo estético son vélidas para una economia en expansién
regular. Por lo tanto no podemos dar por sentado que la solucién
hallada sea eficiente. Mas bien lo contrario sera lo usual. Basan-
donos en un teorema de la economia del bienestar® sabemos
-que si la asignacién de planes x! e y a las familias y empresas, res-
~pectivamente, es eficiente, habrd un sistema de precios p* y una
reasignacién de ingresos entre las familias, de tal modo quep?,
g, X e 'y cumplen las condiciones a), b} y ¢) para un equilibrio
competitivo. En particular la condicién b) nos indica entonces que
debemos tener necesariamente g~'p* = r*pparat = 1, ..., h,
ya que las razones marginales de sustitucién en fa produccién es-
tan determinadas en forma univoca por el plan de produccién vy.
Esto a su vez significa que la tasa de interés r — 1 debe igualar
a la tasa de crecimiento g — 1, a menos que el horizonte econé-
mico de todas las empresas es de un solo periodo (t = 1), es
decir, a menos que la produccion sea instantanea. Si por lo menos
una unidad familiar tiene horizonte mas extenso, el hecho de que

8" Ver Debreu (1959).
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una reduccién en todas sus demandas correspondientes a un pe-
riodo dado afecta adversamente su satisfaccion asegura que esta
igualdad debe cumplirse aun en el caso de que el horizonte de
las empresas es de un solo periodo.

Vemos entonces que en el caso de una economia regularmente
progresiva, si bien la existencia de una solucién competitiva esta
asegurada, esta solucién alcanzada por las libres fuerzas del mer-
cado no tiene por qué ser eficiente; la condicién necesaria y su-
ficiente para que la asignacién resultante sea eficiente es que la
tasa de interés sea igual a la tasa de crecimiento.

Por supuesto que en el mundo real no se dan casos de economias
regularmente progresivas. Sin embargo, en el largo plazo se acer-
cardn a tal situacion si son eficientes; sabemos también que un
equilibrio competitivo correspondera a una solucién eficiente si
el mundo tuvo algtn principio, como es de esperar si nos olvidamos
del pasado, que ya no puede ser modificado, y sélo requerimos
eficiencia para el futuro. En tal caso la solucién competitiva ten-
dera a una expansién regular que muy bien puede corresponder
a un equilibrio ineficiente. Es decir, atn cuando la solucién compe-
titiva de largo plazo es eficiente, puede asemejarse mucho a una
que no lo es.

Este hecho sefiala casos en que el criterio de Parteto no es facil-
mente aceptable. Lo que ocurre es que eficiencia no es sinénimo
de justicia distributiva. Si el equilibrio competitivo tiende a una
solucion competitiva regularmente progresiva ineficiente, quiere
decir que con pequeiios sacrificios de algunas pocas generaciones
puede lograrse un aumento permanente en el bienestar de todas
las demas. Por ejemplo, en los casos en que la tasa de interés de
equilibrio exceda a la de crecimiento, tenemos una indicacién de
que las generaciones presentes no estan dispuestas a hacer un

pequefio sacrificio en su consumo a fin de permitir un aumento

permanente en la satisfaccién que puedan lograr las generaciones
futuras. Este caso quizds no es tan grave, si se tiene en cuenta la
incertidumbre y la posibilidad de mejoras en la tecnologia, que
puedan en cierto modo justificar el deseo de las generaciones pre-
sentes de aprovechar al maximo sus oportunidades, dando un peso
muy grande a su propio bienestar en sus decisiones. Méas grave es
el caso de tasas reales de interés negativas, que significan el sa-
crificio eterno de todas las generaciones por el bienestar proble-
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matico de aquellas generaciones que viven en la época del juicio
final. Una tasa negativa o menor que la tasa de crecimiento sig-
nifica que es posible aumentar considerablemente el bienestar de
todas las generaciones, con el sacrificio de algunas pocas, que son
las existentes al momento de producirse el fin del mundo. Desde
el punto de vista de la equidad parece poco razonable pagar tan
alto precio para garantizar el bienestar que pueda lograr una pro-
porcién infima de generaciones de un futuro muy lejano que posi-
blemente no llegue jamaés.

IX. EL PAPEL DEL ESTADO

En este punto llega el momento en que creo que debe intervenir
el Estado, a fin de excluir por lo menos los casos mas evidentes
de injusticia distributiva entre las generaciones.

Como es sabido,” dada una solucién competitiva siempre es posi-
ble hallar una funcién de bienestar social que al ser maximizada
sujeta a las restricciones impuestas por los conocimientos tecno-
légicos y los recursos de la economia, dé por resultado una asig-
nacién que coincide con la alcanzada por el mercado. Por lo tanto,
es posible asignarle al mercado, es decir, a la famosa “mano invi-
sible”, unas preferencias éticas sobre justicia distributiva. En el
caso de tasas de interés distintas a la de crecimiento, esta fun-
cién de bienestar implicita presenta un sesgo muy pronunciado en
favor de unas pocas generaciones, llegando en el caso limite de
una economia regularmente progresiva al extremo de excluir lisa
y llanamente a todas las generaciones. En los casos menos extre-
mos, de una economia que no se extiende al infinito, ni hacia el
pasado ni hacia el futuro, el peso asignado a las generaciones pre-
sentes en el caso de tasas de interés mayores que la de creci-
miento, o a las generaciones de un futuro muy lejano en €l caso .
contrario, es sustancialmente mayor que a las mas numerosas
generaciones intermedias.

Es por lo tanto facil determinar cudndo las preferencias objetivas
e impersonales del mercado merecen ser respetadas y cuando no.

Sélo para quienes el bienestar de unas pocas generaciones tiene
una importancia desmedida por sobre todas las demas puede ser
justificable una tasa de interés distinta de la de crecimiento; 'y

9 Véase por ejemplo Negishi (1960) y Mantel (1968).
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esta justificacion es mas débil en el caso de que esas pocas ge-
neraciones se encuentren a muchos milenios en el futuro.

;De qué modo puede el Estado intervenir en el mercado a fin de
‘modificar la distribucion intertemporal de ingresos? La solucion
mas natural es modificando las condiciones de equilibrio en el mer-
cado financiero que es el causante de los problemas. Si la tasa
real de interés fuera menor que la de crecimiento, es decir, cuando
el mercado pone un énfasis exagerado en el bienestar de las gene-
raciones existentes el dia del juicio final, un aumento de la oferta
de activos financieros produciré el efecto deseado. Es por lo tanto
aconsejable que el Estado emita bonaos, a fin de satisfacer el deseo
de las familias de ahorrar.®

Supéngase entonces que se ha emitido una cantidad B de bonos,
con un rendimiento nominal de i por unidad. Deseamos calcular el
precio (ps) que tendran estos bonos en una economia regularmente
progresiva. La condicion d) de la seccién VIl deberd ser modificada
de la siguiente manera

d) a=v + ps B

ya que la oferta de activos financieros incluye no sélo los pasivos
(capital) de las empresas sino también el pasivo del gobierno. Por
supuesto que la solucién sélo sera viable si las dos clases de
activos financiero tienen el mismo rendimiento; es decir, debemos
tener r = 1 + i para que los bonos sean aceptados por el piblico
y el mercado financiero esté en equilibrio.

;Qué sucede si el gobierno ha conseguido colocar bonos con un
rendimento nominal distinto a la tasa de interés que equilibra el
mercado? La respuesta es sencilla: la salida consiste en que el
mercado ajustard automaticamente el rendimiento real de los bo-
nos al de la tasa real de interés; la consecuencia serd una inflacién
o -deflacién sostenida. Si el factor de aumento en los precios es f,
de modo que los precios que rigen en un periodo anterior multipli-
candolos por f, las condiciones de equilibrio a), b) y c) de la seccién
V y la d’) anterior implican las siguientes relaciones de equilibrio,
donde r representa ahora el rendimiento nominal de los actlvos
financieros es decirr = 1 + i.

Equilibrio en los mercados de bienes y servicios.

10 Esta es la solucién propiciada por Samuelson (1958} y por Cass y Yaari (1966):
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T [ m
50) 2 g*| T mxi—Yy| =0
t=1 i=1 i
Equilibrio de presupuesto de las empresas,
h
(51) 2 rtffpy. = o0
t=1
Equilibrio de presupuesto de las familias,
hi
(52) T rtffpxi=o0
t=1
Equilibrio en el mercado financiero,
T t [ m ]
(53) gtla—v) = B ogrtrsfrtplyy — 2 omxs | =
t=1 s=1 I i=1 1
= ps B g™’

Ahora bien, supd6ngase que tenemos una solucién de equilibrio con
el rendimiento real de los activos financieros, r/f, distinto al factor
de crecimiento g. La ecuacién (53) podra simplificarse entonces co-

mo sigue, invirtiendo el orden de la suma

T . m T ,
(54) PgBg'= 2 rsfply,— T mxi| = ( ; )t
— _ — g
s=1 1 i=1 Jt=s
~s+1
T i m ( roy T8+
= 3 r=f Vo — 2 m ¥
s=1 T2 5) ( —) —1
L 5
f T T=1 T m
- gf (o T oo fply,—= anx) —
r— g__ s=1 i=1
T m T
— = g=oply 2 o x)
s=1 i=1 1
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Comparando esta ultima expresion con las ecuaciones (50), (51) y
(52) llegamos a la conclusién de que ps B g-! = o. Por lo tanto,
si el Estado act(a para mantener el precio de los bonos por enci-
ma de cero, sera imposible alcanzar un equilibrio de la tasa de cre-
cimiento. La introduccion de los bonos automaticamente establece
una solucién de equilibrio eficiente, al garantizar la igualacién de
r/f con g. Con este valor de r/f, las ecuaciones (51), (52) y (53) se
transformaran en

h
55) T g'py=o0
t=1
h;
(56) T gtpxih=o
t=1
T T m T
(57) glla—v) = = tg'p|, = mx:—vy|=9"'psB
t=1 i=1 :

de modo que obtenemos una solucién de equilibrio eficiente, por
coincidir con la soluciéon hallada en la seccion V en la ausencia
de mercado financiero.

De las dos condiciones, la de igualdad entre los rendimientos no-
minales de los activos financieros (r = 1 4~ i), y la de igualdad
entre los rendimientos reales de estos activos con la de la tasa
de crecimiento (r/f = g) podemos inferir cual sera el factor de
aumento de los precios

58) f=—01'm = ,
g

es decir, aproximadamente, la tasa de inflacién sera igual al exce-
so de la tasa de interés nominal de los bonos sobre la tasa de
crecimiento de la economia. Una solucién de expansién regular de
la economia, para ser eficiente y estar acompafiada de precios
estables requerira por parte del Estado la introduccion de bonos con
un rendimiento nominal igual a la tasa de crecimiento (i = g — 1).

En el caso en que el mercado asigne un peso excesivo al bienestar
de las generaciones presentes a expensas de las generaciones pre-
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sentes, llegamos a conclusiones similares. La diferencia esencial
reside en el hecho que las familias no desean ahorrar suficiente,
de modo que habra una oferta excedente de activos financieros a
la tasa de rendimiento real que iguale a la tasa de crecimiento. En
este caso, si el Estado desea resguardar los intereses de las ge-
neraciones venideras, debera hacerse cargo de parte de los pasivos
de las empresas por medio de inversiones publicas. Por lo tanto,
deberd abandonarse el esquema de propiedad privada al que nos
hemos adherido hasta aqui; el Estado deberd adquirir suficientes
empresas como para asegurar que la tasa de equilibrio del mer-
cado sea igual a la tasa de crecimiento.

X. CONCLUSIONES

Hemos visto que no siempre una solucién competitiva, alcanzada
por el libre juego de demanda y de oferta, garantiza una eficiente
asignacion de recursos. En el caso de una economia regularmente
progresiva (o estacionaria, o incluso regresiva: no hemos impuesto
limitacion alguna al factor de crecimiento g, excepto la condicién
de ser positivo) hemos demostrado que la eficiencia depende del
rendimiento real de los activos financieros, que debe ser igual
a la tasa de crecimiento de a economia. También hemos sefalado
como el gobierno puede intervenir, por medio de la emisién de
bonos o la adquisicion de empresas, para corregir estas ineficien-
cias. En especial en los casos de tasas de interés demasiado bajas,
hemos llegado a la conclusion de que el Estado deberia intervenir
emitiendo bonos, a fin de aprovechar plenamente los recursos es-
casos de la economia. :
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APENDICE

EXISTENCIA DE EQUILIBRIO COMPETITIVO EN UNA ECONOMIA
REGULARMENTE PROGRESIVA CON MERCADO FINANCIERO

A fin de demostrar la afirmacién hecha en la seccién VII, de que el
modelo presentado tiene una solucién de equilibrio, seguiremos los
siguientes pasos. En la secciéon 1, comprobaremos que todas las
variables estdn acotadas. En la seccion 2. definiremos las corres-
pondencias de demanda y oferta, y los procesos de ajuste de los
precios y la tasa de interés que nos permitirdn en la seccién 3.
definir una transformacién de cierto conjunto en si mismo, para
aplicar a ella un teorema de punto fijo. En la seccion 4. verifica-
remos que ese punto fijo nos proporciona una solucion de equi-
librio, dados ciertos limites entre los que se permite .que varie el
factor de interés. Finalmente, en la seccién 5. demostraremos que
si se eligen los limites de variacion del factor de interés conve-
nientemente se obtiene la solucién deseada.

1. Ya hemos visto en la seccién IV del texto que si los mercados
estan balanceados, tanto el plan de produccién y como las deman-
das netas x' estaran acotadas si son factibles. Es por lo tanto
posible hallar un conjunto K, convexo y compacto, tal que contenga
en su interior todos los planes de produccién y demandas netas
alcanzables para la economia sin violar la restriccién de balance
del mercado. Ademads supondremos que K contiene los puntos
mny, mnmnx,i=1..., mdonde ¥y £ VY, x ¢ X satisfacen
la condicién expuesta en la seccion II, es decir, < y!, con X
< y* para algtin t. De tal modo nos aseguramos que las correspon-
dencias de demanda (definicién (1) de la seccién siguiente) estan
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bien definidas. En consecuencia, podemos reemplazar sin afectar la
demostracién a los conjuntos de posibilidades de produccién y de
demanda por los convexos compactos Y = Y n K, X! = Xi n K, res-
pectivamente.

Como todas las relaciones de equilibrio son homogéneas en los
precios, podemos analizar éstos exigiendo que estén en el conjunto

n
p=4{p>0 2 p; = 1}, que es convexo y compacto.
j=1 ,
Finalmente, para el factor de interés elegimos dos limites 0 <
n < g < r;; estudiaremos la existencia del equilibrio para valo
res de r en el intervalo R = ( r, 2 ) , que también es un con-
vexo compacto. Veremos luego que si elegimos los limites con-
venientes, éstos no seran efectivos.
2. Definamos las siguientes correspondencias:
— Demandas netas de las familias
J— T " .
(1) X (pry ={xeX Z rtpxi = M/mn; xR X
t=1
T -
implica £ r*px, > M/mn },
t=1
s T
dondeM = max /! Z rtpy |ysY }
a t=1
Nétese que, como n; m y* esta en _Y_ tendremos
T T
Mmn > 2 rty, > 2 rtx,paraxienX,
t=1 t=1
de modo que la definicién no es vacua.
-— Oferta neta del sector productivo

T

(2) y(p.r} =4 yeY|ymaximizada = r*py parayeY'
t=1

— Demanda excedente de bienes y servicios
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nx —yeZt
1

B) zly.x) =4z =

fl M3

donde Z = Xi — Y es convexo y compacto.

M3

1

— Ahorros netos

(4) s(p.r,z)=4seS|s,= —pz +rsi;s =0¢

donde S es el convexo compacto que contiene los elementos s co-
rrespondlentes apenP,zenZ,yrenR.

— Proceso de ajuste de precios

T
(5) p(z2) ={peP|p maximiza X g'pzparapeP }
t=1
T
(6) r(s) =4{reR|rmaximizar X gt's . parareR }
- t=1

Un argumento comin en este tipo de anélisis demuestra que si
peP, re R, st xieX,zeZ se8, todasestasdeflm-
ciones son no vacuas, y proporcionan correspondencias semi con-
tinuas superiores, con valores convexos (una correspondencia f (v)
es semi-continua superiormente si v¢ = v; u' —> u; u'e f (V)
implican u € £ (v) ).

3. Definamos ahora una transformacion formando el producto car-
tesiano de las correspondencias de la seccién 2.

(7) wip, r,y X,z 8) =

=p@xr8)xyp xxtlp,ry)
X ... xXx®(p,r,y)xzly,x)xs(pr 2)
Como puede verse, esta correspondencia compuesta transforma al
conjunto convexo y compacto.

8 W=PxRxYxX x...xX*xZxS$

en si mismo. Por lo visto en la seccién anterior, cada factor en (7)
es convexo, no vacuo y semi-continuo superiormente. En conse-
cuencia, las mismas propiedades valen para la correspondencia w.
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Aplicando el teorema del punto fijo de Kakutani podemos concluir
que habra algin puntow = (p, r, v, X, z, s) en W tal que
(9 wew (w
es decir
(10) a) pep (2)
b) rer (s)
Yy _
d) xt € X (p,r,y)
e) zezly x)
flse(p,r 2)
4. Debemos verificar que (p, r, y, X\) es efectivamente un equili-
brio. De (10 a) y (5) deducimos que
T T
(1) 2 g'z<(p = gtz)e
t=1 t=1

donde e representa un vector columna con todos sus elementos
iguales a la unidad.

De (10 b) y (6) obtenemos, ya que por la definicion de R en la sec-
cion 1. sabemos que este tipo de intervalo contiene a g.
T T
12) r ¥ gts =g X g*'s
t=1 t=1
Multiplicando las ecuaciones en la definicién (4) por g™, y suman-
do miembro a miembro, obtenemos

T T
(13) = gtpz= I g(rs. —s)
t=1 t=1
T
=Fgl—1) % g7 S -TgTls
t=1

< —rg sy

La dltima desigualdad se obtiene de la aplicacién de (12)
De la definicién (1), debido a (10 d), sabemos que
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M 1 T
(14) = Tipx.= = S rtpy
t=1 mn; mn; t=1

)

ya que de la definicion (2), obtenemos

T T o |
(15) = r*py.=max : = r'py.lyeY =M
t=1 f t=1 \
Por lo tanto se deduce
T T Tm _~
(16) T rtpzi= 2 ortpl 2 omxh— W |= 0
t=1 t=1 i=1

Por otra parte, multiplicando las ecuaciones en la definicién (4) por
r~* y sumando miembro a miembro,

T T
(17) S rtpz = = rt(rse, — sd = —rTsr
t=1 t=1
de modo que, debido a (16), ya que r > 0,
(18) sr = 0
En consecuencia, de (13) llegamos a la relacién
T
(19) £ g'pz<o
t=1 o
que junto con (11) nos da
T
(20) = gtz =o,
t=1

es decir, que los mercados de bienes estén en equilibrio (recuér-
dese la definicién de z dada por (3) y el supuesto de libre disponi-
bilidad de bienes).

Ahora bien, como X € Xi,'; ¢ Y, y los mercados de bienes estan
en equilibrio, X’ e y deben hallarse en el interior de K; por lo tanto.
es posible sustituir Y y X! por Y y X! en las definiciones (1) y (2).

Como Y es un cono, esto significa en particular que en (15) debe-
mos tener M = 0, es decir, ‘
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, T
21) = rpy.=o
S t=1
Ademas, por lo antedicho, la relacién (10c) significa que

T
(22) . y maximiza T rtpy parayceY

o t=1

de-modo que el plan de produccién maximiza los beneficios.

Finalmente, para cada i, tenemos un plan de produccion y' ¢ Y,
xt ¢ X! tal que y! > x' con y: > x para alglin t; es decir, co-
mo el maximo de beneficio es nulo, mientras que r es positivo y p
estd en P,

T T
(23) 0> = rtpys > 2 ripx
t=1 t=1
T .
Supdngase que hay un X e Xi tal que =rtp X, = 0 y X R
t=1 E

X, mientras que no es cierto que X' R; xi. Debido a la continui-
dad de las preferencias tenemos que para algtin o > O suficien-

T

temente pequefio (1 — a) x' + a x' B; X, mientras que = r~t
t=1

pll1 — @ X + a x;] < O, contradiciendo la definicién (1) En

T

consecuencia, = rt p x: = O implica que X' R: X!, y las de-
= 1

mandas excedentes maximizan las preferencias de las familias, da-

da la restriccién de presupuesto.

5. Como paso final quedan por determinar los limites r; y r; que ga-
ranticen el equilibrio en el mercado financiero.

A fin de probar que un valor suficientemente pequefio para r; hace
inoperante este limite inferior, supéngase que r; — O. Para cada
valor de r > O tenemos un equilibrio, y ya sabemos que todas las
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variables quedan acotadas. Por lo tanto habra algin punto de acu-
mulacién que también denotaremos (p, r, y, xi) y que satisface

las relaciones de equilibrio. Ahora bien, si r = O, la restriccién
de presupuesto de las familias degenera a

(24) p xi; = O.

En consecuencia es posible incrementar la satisfaccién de las fa-
milias que subsisten mas de un periodo indefinidamente, contradi-
ciendo el hecho de que estan maximizando su satisfaccion. Con un
argumento similar se verifica que r, se hace inoperante para valores
muy grandes, por lo cual podemos concluir que habra algunos va-
lores para estos dos limites tales que

(25) n< r<n

Pero entonces, de la definicién (b) y de la condicion (10b) se deduce

T T
26) r—nr) = gt's=0,(—r) = gl's =0
t=1 t=1
es decir
T
(27) = g“§:=0
t=1

y el mercado financiero también se halla en equilibrio.
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