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Resumen

El presente trabajo surge como una iniciativa didactica para los cursos de
Matematica para Economistas ya que relaciona temas especificos de esa
materia con conocimientos adquiridos en el primer tramo del Ciclo
General que se profundizan en el Ciclo Profesional.

Se desarrollan cuatro aplicaciones de los conceptos de autovalores y
autovectores a la matriz insumo-producto, lo cual brinda potenciales
herramientas analiticas que complementan los conocimientos mas
basicos acerca de este modelo, presente en distintas materias de la
curricula.

En primer lugar se estudia cémo calcular el impacto de una misma politica
sectorial en el Valor Bruto de Produccion (VBP) en distintos periodos de
tiempo.

Luego, se expondra un método alternativo que permite evaluar como
influyen distintas politicas en el Valor Bruto de Produccion para un mismo
periodo de tiempo, con una mayor simplicidad en los calculos empleando
diagonalizacién de matrices. Finalmente el aumento en el valor bruto de
produccién, como resultado de una politica, hasta un periodo
determinado, se calculara con dos procedimientos distintos.

Palabras clave: modelo insumo producto — autovalores — autovectores
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Abstrac

The present work arises as a didactic initiative for Mathematic for
Econonomist courses since it links specific topics from the subject’s
syllabus with knowledge acquired throughout the first section of the
General Cycle which is subject to further study during the Professional
Cycle.

From the concepts of eigenvalues and eigenvectors four applications are
developed to the input-output matrix, providing potential analytical tools
that complement the more basic knowledge about this model, presentin
different subjects of the program.

Firstly, it is studied how to calculate the impact from the same sectoral
policy to the Gross Output different time periods.

Then, an alternative method to assess how different sectoral policies
affect the Gross Output for the same time period with a greater simplicity
in calculations using matrix diagonalization will be discussed. Finally, the
increase of the Gross Domestic Product up to a given time period as a
result of a sectoral policy is to be exposed by two different procedures.

Key Words: Input-Output Model — Eigenvalues — Eigenvectors
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Introduccion

El presente trabajo surge como una iniciativa didactica para los cursos de
Matemaética para Economistas, en el mismo se desarrollaran aplicaciones
de los conceptos de autovalores y autovectores, y se los vinculara con la
exposicion del modelo insumo-producto realizado por el economista ruso
Wassily Leontief.

Enla seccion | se presentaré este modelo y, més especificamente, la matriz
insumo-producto. De alli se obtendré la matriz de coeficientes técnicos, de
la cual se derivaran dos célculos de utilidad: por un lado la posibilidad de
obtener el valor bruto de produccidon para un periodo k luego de un
incremento en la demanda final y, por otro, la obtencién del valor bruto de
produccion acumulado hasta un periodo k inclusive. De esta manera
podremos ver el impacto de una politica econémica expansiva en el valor
bruto de produccion total.

En la seccidn Il seran presentadas las definiciones y los teoremas referidos
a autovalores y autovectores, necesarios para las aplicaciones que seran
presentadas en el trabajo.

En la seccidn I, valiéndose de lo desarrollado en la seccion precedente, se
expondran las aplicaciones de estos conceptos matematicos al modelo
insumo producto. También se realizardn comparaciones entre éstas, dando
cuenta de los posibles usos de cada una y cual es, a nuestro criterio, la
aplicacion mas adecuada para realizar determinados analisis en el marco
del modelo.

En la seccién IV se presentard un ejemplo numérico en donde se puede
apreciar lo anteriormente expuesto.

En la seccién V se expondran algunas criticas y limitaciones que presentan
el modelo insumo-producto y los métodos aqui desarrollados.
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1. Modelo Insumo-Producto
Matriz insumo-producto

La matriz insumo producto permite observar en forma sencilla las
interacciones entre distintas industrias o los distintos sectores de una
economia, dependiendo del ambito de andlisis que se busque tratar. Es
importante explicitar brevemente los supuestos que forman parte de la
construccion de estos modelos:

- Hipotesis de homogeneidad: cada industria/sector produce un mismo
bien o conjunto de bienes (pero en una relacion fija) con una sola
estructura de insumos. Ademas no debe haber sustitucion entre productos
de distintos sectores.

- Hipotesis de proporcionalidad: la cantidad de insumos requeridos por
cada industria/sector varia en proporcion directa al producto total de esa
industria/sector. En otras palabras, los insumos son funcion lineal sélo del
producto de la industria/sector.

-De las anteriores hipotesis se deduce que las industrias o sectores tienen
rendimientos constantes a escala.

En el marco de este trabajo se desarrolla un modelo abierto de insumo
producto el cual abarca los n sectores de una economia y un sector abierto
- que se encuentra por fuera del conjunto de estos n sectores- conformado
por otros agentes privados (familias), el gobierno y el sector externo. Cabe
aclarar que se considera un modelo abierto como a aquel en el cual existe
un sector cuya demanda aparece como una variable exdgena al modelo, y
un modelo cerrado es aquel en el cual todos los sectores son representados
como variables enddgenas al modelo.

Por consiguiente, la demanda de productos/insumos para produccion
entre los n sectores se denomina Demanda Intermedia y aquella
perteneciente al sector abierto se conoce como Demanda Final. Siguiendo
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este andlisis todos aquellos insumos utilizados por un sector se engloban
bajo el nombre de Consumo Intermedio y todo el valor generado dentro
del sector en cuestion se denomina Valor Agregado.

La siguiente matriz nos brinda la informacion sobre las transacciones entre
los n sectores en una determinada economia.

S1° S2° SN° DI DF VBP
S1° X11 X12 X1n diy afy vbp,
S2° X21 X22 Xon di, af, vbp,
SN° Xn1 Xn2 Xnn din dfn prn
Cl ciy ci, ci, [ e [
VA va, va, va, | - R I —
VBP vbp, vbp, 172:) R [ 5

Interpretacion:

Cada una de estas variables expresan cantidades de unidades monetarias
(u.m)

El elemento x;; indica las compras del sector j al sector i y por lo tanto la
otra lectura posible es que expresa las ventas del sector i al sector j. De esto
se desprende que:

- En la columna de cada sector se observa cuanto compra ese sector a los
otros para poder producir, la sumatoria de ello da por resultado el
consumo intermedio del sector(ci;). Si a esto Gltimo se le suma el valor
agregado (va;) nos dara el valor bruto de produccion de cada sector

(vbp;) .

-Enlas filas se puede ver cuénto le vende un sector a los demas. La totalidad
de las ventas a otros sectores es lo que aparece como demanda intermedia
(di;) y aquello que es utilizado por el sector abierto se define como
demanda final (df;); la suma de ambas daré el valor bruto de produccién
del sector en cuestion (vbp;).
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DI: Demanda intermedia di; = Z};lxij vi=1..,n
DF: Demanda final

Cl: Consumo intermedio ci; = XL, X;; Vj=1,..,n
VA = Valor agregado

VBP = Valor bruto de produccion

j=1Clj = Xz, di; = B =1V = Xin dfy =y
pr] = pri Vi ZJ Z};lvbpj = ?=1pri =§

Matriz de coeficientes técnicos o de requerimientos técnicos

Bajo los supuestos de la matriz insumo producto se pueden realizar analisis
del impacto de aumentos de la demanda final (ya que la demanda
intermedia se supone invariante) en el valor bruto de produccion por
sector y en el conjunto de la economia. Para ello es preciso contar con la
matriz de coeficientes técnicos asociada a la matriz insumo-producto.

Esta se obtiene dividiendo cada elemento de la columna de la matriz
correspondiente a los intercambios entre sectores (el area sombreada en
la matriz insumo producto del apartado anterior) por el VBP de esa misma
columna. Queda expresada una matriz cuadrada de orden n en la que cada
elemento a;; cumplecon 0 < g;; <1

djp vt Qi
A= : :
Qn1 * aApn

Interpretacion: para que el sector de la columna j produzca una unidad
monetaria de producto le tiene que comprar al sector de la fila i por un
valor de a;;

Vale aclarar que si bien esta matriz puede ser confeccionada s6lo con las
hipotesis que se aclararon en la subseccion precedente su aplicacion
correcta supone, en primer lugar, que los datos empleados sean correctos.
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En segundo lugar, se debe considerar que desde la confeccién de la matriz
insumo producto hasta la aplicacion del modelo:

I- Los coeficientes técnicos deben haber permanecido constantes, es
decir, que al momento de la utilizacion del modelo representan
adecuadamente la estructura productiva de la economia.

[I- Los precios relativos no deben haber variado.

Aplicaciones

Aplicacion 1.1
Calculo de la variacion del VBP en un periodo determinado luego de un
incremento de la DF:

Como fue mencionado previamente la matriz de coeficientes técnicos es
de gran utilidad ya que se pueden analizar las variaciones en el VBP por
sector y en el conjunto de la economia de ciertas acciones que aumenten
la demanda final de al menos uno de los sectores.

M1
DF=| :
Hn

Es un vector de orden nx1y todos sus elementos son no negativos.
Para obtener las variaciones que ocurririan frente a este aumento en un
primer periodo t; se realiza la siguiente multiplicacion:

Vector de demanda final:

t; = A = DF (siendo t; un vector de orden nx1)

Realizando la multiplicacion matricial que se explicita arriba, se multiplican
los coeficientes técnicos por los componentes del vector de demanda final,
lo cual indica en cuéantas unidades monetarias debe incrementar su
produccion cada sector con tal de satisfacer los montos fijados por el vector
de demanda final.
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0,
t1:<i>coneizovi:1,...,n
On

0; representa el aumento en el VBP del sector i como resultado del
aumento de la DF en el periodo inicial.

=1 6; expresa el aumento del VBP del total de la economia producto del
aumento de la demanda final en el primer periodo.

Pero el efecto no se detiene en este primer periodo sino que se obtiene un
nuevo vector que llevard a un aumento de la produccion de los sectores,
aunque menor al incremento previo. Para dar cuenta del incremento que
se produce en el segundo periodo a partir del incremento inicial
representado por el vector DF se hace:

t,=Axt, =AxAxDF = A? xDF
Bajo la misma légica para el tercer periodo tendremos que:

t; =Axt, =A*A2xDF = A3« DF
Generalizacion

Partiendo de la ecuacién para evaluar el impacto de un aumento en la
demanda final para un primer periodo:

t, = A+DF
t, =Ax*t; = AxA+DF =A? « DF
t; =Axt, = A+ A2xDF = A3 «DF

tyy =Axt_, = Ax AK"2«DF = A1« DF
ty =Axt,_, = A* A1« DF = Ak« DF

Para averiguar cuél seria el efecto en el VBP sectorial y total de un aumento
de la demanda final para al menos uno de los sectores en un periodo k se
utiliza la formula:

t, = A« DF
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Aplicacion 1.2

Calculo del efecto expansivo acumulado de un aumento en la demanda final hasta
un periodo k incluido:

AVBP,piq = VBP + A.DF + A2DF + ---+ AKDF + DF ~VBP

k
AVBP,yrq = z AVBP, + DF = A.DF + A?DF + -+ A¥DF + DF

r=1

k
AVBPyyray = z A".DF + DF

r=1

2. Teoria sobre autovalores y autovectores

En esta seccion se presentan las definiciones, teoremas y propiedades de
los cuales se deducen las aplicaciones que se presentan en este trabajo
(Grossman, 1996).

Definicion 2.1:

Sea A una matriz de n x n con componentes reales®. El nimero A (real o
complejo) se llama autovalor de A si existe un vector v diferente de cero, v
en C" tal que

Av=2Av

El vector v # 0 se llama autovector de A correspondiente al autovalor A.

1 Esta definicion también es valida si A tiene componentes complejas.
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Teorema 2.2:

SeaAunamatrizdenxnyseai;,A,,... ,A, valores propios distintos de
A (es decir A; # A;jsi i # ]) con vectores propios correspondientes
Vq1,V3, ..., V. Entonces vy, vy, ..., vV, Son linealmente independientes. Esto
es: los vectores propios correspondientes a valores propios distintos son
linealmente independientes.

Teorema 2.3

Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en R™
generaa R"

Definicion 2.4

Un conjunto finito de vectores {v;,V,,...,Vy} €S una base para un espacio
vectorial V si.

i.{vi, v,, ..., v, } €5 linealmente independiente.
ii. {vy,vy,..., vy} generaaV.
Teorema 2.5

Si{vi,v,, ..., vy }esunabase paraV ysiv €V, entonces existe un conjunto
Unico de escalares cq, ¢y, ..., ¢, talesque v = cyvy + cv, + -+ + vy,

Definicion 2.6

Se dice que dos matrices A y B de n x n son semejantes si existe una matriz
invertible C de n x n tal que:

B= CtAC.
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Teorema 2.7

Si Ay B son matrices semejantes de n x n, entonces A y B tienen el mismo
polinomio caracteristico y, por lo tanto, tienen los mismos autovalores.

Definicion 2.8

Una matriz A de nx n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal
gue A es semejante a D.

Observacion. Si D es una matriz diagonal, entonces los autovalores son sus
componentes en la diagonal. Si A es semejante a D, entonces A y D tienen
los mismos autovalores (por teorema 4) y si A es diagonalizable, entonces
A es semejante a una matriz diagonal cuyas componentes en la diagonal
son los autovalores de A.

Teorema 2.9

Una matriz A de n x n es diagonalizable si y s6lo si tiene n vectores propios
linealmente independientes. Si C es una matriz cuyas columnas son
vectores propios linealmente independientes de A y A es semejante a D
entonces:

D= C1tAC

De las definiciones y teoremas anteriores se derivan dos propiedades que
seran necesarias en la seccion siguiente:

Propiedad 2.10

Sea A una matriz de orden nx ny 4 su autovalor.

Ay = Ak v

Por lo tanto, si A es autovalor de A entonces A™ es autovalor de A™.
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Propiedad 2.11

Si A es diagonalizable entonces A¥ = C.D*.C~! donde D una matriz
diagonal cuyos componentes en la diagonal son los autovalores de Ay C
una matriz cuyas columnas forman una base de autovectores de A

3. Aplicaciones de autovalores y autovectores al modelo insumo-
producto

Célculo de la variacién del VBP en un periodo determinado luego de
un incremento en la DF

Aplicacion 3.1

Sean A la matriz de coeficientes técnicos, DF un vector de demanda final,
Al Ay los autovalores de A y wvq,..,v, los autovectores
correspondientes.

Se desea calcular A = DF.
Sabiendo que:

-Por la propiedad I si A es autovalor de A entonces A™es autovalor de A™

-Por aplicacion de las Definiciones 2.1y 2.4 y de los Teoremas 2.2y 2.3
B ={v4,..,v,}esbaseyademas B € V"

Siendo que DF € V™ por aplicacion del Teorema 2.5 se sabe que:

DF=a vy + -+ a,vy,

Para calcular A* * DF, se sustituye DF por su expresion como combinacion
lineal de los autovectores:

A¥DF = A* (ayvy + -+ + ay1y)
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AkDF: Aka1v1 + .+ Akanvn
Comoa; € RViconi=1,..,n

AkDF=a1Akv1 + -+ anAkvn
Por aplicacion de la Propiedad 2.10
A*DF=a A v, + -+ ap Ak,

Esta férmula permite calcular el aumento en el valor bruto de produccion
como resultado de un incremento en la demanda final para un periodo k
cualquiera con una mayor simplicidad que la forma de célculo explicada
como aplicacion 1.1 en la seccion I.

Aplicacién 3.2

Sean A la matriz de coeficientes técnicos, DF un vector de demanda final,
A Ay los autovalores de A y wy,..,v, los autovectores
correspondientes.

Se desea calcular A* * DF.
Sabiendo que:

-Por las definiciones 2.6 y 2.8, y por los teoremas 2.7 y 2.9, si A es
diagonalizable entonces A es semejante a una matriz diagonal cuyas
componentes de la diagonal principal son los autovalores de A.

-Por lapropiedad 2.11siA = C.D.C~* = Ak = C.D*.c~* ,siendoCuna
matriz compuesta por los autovectores de A.

Entonces para obtener A* x DF primero se calcula A¥. Diagonalizando la
matriz A:

129



Barriola et al. / Revista de Investigacion en Modelos Matematicos Aplicados a la Gestion y la Economia
Afio 2 (2015) 117-143

A= CD.C?
Por propiedad 2.11:
A¥ =C. Dk C?
Luego, multiplicando por un vector de DF a ambos lados:
AKX DF = C.DK.C~.DF

Esta férmula permite calcular el aumento en el valor bruto de produccién
para un periodo k dado variando los vectores de demanda final con mayor
facilidad en los calculos a realizar.

Comparacion entre las aplicaciones 3.1y 3.2

En las dos subsecciones anteriores se han formulado dos métodos de
célculo diferentes para obtener el efecto expansivo de un aumento en la
demanda final para un periodo k:

La aplicacién 3.1 utiliza:
A*DF=a A v, + -+ ap Ak,
La aplicacion 3.2 usa:
AKX DF = C.DK.C~.DF

Ambos métodos se pueden utilizar para evaluar el impacto de un aumento
de la demanda final en distintos periodos y las variaciones ocasionadas por
vectores de demanda final diferentes en un mismo periodo alcanzando el
mismo resultado. Pero cada método fue planteado para un anlisis
particular para abarcar una mayor cantidad de contenidos pedagdgicos
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referidos a los autovalores y autovectores y en mayor medida debido a que
desde el punto de vista practico se diferencian en cuanto a la complejidad
de los célculos necesarios.

En ambos casos es preciso obtener los autovalores y autovectores
asociados correspondientes a la matriz de coeficientes técnicos (A).

La aplicacién 3.1 requiere adicionalmente el calculo de escalares, los cuales
se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones para el vector DF. De esta
manera lo que se obtiene es, directamente, A* D. Por este motivo la ventaja
de este método es que se puede obtener el impacto de un determinado
aumento en la demanda final para un periodo k cualquiera sin mayor
complejidad en los calculos ya que se debe modificar la potencia a la cual
se encuentran elevados los autovalores y realizar la suma subsiguiente. La
mayor dificultad de este método radica en tratar de comparar los impactos
de distintos vectores de demanda final para un mismo periodo k; ya que
para cada vector de demanda final sera necesario calcular nuevamente los
escalares correspondientes a cada vector.

El segundo método es mas simple silo que se desea es comparar el impacto
de distintos vectores de demanda final debido a que lo que se obtiene es,
primero, A¥; la cual solo luego se puede multiplicar por DF cualquiera. Sin
embargo si se quiere hacer la prueba con un vector de demanda final para
distintos periodos, es decir, diferentes valores de k se necesita elevar la
matriz D al nuevo valor de k y volver a realizar el producto de matrices.

Calculo del aumento acumulado del VBP entre dos periodos como
consecuencia de un incremento en la DF

AVBP,,.,, = VBP + A.DF + ADF + -+ A¥DF + DF —VBP

k
AVBP,ppq = Z AT.DF + DF

r=1
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k
AVBP,ppq = Z AVBP, + DF = A.DF + A?DF + ---+ A*DF + DF

r=1

AVBP,yp = (A+ A2 + ..+ A¥)DF + DF

Aplicacion 3.3

Recordando la formula expresada en la aplicacién 3.1 de la presente
seccion.

A*DF=a A v, + -+ ap Ak,
Entonces, se reemplaza para cada periodo:

AVBP;y;q = A.DF + A?DF + -+ AXDF + DF = (a;A vy +
A lyVy + o apdyy) + (30 apA5vy + e+ apAiy,)
+(ay A3y + @y A5v, + - + ayAkv,) + DF

Reordenando la expresion:

AVBPioray = (a1 vy + a1 20y + -+ ay Avy) + (052/12172 + a3, +

ot @ dkvy) + o+ (apdav, + @Ak, + ayAkv,) + DF

AVBPiotar = a1 (/11 + A+ +/1’f) + ‘12172(/12 + 25+ "'+/1’f) + .
+ apvy (A, + A2 + -+ AK) + DF

AVBPL“oL“al = a1 Z?:llll + ayv; Zf:lllz Tt anv, ?:1)';'1 + DF

Aplicacion 3.4

Recordando:
AVBPyrq = (A+ A% + ..+ A¥)DF +DF
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Por el Teorema 2.10 la expresion anterior se puede expresar COmo:

AVBP,yy = (C.D.C™1 +C.D%.C™1 + -+ C.DX.C™1). DF + DF
AVBP,y, = [C(D +D? + -+ D¥)C™!|.DF + DF

k

AVBP,., = [C ZDJ‘ C-!|.DF +DF
=1
k

AVBP,... = |C ZDj c'|+1].DF

j=1
Comparacion entre las aplicaciones 3.3y 3.4

Ambas aplicaciones permiten obtener el aumento acumulado del VBP total
y discriminado por sectores hasta un periodo k a partir de un incremento
en la demanda final en al menos uno de los sectores. También se puede
obtener la variacién del VBP entre dos periodos cualesquiera simplemente
partiendo desde el periodo que se desee como punto de inicio para el
célculo.

Para este proposito la primera formula cuenta con la ventaja de poseer una
mayor simplicidad en los célculos que la segunda formula debido a que en
el primer caso solamente hay que modificar las sumatorias de los
autovalores y en la segunda se precisa realizar la multiplicacion de matrices
cada vez que se quiera realizar un andlisis de variacion del VBP entre
periodos distintos.

Sin embargo, la segunda férmula cuenta con la posibilidad de estudiar los
impactos de distintos vectores de demanda final para la variacion del VBP
acumulada entre dos periodos sin mayor dificultad en los célculos que
realizar la multiplicacion entre la matriz obteniday cada vector de demanda
final. Para realizar el mismo analisis utilizando la primera formula sera
necesario volver a resolver el sistema de ecuaciones para cada vector de
demanda final y asi obtener los escalares correspondientes para cada caso.
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Se debe recalcar que los métodos expuestos en este trabajo,
complementan el analisis plausible de ser realizado mediante la matriz
inversa de Leontieff, ya que mientras este permite obtener el incremento
total en el valor bruto de produccién generado a partir de una variacion en
la demanda final en el cual no se tienen en cuenta los periodos (o se
considera que el nimero de periodos es infinito), en tanto los métodos aqui
presentados permiten analizar la evolucion del valor bruto de produccion
en una cantidad de periodos determinada.

4. Ejemplo numérico

En las secciones anteriores se intentd exponer los fundamentos
matematicos y econdmicos de las aplicaciones desarrolladas del modelo
insumo producto. A continuacion sera presentado un ejemplo numérico:

S1° S2° S3° DI DF VBP
S1° 5 30 0 35 65 100
S2° 10 40 10 60 90 150
S3° 10 10 56 76 64 140
Cl 25 80 66 115 - -
VA 75 70 74 - 275 -
VBP 100 150 140 - - 390

Interpretacion de la matriz

Interpretacion de la primera columna: el sector agrario debe utilizar
insumos por un valor 5 (u.m) del sector agrario, 10 (u.m) del sector
industrial y 10 (u.m) del sector servicios para poder producir 100 (u.m) de
VBP.

Interpretacion de la primera fila

El sector agrario vende una cantidad de 5 (u.m) al sector agrario, 30 (u.m)
al sector industrial y 0 (u.m) al sector servicios. Siendo la demanda
intermedia de 35 (u.m) y la demanda final de 65 (u.m).
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Construimos la matriz de coeficientes técnicos (A) como fue expuesto en la
seccion 1 para nuestro ejemplo. Esta es:

005 02 0
A= ( 0,1 0,2667 0,0714)
0,1 0,0667 04

Aplicaciones

Calculo de la variacion del VBP en un periodo determinado luego de un
incremento en la DF
Suponiendo un vector de demanda final que destina 100 u.m al sector

100
primario DF = ( 0 ) los sucesivos impactos se obtienen mediante la
0
multiplicacion de A.DF:
DF tl t2 t3
s1° 100 5 2,25 0,8887
§2° 0 10 3,881 1,629
S3° 0 10 5,1667 2,5504
VBP 100 25 11,2976 5,0681

Utilizacion de la aplicacion 3.1

Se plantea la posibilidad de obtener el efecto de este incremento en 100
u.m de la demanda final para un periodo k cualquiera.

Primero es necesario obtener los autovalores y autovectores asociados a
nuestra matriz de coeficientes técnicos (A)

-Los autovalores de A son:
A, = 0,4580
1, = 0,2706
Az = —0,0119
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-Los autovectores correspondientes son:
v, ~ (—0,2146; —0,4379; —0,8730)
v, =~ (—0,4991; —0,5504; 0,6693)
v; ~ (0,9395; —0,2908; —0,1810)
Entonces se deben encontrar los escalares a; , @, y a3
100 —0,2146 —0,4991 0,9395
( 0 ) = (—o,4379) + a, ( —o,5504) + ot (—0,2908>
0 —-0,8730 0,6693 —-0,1810
Resolviendo el sistema de ecuaciones correspondiente se obtiene:

a; = —33,5495; a, ~ —19,908; a3 ~ 88,2003

Se plantea la férmula para un periodo k

100 —0,2146
AR« ( 0 ) = (—33,5495) * (0,458) (—O,4379) + (—19,908) * (0,2706)*
0 —0,8730
—0,4991 0,9395
* ( —O,5504) + 88,2003 * (—0,0119)* « (—0,2908>
0,6693 —0,1810

Supongamos ahora que queremos saber cual es el efecto de este aumento en la demanda
final del sector agropecuario en el tercer periodo, es decir, para k=3

100 —0,2146 —0,4991
A3 % < 0 ) = (—33,5495).(0,458)* <—0,4379> + (—19,908).(0,2706)3. < —0,5504)
0 —0,8730 0,6693
0,9395
+88,2003.(—0,0119)3. <—0,2908>
—0,1810
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100 —0,2146 —0,4991
A3 < 0 ) = (—3,2232). <—0,4379> +(—0,3945). < —0,5504>
0 -0,8730 0,6693
0,9395
+(—0,0001). <—0,2908>
—0,1810

100 0,6917 0,1969 —0,0001
A3*< 0 >:<1,4ll4>+<0,2171>+< 0 )
0 2,8139 —0,2640 0

100 0,8885
A% 0 |=(16286
0 2,5498

El vector obtenido como resultado permite decir que producto del
aumento de la demanda final para el sector 1 en 100 u.m en el tercer
periodo el VBP del sector 1 aumentara 0,8885 u.m, el del sector 2 lo hara
por 1,6286 u.m y el del sector 3 se incrementara en 2,5498 u.m. La
variacién del VBP del total de la economia producto del incremento en la

demanda final es de 5,0669 u.m en el tercer periodo.

Utilizacion de la aplicacion 3.2

Recordando que: A = P.D.P~! y entonces A¥ = P. Dk p~!

Utilizando los autovalores y autovectores de la matriz A que fueron

calculados en el apartado anterior se confeccionan las matrices Dy P

0,458 0 0
D=< 0 0,2706 0 )

0 0 —0,0119

-0,4379 -0,5504 -0,2908

(—0,2146 —0,4991 0,939 )
P =
—-0,8730 0,6693 -0,1810
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Y, entonces, se calcula la matriz inversa de P:

—-0,1991 -0,9794 0,5402

(—0,3355 —0,6139 —o,7551>
p1l=
08820 —0,6605 0,1145

Con estos datos podemos calcular A3.
A3 =p.D3 p1!

Entonces:

0,0163 0,0365 0,0259

<0,0089 0,0223 0,0102>
A% =
0,0255 0,0385 0,0705

100
YsiendoDF ={ 0

0

0,0089 0,0223 0,0102\ /100 0,8886
Luego: A43.DF = <0,0163 0,0365 0,0259> ( 0 ) = (1,6286)
0,0255 0,0385 0,0705 0 2,5498

El vector obtenido como resultado permite decir que producto del aumento
de lademanda final para el sector 1 en 100 u.m en el tercer periodo el VBP
del sector 1 aumentara 0,8886 u.m, el del sector 2 lo haré por 1,6286 u.m
y el del sector 3 se incrementara en 2,5498 u.m. La variacion del VBP del
total de la economia producto del incremento en la demanda final es de
5,067 u.m en el tercer periodo.

Si se desea observar como impacta otra posible variacion de la demanda
final en el tercer periodo, lo Unico que se debe realizar es multiplicar la

0
matriz obtenida por el nuevo vector. Supongamos que ahora DF = <50>
50
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0,0089 0,0223 0,0102 0 1,6284
A3.DF = <0,0163 0,0365 0,0259> . (50) = (3,1191)
0,0255 0,0385 0,0705/ \50 5,4497

La interpretacion del vector obtenido como resultado no difiere a la
realizada anteriormente

Calculo del aumento acumulado del VBP entre dos periodos como
consecuencia de un incremento en la DF

Utilizacion de la aplicacion 3.3

Se calcula el efecto expansivo desde el primer periodo hasta el tercer
periodo:

Recordando  que:  AVBPyrqr = aivy 2k A+ apu, XK AL + -+
v, Y5, AL + DF

Siendo i=1y k=3

3 3 3
AVBPtotal = aqvq z /1{ + a,v, z /15 + a3zv; z /1; + DF
r=1 r=1 r=1

AVBPorq = vy (A + 25 + 23) + apv,(A, + 45 + 43)
+ azv; (A3 + A3 + 23) + DF
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Reemplazando:

3
AVBP,,,; ~ (—33,5495). (—0,2146; —0,4379; —0,8730) Z 0,458

r=1

3
+ (—19,908) .(—0,4991; —0,5504; 0,6693).2 0,2706"

r=1

3
+ 88,2003. (0,9395; —0,2908; —O,lBlO).Z(—0,0llg)r
r=1
+ 100
AVBPtOtal ~
(7,1997 14,6913 29,2887).0,7638+
(9,9361 10,9574 —13,3244).0,3636 +
(82,8642 —25,6486 —159643).(—0,0118) + 100

AVBP,,,, (54491 112212 22,3707) + (36128 39841 —4,8448)
+(—0,9778 0,3027 0,1884) + 100
AVBP,,,,, ~ 41,3564 + 100
AVBP,,,q ~ 141,3564

Utilizacion de la aplicacion 3.4

Una forma alternativa de obtener el efecto expansivo acumulado de un
aumento en la demanda final hasta el periodo 3 es la siguiente.

Recordando la ecuacion antes expresada:

k
AVBPyorar = [C (Z DJ ) ct
j=1

Y siendo j=1y k=3, entonces:

.DF + DF
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Reemplazando:

3 07638 0 0
ZD1:D+ D2+D3z< 0 03636 0 )
= 0 0 —00117

k
c ZDf c-t|.DF ~ 41358
=

DF + 41,3612 = 141,358

AVBP, 0 ~ 141,358

De esta manera obtenemos la variacion en el valor bruto de produccion
acumulado para los tres periodos siguientes a la aplicacion de la politica
expansiva (la diferencia en los resultados obtenidos se debe a los distintos
decimales tomados para el calculo).

5. Consideraciones a los métodos

Al comienzo del trabajo se expusieron las hipétesis basicas del modelo
insumo producto y si bien son necesarias para poder operar con este
modelo, es importante remarcar las limitaciones que ellas originan.

Las principales criticas al modelo por lo general se basan en el supuesto de
constancia de los coeficientes y en el supuesto de homogeneidad.

En el primer caso, es notorio que desde la construccion del modelo hasta
su implementacion puede pasar un periodo prolongado de tiempo (afios,
por lo general), poniendo en duda la vigencia de los coeficientes técnicos
obtenidos al momento de su confeccion.

En cuanto a lo segundo, se cuenta con una serie de coeficientes por sector,
esto no modela las diferencias que pueden existir entre firmas y/o
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productos al interior de un sector, y diferencias regionales en el mismo
sector, todo lo cual se veria reflejado en estructuras de costos distintas.

Una cuestion adicional y que no aparece en los supuestos es que el vector
de demanda final se satisface de manera inmediata. Esto implica suponer
que la estructura productiva de la economia es capaz de satisfacer
cualquier vector de demanda final, es decir, que no existen restricciones
sectoriales.

Por otra parte, a continuacion intentaremos remarcar un problema a tener
en cuenta que subyace a los métodos expuestos en el trabajo, que excede
al alcance del mismo pero que puede ser susceptible de investigacion
futura.

Se debe reconocer que los tiempos de produccion y comercializacién de los
distintos sectores de la economia varian considerablemente, dependiendo
de las condiciones técnicas del sector, la ubicacién geogréfica y otros
factores, lo cual no esta contemplado en los métodos aqui presentados, ya
que en cada iteracion se considera que la produccion y comercializacion
necesarias fueron satisfechas para cada uno de los sectores de manera
simultnea. A lo largo del trabajo no se discutio sobre la duracion de los
periodos de analisis, suponiendo que cada periodo tiene la misma
duracion, sin embargo, lo dicho anteriormente enfatiza el hecho de que
esto no necesariamente es asi; es decir, cada iteracién producida por un
incremento en la demanda final no tiene la misma duracion, ya que los
distintos sectores tienen distintos tiempos de produccion 'y
comercializacion. Si se modelaran estos distintos tiempos de produccion
notariamos una gran diferencia con los resultados obtenidos a través de los
presentes métodos.

6. Conclusiones

Alo largo del trabajo se ha intentado mostrar cémo pueden ser vinculados
el modelo insumo producto y propiedades de autovalores y autovectores.
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Partiendo de una exposicion del modelo antes mencionado, se presentaron
los elementos matematicos para desarrollar los conceptos de autovalores
y autovectores. Posteriormente derivamos propiedades mediante las
cuales mostramos coOmo se puede obtener la variacion del VBP como
producto de la aplicacion de una politica que incremente la demanda final
de un sector o industria de la economia tanto para un periodo en particular
como para el agregado de una serie de periodos. A su vez, se explicitaron
tanto las diferencias entre ambos métodos como sus interpretaciones
econémicas.

En este sentido, entendemos que la utilidad que tiene este trabajo desde el
punto de vista pedagdgico se basa en que permite relacionar un tema
central de la materia Matemética para economistas (autovalores y
autovectores) con un topico de la carrera de Licenciatura en Economia,
como es el modelo insumo-producto.
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