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Resumen

En el presente trabajo se analizard la relacion que existe entre las matrices
estocésticas como tema de Matematica para Economistas y los modelos
actuariales de decremento multiple presentes en materias propias del area
actuarial entre las que se destaca Biometria Actuarial.

A fin de comprender los conceptos subyacentes devenidos de la biometria,
primero se tratara el caso simplificado en el que sélo se reconozca una Unica
causa de salida (fallecimiento).

Sobre esta base, se generalizara la I6gica del decremento Unico para llevarla
al decremento mudltiple, con el objetivo de estudiar los modelos de
fallecimiento e invalidez sin rehabilitacion.

Palabras clave: Matriz estocastica — Proceso de Markov — Estado absorbente
— Biometria actuarial — Decremento Unico — Decremento mdltiple.
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Abstract

This paper will analyze the relationship between stochastic matrices, as a
theme of Mathematics for Economists, and the actuarial models of multiple
decrement, present in subjects of own area, mainly in Actuarial Biometry.

To understand the underlying concepts of biometrics, first, we are going to
describe the simplest case, called single decrement model, that recognizes
just one output cause (death).

On this basis, the single decrement models’s logic will be generalize in the

multiple decrement models, with the aim of studying the features of the
death and disability without rehabilitation model.

Keywords: Stochastic matrix - Markov process - Absorbing state - Biometry -
Multiple decrement models - Single decrement models.
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Seccion 1: matrices estocasticas

1.1 Concepto

Las matrices estocasticas o matrices de probabilidad, son aquellas matrices
cuadradas que cumplen con la condicion de que cada una de sus filas es un
vector de probabilidad.

Definicion:

Vector de estocéstico o vector de probabilidad: Es aquel que cumple
con la condicion de que todas sus componentes son no negativas y la
sumatoria de ellas es igual a la unidad.

Es decir, si p = (p1;p2; .. ; pn) €S un vector de probabilidad, debera
cumplirse que:

1_p;=z0VvVi=12;...;n 2. ripi=1

Dadas estas condiciones, las matrices estocasticas resultan un caso
particular de las matrices de Minkowski, siendo estas Ultimas, a su vez, un
caso particular de las matrices no negativas.

Definicion:

Matrices de Minkowski: Son aquellas matrices cuadradas no negativas
que cumple con la condicidn de que la suma de todos los elementos de
cada fila (6 columna), sean a lo sumo iguales a la unidad.

Es decir, si 4 = [a;;] _es una matriz de Minkowski, debera cumplirse
que:

l_aq;;=20vVi=12,...;nAVj=12;...n

2._ 2,11 a;i <1
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Definicion:

Matrices no negativas: Son aquellas que cumplen con la condicién de que
todos sus elementos son no negativos.

Es decir,si A = [aii]nxn es una matriz no negativa, deberad cumplirse que:

l_aq;;=20Vi=12,..;nAVj=12;..;n

En principio, por ser matrices no negativas, las matrices estocasticas
heredan todas las propiedades de este tipo de matrices, destacandose el
cumplimiento fehaciente de: el teorema de Perron, el primer teorema de
Frobenius y el segundo teorema de Frobenius.

Independientemente de estas cualidades, las matrices estocésticas
también cuentan con una serie de propiedades exclusivas a su tipo:

e Propiedad I: El producto de dos matrices estocésticas, es una
matriz estocéstica.
. _[03 07 09 0.1
EEMPLO: =loa 06l'2=loz 07

03 077,109 01]_048 052
04 06! 103 0.7 054 046

A-B=
e Propiedad Il: Todas las potencias no negativas de una matriz
estocastica, son matrices estocasticas.
Para el caso A°:
A =A"1-A=4-A"1=
Cumpliendo la matriz identidad con todos los requisitos para ser
considerada matriz estocastica.

Para el caso A':
Al = A - Matriz Estocastica.
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Paraelcaso A" Vn = 2:
La matriz A™ se obtiene por recurrencia como:

AV=A-AT=A(AAD) =

Quedando definida como el producto sucesivo de matrices
estocasticas. Segun lo expuesto en la propiedad I, el producto de
matrices estocasticas es una matriz estocastica, por lo tanto: A™ es
una matriz estocastica.

Propiedad lll: Todas las matrices estocasticas tienen una raiz
caracteristica igual a la unidad, siendo el valor absoluto de las
demas raices, menor o igual a la unidad.

. _[03 07
EJEMPLO: 4=los o5
_[03=2 07 [_(na_ o
- =Pt e |=03-105-2)-035
=2 -081-02

12-081-02=0 > (A;;4,) = (1;,-0.2)

Se cumple: 1 > [-0.2].

Propiedad IV: El producto de una matriz estocéstica con el vector
columna(1;1;...;1)7, esigual adicho vector. De este modo, todas
las matrices estocasticas tienen como vector propio a
(1;1;...;1)7, siendo este, el vector caracteristico asociado a la raiz
caracteristica unitaria.
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DEMOSTRACION:

a;; Qi ... Qp 1
e I A HC S TN
Ap1 QApz . Qpp 1

a;; Az - ] r1

A-(L1;. T =|% %2 o Genf 1
An1 Apz - Qpp L]

g tag, e tagy]
Az Fay + -t dyy,

Apy ¥ Ay T+ Ay |

Dado que aqq + agp + -+ Aqp, Azq F Agp + o+ Agpy,y o, Ay +
Any + -+ ay,y, sonlas sumas de las filas de una matriz estocastica
se cumple:

Ayt A+t ayy =dadztax -+ a, =--
=ap tap - tag, = 1

Por lo que:
a;p T ap - tagy, 1
Ay + Ay + -+ a
A-(1. )T =2 T =1
Apy T App T+ ayy 1

1.3 Vector Punto Fijo

Se conoce como vector de probabilidad fijo o vector punto fijo al vector
estocéstico v asociado a la matriz estocéstica A, que cumple con la

condicién:
v-A=v
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Las coordenadas de este vector pueden calcularse facilmente mediante el
planteo y la resolucion de un sistema de ecuaciones de la forma:

n-1 n-1
(vl;vz;...;vn_l;l— E . 1vi)-A=(1;1;1J2;...;1Jn_1;1— E . 1vi)
= =

Ejemplo:
0O O 1
Dada la matriz estocasticad =0 1 0 |, su vector de probabilidad
0 025 0.75
punto fijo resulta:
0O O 1
[x;v;il—-x—y]-[0 1 0 |=[xy;1—x—y]
0 025 0.75
0=x

= y+025—-025x—025y =y =5={(;1,00} = v=(0;1;0)
x+075-075x—-075y=1—x—y

1.4 Matrices estocasticas regulares y sus propiedades

Dentro del conjunto de las matrices estocasticas existe un subgrupo
conocido como matrices estocasticas regulares (también llamadas
primitivas), siendo aquellas en las que se cumple que todo los elementos
de una potencia de la matriz son estrictamente positivos.

Ejemplo:

La matriz A = [82 82

siendo todos sus componentes estrictamente mayores a cero.

045 0.55

] es una matriz regular ya que A% = [o 44 056/}

Estas matrices cuentan con un conjunto de propiedades propias, siendo
estas:
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e Propiedad I: Las componentes del vector punto fijo asociado a la
matriz, son todas estrictamente positivas.

EJEMPLO:
_[05 05
A_[o.4 0.6
Planteamos:
4 _1.[05 05]_r .. _ _fé)
[x;1—x] [0.4 0.6 =[x;1 x]:av—(g,g >0

e Propiedad II: Las sucesivas potencias de las matrices estocésticas
regulares convergen hacia una matriz cuyas filas son todas iguales
al vector de probabilidad fijo.

Ejemplo:
Partiendo de la matriz A = [0'5 0.5

0.4 0.6] del ejemplo anterior.

05 05]. 2 _ [0.5 0.95]. 45 = [0.44445 0.55555

A:[O.4 0.6 AT = 04 061" 0.44444 0.55556

= lim 4™ =

n—oo

Ol Ol b
ol gl

1.5 Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocastico en el que se dan
una serie de pruebas sucesivas, habiendo para cada una de ellas n
resultados posibles. Estos resultados no son independientes entre si, sino
gue cada uno de ellos depende del resultado obtenido en el momento
inmediatamente anterior, asi como también de ellos depende el resultado
obtenido en el momento inmediatamente posterior.
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Las probabilidades condicionadas de que se obtenga el resultado i luego
de haber obtenido el resultado j en el momento anterior se denominan
probabilidades de transicion y son notadas p;;.

Dadas sus caracteristicas, los procesos de Markov pueden ser claramente
modelizados a partir de matrices estocésticas como las vistas hasta el
momento. En este contexto, estas matrices estocasticas pasan a llamarse,
matrices de transicion.

1.6 Estados absorbentes

Los estados absorbentes son aquellos a los que se llega en el largo plazo y
representan un punto de no retorno luego de alcanzados. Pueden
identificarse dentro de la matriz de transicion del proceso markoviano en
las filas que cumplen con la condicion:

1sii=]j
ai]-Z{
0 sii]

Es decir, el elemento ubicado sobre la diagonal principal de la matriz es
igual a la unidad y el resto son nulos.

EJEMPLOS:
005 045 05
INNA=|03 0 O.7l
0 0 1

La tercera fila representa un estado absorbente.

1 0 0
)B=102 075 005
o o0 1

La primera filay la tercera fila representan estados absorbentes.
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100
uyc=0 1 0
010

La primera filay la segunda fila representan estados absorbentes.

Seccién 2: decremento multiple!

2.1 Decremento Unico

Para poder comprender las ideas subyacentes al concepto de decremento
multiple resulta imprescindible comenzar entendiendo el decremento
Unico.

El punto de partida es una cohorte de individuos observados desde su
nacimiento llamada [(0), existiendo, para cada uno de ellos, la exposicion
al riesgo de morir cada afio, siendo esta la Unica causa posible de salida que
haria disminuir el nimero de individuos en la cohorte.

Los decesos efectivamente registrados a lo largo del primer afio reciben la
notacion d(0;0;1), dejando como saldo remanente a los individuos
sobrevivientes a la edad de un afio, siendo estos 1(1).

Para una edad genérica x estas ecuaciones resultan en:

L(x)
d(x;0;1)
I(x+1)=1()—d(x;0;1)
Ecuacion 2.1.1
A pesar de estar implicito en la notacion, cabe destacar que mientras que

las variables [(x) son de tipo stock, las d(x; 0; 1) son de tipo flujo.

De este modo, quedan definidos todos los datos necesarios para el calculo
de las siguientes probabilidades:

LEl presente trabajo seguira la notacion utilizada en el libro “Aplicaciones de los seguros de
personas a la gestion actuarial”, Casparri, Maria Teresa y otros. (2012).

154



Larré / Revista de Investigacion en Modelos Matematicos Aplicados a la Gestion y la Economia
Afio 2 (2015) 145-162

e Probabilidad de que un individuo de edad x sobreviva a la edad x + 1:

L e+ 1)
p(x;1) = 60
Ecuacion 2.1.2
e Probabilidad de que un individuo no sobreviva a la edad x + 1
habiendo alcanzado con vida la edad x:

d(x;0;1)

q(x;0;1) = 0

Ecuacion 2.1.3
2.2 Decremento maltiple

El modelo de decremento Unico puede generalizarse facilmente en el
modelo de decremento multiple. En esta oportunidad la cohorte de
individuos no solo esté expuesta al riesgo de muerte, sino que ademas de
este, se suman otras posibles causas de egreso, como pueden ser: la
enfermedad y la invalidez, entre otros.

De este modo, si consideramos un caso genérico en el que se reconozcan
m posibles causas de egreso mutuamente excluyentes entre si, la
expresion: d;(x;0;1)Vvi=1;2;..;m.

Representa la cantidad de personas de edad x que no alcanzaron la edad
x + 1 ya que egresaron de la cohorte por la i-ésima causa de salida.
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La ecuacion 2.1.1 queda generalizada en:

( 1(x)
{ d;(x;0,1)Vi=1;2;..;m.
La+D=10-)" " dx01)
= Ecuacién 2.2.1

Asimismo, mientras que p(x; 1) sigue representando la probabilidad de
supervivencia hasta la edad x +1 de una persona de edad x, las
probabilidades de egreso g seran distinguidas con el correspondiente
subindice que represente la causa de salida, es decir:

oy 401y
q:(x;0;1) T Vi=1,2;..;m

Ecuacion 2.2.2

Siendo esta la probabilidad de que una persona de edad x no sobreviva a

la edad x + 1 por la i-ésima causa de salida.

2.3 Modelo actuarial de decremento multiple de fallecimiento e
invalidez sin rehabilitacion

Como un caso aplicado de los modelos de decremento multiple, el
esquema de fallecimiento e invalidez sin rehabilitacion, como su nombre
lo indica, s6lo reconoce dos posibles causas de egreso. Los individuos de la
cohorte que no han sido alcanzados por estas causas son llamados activos,
quedando determinados asi tres posibles estados: activo, invélido y
fallecido.

Los individuos activos a la edad x pueden llegar a la edad x + 1 en cuatro
estados distintos. Cabe la posibilidad de que como activos lleguen con vida
hasta dicha edad o fallezcan antes de alcanzarla, en suma a esto, puede
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ocurrir que se invaliden en el transcurso del afio y posteriormente
sobrevivan o fallezcan como invélidos.
Esquematicamente:

Sobrevive
como Activo
Activos Fallece como
Activo ]
Sobrevive
como Invalido
Se invalida
Fallece como
Invalido

Figura 2.3.1

Quedando definida la ecuacion:

I(x;a) = l(x + 1;aa) +d(x;0;1;a) + I(x + 1; ai) + d(x;0;1; ai)
Ecuacion 2.3.1

Donde:

I(x; a): Son los individuos activos a la edad x.

I(x + 1;aa): Son los individuos activos a la edad x que alcanzaron la
edad x + 1 con vida.

d(x;0;1;a): Son los individuos activos a la edad x que han fallecido
como activos antes de alcanzar la edad x + 1.

I(x + 1; ai): Son los individuos activos a la edad x que, habiéndose
invalidado durante el transcurso del afio, alcanzaron la edad x + 1 con
vida.

d(x;0;1;ai): Son los individuos activos a la edad x que, habiéndose
invalidado durante el transcurso del afio, fallecieron antes de alcanzar
la edad x + 1 como invalidos.
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En tanto, los invalidos a la edad x, al no existir la posibilidad de
rehabilitarse, s6lo podrén sobrevivir a la edad x + 1, o bien fallecer antes
de alcanzarla, siempre como invalidos.

Esquematicamente:

Sobrevive
como Invélido

Invélidos

Fallece como
Invélido

Figura 2.3.2
Siendo la ecuacion asociada:
I(x;)) =1(x+1;i) +d(x;0;1;0)

Ecuacion 2.3.2
Donde:

e [(x;i): Son los individuos invalidos a la edad x.

e [(x+1;i): Son los individuos invalidos a la edad x que alcanzaron la
edad x + 1 con vida.

e d(x;0;1;i): Son los individuos invélidos a la edad x que han fallecido
como invalidos antes de alcanzar la edad x + 1.

o De lo expuesto anteriormente y partiendo de las ecuaciones 2.3.1
y 2.3.2, pueden calcularse las probabilidades necesarias para el
armado de la matriz de transicion del modelo de decremento
multiple de fallecimiento e invalidez sin rehabilitacion.
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Seccion 3: El modelo de decremento multiple de fallecimiento e
invalidez sin rehabilitaciébn como proceso markoviano

3.1 Estados del proceso

A fin de poder pensar al presente esquema como una cadena de Markov,
resulta primordial definir cuales son los posibles estados del proceso
estocéstico asociado a él.

Un individuo puede fallecer (Estado F) o sobrevivir. En este Gltimo caso,
podra hacerlo como activo (Estado A), o bien como invalido (Estado I).

3.2 Calculo de las probabilidades de transicion

Las probabilidades de transicion para cada uno de los estados iniciales
pueden calcularse a partir de las ecuaciones 2.3.1 y 2.3.2 de la seccion
anterior.

En el contexto del problema, estas probabilidades representan las chances
de que un individuo de edad x + 1 se encuentre en el estado i, dado que
estuvo en el estado j alaedad x, con i; j = Activo, Invalido, Fallecido

Para el caso de un individuo activo a la edad x el punto de partida es:
I(x;a) =1(x+1;aa) +d(x;0;1;a) + I(x + 1;ai) +d(x;0;1; ai)
Dividiendo ambos miembros por [(x; a).

I(x;a)  UWx+1 aa)+d(x;0;1;a) + I(x + 1; ai) +d(x;0; 1; ai)
I(x;a) 1(x; a)

I(x;a)  U(x+1 aa) N G+ 1;ai) N d(x;0;1;a) +d(x;0; 1; ai)
I(x;a) Ilx;a) 1(x; a) 1(x;a)

1=p(x;1;aa) + p(x;1;ai) + q(x;0;1; a)

Ecuacion 3.2.1
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Quedando definida la primera fila de la matriz de transicién:

A I F
A [p(x;1aa) p(x;1;a0) q(x;0;1;a)]

Ecuacion 3.2.2
En caso de tratarse de un individuo invalido, partimos de:
I(x;)) =1(x+1;i) +d(x;0;1;0)
Anélogamente.

IG;0) e +10) +d(x;0,1,0)  I(x+1;0) N d(x;0;1;i)
I(x;i) 1(x; Q) T Uxi) 1(x; Q)

1=p(x;1;i) +q(x;0;1;0)

Ecuacion 3.2.3
En esta oportunidad, la segunda fila resulta:

A I F
I [0 p(x;1;0) q(x;0;1;0)]

Ecuacion 3.2.4

Ndtese que el primer elemento de la columna es nulo, esto se debe a que
no existe la posibilidad de que un individuo que se haya invalidado pueda
rehabilitarse.

En la tercer y ultima fila, l6gicamente, todos los elementos son nulos a
excepcion del ultimo, que es unitario, ya que un individuo fallecido a la
edad x s6lo podra llegar a la edad x + 1 en ese mismo estado.

Ecuacion 3.2.5
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3.3 Armado y andlisis de la matriz de transicion

Usando las ecuaciones 3.2.2, 3.2.4 y 3.2.5, la matriz de transicion del
modelo de decremento mdltiple de fallecimiento e invalidez sin
rehabilitacion es:

A I F

a=4 [pGiliaa) plxilia) q(x;0;1;a)

o 0 plr; 1) q(x;0;10)
F 0 0 1

Ecuacion 3.3.1
La matriz resultante es una matriz estocastica no regular?.

La tercera fila representa un estado absorbente del proceso en estudio,
cuya interpretacion en términos del problema es que en el largo plazo
todos los individuos de la cohorte egresaran como fallecidos de la misma.
En cuanto a su uso, podrén estimarse sencillamente, a partir una muestra
aleatoria de individuos activos e invalidos a la edad x, la cantidad de
activos, invalidos y fallecidos de esa muestra luego de transcurridos n afios.

El vector cuyas componentes representan el numero de individuos en cada
estado es conocido como v,

v, = [l(x +n;aa); l(x +n;ai);d(x;0;n; a)]

Ecuacion 3.3.2

2 Al tratarse de una matriz triangular inferior todas sus potencias no negativas son matrices triangulares
inferiores. Los elementos ubicados debajo de la diagonal son nulos, haciendo que la matriz en cuestion
no cumpla con las condiciones para ser una matriz estocastica regular.
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Y resulta:

p(x;1;aa) p(x;1;ai) q(x;0;1;a)]"
v, = [I(x; a); l(x; 1);0] - 0 p(x;1;0)  q(x;0:1;0)
0 0 1
Ecuacion 3.3.3
4. Conclusiones

Muchos de los procesos estocasticos presentes en la matematica actuarial
poseen las caracteristicas propias de las cadenas de Markov, siendo de gran
importancia, para posterior manejo de estos contenidos propios del area,
el conocimiento de las matrices estocasticas y sus aplicaciones.
Particularmente, en su aplicacién a los esquemas de decremento mdltiple,
resultan de mucha utilidad en la vida profesional del actuario,
representando el pilar tedrico y técnico sobre el que se apoya el grueso de
las estimaciones subyacentes a la tarifacion y la constitucion de reservas
matematicas de muchos productos como los seguros de invalidez, de
dependencia y riesgo de trabajo, entre otros.

Referencias bibliogréficas
Bowers, L. y otros. (1997). “Actuarial mathematics”, Society of Actuaries.

Bernardello, A. y otros. (2010). “Matematica para economistas utilizando
Microsoft Excel y Matlab”, Omicron System.

Casparri, M. T. y otros. (2012). “Aplicaciones de los seguros de personas a
la gestion actuarial”, Eudeba.

Dickson M. y otros. (2013). “Actuarial mathematics for life contingent
risks”, Cambridge University Press.

Jordan, W. (1975). “Life contingencies”, Society of Actuaries.

162



