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Notacién utilizada

‘En lo gue sigue, a,b,ceR, p,x,yeRn, A,BeRnxn, y Cy D

son conjuntos en U.

R, : nlmeros reales no-negativos

Ri : ortante no-negativé de R" : R, X...xR, (n veces)
x>0 : xiio, i=1l,...,n

x>0 : Xi>0’ i=1l,...,n

x>0 : x >0, x#0

X<y ¢ y-x>0

x<y : y-x>0

X<y :ry—x;O, y=%x#0

A>0 : a..>0, i,j=1,...,n

= i

A>0 : aij>0, i,j=1,...,n

A>0 : A>0, AFO

A<B 6 B>A : B-A>0

A<B & B>A : B-A>0

A<B 6 B>A : B-A>0, B-A#0O

Ai : i-ésima fila de A

A3 : j—-ésima columna de A

Ar : r-ésimo bloque cuadrado en la diagonal principal de A parti-
cionada ‘ ‘

ta . transpuesta de A

tx : transpuesto de x

det(A) : determinante de A

dom(A) : raiz dominante de A

diag(rlr...,rn) : matriz diagonal con TiresesX €N la diagonal

0n : vector nulo de Rh,(a menudo, simplemente 0)

O : matriz nula de R'™¥D

(x) : rayo generado por x.: (x) ={yeR?|y=ax, aeR ]

e. + (0,...,4,0,,..,0) o su transpuesto, seglin contexto

1
1



e : (1,...,1) o su transpuesto, segiin contexto
— |lasb| : {ceR|azcsb} (a,b) : {ceR|a<c<b}
la,b) : {ceR|a<c<b} —
(a,b| : {ceR|a<c<b}
|i| : unidad en que se mide la mercancfa i

|T| : unidad en que se mide el tiempo
|%,7]| : {peRn|p=aX + (l-a)y, Oéaél}

atb : a tiende a b por valores no-mayores que b

C

D {ueU |ugD}
c~D : cnD®
#(C) : ntmero cardinal de C
[+1 si a>0
sgn(a) : funcién signo evaluada en a: sgn(a)= 0 si a=0
-1 sd. a<0
In : logaritmo natural
f; :“derivada lateral derecha de la funcioén. f

* : precios. salariales : p*= %p

P
P : precios en términos de la Mercancifa Patrén

D precios en términos del producto neto por unidad de trabajo,
o (p,w), segln contexto.
Deseamos recalcar que las barras |...| denotan siempre
corchetes (intervalos cerrados, segmentos de recta, matrices); nurn

ca denotan valor absoluto o determinante. En general, llamaremos
Teoremas a los resultados esencialmente matem&ticos y Proposicione
a los propiamente econémicos, Cuando Se‘cita una proposicién, teo-
rema, lema o corolario de otro capifulo, se incluye el nmero del
capftulo en que figura. Por ejemplo, si en el Capftulo V se cita
el Lema 14 del Capitulo I, se pone: Lema I.l4, Cuando no figura e!
nlmero romano correspondiente al capitulo la proposicién en cues-
tidén se halla en el mismo capfitulo en que figura la cita.

No hemos‘podido evitar una pequena ambiguedad en la no-
tacién relativa a los precios. Pues si'bien hemos intrpducido not:

cldén especial para los casos en que el numerario consiste en el s:

lario (p*), la Mercancia Patr6n (f), o el producto neto por unidac



de trabajo (pP), no hemos aecho tal cosa para los casos en que el
_numerario es una determinada mercancfa. Lo mejor hubiera sido re-
servar p para los precios nominaies (0 de cuenta) y llamar, por
ejemplo, ip a los precios medidos en términos de la mercancia i.
Sin embargo, pensamos gue esto hubiéra hecho a la notacién excesi-

vamente engorrosa. El lector debe tener cuidado, pues, para no con-

’
v

fundir los dos usos de p: a veces como vector de precios nominales

y a veces como vector de precios relativos en términos de una mer-

-

cancia particular.



INTRODUCCION GENERAL

Son dos los problemas principales que motivaron esta

tesis. En primer lugar, cuando lei la obra de Piero Sraffa, Pro-

duccidén de mercancias por medio de mercancfas, me quedd el conven-

cimiento de que detrds de los razonam}enﬁos verbales y légicoé ha-
bia subyacente un aparato matemdtico bastante poderoso. El hecho
de que este instrumental no figurara explfcitamente en la obra di-
ficultaba su lectura y suscitaba dudas conrespecto a la solidez
de los argumentos demostrativos. En segundo lugar, la obra de Sra-

ffa pasa cdel modelo de Industrias de productos simples y capital

circulante de la Parte I al modelo de Industrias de productos mal-

tiples y capital fijo de la Parte II. No se explota al maximo el

modelo de produccidn no-conjunta, como es el caso cuando se dis-

tinguen los requerimientos de flujo.de los requerimientos de stock
Como a mi me parecfa que elaborando un modelo mds general de ese

tipo podrian aclararse diversas cuestiones tratadas por los econo-
mistas clédsicos (como, por ejemplo, la cuestién de la rotacidén del
capital), pensé que quizas fuera instructivo insertar un modelo de
ese tipo entre el modelo mds simple que trata Sraffa en la Parte I
y el modelo de produccibén conjunta que trata en la Parte IT de su

obra. En sus Lectures on the mathematicdl method of analytical e-

cononics, Jacob Schwartz elabora un‘que%p de ese tipo. Como es
usual, sin embargo, supone la indescomponibilidad de las matrices
involucradas. Como seflala Newman (66), esto implica dejar de lado
a las mercancias no-bdsicas. Y esto no es del todo compatible con
el tratamiento de Sraffa.

La Parte i de la tesis desarrola las conclusiones a ias

gue llegué con respecto a la Parte I de la obra de Sraffa. La Par-

te ITI aborda la cuestién de la rotacién del capital e inserta al



modelo en uno de equilibrio general. El Capftulo I constituye una
base analitica ineludible de todo el trabajo. Se recomienda dar al
menos un vistazo general al Apéndice al Capfitulo I antes de comen-
zar la lectura del texto. Los seis capitulos pueden leerse en for-
ma consecutiva. Si se tiene interés én llegar rédpidamente a las
cuestiones tratadas en la Parte II puede pasarse del Capitulo I al
Capitulo IV, ya que los Capitulos ITI y IITI tratan aspégtos especi-
ficos de la obra de Sraffa.
Deseo'expresar mi profundo agradecimiento al permanente
estimulo brindado por mi'Consejero, Dr, Julio H. G. Olivera. Sus
observaciones me han permitido mejorar en diversos aséectos a la
tesis asi como enmendar algunos errores. También guiero agradecer-
le a Omar O. Chisari la lectura de los borradores de los Capitulos

I y IVy al CONICET la financiacién que me permitié concluir esta

tesis en un lapso de tiempo prudencial.



PARTE I

-

El modelo de Sraffa de industrias de produccién simple con exce-

dente.

Lot
€7

Introduccidn

En la Parte I de esta tesis analizamos con detalle al mo-

delo que presenta Sraffa en la Parte I de su obra Produccibén de mer

cancias por medio de mercancias. En el Capitulo I analizamos los

supuestos gue presenta Sraffa y presentamos supuéstos un poco mas
restrictivos gue garantizan la posifividad de los precios sin des-
virtuar los lineamientos fundamentales del modelo. Nuestro supuesto
sobre la conexidad bédsica dominante de la matriz de insumo-producto,
como veremos, es suficiente para gque los precios resultantes de la
ecuacidén de precios de Sraffa seanfpositivos pero respeta la posi-
bilidad de gue existan mercancias no-bisicas. El supuesto alterna-
tivo mads utilizado, cual es la indescomponibilidad de la matriz, e-
limina a las mercancias no-bésicas y resulta ser un caso particular
del supuesto de la conexidad bé&sica dominante; Este Gltimo supuesto
serd nuevamente utilizado con profusidén en la Parte II de esta te-
sis. En el Capitulo II procuramos formular con precisidn algunas de
las proposiciones que presenta Sraffa en sus Capftulos IITI y VI vy,
nuevamente, procuramos avanzar en diversos aspectos con respecto a
la formulacidén de Sraffa. En el Capitulo III analizamos la Mercan-
cia Patrdn de Sraffa tratada por €l en los Capitulos IV y V de su
obra e intentamos mostrar su parentezco con un problema originado

en la obra de Ricardo.



- CAPITULO T -

Los supuestos fundamentales del modelo de Sraffa de produccién sim-

ple con excedente.

;s
27

1. Introduccidn

Sraffa considera un sistema econbmico sin acumulacidén en
el que la produccién se repite sin cambio alguno perfodo tras peri-
odo., En la Parte I de su obra trata un sistema compuesto por un nG-
mero finito de "industrias" cada una de las cuales produce una {ini-
ca mercancia mediante otras mercancias y trabajo y donde cada mercan
cfia es producida por una finica industria..1 A partir del segundo ca-
pitulo trata un sistema en el que se produce algln excedente. Este
Gltimo es distribuido entre los salarios de los trabajadores y los
beneficios de los propietarios. Se considera un {inico tipo de traba
jo con la correspondiente tasa salarial, EL béneficio global, por su
parte, "debe ser distribuido en proporcién a los medios de produc-
cién (o capital) avanzado en cada industria”., En tal sistema "la dis
tribucidn del excedente debe ser determinadg a través del mismo me-
canismo y al mismo tiempo gque se determinan los precios de las mer-
cancias".’ !

Podemos resumir el sistema de Sraffa de industrias de pro

ductos simples con excedente en las siguientes ecuaciones:

ql + s = q, g>0, s>0 (1)
Tp(l+r) + W = p, r>0, 2>0 (2)

2 nxn . . .
donde O<IigR es la matriz de insumo-producto cuyo elemento ﬂij in

dica la cantidad de la mercancia j (o sea, la mercancfa producida por

! Nosotros hablaremos indistintamente de industrias o de procesos.

2 sraffa 82.4, p.21.
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la inaustria j) que necesita consumirse en la produccién de una u-
nidad de la mercancia i; q; es la cantidad (bruta) producida de la

mercancia i medida en alguna unidad determinada (por ejemplo, tone
ladas de acero)’; s; es el excedente producido de la mercancia i me

dido en la misma unidad que q;7 2. es la cantidad de trabajo nece-

i
sario para producir una unidad de 1i; p; es el precio "de cuenta"

de una unidad de i; w es el salario "de cuenta" de una unridad de
trabajo y r es la tasa de beneficio.

La primeré ecuacién tiene solucién poxr ﬂipétesis. Descri
be, simplemente, cémo en la economia la produccién total (qg) se di
vide entre medios de produccién (gll) y excedente (s). Sé quiere a-
veriguar qué precios, salario y tasa de beneficio permiten que es-
ta produccidén se repita periodo tras perfodo si el excedente es con
sumido y si todas las industrias deben tener igual tasa de beneficio
sobre ei capital avanzado. Como se supone que los salarios se pagan
del excedente al concluir el periodo y venderse las mercancias pro-
ducidas, el capital avanzado consiste solamente en el valor de los
medios de produccidn.

La finalidad primordial de este capitulo es la de inves-
tigar bajo qué condiciones (2) admite solucién econfmicamente signi
ficativa partiendo del supuesto que (1) tiene solucién. Como se  su-
pone que las producciones dadas por (1) deben poder ser repetidas
periodo tras periodo y como podemos suponer gue una mercancia sin
valor de cambio (o libre) se deja de producir, se desea obtener, en

particular, precios positivos para todas las mercancias.

/7
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2. El supuesto de indescomponibilidad

~—

N6tese gue (2) tiene dos grados de libertad ya que est&
formada por n ecuaciones con n+2 incégnitas (p,w y r). Uno de esos
grados de libertad puede eliminarse normalizando a precios y sala-
rio, o sea, elegiendo un numerario. Entonces (2) queda cen un grado
de libertad de modo que, dado un valor de r, si el sistema tiene .so
lucién, p y w quedan determinados; o bierd, alterﬁativamente, dado
un valor de w, si el sistema tiene solucibén, r y p quedan determi-
nados.

Si en (2) se tiene w=0 gqueda

Mp = 1 p. {(3)

1+R
Por el teorema de Perron-Frobenius para matrices semi-positivas

(ver en el Apéndice T.,Al) sabemos que
existen domli>0 y,ﬁio tales que IIp = (domll)p. (4)

Para gue pueda interpretarse a domll como el (l+R)'—l

de (3) con R>0.
es necesario que se verifique

0<domii<1 (5)

Por otro lado, si en (2) w>0, se tiene

(;’- (1+r)Mp = w.
Para despejar p y asegurar la semipositividad de p nos interesa que
(I - (1+4r)I). sea semipositivamente invertible. Por T.Al(e) esto se
verifica si y sélo si dom(l+r)I<l, Para que‘exista un intervalo
|0,0| (posiblemente degenerado) en el que se verifique dom(l+r)Il<1l
para todo re|0,0| es necesario que sea domll < 1.2 Combinando esta de-
sigualdad con (5) si suponemos ahora que

0<domll<1 (6)
podemos poner |

1,

domll = (1+R) R>0, (7)

Volviendo a (2), si w=0 se tiene como una solucién (quiz&s no Gnica)

! yéase la definicidén de matriz semipositivamente invertible en el
Apéndice.
Z Ver T.Al(Q).
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p=§ 1y r=R, y si w>0 se tien= como finica solucién

I

p = (I - (41)1) Yaw = A(r)aw, re|0,R) (8)

donde A(r) denota a la funcién matricial (I - (l+r)]T)—l.2

——

Como dom(l+r)I<l, por T.Al(e) y (f) se tiene
A(r) = I + (L4000 + (40 2n% + . ., (9)

y es evidente que basta con que II no tenga filas de ceros para que
A(r) tampoco las tenga. En tal caso, por (8), p es positivo para
cierto rango de w>0. Suponer que Il carece de- filas de ceros equiVa—
le a suponer que cada proceso requiere aigﬁn medio de produccién co

mo insumo directo. Como este supuesto es conveniente y poco restric

tivo lo introduciremos explicitamente.

Supuesto C 1l carece de filas de ceros.

Si tomamos cualquier mercancfa i tal gque pi>0 como numera
rio, digamos la primera, de (8) obtenemos

p; = 1 = A(r); 4w para todo re|0,R)®

1

O sea

w(r) para todo re|0,R) (10)

= 1
A(r). %

pues, por lo que vimosS, A(r) carece de filas de ceros, Luego (8) se

transforma en

p(r) = A(x)Aw(r) = A(r)2 para todo re|0,R)
A(r5ll
donde pl(r) = 1 para todo re|O,R . Ademas, como 2>0 vy A(r) carece

de filas de ceros tenemos p(r)>0 y w(r)>0 ed |0,R), w(R)=0 y existe
al menos un p>0 que soluciona (2) con r=R. Para todo reIO,R)Ala sO-

lucidn (p(r),w(r)) de (2) es finica.' Por otra parte, de (9) se des-

' 8i p es vector caracterfstico de T,ap también lo es (a#0), Luego

cuando no hemos especificado un numerario y escribimos p=p sblo
queremos declir que los elementos de p guardan las mismas propor-
ciones entre si que los elementos de p. Por otro lado, cuando nos
referimos a la unicidad del vector de precios sin haber especifi-
cado un numerario queremos significar "unicidad salvo un factor
escalar", ) _ '

N6tese que A(r)= = R(—l—
1+x 1+r

T. Cfr. Schaefer 76, p.3. -
® A(r), indica la primera fila de A(r). En general, para nosotros
A,y AJ denotan la i-&€sima fila y la j-ésima columna de A, res-
pEctivamente. _
Obsérvese que, en general, Ip=(domll)p puede tene mds de una solu-
cidn p>0. Veremos mis adelante gue con ciertas restricciones adi-
cionales sobre II podemos asegurar también la unicidad de p(R).

,1I} donde R:(qun“l es la resolvente de




prende que A(r) es funcién no-decreciente de r. Luego w(r) es fun-

cibén no-creciente de r en |0,R

~——

Resumiendo las consideraciones precedentes tenemos:

Proposicidén 1 Si I carece de filas nulas y 0<domli<l entonces exis

ten un intervalo no-degenerado |O,R| Yy un numerario tales que para
todo re|0,R|, si expresamos a p y w en términos de tal Bpmerario,
(2) tiene solucidn (p(r),w(r)) vy

a) p(r)>0 y w(r)>0 en |0,R), _

b) w(R)=0 y p(R)= {p>0|Tp= p%—R-:p}% @,

c) p(r) y w(r) son Gnicos en |0,R),

d) w(r) es no-creciente en |0,R|,
Hemos constatado lo conveniente que resulta suponer que
O<domil<l. Por T.A3 sabemos que domli<l es condicién necesaria y su-
ficiente para que 1 sea productiva, o sea, para que se verifique:
existe g>0 tal que qll < g
lo cual equivale a:
existe g>0 tal que qll < q.
Como partimos del supuesto que (1) tiene solucibn, tenemos:
existe g>0 tal que qIl < q. : (11)

Introduzcamos la siguiente definicidn:

Definicidn Una matriz cuadrada A>0 es casi-productiva si existe

<

y>0 tal que yA < Y.

Supuesto CP I es casi-productiva.

Luego si bien partimos dei supuesto de que I es casi-productiva
esto no alcanza para asegurar qué es productiva, S{ alcanza, sin em
bargo para asegurar 0<domll<l pues por (4) y (11) se tiene

(domll)gp = qllp < gb. qllp>0,  gp>0. ' (117)
Entonces si no hacemos algfin supuesto adicional sobre II no podemos

excluir los casos domll=1 y domll=0, En el primer caso no habrd solu-
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cidn semi-positiva de precios en (2) para niveles positivos de w y
en el segundo caso no habréd tasa méxima de ganancia R correspondien
te a w=0, ;
Un_supuesto adicional sobre II que resuelva nuestro pro-
blema es que I tenga un vector dominante de derecha positivo. Pues
en tal caso en (4) tendriamos p>0 y entonces, por (11)

(domll)gp = qllp < 9P, qH§>0,' -gp>0. 411)
de donde se obtiene (6). Ademds, este supuesto implica 9 pues si I
tuviera la i-&sima fila nula el elemente correspondiente de IIp se-
ria nulo. Como p>0, por (4) se tendrfia doml=0, lo cual no puede ocu

rrir pues, al ser >0 y p>0, Ip debe teﬁer algln elemente positivo.

Hemos demostrado lo siguiente:

Lema 2 8i I es casi-productiva y tiene un vector dominante de de-

recha positivo, entonces es productiva.
Podemos ahora modificar la Proposicidén 1 y poner:

Proposicibn 3 Si 1 es casi-productiva y tiene un vector dominante

de derecha positivo, P, entonces existe un intervalo no-degenerado
|0,R| tal que para todo re|0,R|, si se expresan los precios y el
salario en términos de cualquier numerario, (2) tiene solucidén (p(r),
w(r)) y

a) p(r)>0 y w(r)>0 en |0,R),

b) w(R)=0 y p(R) = {p>0] Tp = I%ﬁ pl3p>0,

c) p(r) y w(r) son finicos en |0,R),

d) w(r) es no-creciente en |0,R

Ahora resulta natural avanzar un paso mas y averiguar qué
condiciones sobre I aseguran la existencia de un vector dominante
de derecha positivo. Por T.A2 sabemos que una condicién tal es la
indescomponibilidad de M .. El supuesto de la indescomponibilidad de
I es tentador por motivos adicionales. Por un lado, asegura la uni-

cidad del vector dominante (T.A2(b)), pudiendo entonces extenderse



¢) de la Proposicién 3 a |0,?|. Por otro lado, por T.A5, A(r) se
convierte en funcién estrictamente creciente de r, por lo cual de
(10) podemos deducir que w(r) es funcibn estrictamente decreciente
de r.

Sobre la base de las consideraciones precedentes:podemos
modificar la Proposicién 3 y poner:

2!

Proposicibn 4 Si II es casi-productiva e indescomponible entonces

existe un intervalo no-degenerado |0,R| tal que para todo re|0,R]|,
s1 se expresan los precios y el salario en términos de cualquier
numerario, (2) tiene solucién (p(r),w(xr)) vy

a) p(r)>o y w(r)>0 en |0,R),

b) p(R)=p>0 y w(R)=0,

c) p(r) y w(r) son Gnicos en |0,R],

d) w(r) es estrictamente decreciente en |0,R

Observemos gque para la validezbde esta Proposicién es su-
ficiente que, en (2), sea 230. Pues al ser II indescomponible se tie
ne A(r)>0 (T.A2(e))lo cual, junto con £>0, garantiza la positividad
de los precios y el salario en |O,R), asi como el cardcter estricta
mente decreciente de w(r).

En la cuarta seccién de este capitulo veremos que puede
relajarse considerablemente el supuesto de indescomponibilidad y
mantenerse, no obstante, las propiedades a)-d) de la Proposicién 4,

Pero antes introduciremos la distincién'de Sraffa entre las mercan-

cias basicas y las no-bdsicas. ’
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3. Mercancias bésicas y no-bésicas

—_—_

Sraffa denomina mercancias bédsicas a aquéllas gque direc-
ta o indirectamente sirven de insumo para la produccién de todas
las mercancias. Supone, ademds, que existen tales mercancfas. A las

restantes, si las hay, las denomina no-bésicas. st

Definicibn La mercancfia j es bésica 1 para toda mercancfa ieN=

{1,2,...,n}, j es insumo directo o indirecto de i, Un proceso bési-
co (no-bdsico) es un proceso cuyo producto es una mercancia bé&sica

(no-béasica) .

Definicibn Diremos que j esté conectada con 1 si

existe (1,,1,,...,1 ) tal que w, ™ vl T, >0
I R Y | il 1 L 11, 1,1,"1,3

donde ls eN, s=1,2,...k-1, !

Evidentemente, decir que "j estd conectaca con i"es una forma 'abre
viada de decir "j es insumo directo o indirecto de i". Si j es insumo directo de
i sera ﬂij>0 y en (12) se tendrd k=2 y 1,=1i. 8i j es insumo indirecto de i se

tendrd en (12) k>2'y ll%i. El siguiente Lema es inmediato.

Lema 5 La mercancia j es basica si y sblo si para todo ieN, j estd conectado

oon 1.

Cbhservemos que, dado que (AB)ij = - i1P147
2 -
(1 )ij = i ﬂillwllj'
1
(M*..= 3 n, (MY, . = & ., m T .
N 1, 1, Mo Tty e

------------ €0 2000000800 ¢800arcaEsBTRscOESSEANIAEDSQSeYS

U&)..= X z o L

' . m see T m .
ij ' i, ol .1 1,1.71.3
Ly Lo, 1 el hertee2 2t 11

donde todas las sumatorias se efect@ian entre 1 y n. Cono “ijzp para todos los

! Cfr. Schwartz 78, p.19.



i,jeN el término de la derecha de la Gltima igualdad es positivo si
y s6lo si alguno de sus sumandos es positivo. Esto demuestra el si-
guiente Lema: )
Lema 6 El proceso j estd conectado con el proceso i si y s6lo si
existe un entero positivo k tal que (Hk)..>0.

clJ

De los Lemas 5 y 6 obtenemos:

Lema 7 La mercancia j es bésica si y s6lo si para todo i existe

un entero positivo k tal que (Hk)ij>0.

Recordemos ahora la definicién de matriz indescomponible

va que nos serd de utilidad en la. demostracién del Teorema 8.

Definicidén  Una matriz O<I e RT¥1 (n22) es descomponible si existe un

subconjunto propio no-vacio B« N={1,2,...,n} tal que para todo ieB
vy jeBC se tiene vij=0. Si n=1, T es descomponible.si [=0. Si JI no.

es descomponible se dice que es indescomponible.

Teorema 8 T es indescomponible si y sélo si para todo par de in-

dices i,jeN, j estd conectado con 1i.

Demostracién Si n=1 el teorema es trivial. Sea, entonces, n>2.
[4

=> Si I es indescomponible para todo Bc N propio y no-vacio existe

. . o C c _ . .

un par i,j’ ‘€BsJeB tal que Wij>0' Tomemos B;~ = {j}. Entonces exis

te 1.¢B, tal que w, .>0., Si l1l,=i entonces j estd conectado con 1i.

171 llj 1

. : c = (= .

Si ll%l tomamos B2 {j,ll}. Entonces existe lzeB2 tal que w12j>0

6 m >0, Como T, .>0 se tiene que T m 4206 M >0, 51 1.=i  en-
1,1, 1,3 1,1,143 1,53

tonces j est& conectado con i. Si 12#1 tomamos B3C = {j'll'lz}‘
>0 6w >0 6 7, ,>0, Combinan-

1312 1311 133

j>O se tiene gue w

Entonces existe l3eB3 tal que =

™ T,
1 L3l 1oty 1,3
T, .>0 & m T, >0 & 7, .>0 y asi sucesivamente. Como

1312 lzj 1311 llj 133.
#(N)=n llegaremos necesariamente a un lk_l=i en n pasos como maximo

do con la disyuncidén precedente y ™

>0 &6 7



de modo gue j estd conectado con i.
<= Si ]l es descomponible pueden permutarse sus filas y columnas

de modo tal que pase a tener la forma !

~ _ I (0]
o= Pt = | Y. (13)
Ty T '
donde n, = (ﬁij)ing’ m, = (ﬂij)ijeBc* BcN, 3 #B # Ny P es una

matriz de permutacién., Es sencillo verificar que las potencias de
I conservan la submatriz rectangular de ceros. Luego si ieB y jeBC
entonces para todo entero k>1 se tiene‘(Hk)i. = 0 y por el Lema 6

J
j no estd conectado con i. QED,

Corolario 9 I es indescomponible si y s6lo si para todo 1,jeN e-

xiste un entero k>1 tal que (]'[k)ij > 0.

Proposicidén 10 I es indescomponible si y sdélo si todas las mercan

cfias son basicas.

El Corolario 9 y la Proposicién 10 son consecuencia inme-
diata de los Lemas 5,6 y 7 y del Teorema 8. La Proposicién 10 nos
indica gue si adoptamos el supuesto de indescomponibilidad de I ex-
cluimos <pso facto a las mercancfas no-bésicas. Pero en la realidad
es harto probable que existan mercancias que Gnicamente sirvan para
el consumo final o que s6lo sirvan adicionalmente para producir mer
cancias qgue Gnicamente sirvan para el consumo final. Podemos tomar
como ejemplo los pollos, que s6lo sirven, digamos, para el consumo
o para producir huevos o pollos. Pueden existir grupos de mercanci-
as que si bien ?uéden servir ae medios de produccién entre sfi o pa-
ra producir otros grupos de mercancfas no sirvan ni directa ni in-
directamente para producir algfin grupo de mercancfas. Tales mercan-
cias serian nb—bésicas. Por ello, excluir las mercancfas no-bésicas
via el supuesto de la indescomponibilidad de I no es del todo desea
ble. La cuestidn es si existe algln otro supuesto.sobre T que, per-—

mitiendo la existencia de bienes no-bésicos, admita algunas de (o

! En términos econdémicos esto equivale a renumerar los procesos (y

mercancias) de modo tal que los de B precedan a los de BC,



todas) las convenientes prcpiedades que vimos en la seccifn prece-

dente con respecto a la solucién de (2) y que resumimos en la Pro-

posicidén 4. Es esto lo que abordaremos en la siguiente seccién.
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4, El supuesto de conexidad b&sica dominante

El Lema 5 y el Teorema 8 muestran que tanto la propiedad
de indescomponibilidad de NI como la propiedad de ser basicas de las

mercancias son, en esencia, propiedades de conexién entre las mer-

*
¥
&pe

cancias (o procesos). El conjunto de las mercancfas, N={1,2,...n},
junto con la relacién de conexién que definimos en la Seccién 3 y
que podemos simbolizar medlante una flecha "+", o sea, el conjunto

{N,>}, puede ser considerado un grafo orientado. Sabemos por el Te-

orema 8 que JI es indescomponible si y s6lo si para todo par i,jeN
se tiene j»i. Si queremos encontrar un supuesto menos restrictivo
que el de indescomponibilidad pero que mantenga a muchas de las
propiedades que de éste se derivan tendremos que profundizar sobre
las propiedades de conexidad en los grafos orientados. Con ese fin

introduciremos unas definiciones adicionales,

Definicién  Un conjunto de procesos (omercancias) fuertemente co-

nexo es un conjunto no-vacio CeN tal que para todo i,jeC, j estd co

nectado con i. El conjunto N es bdsicamente conexo si contiene un

subconjunto fuertemente conexo B tal que si B#N todo elemento de B

estd conectado con cada elemento de BC mientras ningfin elemento de

C

B~ estd conectado con elemento alguno de B. Un sector de N es un

subconjunto fuertemente conexo maximal de N. Un sector b&sico (no-

, .

bdsico) es un sector formado por procesos basicos (no-bésicos).

' 3 3 nxn
Andlogamente diremos que una matriz cuadrada OZIleR

es fuertemente (b&sicamente) conexa si el conjunto de sus fndices,

=(m,.)

N, lo es. 81 C es un sector de N diremos que la submatriz HC i5

i,5jeC es un sector de II. Por el Teorema 8, I es indescomponible si
y s6lo si N es fuertemente conexo. Luego la indescomponibilidad y
la conexidad fuerte de II son equivalentes. Es evidente entonces

gue si Il es bdsicamente conexa pero no fuertemente conexa debe ser

descomponible, Obsérvese, sin embargo, que la descomponibilidad no



implica a la conexidad bési~a., Pues basta con tomar una matriz con
una fila de ceros para tener una matriz descomponible y'tal matriz
nB'puede_ser bédsicamente conexa pues ningln fndice puede estar co-
nectado con gl fndice correspondiente a la fila nula, Por otro la-
do, también se desprende de las definiciones que;-a) N contiene un
proceso bésico si y s6lo si contiene un sector b&sico y si y s6lo

sl es b&sicamente conexo; b) si existe ﬁn sector bésicgﬂes finico,

mientras que ¢) puede existir mas de un secﬁor no-basico, Obsérye—
se que pueden existir procesos no-bdsices que no pertenecen a nin-
glin sector no-bésico. Ello sucede si tal proceso no est& conectado
consigo mismo. Podemos llamar a estos procesos no bésicos procesos

no-sectoriales.,

Sraffa supone que existe al menos una mercancia bésica.
Teniendo en cuenta las consideraciones precedentes podemos poner a

este supuesto en la forma:

Supuesto BC T es bdsicamente conexa.

Por lo que vimos en el pérrafo precedente podemos decir
de manefa estrictamente equivalente que II es b&Asicamente conexa y
gue I tiene un sector basico. Observemos que este supuesto implica
al Supuesto C ya que si hubiera algin proceso que no necesitara
ningln insumo material directo no existirfa ninguna mercancfa b&-
sica por lo cual T no serfia bédsicamente conexa. Hemos visto en la

‘

Proposicidén 10 gue todas las mercanciqs son bé&sicas si y sélo si
Il es fuertemente conexa (o indescomponible). Por lo tanto, si hay
alguna mercancfa no-bdsica @I debe ser descomponible. En este caso,
permutando filas y columnas puede ponerse en la forma (13). Si ﬁl
o ﬁz es descomponible pero no nula puede, a su vez, ponerse en la
forma (13). Siguiendo este procedimiento y particionando a la ma-

triz seqglin los blogues diagonales resultantes llegaremos finalmen-

te a una matriz de la forma



I[l 0 e 8 s 8 0

Tar T : (14)
— ) . . l_" 0

Hml 'Hm2 "‘nm

donde cada bloque en la diagonal principal es o indescomponible o

nulo. Diremos que (14) es la forma normal descompuesta de Il ., Sea

I(r =1,2,... j N = {(m, .o .
(r), r=1,2, m el subconjunto de N tal que Il (“xd)l,jEI(r)
El siguliente Lema nos caracteriza a las matrices b&sicamente cone-

xas .cuando estan. en la-forma:.normal ‘descompuesta.

fF
‘o
Lema 11 T es basicamente conexa si y sb6lo si cuanda est§ en la
forma normal descompuesta se verifica:
1) Hl es indescomponible,

2) si . # 0, re{2,...,m} la matriz

. ( Hrl‘HrZ ce. T (15)

r,r-1 )
es semlipositiva y si Hr = 0, (15) carece de filas de

ceros.

Demostracibdn

Si Iy fuera nula, para cualquier ieX(l) no existirfa un
jeN tal que j-+i. Luego N no seria bdsicamente conexa. Por lo tanto
si I es basicamente cénexa Hl es indescomponible y I(1l) constituye
un sector, Como I(l) es el Ginico conjunto de procesos capaz de ser
conectado con tod;s los demds procesos tiene gue ser el sector béa-
sico, Si Hr #0, re{2,...,m} y (15) fuera‘nula ningn proceso de
I(1) podria estar conectado con proceso alguno de I(r). En tal ca-
so, I(l) no serfia un sector bésico. Si Hr = 0 vy (15) tuviera una
fila de ceros ninglin proceso de I(1l) podria estar conectado con el
proceso de I(r) correspdndiente a la fila de ceros y, nuevamente,
I{(1l) no seria un sector b&sico.

Para la implicacién reciproca demostraremos por induc-
cién sobre r que para todo jeI(l) y todo ieI(r), j=+i, r=2,...,m.
Por 1), I(1l) es fuertemente conexo. Si H2 # 0 se tiene H21 # O por

2). Luego existen jeI(1l) y ieI(2) tales que j»i. Como I(1l) y I(2)



son fuertemente conexos s« tiene que para todo jeI(l) y tédo jeXI (2)
se tiene j+»i. S1i H2 = 0, H21 no tiene fila alguna de ceros y enton

Tces para todo igI(2) existe un jeI(l) tal que j+i. Como I(1l) es
fuertemente conexo, para todo jeI(1l) y todo ieI(2) se tiene j-i.
Supongamos ahora que la afirmacién es vdlida para 2,3,...,r-1. Si

T # 0, (15) es semipositiva. Luego existen ke i;i I(s) e ieI(l).
tales que k-1, Por la hip&tesis inducfiva, para igdoajel(l) se tie
ne j+k. Como ademds I(r) es fuertemente conexo, para todo jsIgl)
se tiene j-»i. Si n. = 0, (15) nfltiene fila alguna de ceros. Luego
para todo ieI(r) existe un ke {aﬁ I(s) tal que k»i, Nuevamente por

S=

la hipb6tesis inductiva, para todo jeI(l) y todo ieI(r) se tiene

j+1i. QED.

Hemos visto que. cuando 1T es basicamente conexa Hl iden-
tifica al Gnico sector basico. Podemos ahora ahadir que cualquier
Hr # 0, r=2,...,m, identifica a un sector no-bdsico mientras que
si Hr = O todos los procesos de I(r) sdn no~-sectoriales.

Las propiedades de conexidad de una matriz no-negativa y
su correspondiente grafo orientado tienen gque ver exclusivamente
con la distribucidén de los elementos nulos y positivos de la mar
triz, No tienen nada que ver con la magnitud de los elementos po-
sitivos fuera del hecho de que son mayores que cero, El Teorema de
Perron-Frobenius para matrices indescomponibles nos asegura que si
I es indescomponible entonces tiene un vector dominante finico y po
sitivo y su raiz dominante es positiva; A nosotros nos interesa
relajar el supuesto de indescomponibilidad para admitir la posible
existencia de mercancias no-bésicas. Pero seguimos interesados en
que II tenga un vector dominante y una rafz dominante positivos.
Pues en tal caso, como'partimos del Supuesto CP, estaremos en con-
diciones de aplicar la Proposicién 3, El Supuesto BC es suficien-
te para garantizar que domi>0 pues las raices caracterfsticas de

una matriz en forma normal descompuesta son las raices caracteris-

ticas de sus blogues diagonales! y como Hl es indescomponible se

! ¢fr. Maltsev 54, p.66.



tiene domHl>O (por T.A2(a)i. Luego domHigomHl>0.

—

Corolario 12 Si II es basicamente conexa entonces domll 0.

Sin embargo, el Supuesto BC no es suficilente ‘para garan-
tizar que II tenga un vector dominante positivo, Para ello, debe
imponerse una restriccién mas fuerte éue BC y que va pds alld de
las propiedades de conexidad pues impone una limitacién sobre }as

magnitudes relativas de las raices dominantes de los sectores de I.

Definicién Si Il es badsicamente conexa diremos gque es dominante-

mente basicamente conexa si cuando est& en la forma normal descom-

puesta se tiene domr[l>domns, s=2,...,m, En tal caso diremos que el

sector bésico es un sector basico dominante.

Supuesto DBC II es dominantemente b&dsicamente conexa.,

Teorema 13 Si @I es dominantemente b&sicamente conexa entonces:

a) T tiene un vector dominante de derecha finico (salvo
factor escalar) y positivo tal que si Il estd en forma
normal déscmmnesta)r p= t(gl,...,pM cada pS, s=2,..
..M, puede expresarse univocamente en funcién de los
DS que le preceden.

b) T tiene un vector dominanté de izquierda finico (salvo
factor escalar) q = (§t,...,3" tal que §i>0 y §5=0,

S=2, .4, ,Mm, , g

Demostracidn

a) Si Il estd en la forma normal descompuesta, por T.Al existe un

vector t(pl,...,pm)z-o tal que
Hlpl = (domI)p?t
1
M, p _+H2p2 = (domTl) p2 (16)
1 2 m-1 m _ m
Hmlp .+Hm2p‘ +...t Hm,m—lp + Hmp (domIl) p

donde domll>0 por el Corolario 12. Si en la primera ecuacién de (1€



tomamos pl=0 obtenemos sucecsivamente p®=0, s=2,...,m, de las res-
tantes ecuaciones y no oObtenemos un vector caracteristico. Si to-

Mamos p%#O, como II; es indescomponible, por T.A2(c) obtenemos pl= }

§l>0 donde pl es el vector dominante de derecha de m,. sinm, =0,
por el Lema 11 HZl no puede tener filas de ceros. Luego p2 =
(domH)—lnzl§l>0. Si II, es indescomponible, como dom II,<domll, la ma-

triz (domll)I - H2 es positivamente invertible (T.A2(e)).. Luego p2

= ((doml)I - Hz)_lnzlpl>0 vya que ,,>0 y p%>0 implican que H21§}
>0. Supongamos ahora que §l>0, p2>0,...7 pr"l>0: Si Hr = O la ma-
triz (1T

I ) carece de filas de ceros. Luego

rl Hr2 Y Tr,r-1
pf = (domm)~Y( m_,pl +...+ T pt~ 1) > 0.
_ ril s r,r-1 f
Shi M, es indescomponible tenemos
r - _ -1 =1 r—1

p ((domIl) T Hr) ( M.P~ +euot Hr,r-lp ) > 0

yva que ( Hrlﬁl +oo0t Hr’r_lpr“l) >0y doer<domH implican que
-1

((domIl) I - Hr) > 0O,

b) T tambi&én tiene un vector dominante de izquierda q=(ql,...,qn)

>0 que satisface

1 2 m — 1
m—1 m m-1 -
a Hm-l + q Hm,m—l (domll) g (17)
Qi = (domll) g™

Como domHm<domH Yy domHm es la rafz caracteristica maximal de Hm
la Gnica solucidn de lafltima ecuacién de (17) es g™=0. Sustitu-
yendo en las ecuaciones que le preceden obtenemos sucesivamente

qs=0, s=2,...,M. La primera ecuacién da q1=ql, el vector dominante

3

de izguierda de Hl. QED.
Del Lema 2 y de b) del Teorema 13 se deduce:

Lema 14 Si I es Casi - productiva y dominantemente b&sicamente

conexa entonces es productiva.

El siguiente Lema nos serd de utilidad para demostrar



la continuidad por la izquierda del vector de precios en r=R, !

“Lema 15 Si Il es casi~productiva y dominantemente b&sicamente

conexa entonces

lim (R-r)A(r) = (14R) pg .
r 4R -
qp
‘donde domj= y @ Yy P son los vectores dominantes de , de iz-

X
1+R . XY
quierda y de derecha, respectiwamente.

Demostracibn Por el Teorema 13 sabemos que qp(1+R) = P para un
p ﬁnicé y positivo. Luego por (9) se verifica que para todo re|0,R)

(R-r)A(r)p = (1+R)P. (18)
Luego (R-r)A(r)p estd acotado en [0,R). Como p>0 y A(r)>0 en |0,R),
B(r)=(R-r)A(r) permanece acotado cuando rt*R. Podemos extraer de
esta familia de matrices una secuencia convergente B(rm) tal que
B(rm)+B cuando rn+R, B es no-negativa ya que es el limite de una
secuencia de matrices no-negativas. Por (18) se tiene

B = (1+R)P. (19)

Como (I—(l+rn)H)A(rn)'= I se tiene (I—(1+rn)H)B(rn) = (R—rﬁ?I
Si hacemos tender r, @ R obtenemos en el lfmite (I-(1+R)I)B = O
por lo cual (1+R)IIB = B, Pero como p es el finico vector dominante
de derecha de I, B debe tener todas sus columnas proporcionales a
p. Como I y A(r) conmutan obtenemos anélogamente (1+R)BI = B.

Por el Teorema 13 b), I tiene un @nico vector dominante de izquier

da q. Luego B tiene todas sus filas préporcionales a q. Puede
pcnerse entonces B = pu = v donde u;(ul,;..,un) Y v=t(vl,...,vn);
Entonces para i=l,...,n se tiene §iu = viﬁ, o sea,'u = (vi/ﬁi)a.
Luego para i=1,...,n se tiene vi/ﬁi = ¢ (una constante) y u = cq.

Por ello B = pu = cpj. Sustituyendo en (19) obtenemos (cpq)p =
(cgp)p = (1+R)P por 1lo cual ¢= 1+4R y B = 1+R pg. Como esto vale
' ) ap ap

para cualguler secuencia B(rn), r>B la demostracién estd comple-

ta. QED.

' £1 Lema 15 estd basado en el Lema 15.8 de Schwartz 78. El Lema
de Schwartz es andlogo al nuestro pero estd enunciado para el ca
so en que Il es indescomponible. Su demostracidén, sin embargo, no
depende de la indescomponibilidad de N1 sino de que tenga un vec-
tor dominante positivo, Pero, como vimos, para ésto es suficien-

-te que | sea dominantemente b&sicamente conexa. Nuestra demos-
- tracibén sigue a la de Schwartz.
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Opservemos que 1omo g = (51,0,‘.‘,0) la matriz lfmite

B tiene la forma

- _ lal o ... o0 .
Lep | BT 0 L0
GIL| s
pgl o ... o0

Si T fuera indescomponible g serfa positivo (como p) .,y la matriz
B seria positiva.
La siguiente Proposicién constituye'el principal resul-

tado de este Capitulo.

Proposicién 16 Si @I es casi-productiva y dominantemente bésica-

mente conexa entonces existe un intervalo no-trivial |0,R| tal que
para todo r en |0,R|, si los'precios vy el salario se expresan en
términos de cualgquier numerario, la ecuacidn

Mp(l+r) + w = p, r>0, 2>0 (2)

tiene una solucidén (p(r),w(r)) vy

a) p(r)>0 y w(r)>0 en |0,R); p(R)=p>0 y w(R)=0,

b) p(r) y w(r) son inicos en |0,R],

c) si p(r) se particiona segGn la forma normal descom-
puesta de I, p(r) = t(pl(r),...,pm(r)), cada pS(r),
s=2,...,m, puede expresarse univocamente en términos
de w(r) y los pS(r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en |0,R|,

L4

e) p(r) vy w(r) son continqas en |0,R

+

Demostracidén Por el Teorema 13, 11 tiene un vector dominante de

derecha positivo p. Luego obtenemos directamente a)-d) de la Pro
posicibn 3. Como p es {inico es posible convertir a b) y c) de la
Proposicién 3 en b) y c¢) de la Proposicibén 4, De tal modo a) y b)
quedan demostrados. Por el Teorema 13 y el Lema 14 vale (6). Si

II se pone en la forma normal descompuesta (2) se conviente en



Hlpl(l+r) + shw = pl

(11 pl + 1 p2)(l+r) + 2%y = p2 (18)
21 2
1 m—-1 m =
,(Hmlp +ooot Hm,m—lp + I p ) (L4r) + My p
donde & = Et(el,...,2™ y re|0,R|. Si w=0, por el Teorema 13 se

tiene r=R y p(R)=p = t(ﬁl,...,ﬁm) donde p(R) es finico y positivo

Si w>0, obtenemos de la primera ecuacién de (18) (T.A2(e))

pl(r) = (1-(1+n)my "Telwin) = a) (o) elw(x) -(19)
para re|0,R). Como doml= 1 domnsf s=2,...,m, podemos obtener
1+R

sucesivas expresiones para pS(r), s=2,...,m, re|0,R) a partir de

las ecuaciones 2,...,m de (19). En general, se encuentra que

s = 1 s-1 S (
p=(r) As(r)Iﬂglp (r)+...+HS,S_lp (r)) (1+r) +25w(r) | (20)
s=2,...,m. Si elegimos como numerario a la i-ésima mercancia ob-
tenemos de (8)
w(r) = 1 (21)
Air)il :

que es obviamente continua en |0,R). Si calculamos la forma par-
ticionada de A(r) qué corresponde a la forma normal descompuesta
de N, por el hecho de que I es dominantemente bisicamente conexa
y productiva veremos que la primera columna de bloques de A(r) e
positiva y estrictamente creciente en |0,R| mientras A(r) es, pc
(9), no decreciente. Ademds, la primera columna de bloques tiene
al factor matricial Al(r) en cada bloque y, por lo tanto, cada

blogue tiene uh polo en r=R.! Por lo tanto, w(r) es estrictament
decreciente y tiende a cero cuando r+R. Como w(r)=0 esto Gltimo

demuestra que w(r) es continua por la izquierda en r=R.
it

Es evidente que p(r) _ A(r)f es continuo en |0,R).
er&i Airiiz
Para demostrar que es.continuo por la izquierda en r=R obsérvese
que p(r) _ p(r) gp(xr) y que
P(r)i gp (r) P(r)i
gp(r) = gA(xr)w(r) = 1+R glw(x).
R-r
Luego por el Lema 15 se tiene
lim p(r) _ lim (R-r)A(r)% _ p
r+R r+R (1+R) G4 ap

qp (r)

! La demostracifén detallada de las afirmaciones precedentes sobr
A(r) pueden encontrarse en la Seccibén 4 del Capitulo II.



lim gp(x) lim (1+R) g

= = 4P
r+R p(r)i r 'R (R—r)A(f)iz Ei
de modo que
limp(r) _ PAp _ P op,

r+R p(r) ; -— = =

Observacidn Mediante una sencilla demostracién por induccién puede

comprobarse que la Proposicién 16 vale aun si en (2) ponemos merament.

1

£7>0. Como I; es indescomponible, A, (r)>0 en |0,R). Lue€go, por (19),

se tiene pl(r)>0. Supongamos que (pl(r),...vps—l(r))>0. Si HS=O; se

tiene en (20) As(r)=I pero (por el Lema 11) (I I I

sl "'s2 **° s,s~l) ca-

rece de filas de ceros por lo cual resulta ps(r)>0. En cambio si Hs

es indescomponible se tiene As(r)>0 y (I n eooll

sl "'s2

cual nuevamente resulta ps(r)>0. Por otro lado, como A(r) tiene una

s,é~l) > 0 por lo
primera columna de bloques positiva, estrictamente creciente y con un
polo en r=R siguen valiendo la positividad de w(r) en |O,R) Yy ‘su ca-
rdcter estrictamente decreciente y continuo en |0,R| (como se ve en
(21)).

Hasta ahora hemos visto que el supuesto de que II es, a-
demds de b&sicamente conexa, también dominantemente bdsicamente cone-
xa es suficiente para obtener todas las propiedades de la solucién
de (2) que buscdbamos. Ahora veremos que, reciprocamente, la domina-
cidén del sector bdsico es también necesaria. En particular, tal domi-
nacién es necesaria para que los precios sean todos positivos para ni
veles (no-negativos) suficientemente bajos de w(r).

Tomemos un sistema bé&sicamente conexo y casi-productivo

formado por un sector bésico y un sector no-bisico. Hemos visto que

el Supuesto CP asegura que 0<domli<l (por (11")) y que el Supuesto BC
asegura que domll>0 (Corolario 12), Luego podemos poner domHi= T%ﬁ ’
i

i=1,2, donde O;Ri<+w, i=1,2. Si el sector basico es no-dominante se

tiene domll,<domll,, o sea Ri2R,. (2) se convierte en
Hlpl(1+r)-+ glw = pt (22)
(07 + Tp?) (14r) + 2w = p% (23)

Si w>0 obtenemos

pl(r) = A, () 2lw(r)>0 en [0,R))



, |
P (x) = A, (x) (,pt(r) (1+r) + L% (x))>0 en [0,R,). (24)

Adémds, si en r=Rl tomamos la solucién no-trivial de (22), tenemos
1 -1

p (R;) = p >0 con w(R,)=0. Luego pl(r)>0 en |0,Rl|. Por ello, y por

el hecho de que H21 carece de filas de.ceros (lema 11l), se tiene

1
m,p >0 en |0,Ry

. Luego se obtiene de (23)

p”(r) (1+r) < p2(r) en |0,R (25)

l|' 22t

desigualdad que se verifica, en particular, en |R2,R

11 Como H2 es
indescomponible, tiene un vector dominante de izquierda §2>0. Por (24)
pz(r)>0 en ]O,R2). Si fuera ademés p2(r)10 en |R2’R1|' premultiplican-

do (25) por &2 obtendriamos

1 -2 1

2, -2 2 -2
I¥§2 gp(r) =g I,p (r) < T+ &

p?(r), @p°(x)>0, re IRy, Ry |

lo cual implica la contradiccién r<R2, r;Rz. Por (23) también es ob-
vio que'bz(r) nc puede ser el vector nulo. Por otro lado, si para
w(Rl)=O hubiéramos tomado la solucidén trivial de (22), tendrfamos la
solucidn (0,52) (donde 52 es el vector dominante de derecha de Hz).
Esta solucidn no es admisible por razones econSmicas. Pues debe con-
siderarse al sector b&Sico como una parte fundamental de la economia,
en cuyo caso dificilmente pueda aceptarse que sus productos sean to-
dos libres.

Observemos que las mercancias no-sectoriales no pueden
ser las que impidan la dominacién del sector bédsico ya que si Hi=0,
domHi=O<domHl=domH. Luego s6lo los sectores‘no—bésicos son relevantes
para comprobar la necesidad de la dominacién del sector b&sico. El a-
nidlisis que se hizo para el caso de un secto? no-bisico puede eviden-
temente generalizarse al caso de un sistema formado por un sector ba-
sico no-dominante y miltimples sectores no-bdsicos y procesos no-sec-—
toriales. Pero para demqstrar el cardcter necesario del supuesto de
dominacién del sector b&sico en un sistema con un n@imero finito arbi-
trario de mercancias podemos contentarnos con el hecho de gue tal su-
puesto es necesario en el caso de s6lo dos sectores.,

El an&lisis precedente nos permite reemplazar a la Pro-



posicidn 16 por una mids fuerte:

—

Proposicidén 16 8i Il es casi-prodﬁétiva y bé&sicamente conexa, enton
ces que Il sea, ademds, dominantemente b&sicamente conexa es condicién
necesaria y suficiente para que exista-un intervalo no-trivial |0,R]|
tal que para todo r en [0,R|, si los preoios y el salario se expresan
en términos de cualguier numerario y II estd en la forma gérmal descom
puesta, la ecuacibn
Hp(l+;) + 8w =p, ~'r20, £7>0 (2')

tiene solucidn (p(r),w(r)) vy

a) p(r)>0 v w(r)>0 en |0,R); p(R)=§>O y ka)=0,

b) p(r) y w(r) son finicos en |0,R]|,

c) sl p(r) se particiona segfin la forma normal descom-
puesta de T, p(r) = t(pl(r),‘..,pm(r)), cada p° (),
s=2,...,m, puede expresarse univocamente en férminos
de w(r) y los ps(r) que le preceden, |

d) w(r) es estrictamente decreciente en ]Q,R|,

e) p(r) y w(r) son continuas en |0,R].
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5. Interpretacidn econdmica del Supuesto DBC

—

A primera vista el supuesto de la dominacién del sector
basico puede parecer arbiﬁrario ya que si se mira al modelo en su as-
pecto puramente formal cuesta imaginar por qué debe ser la rafz domi-
nante de Hl mayor qgue la de cualquier otra HS, s=2,...,m}ude la forma
normal descompuesta de II. Si se toma en cuenta la interpretacién eco-
ndmica, sin embargo, aparecen argumentos que tornah a tal supuesto
bastante realista. Aun asi, el realismo del supuesto en cuestidn es
discutible y susceptible de ser contrastado empiricamente. Nosotros
nos limitaremos a exponer algunos argumentos que podrfan servir para
justificar la utilizacibn del Supuesto DBC.

En primer lugar, si se toma a los conjuntos fuertemente
conexos dé mercancias de una economia real habr& una marcada dispari-
dad en la cardinalidad de dichos conjuntos. Mientras el conjunto de
las mercancias bésicas tendr& un elevado nlmero de elementos los con-
juntos fuertemente conexos de mercancias no-bésicas consistir&n nor-
malmente en pequenos grupos, muchas veces unitarios, de mercancfas
que o son utilizadas directamente en su propio proceso productivo, o
lo son indirectamente a través de pequenas cadenas de procesos. '

La mayor parte de las mercancfias no-b&sicas seré&n mer-—
cancfas no-sectoriales. Las mercancias no-sectoriales pueden, a su
vez, clasificarée seglin que sean o no bienes ge consumo puro. Los
bienes de consumo puro no son utilizados,comé medio de produccién en
ningQn proceso. Luego en la matriz II es fdcil individualizarlos ya
que corresponden a las columnas de ceros.' Las restantes mercancfas
no-sectoriales son mercancigs no-bésicas que no son utilizadas ni di-
recta.ni indirectamente para su propia produccién aunque si son uti-

lizadas como medio de produccién en alglGn proceso no-b&sico. Con res

! Obsérvese que mientras el Supuesto BC implica al Supuesto C, o sea,
que JI carece de filas de ceros, admite la existencia de columnas
de ceros. La indescomponibilidad, en cambio, excluye tanto a las
filas como a las columnas de ceros.



pecto a estas dos fltimas catwegorfas que conforman al conjunto de
las mercancias no-sectoriales no hay dificultad alguna ya que las
matrices HS que les corresponden son nulas y, por lo tanto, domHs=0
<domHl. Luego ;a cuestidén del realismo del supuesto de dominacién
del sector bdsico solamente surge con respecto a los conjuntos fuer-
temente conexos de mercancias no-bdsicas, o sea, los sectores no-bé-
sicos. Y

Por otro lado, la raiz dominante de una matriz indes-
componible de insumo-producto constituye una medida de la proporcidn
en que las mercancias representadas son necesarias en su propia pro-

duccidén. En el caso de una matriz de 1x1, m;ir €sto es asi por defi-

nicién (de .. a gque domrt s ; T .
( 11) ya q 11 = "11, Para el caso de una matriz de

nxn, n>1, podemos considerar dos casos. Si la produccién de las mer-

cancias que corresponden a HS es proporcional al vector dominante

S

de izquiérda (positivo) de Hs' a”, domHS nos da una medida exacta de

la proporcidn entre la utilizacidn productiva de la produccién bruta

y la produccidén bruta misma ya que para todo icN se tiene

s i
domll¢ = 4 (Hs)

q i »
En general, para qs no proporcional a is, domHS constituye un prome-

dio ponderado de los cocientes q(Hs)i/qi va que puede ponerse

S =S s 1l _S=s S n .S=s

5 _97IgpT g ) * agpy a7 ()™ appy

omllg = S=s s B=S oo # s S=S '
q°p a}  da®p af  d°p

donde §S es el vector dominante de derecha gpositivo) de HS. Por e-
1lo domI[S puede con todo derecho tomarse como representante de los
cocientes q(HS)i/qi de todo el conjunto de procesos gue integran al
sector s. Por lo tanto, domHS constituye en general una medida de la
proporcidn en que los procesos correspondientes a HS utilizan como
medios de produccién a sus propios productos.

Los sectores no-basicos ‘constan de pocos procesos interrelacionados
gue reciben insumos del sector basico y cuyos productos pueden, a su
vez, servir de medios de produccién, pero en su maydr parte sirven

para el consumo final. En tal medida, cabe esperar gue los procesos
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de un sector no-basico consuran como medios de produecién una baja
proporcidén de su produccién bruta y, por ello, que domHS sea relati-
vamente bgja para los sectores no-b&sicos. El sector bdsico, en cam-
bio, esta comppesto por una gran cantidad de procesos interrelacio-
nados que requleren una gran cantidad de medios de produccién y cu-
yos productos sirven fundamentalmente como medios de produccién. En
tal medida, cabe esperar que el sector bésico consuma ingernamente
una elevada proporcién de su produccidn brutg, Yy, por tanto, que
domIIl sea relativamente elevada. -

Puede recordarse que en el tratamiento clasico de Marx
se descompone a la economia en dos grandes-gectoreszillamados respec-
tivamente I yv II, el primefo de los cuales produce medios de produc-
cidn y el segundo de los cuales produce objetos de consumo final. |
Cuando Morishima formaliza a la teorfa de Marx lo hace medi;nte una

matriz de la forma

Il 0

donde HI es indescomponible.? Se trata de un caso particular del de
Sraffa que incluye solamente al sector bédsico (en este caso HI) y a
los procesos (no-sectoriales) que producen mercancfas de consumo pu-
ro. Como HI es indescomponible se tiene,domHI>0. Luego si HII carece
de filas de ceros II es dominantemente basicamente conexa. El trata-
miento de Sraffa es mds general porque admite la posibilidad de que
existan sectores no-bdsicos y procesos no—sqétoriales gue no sean
productores de mercancfas de consumo puro. Aun asi, debe entenderse
que la gran particién al estilo de Marx entre los 'sectores' I y IT
ée reproduce aproximadamente en el caso de Sraffa en la particibn
entre el sector basico (en nuestro sentido técnico de 'sector') y.el
conjunto de 1los procesos no-bédsicos. Mientras el sector basico agru-
pa fundamentalmente a los procesos productores de medios de produc-
cién los procesos no-basicos constituyen fundamentalmente procesos
productores de mercancias de consumo final. Es por eilo gue los sec-

tores no-bdsicos son seguramente no-dominantes.

1aqui usamos la palabra 'sector' en el sentido no-técnico de 'con-
junto de procesos’',
*? Cfr. Morishima 62,3, Capitulos 1y 2,
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Podemos concluir esta seccién con un resumen de la cla
sificacidn que hembs efectuado de los procesos (y mercancias) a lo
laféo de este capitulo seglGn las propiedades de conexidad de la ma-
triz de insumofproducto. Suponemos que Il es b&sicamente conexa y que
las mercancias ya han sido renumeradas de modo tal que Il estd en la ,
forma normal descompuesta. Luego Hl es iqdescomponible y las Hs,
s=2,...,m, son o indescomponibles o nulas (Lema 11). Los‘procesos

correspondientes a Hl son bésicos y constituyen el sector bisico;:

los restantes procesos son no-bésicos, Los procesos no-bisicos co-

rrespondientes a HS indescomponible (s#1) constituyen los sectores

no-bédsicos. Los procesos no-bésicos correspondientes a HS=O (s#1)

son no-sectoriales. Los procesos no-sectoriales a los cuales les co-

rresponde una columna nula de 1T son productores de mercancias de con-

sumo puro. Los restantes procesos no-sectoriales son productores de

mercancids que no son de consumo puro. La clasificacién se resume en

el Cuadro I,

CUADRO I
Procesos bé&sicos Procesos no-basicos
ieI (1) . ie N~I(1)
Sector basico Sectores no-bésicos Procesos no-sectoriales
4
O, = (m,.). . _ . - _
1 ij’i,deI (1) O%HS = (ﬂij)i,jeI(s) 0 HS = (“ij)i,jEI(s)
(s#1) (s#1)
Productores de mer- Productores de mercan-
cancias de consumo cfas que no son de con
puro SUmMO puro

5/ 13 =0 i/ M3 % 0



6. Referencias a la literatura

LR—

_En su libro (82.3) Sraffa s6lo supone que existen
mercancias bésicas. Esto equivale a nuestro supuesto de que II es
b&dsicamente conexa. Por lo que vimos al final de la Seccién 4 debe
admitir, entonces, la posibilidad de enéontrar precios pegativos pa
ra ciertas mercancias no-bisicas y ciertos Yalores (elevados) de r.
En su Apéndice B trata el caso sencillo de un sector no-b&sico comy
puesto por un Gnico proceso cuya raiz dominante es superior a la del
sector bdsico. En su articulo sobre el libro de Sraffa- (66), Newman
sugiere la posibilidad de utilizar el Teorema 6 de Gantmacher (31)
sobre matrices descomponibles para obtener condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de un vector dominante positivo. En
su articulo, sin embargo, Newman prefiere suponer la indescomponi-
bilidad de‘H, 0 sea, abndonar a las mercancias no-bdsicas, debido a
que no encuentra interpretacién econfmica convincente para las con-
diciones de Gantmacher. En un intercambio de cartas con Sraffa, sin
embargo, éste lo convence de que existe una interpretacién econémi-
ca plausible.!

Gantmacher no impone restriccidn alguna sobre la ma-
triz que reduce a forma normal descompuesta. Por ello, su forma noxr
mal es mids general que la nuestra ya que admite la posibilidad de
que existan bloques totalmente desconectados.entre si. Su forma nor

<

mal tiene la forma

I, 0 ettt O
0 Ty *
. . . . (26)
0 v.... 0 ...0 T 0
g
Tge1,1 . Tge1,2 oo+ Tgaa 0
® @& ® & ¢ & 5 & 8 % S 4 &4 ¢ ° 8 % & & & e . 9 & - . 0
o Mg oeellpg veeveeens I

! ¢fr. el Apéndice a Bharadwaj 8.
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donde Hl""’nm son indescomponibles (en el sentido de Gantmacher) y

(I i ) >0, r=g+l,...,m (27)

rl """ “r,r-1" =

——

(va que si para alglin r esta matriz fuera nula se tendrfa re{l,..,qgl}).
Debe advertirse que la definicién de indescomponibilidad que da Gant-
macher (y que es la m&s utilizada) difiere de la nuestra en que una
matriz de 1xl se considera siempre indescomponible (sea o no sea nu-
la). De tal modo, en (26) cada T, re{l,...,m}, puede se;'o indescom-
ponible (en nuestro sentido) o una matriz nula de.1lxl. Pues cuand6 en
nuestra forma normal descompuesta se tiene Hr=0, Gantmacher prosigue
particionando a Hr tomando los ceros de 1x1 de su diagopal principal
como blogues indescomponibles. Esto implica que cuando en la parti-
cibén de Gantmacher se tiene Hr=0, re{a+1l,...,m}, Hr es de 1x1 y la co-
rrespondiente matriz de (27) tiene una Gnica fila.‘Adoptemos para lo
que sigug la forma de particionar de Gantmacher pero mantengamos nues-—
tra definicidén de indescomponibilidad.

Las condiciones necesarias y suficientes dé Gantmacher
para que II tenga un vector dominante (de derecha) pos;tivo son

1) domll = domHS, s=1,...,9,

(28)

2) domll > domHS, s=g+1,...,m.
Evidentemente, cuando no se admiten bloques totalmente desconectados
entre si se tiene g=1. En particular, si se supone gue existe algln
proceso basico no pueden haber bloques totalmente desconectados entre
sf. De tal modo, cuando se especifica que g=1, las condiciones de
Gantmacher se reducen a nuestro Supuesto DBC. Pues (28) implica que
Hl es indescomponible mientras que (27);'(28)'y el hecho de gue cuan-
do Hr es nula la correspondiente matriz de (28) tiene una Gnica fila,
implican conjuntamente a 2) del Lema 11. De modo que los supuestos de
Gantmacher en el caso g=1 implican gque Il es DBC. Es interesante sena-
lar gue aun en el caso general las condiciones de Gantmacher, siendo
condiciones que atanen a-las magnitudes relativas de los elementos po

sitivos de una matriz no-negativa, implican cierta propiedad de cone-

xidad que puede considerarse una generalizacifén del Supuesto BC.

Definicidn El conjunto N={1,...,n} es multi-bdsicamente conexo (MBC)




Si existen subconjuntos disjuntos y fuertemente ConeXOS'Bl,...,Bé:ZN

: g9

tales que para todo ieN existe algGn je | J Br tal gque j estd conecta-
: r=1

do con i. Se dice que II=(w,.) es MBC si N lo es.

ij " i,jeN -

Lema 17 I es MBC si y s86lo si cuando estd en la forma normal descom-

puesta (26), I .,Hg son indescomponibles.

17

Definicibn >0 es una matriz de Gantmacher si cuando ggtd en la for-

ma normal descompuesta (26) se verifica (28).

Lema 18 Si II es una matriz de Gantmacher, entonces es MBC,

Teorema 19 (Gantmacher) II es una matriz de Gantmacher.-si y sélo si

tiene un vector dominante de derecha positivo p. Si Il estd en la for-
-ma normal descompuesta (26), entonces 5 = t(ﬁl,...,ﬁg,§g+l,...,§m) |
donde §r, r=l,...,g) es el vector dominante de derecha (positivo y G-
nico) de Hr. Si ]I es una matriz de Gantmacher suas vectores dominantes
de izquierda son las combinaciones lineales de los vectores (51,0,”,0)
(0,62,0,...,0), ...,‘(O,...,O,ag,O,...,O), donde ar’ r=1,...,9, es el

vector dominante de izquierda (positivo y Gnico) de Hr.

]

Zaghini (90) reafirma la importancia de las mercancfas
no-bédsicas y observa que ellas incluyen a la mayorfa de los bienes de
consumo. Consecuentemente, argumanta a favor del sentido econémico de
las condiciones de Gantmacher. Cuando hay un grupo de mercancfias no-
basicas interconectadas, ademds de la condicidén de viabilidad técnica
debe cumplirse una condicién de viabilidad econfmica (dada por las
condiciones de Gantmacher), p

Because on the other hand the rate of profit is, by hypothesis,
uni form in the system, the non-basic industries are compelled to accept the rate
of profit which has been independently determined in the group of basic industries.
The fact, however, that they must accept it, does not mean that they can accept it.
They can accept it 1f, and only Lf their structure satisfies condition (1).

Si bien el andlisis de Zaghini es correcto en lo fun-

damental, tiene algunos puntos débiles. No considera el caso més



general de las mercancias ro-sectoriales sino solamente la clase
especial que requiere s6lo mercancfias bisicas como insumos directos.
iﬁegé de demostrar que el precio de aquéllas debe ser positivo, en-
foca la atencién sobre los sectores no-bdsicos. De tal modo, cuando
en el Apéndice da el conjunto de supuestos sobre I, supone gque Hrl'
f=2,,..,m, son todas semipositivas. Esto implica que cada sector
no-bdsico contiene un proceso que tiene algfin insumo directo basico
y que todos los procesos no-sectoriales tienen un insumo directo
bésico. Esta condicidén no es necesaria va que los sectores no-b&si-
cos y los procesos no-sectoriales pueden tener s6lo insumos bé&sicos
indirectos a través de otros procesos no-bédsicos. Para percatarse
de esto, sin embargo, es necesario considerar explficitamente un mo-
delo con él menos dos grupos de mercancias no-biasicas. Zaghini, en
cambio, s6lo da ﬁna demostracién formal'para un modelo que tiene'gg
grupo de mercancias no-bdsicas.

Finalmente, Pasinetti (69.3) también retoma la suge-
rencia de Newman y se basa directamente en el teorema de Gantmacher
para demostrar que todos los precios son positivos. Como Zaghini,

Pasinetti supone innecesariamente que los bloques debajo de NI, son

1
semipositivos.
La nocién de matriz casi-productiva difiere levemente

de la de matriz semi-productiva wutilizada en Gale 30.4, Cap. IX.l.

Para Gale, A es semi-productiva si existe g>0 tal que gA<gq, lo cual

equivale a la condicibén de que existe g>0 tal que gA<g. La nociédn,
Sy -~

mds débil, de semi-productividad no es suficiente para garantizar
(junto con la existencia de un vector dominante de derecha semipo-
sitivo) que domA<l. Esto puede comprobarse tomando

2 0

A = ' y q= (0,2),
0 1/2

(1/2)q y donde domA=2, Si A es casi-productiva,

it

que verifican gA
en cambio, se tiene O;domA;l, como demostramos en (1l1'). Es cierto,
sin embargo, que una vez que garantizamos que II tiene un vector do-
minante de derecha positivo, es suficiente pedir que II sea semi-

productiva para garantizar que 0<domll<l. Pues cuando p>0 las desi-
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gualdades (11") wvalen aun cuando q>0. Luego hemos demostrado una
proposicién mds fuerte que el Lema 2:
Lema 2' Si TI es semi~-productiva y tiene un vector dominante de

derecha positivo, entonces es productiva.
An&logamente, puede ponerse en lugar del Lema 14: !

Lema 14' Si 1T es semi-productiva y dominantemente b&sicamente co-

nexa, entonces es productiva.

Como en el texto ée supone que I tiene un vector dominante de dere-
cha positivo, sea directamente (Proposicién 3), sea suponiendo 1la
indescomponibilidad (Proposicién 3),0 sea suponiendo la conexidad
bdsica dominante (Proposicién 16) podrfamos habernos limitado a su-
poner que Il es semi-productiva y, por lo tanto, pedir s6lo g>0 en
(1) . Hemos preferido, sin embargo, excluir directamente a los pro-
cesos que no son operados a nivel positivo,

El Teorema 8 es bien conocido; Varga (84), por ejem-
plo, deja como ejerxrcicio para el lector la demostraci6én de su Teo-
rema 1.6: una matriz compleja de nxn es indescomponible si y s6lo si
su grafo orientado G(A)‘es fuertemente conexo. Véase también Nikai-
do 67.2, Cap.II, Lema 8.1, Creeﬁos, sin embargo,.que nuestra demos-
tracidén (si bien elemental) es nueva. .

La nocién de conexidad bdsica es nueva si bien esta
implicita en el supuesto de Sraffa de que existe alguna mercancfa
bédsica. La caracterizacidén de ese supuesto dada por el Lema 11 es
también nueva. La nocibén de conexidad b&sica dominante fue sugerida
por Newman (66) al referirse al Teorema 6 de Gantmacher (31). En

esa forma fue utilizada-por Zaghini (90) y Pasinetti (69.3).



Observacidén 1

- A lo largo de este capitulo hemos indagado a fondo
sobre ciertas propiedades de las matrices no-negativas a propésito
del modelo de Sraffa. En este modelo las cantidades producidas no
varfian por lo cual no es necesario hacer supuesto alguno con res-
pecto a si los elementos de la matriz T varfan o no cudfido varfan
las cantidades producidas. Cuando se permite la variacién de las
cantidades producidas y se adopta expliéitamente el supuesto de que
los elementos de Il éon fijos (en otras palabras: cuando se suponen
proporciones fijas entre los insumos y rendimientos constantes a
escala) se entra en el terreno del modelo de Leontief. Cabe senalar
que todos los resultados matemdticos que hemos obtenido con respec-
to a la matriz I en el contexto del modelo de Sraffa tienen validez
en el déntexto del modelo de Leontief, va que dichos resultados de-
penden exclusivamente del hecho de tomar una matriz de elementos fi-
jos. A los efectos de los resultados matemdticos sobre Il es irrele-
vante si la constancia de sus elementos se debe a que no admitimos
la variacién de las cantidades producidas (o consideramos un perifo-
do de tiempo suficientemente corto como para que los niveles de pro-
duccidn puedan tomarse como "dados") o0 a que se supone explfcitamen-

te que no varian al variar las cantidades producidas.
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APENDICE AL CAPITULO I

Sea AsR™®. 5i todos los elementos de A son no—-negativos

(positivos), escribiremos A>0 (A>0) y. diremos que A es no-negativa

(positiva) . 1 A>0 y A#0 escribiremos A>0 y diremos que A es semi-

positiva. An&logamente, si BeR™F

", A<B, A<B, A<B signifjcan B-A>0,

B-A>0, y B-A>0, respectivamente.

Definicibén

1) A es semipositivamente invertible si detA#0 y A~lzp,

2) A es positivamente invertible si detA#0 y A—l>0,

3) A>0 es productiva si existe un y>0 tal que yA<y, .

4) A>0 es descomponible si existe un subconjunto no-vacfo y propio

B=N={1,2,...,n} tal que si ieB y jeB® entonces aij=0’

5) A>0 es indescomponible si no es descomponible.

Teorema A.l1 (Perron-Frobenius) Si A>0, entonces:

(a) A tiene un valor caracteristico no—neéativo. Se llamari al ma-
yor valor caracteristico no-negativo de A rafz dominante de A
y se lo denotar&: domA.

(b) A tiene un vector caracteristico semipositivo correspondiente a
domA, o sea, existe un x>0 tal que Ax = (domA)x. Se llamard a
cualguier vector caracteristico tal, vector dominante de derecha

<
de A.

(c) domA = dom(tA). Llamafemos a la traspuesta de un vector dominan-
te de derecha de °A vector dominante de izquierda de A.

(d) Si A<B, entonces domA<domB.

(e) (pI-A) es semipositi?amente invertible si y sé6lo si domA<p.

(f) 8i (pI-A) es semipositivamente invertible, entonces

AS

s+1

z
=0 .p

S

converge a (p1-2) L.
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Teorema A.2 (Perron~Frohenius) Si A>0O es indescomponible, enton-

ces:

(a) domA>0. .

(b) A tiene un vector dominante de derecha positivo, o sea, existe
un x>0 tal gque Ax = (domA)x. El vector dominante de derecha de
A es Gnico,

(c) El vector dominante de derecha de A es el finico veetor caracte-
ristico no-negativo de A.

(d) si A<B, entonces domA<domB. -

(e) (pI-A) es positivamente invertible si y s6lo si domA<p.
Pueden encontrarse demostraciones para los dos teoremas
precedentes (con leves modificaciones) en Gantmacher 31, Nikaido 67.

o Woods 88.

Teorema A.3 A es productiva si y sélo si domA<l,

Demostracidn Sea y>0 tal que yA<y. Como yA>0, se tiene, en partic:

lar, y>0. Por el Teorema A.l existen domA>0 y x>0 tales que Ax =
(doma) x. Luego (domA)yx = yAxX < yx. Como y>0 y x>0, se tiene yx>0.

Luego, domA<l., Reciprocamente, por el Teorema A.l existen dom(tA);(

t

y x>0 tales que "Ax = (domtA)x; Como dom(tA) = domA se tiene (tx)a=

= (d@mA)(tx)<tx, lo cual demuestra que A es productiva,

<

Teorema A.4 A>0 es indescomponible si y s6lo si para todo par 1,jr

N={1,...,n} existe un entero positivo k tal que (Ak)ij>0'

El Teorema A.4 se demuestra en el texto como Corolario I.¢

Teorema A.5 Si A es.indescomponible y productiva y domA = T%ﬁ' R>(
1 .

entonces O<r<r'<R implica (I—(l+r)A)—l<(I—(l+r')A)‘ .

Demostracidn Por el Teorema A.4, para todo par i,jeN existe un en




tero positivo k tal que (1+r)k(Ak)ij<(l+r')k(Ak)... Como A es produc

1]
tiva, por los teoremas A.3, A.2(e) y A.1(f), se verifica:
- ~ (I—(1+r)A)“l =TI + (1l4+x)A + (l+r)2A2 + i,

de donde se deduce la tesis.



CAPITULO II -

La distribucidén del ingreso, las composiciones de costo y los

precios relativos.

1. La distribucidn del ingreso y los precios relativos

Siguiendo la tradicién ricardiana Sraffa analiza la influ
encia de la distribucién del ingreso sobre los precios. Observa que
la relacién entre el total de medios de produccibén (agregados segln
los precios) y el trabajo en cada industria es un factor clave pa-
ra la determinacidén de las variaciones de precios. Si aumenta el sa
lario; una industria con una gran proporcién de trabajo en sus cos=.
tos deber& probablemente aumentar su precio en relacién al de una
industria con baja proporcién de trabajo (suponiendo que los precios
siempre deben asegurar una tasa de ganancia uniforme para todas las
industrias). Pero dijimos "probablemente" porque es evidente que
no s6lo interesa la propérciéh del trabajo en los costos de las dos
industrias en cuestidn sino también las proporciones en las indus-
trias que las proveen y en las industrias‘que proveen a éstaé y asi
sucesivamente, ad infinitum. De modo que si nuestra industria con
una alta proporcién usa insumos que provierien predominantemente de
industrias con muy baja proporcién el efecto del aumento salarial
sobre los precios de los insumos (que "probablemente" los hard dis
minuir) puede més que compensar el efecto directo sobre su.costo
salarial. De modo que la variacién salarial puede ejercer una in-
fluencia muy compleja en los precios relativos.

Como % es el vector de coeficientes de trabajo directo
es evidente que

-1 2

A(0)2 = (T - 1) "2 =2 + I + ML + ...



es el vector de coeficientes de trabajo total. Como TA(0) = A(0)-IX
podemos ponexr
o A(0)% = £ + TA(0) 2R

y llamar a HA(O) vector de coeficientes de trabajo indirecto. ng

memos a los elementos de v = A(0)& los valores-trabajo de las mer

cancias respectivas. Luego si recordamos que p*(r) = A(r)f% es evi-
dente que ‘ st
p*(0) = v,
o .sea, cuando r=0 los precios medidos en términos del salario son
iguales a los valores-trabajo. Alternativamente, podemos poner
p(0) = vw(0)
y decir que cuando r=0 los precios (medidos con cualgquier numera-
rio) son iguales a los costos salariales totales (medidos con el
mismo numerario) .

Veremos que para re(0,R) los precios no siguen una regla
tan sencilla. Si expandimos A(r) en serie, como p(r) = A(r)iw, ob-
tenemos

p(xr) = 2w + (1l4r) 8w + (l+r)2H22w + i (1)

w davlos costos salariales directos necesarios para producir una
unicdad de cada una de las n mercancias. (1l+r)Ill&w da los costos sa-
lariales directos necesarios para producir los medios de produccién
que se necesitan para_producir una unidad de cada una de las n mer
cancias multiplicados por el factor (1+r) . A este término lo pode-

mos llamar primer estrato del costo salarial indirecto actualizado.

<

Luego (l+r)2H22w constituye el seqgundo estrato del costo salarial

indirecto actuwalizado, vy asi sucesivamente! De tal modo, hemos deg

compuesto a los precios en sucesivos "estratos" verticales de cos-
tos salariales actualizados segfin la tasa de ganancia.'®
Es posible descomponer a p(r) de otro modo que separa to-

talmente al costo salarial (directo e indirecto) de los sucesivos

! Debe advertirse que esta descomposicién es a-temporal. Todos los

"estratos" se refieren al mismo perfodo de tiempo: aquel perfodo
en que rige la tecnologia (I,2). Por ello el término "actualiza-
do" puede inducir a confusién pero lo hemos adoptado porque resul
.ta una forma sintética de expresar la multiplicacién por las po-
tencias sucesivas de (1l+4r).




estratos de ganancias, Como lIp(1+R) p>0 se tiene

A(0)TP(1+R) = A(0)p = i%B B

"de donde se desprende que domA(0)I]] 1/R. Luego para r<R

dom(rA(0)II) <1 y como

!

(T - (1+x)II) = (I - M) (T --rA(0)ID)
se tiene
A(r) = (T - ra(Om~ac0), .
Luego para re|o,R) | '
p*(r) = A(r)L = (I - rA(0)M~1a(0)2 = (T - ra(0) M) ~Lv.! si desarro

llamos en serie al operador (I - rA(0)T)~1 obtenemos

p*(r) = v + rA(0) v + r2(A(0)M)2%v + ...

(@}

p(r) = vw + rA(0)Tvw + r2(A(0) M) 2vw + ... (2)
Luego los precios de equilibrio son iguales al costo salarial to-
tal vw'mds una serie de términos cada uno de los cuales representa
un "estrato” de ganancia sobre el costo salarial total,? |

De (1) y (2), respectivamente, obtenemos dos expresiones

para los precios relativos:

Pi(r) &y + (I+D)TR 4 (1+r) 2128 + ... (1%)
p.(r) o
J L. 4+ (14r)I.8 + (l+4r) 2028 + ...
j ] j
p, (r) v, + r(A0) M v + r2(Aa0 M v + ... (2%)
pj(r) vy + r(A(O)H)jv + rZ(A(O)H)gy + e

donde puede apreciarse cuan compleja es la incidencia de las va-

L4
riaciones en r sobre los precios relativos.

! Esta igualdad da la célebre "transformacién de valores (-trabajo)
en precios"” de Marx para el caso de Sraffa (en que los salarios
no se anticipan). Cfr. Pasinetti 69.3 p. 140.

2 cfr. Schwartz 78, Leccién 4, pp.51-53 y Pasinetti 69.2.




2. El caso de igualdad en las composiciones de costo

—

Upa manera de comenzar a analizar la influencia de la
distribucibn sobre los precios relativos es fijando la atencién
sobre las proporciones entre medios de produccién y trabajo en ca-
da proceso. | et

M;p(xr) Hip*(r)'

Definicidn Sea ci(r) = Kiw(r) = 2; v r€|0,R) la composicibn

de costo del proceso 1i.

Lema 1 Si cl(f) = ... = cn(f) = &(f) para algfin £¢|0,R) entonces

) 1 i
% es vector dominante de derecha de Iy ci(f) = Rp-p para todo ieN,

Demostracidon  Como lip*(£) = c(£)8 se tiene TA(£)4 = A(£)IIR = c(f)2

Luego ML = c(£) (I - (1+£)M) L, o sea (1+(1+P)c(f))NML = c(£)2L. Luego
_ 1 =
c(®)

tiene £ + 1/(2) = R, o sea, C(£) = ﬁéf.

neg = (1+2+

2 por lo cual #=%. Ademds, como domll = I%ﬁ se

Lema 2 Si cl(f) = ... = cn(f) = c(¢) para algGn £e|0,R) entonces
cl(r) = ... = cn(r) = c(r) = ﬁéf para todo rel|0,R).

Demostracibn Por el Lema 1, %= &. Luego Ilp*(r) = NMA(r)¥ =

1+R » _ 1 = ‘

R=r ¢ T Rer v

Debido al Lema 2 podemos caracterizar a un modelo (I[,R)
particular como de "iguyales composiciones de costo" o "no-iguales
composiciones de costo" sin especificar el valor de r, o sea, sin
aludir a la distribucidn del ingreso. La igualdad de composiciones
de costo depende, entonces, (Gnicamente de la tecnologfa y se carac-
teriza matemdticamente por el hecho de que el vector de coeficien-

tes de trabajo directo es vector dominante de derecha de II. En este
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caso particular, la composicién de costo general de todas las in-

dustrias es una funcién estrictamente creciente de r en |0,R). Ve~

remos a continuacién que el caso de igualdad de composiciones de

costo puede caracterizarse de diversas maneras alternativas.

Proposicibén 3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para todo re|0,R), ci(r) = ..o = c (r) = E(r) = g

b) 2 es vector dominante de derecha de 1,

c) v-= A(0)2 es vector dominantec de derecha de I,

d) Para todo re|0,R), p(r) = B%é§L V.
e) Para todo re|0,R) y i=1,.,.,n, dinp¥ (x) = c(r).
dr

Demostracidn

a) => b)

b) => ¢)
c) => 4d)
d) => e)
e) => a)

Se demostrd una afirmacién més fuerte que incluye a esta
implicacién en el Lema 1,

Tenemos % = 2. Entonces

M7 o L LRy _ 1

v=alot = R TFR R T+RY"

L
1+R
l;R z v v = 1+R
_1

Tenemos v = v. Luego TA(0)2 = A(0)II2 = TéﬁA(O)K.

Premultiplicando por (I - 1) la Gltima igualdad se tiene

T = -+ T. Entonces p(r) = A(r)w(r) = %;% fw(r). Pero

1+R

Rw(x) =
R v

?. Luego p(r) = Rr .

R 1+R

Tenemos p*(r) = ReT e

. Luego
<

dp*(r) _ _14R 7. 1 14R % 1
dr (R—r)2 R~r R-r R-r

Como A(r) (I - (1+4r)71) = I se tiene

aa (r)

dA(r)
3 dr

_ 2
= A(r) “I.

(I - (14r)0) - A(r)I = O y por ello

dp*(r) _ dA(r)

_ 2 .
ar I 2 = A(r)“llt. Entonces si

Luego

p*(xr) se tiene A(r)2H£ = ﬁéf A(r) % por lo

dp*(r) _ 1
dr R-r

I - 1 *. = _i_ ED
cual A(r)IIL = NMA(xr)L = e L o sea, Ilp*(r) = R=T 2 .QED.



Luego en el caso particular de igualdad de composiciones
de costo los preéios son proporcionales a los costos salariales to
“tales para cualquier distribucién del ingreso entre salarios y ga-
nancias?! siendo Rc(r) el coeficiente de proporcionalidad. Esto im-
plica que los precios relativos son-constantes e iguales a los va-
lores-trabajo relativos. Adem&s, la variacifén porcentual de los
precios salariales con respecto a una'variaciéﬁ infinitesimal en r
es para todas las mercancias iqual a c(r).

Puede observarse que si Il estd en la forma no rmal des-
compuesta la proposicién 3 y los Lemas 1 y 2 valen no sb6lo para I
sino también para Hl Yy, en general, para

Iy 0 .... 0

Ty, Ty, 0
. . » rém-
) Mo, M, e.s I

! Obsérvese que debido a este hecho y al Lema 2 se verifica la pro
posicién de Marx de que si las composiciones de valor (que en
nuestros términos son las ci(O), i=1l,...,n) son iguales los pre-
cios de produccibén son proporcionales a los valores-trabajo.



3. El caso de no-igualdad en las composiciones de costo

—

En el caso general el panorama se complica considerable-
mente. Sean
N={1,2,...,n}

L(xr)

{1eN| cy(r) £ c;(r) vien} re|0,R) #

G(r) {geN] cglr) 2 c; (r) vieN} . re|0,R)

Para cada valor de r, L(r) y G(r) indicén las industrias con menor -
y mayor composicién de costo, respectivamente. Luego, por defini-
cién de ci(r) tenemos .

Mp*(r) < cg(r)ﬂ, geG(r) ' (3)
donde la igualdad se cumple para ieG(r); y

lp* (r) > cl(r)l, leL(r) (4)
donde ié igualdad se cumple para ieL(r). En el caso particular de
igualdad de composiciones de costo tendriamos L(r) = G(r) para to-
do re|0,R).

Como

dp*(r) _ dA(r)
dr dr

para re|0,R), ten iendo en cuenta (3) y (4) tenemos

2 = A(r)TMA(r)L = A(r)Ip*(r)} (5)

dp*(r) _ =

- A(r)IIp*(r) < cg(r)A(r)g = cg(r)p*(r), geG(r)

Ap* (1) _ a1y o _ \

—~ar = r)IIp*(r) > cl(r)A(r)2 = cl(r)p (r), leL(r)
o sea, ‘

cy(x)p*(r) < QB%%EL < cg(r)p*(r), ‘ leL(r), geG(r).

Luego tenemos la siguiente Proposicién

Proposici6n 4 Las derivadas semi-logaritmicas de los precios sa-

lariales con respecto a la tasa de ganancia esté&n acotadas inferior
y superiormente por las composiciones de costo minima y mixima,

respectivamente. Esto vale para cada r en |0,R). Formalmente, se

! En este caso y en lo sucesivo se sobreentiende gque en r=0 consi-

deramos la derivada lateral de derecha.



tiene

cl(r) < dlgif(r) < Cg(r), ieN, leL(x), geG(r), re|0,R). (6)

Otra manera de llegar a la misma conclusidén es obtenien-

Y . dlnp* (r) .
do una expresidn explicita para ——EEL_—_ en términos del vector
c(r) = Scy(r),...,c (r)). Como
c(r) = k—lnp*(r) _ @

donde & = diag(zl,...,ln), se tiene por (5)

dp*(r) _ A
_dr— = A(r) JLc(r) .
Entonces
1 dp*l 2 .
p¥(r) ey () Alr) ;¢ c(r), wvieN, (7)
Pi dr A(r) ;2
A(r)ijﬁi A(r) ;le .
Como ETET;@—_ >0y —KTETIT = 1, donde e = -(1,...,1), tenemos
*
a QQg%_i£l expresado como promedio ponderado de cl(r),...,cn(r),

de donde se desprende (6).

Es sencillo verificar que

Pj(r) d(Pi(r)/pj(r?) _ 1 dp, () 1 dpj(r) 3
§;T?T dr pi(r) dr pj(r) dr
) 1 dp?(r) _ 1 dpg(r) .
p;(r) —dr p?(r) dr

Luego de (6) se deduce que

lpj(r) d(p; (r)/p4(r)) geG(r)
p; (¥) dr < cglr) w3 ig%éf;)(g)

y se tiene el siguiente Corolario,

Corolario 5 El cambio proporcional en cualesquiera precios rela-
tivos al variar r infinitesimalmente es en valor absoluto menor o
igual que la diferencia méxima de las composiciones de costo de

todas las industrias.

Como en el caso de igualdad de composiciones de costo se

tiene L(r) = G(r) = N para todo relO,R), de (6) se desprende el
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punto e) de la Proposicién 3 y de (8) se desprende el hecho de que

los precios relativos son constantes, o sea,

——

d(p; (r) /pj (r)).

dr = 0.

Cuando no hay igualdad de composiciones de costo, para cada valor
de r, las composiciones mdxima y minima acotan a las derivadas se-
milogaritmicas de los precios salariales con respecto a r y la am-

plitud del "espectro" formado por las ci(r) acota a las derivadas

semilogaritmicas de los precios relativos.



4. La estructura de A(r)

—

Eé_poco lo que podemos agregar a las Proposiciones ante-
riores con respecto a la influencia de la distribuciédn sobre los
precios relativos, Para llevar el an&8lisis mis lejos necesitamos
estudiar mds detalladamente la estructufa de A(r). Recordemos que
por el Lema I.1ll sabemos que al ser Il basicamente conexa,cuando.es—'
td en forma normal descompuesta,l'[l es indescomponible, HS, s=2,..,Mm
es indescomponible o nula, y

(I I o I

s1 Ts2 ) ' (9)

s,s-1
es semipositiva si HS es indescomponible y carece de filas de ce-
ros si HS es nula (s=2,...,m). Por ser H‘casi—productiva y dominan
temente bdsicamente conexa sabemos ademés que

0 <domll; =domll<1, domll _<domll, , S=2,...,0. (10)
Sea B = (I - (1+x)II) y

Bl, 0 .o O
B B .
21 2 .
3 . l
B = L] . L] : (l )
Bml Bm2 PN Bm
Para r<R, donde domll= T%ﬁ’ B es semipositivamente invertible (T.A
1(e)) y, por su estructura triangular en blogues, para los bloques
de la diagonal principal se tiene (B_l)S = (BS)_l, s=1l,...,m, mien

tras que s6lo hay ceros por encima de la diagonal principal de blo
ques. Por (10), las matrices By = (T - (l+r)Hs) para las cuales HS

es no-nula son positivamente invertibles (T.A2(e)):

-1 _ _ -1 _
(BS) = (I (l+r)HS) = As(r) > 0
mientras que BS—l = As(f) = I cuando HS = O. En particular, se tie
ne (Bl)“l = A,(r) > 0. Luego podemos poner
Al(r) O . . O
-1 %21 - B : (12)
B = . . . .
X1 X 2 «en A(r)




Procederemos a ¢omostrar por induccién que la primera co

-1
1
= A,(r)_ > O. Supongamos ahora que‘XZl""’Xs—l,l son también posi-

lumna de blogues de B"1 es enteramente positiva. Ya vimos que B

tivos. Si multiplicamos la fila s de bloques de (11) por la prime-

ra columna de bloques de (12) obtenemos

BSlAl(r) + B Xy F ol les_lxs_l'l + BsxSl =0
de donde “@t

%51 7 —Bs—l(leAl(r)+Bs2X2i+°"+Bs,sjlxs—l,l)' (13}
Como BSr = —(l+r)'T[Sr para s>r, (13) se‘transforma en

X1 = (l+r)As(r)(HslAl(r)+H52X2l+'"+Hs,s-LXs~l,l)' (14)
Si As(r) > 0, como (9) es semipositiva y (Al(r)’le”"'Xs—l,l)>o
se tiene XSl > 0, Si As(r) = I, como (9) carece de filas de ceros

vy (Al(r)’x2l""’xs—l,l) > 0 se tiene nuevamente Xsl > 0,

Como B—l = A(r) =71 + (l4+4x)TT + (l+r)2T[2 + ... para re

|0,R), A(r) es no-decreciente en |0,R). Como II, es indescomponible

1

Al(r) es positivo y estrictamente creciente (T.A5). Por (14) se
tiene

le = (l+r)A2(r)RZlA1(r)

(l+r)A3(r)(H (r) + I

3181 32%21)
+ (l+r)ﬂ32A2(r)H21)Al(r)

31

(l+r)A3(r)(H31

L I R A O I Y S S B S A IR ST I R S S 2R B S I S T K I T AT WY SR W ¥

Es fdcil demostrar por inducciédn que todos los bloques de la pri-
mera columna de A(r) tienen a la derecha ?l factor matricial Al(r).
Como dichos bloques son positivos y A,(r) es estrictamente crecien
te los blogues de la primera columna de A(r) son estrictamente cre
cientes en |O,R). Ademas, como Al(r) tiene un polo en r=R, también
lo tienen todos los bloques de la primera columna de A(r).

Si multiplicamos la tercera fila de blogues de (11) por

la segunda columna de.bloques de (12) obtenemos

Az(r) + B_X = 0

P32 3%32

de donde

3_1B32A2(r) = (1+r)A3(r)H32A2(r).

De aqui se desprende que si A3(r) =716 A2(r) = I, X5, puede tener,

X35 = ~B



a la vez, elementos nulos y elementos positivos aunque nunca tiene
mas elementos nulos que ng. Si A3(r) Yy Az(r) son positivos, en
cambio, X5, €8 0O bien positivo (si I%ZEQ) o bien nulo (si 152=O).
S1i no hay mercancias no-sectoriales las As(r), s=2,...,m, son to-
das positivas. En ese caso es sencillo.demostrar por induccién que
todos los bloques de A(r) son o bien posit;vos o bien nulos. Pero,
como recién vimos,cuando existen mercanefas no-sectoriales A(r) pue
de tener blogues estrictamente semipositivos (o sea, semipositivos
y no-positivos). Por ello, la existencia de mefcancias no-sectoria-
les complica considerablemente ta estructura de A(r).

Resumiremos nuestras conclusiones sobre la estructura de'

A{(r) en el siguiente Lema:

Lema 6 Si Il es casi-productiva y dominantemente b&sicamente co-
nexa existe A(r) = (I - (l+r)n)"l para r€|0,R) donde domH=I%§,R>O,

Ademds, si se pone a II en forma normal descompuesta y se particio-
na a A(r) del modo correspondiente se tiene:
a) Al(r) > 0,

b) Para r=2,...,m,'AS(r) > 0 si Hs es indescomponible y

= i 1T
As(r) I si g ©s nulo,
> = = .
c) Asl(r) 0, s=2,..4,m, V Asr(r) 0 para s<r,
d) Asl(r), s=1,2,...,m, es estrictamente creciente en

< -

|O,R) y tiene un polo en r=R,
e) Si no:hay mercancias no-sectoriales, para s>r>1,

> i > = i =
(r) 0sill__>0yA, (r) 0 si T 0.

sr r-

f) Si hay mercancias no-sectoriales, para s>r>1, Asr(r)

puede tener elementos positivos y nulos a la vez.

Observacidén 1

Los puntos h) y f) del Lema 6 papecen contradecir -

algunas afirmaciones que se encuentran en Dorfman, Samuelson y So-

low (27) (pp. 257-60). Allf se afirma que todos los blogues en la. .



diagonal principal son positivos y que los bloques debajo de la dia

gonal principal que no estén en la primera columna (en nuestra no-

tacidén)_son o bien positivos o bien nulos. El origen de estas dife-
rencias reside en el hecho,ya observado por nosotros (supra, p.37),
que muchos autores definen la indescomponibilidad de modo tal que
cualquier matriz de 1x1 resulta indescomponible (sea o no sea nula).
En tal caso, cuando se tiene un bloque'nulo en la diaggnal, dichos
autores particionan a I tomando los ceros_(de 1x1) de 1la diagonal
principal del blogque nulo. En tal caso; se tiene siempre bloques
'indescomponibles' (algunos de los cuales pueden ser OeRle) en la
diagonal principal de la forma normal descompuesta de II. Entonces,

L se tiene As(r)=(1—0)—l=l, o sea, una matriz posi-

cuando HS=O€R1X
tiva. De modo andlogo, puede comprobarse que,si se particiona'a Il
de tal manera,los bloques que no estdn ni en la diagonal principal
ni en’ la primera columna son o bien positivos o bien blogques nulos
de 1x1. La‘diferencia entre las afirmaciones nuestras y las de Dorf
man, Samuelson y Solow parecen basarse, pues, en la diferente mane-
ra de tratar el caso trivial de una matriz de 1x1 y la consecuente
diferencia en la manera de particional a I,

No obstante, esta cuestién no estd del todo clara en
la mencionada obra yva que los autores aparentemente definen la in-
descomponibilidad de un modo andlogo a nuestra conexidad fuerte:

The system is fnceoomposable so that each pair of indusiries is di-
rectly or indirectly in a two-way connectﬁon (p.‘255).
Si esta afirmaciéﬁ incluye a los pares del tipo (i,i), entonces
una matriz nula de 1lxl no serfa indescomponible. Y si se define a
la descomponibilidad como la no-indescomponibilidad, una matriz nu-
la de 1x1 resultaria dgscomponible como lo es en nuestra manera de

definir la descomponibilidad.



5. El caso de igualdad de composiciones de costo para los procesos

basicos.

Supongamos que las composiciones de costo de los procesos
b&sicos no son todas iguales. Por el Lema 2 sabemos que si esto o-

curre para alglin re|0,R) entonces ocurre para todo re|p,R).! Por
*

dani(r) )
dr

y, por el hecho de que la primera columna de bloques de A(r) es po

(7),

ieN, es un promedio ponderado de las ci(r), ieN,

sitiva, las ponderaciones correspondientgs a los ci(r), ieB son po
sitivas en |0,R). De esto podemos deducir que cuando no hay igual*
dad de composiciones de costo para los procesos bésicos se tiene
en (6) desiqualdades estrictas.

Supongamos ahora que los procesos b&sicos tienen igualdad

de-coﬁposicién de costo para un cilerto re|O,R) y gque esta composi-
S *
dani(r)
dr

rado de las ci(r), ieN y como las ponderaciones son positivas para

cién no es ni minima ni mé&xima. Como es promedio ponde-

ieB, obtenemos nuevamente desigualdades estrictas en (6) para este
‘valor particular de r. |

Nos queda, por ltimo, el caso en que hay igualdad de
composiciones de costo para los procesos bésicos y esta composicidn
es o minima o mixima. Como hay total simetrfa entre ambos casos nos

limitaremos al caso en el cual esta composicién es la mé&xima,
A__l A_l

Como c((r) = & "lp*(r) = & "TNA(r)L se tiene

: -1 . : AN~

dgér) = * “égéEL v = A a2 = 2Tt I a0 =
E_lHA(r)Ec(r).

Luego
dinc. (r) dc. (xr) ~-1 ~ | a

di - c.%r) gr _ (2 HA(r)SL)i clr) = (HA(r)SL)i cl(r).

* - (E"lnA(r)sL)i (TA(x) 2)
(MA(r)R), e, (TA(r)2) e A (r) Ze

como

MA@, e, Aoy =°Y sgmmr ~

! véase el Gltimo p&rrafo de la Seccién 2, supra.



oy

dlnci(r) '
——gr — ©s un promedio ponderado de las cj(r), jeN. En particu-

—_lar, para ieB las ponderaciones correspondientes a jeBc son nulas

(debido al hecho de que A(r) tiene s6lo bloques de ceros a la
derecha del primer bloque de la diagonal principal). Luego si los
ci(r), 1eB son iguales y maximales para algln valof de re]O,R),

digamos £, lo seguiré&n siendo para todo re|f,R). Analiticamente se

ept

tiene:

) - 1 . .
ci(r)' = c(r) = R-T' vieB, r'€|O,R),

¢ (2) < gig vieN,

dine, (r) (A (£) ) (MA(2) )+
T |, - e, °8 S e, 7F e T

1 _ dinc(x)

. *
Por {7), para ieB,dznpi(r) es también promedio ponderado de las
dr '
composiciones de costo de los procesos bésicos. Por ello
dan%(r) A(r)iﬁ Al(r)i;’:l _ 1 _ '
aF = XTET 1 c(r) = —— c(r)e™ = c(r),ieB " (15
i Al(r).l
i
donde-@l = diag(&l,...,lb), el = t(l,...,l) y se supone que hay b
— e/

b

procesos basicos. Los procesos no-basicos, en cambio, pueden even-
tualmente tener ponderaciones positivas para composiciones no-maxi

males. Por ello, s6lo se tiene la desigualdad

dlnpg(r) - A(r)iﬁ A(r)iﬁ _ ) .
ar = BT OO S Egyx EWe = Em), 1ent (16)

De (15) y (16) podemos deducir que en este caso las mercancias ba-
sicas no pueden desvalorizarse con respecto a las mercancias no-
basicas cuando aumenta r en todo el intervalo que va desde el mi-
nimo r en que c(r) es maximal (que puede ser r=0) hasta r arbitra-
riamente cerca de R..

Para precisar cudles mercancias se valorizan y cuéles se

desvalorizan conviene introducir notacién adicional. Sean
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M= {1,2,...,m}
M= {2,...,m}
- NB = {teM| NI_-> 0} NS = {teM]| n, = 0}
G(r) = {geN| cg(r) 2 c;(r), vieN}
() = GieN| M= () Sy}

G (r) = I(t)nG(r), teM

Luego

N= U I(t) = (1)U J (&) Yy U I(b).
teM teNB ~ teNS

de modo que hemos particionado al conjunto de los procesos en las
tres categorias de b&sicos, no-bdsicos sectoriales y no-b&sicos
no-sectoriales. Estamos analizando el caso en el que Gl(r) = I(1),
o sea, el caso en el que todos los procesos b&dsicos tienen la com-
posicién de costo maximal. Supongamos, en primer lugar, que no hay
procésos no-sectoriales: NS = . Por el Lema 6 en ese caso todos
los bloques de la forma normal descompuesta de A(r) son o positi-
vos o nulos. Sean

J(r)

{seNB | G, (r) # I(s)}

Il

H(r) {teM| ted(x) 6 35€J(r)|ASt(r)>O}.

Luego de (7) puede deducirse gue

* -
vieX(s), seH(r), dani(r) < c(x)
dr
vieI(s), seH(r)C, dznpf‘r) = c(r)
dr
por lo cual p
vi,q, ieH(r), jen(r)c, dtnp;lr) o dinp;(xr)
dr dr

’

Por lo tanto, en el caso en que todos los procesos bésicos tienen
la composicién de costo maximal y no existen procesos no-sectoria-
les podemos afirmar qué si aumenta infinitesimalmente r disminuyen
los precios relativos de las mercancfas que a) pertenecen a un sec
tor no-b&sico que contiene algfin proceso de composicién de costo
no-maximal, o bien b) pertenecen a un sector no-b&sico que recibe
directa o indirectamente de otro sectof.no—bésico que contiene al-

gln proceso de composicidn no-maximal.



'El caso general en que pueden existir procesos no-secto-
riales es méds complicado por el hecho de que A(r) puede tener blo-

—

ques estrictamente semipositivos. Sean

J'(r) = {ieN| ieI(s), seNB, G (r)#T(s) )

XK' (x)

It

{ieN| 1eT(s)NG,(r)C, seNs}

H'(x)

il

{ieN| ieJ'(r)UK'(r) o JjeI(sV)Gs(r)c,seMlA(r)ij>(

et

De (7) puede deducirse que

dan{(r)

\‘/iEH(r) ’ G < E(r)
dr _
* —
vieH(r)®, giﬁﬁiiil = c(r)
dr
y por lo tanto.
vi,q, ieH(r), jeH(r)S, dinp; (r) danj(r)
dr ) dr .

Luego cuando todos los procesos bdsicos tienen composicién maximal
al incrementarse r infinitesimalmente disminuyen los precios rela-
tivos de las mercancias que a) pertenecen a un sector no-bésico
que contiene algln proceso de composicién no-maximal, b) son pro-
ducidas por un proceso no-sectorial de composicién no-maximal, o
bien c¢) son producidas por un proceso no-basico que recibe de al-
gln proceso no-bédsico de composicién no-maximal.

Afirmaciones exactamente simétricas pueden hacerse para
el caso en que todos los procesos bé&sicos tienen la mfnima compo-
sicidén de costo. Si se da esta situacién para un cierto valor de r,
se dard para todos los valores superiores. En todo ese intervalo,
las mercancias bésicas no podrén valorizarse con respecto a las no-

4 .
basicas cuando aumenta r. Y para saber con respecto a culdles mer-

cancfias no-~bdsicas se desvalorizan debe efectuarse un an&lisis co-

mo el precedente,



6. Nota histdrica sobre la nocién de "composicién de costo"

La nocidn de "composiéién de costo" se remonta a Ricar-
do (71.1) y a Marx (55). Ricardo se percat6 de que los "precios natu-
rales" debian diferir de los valores—tfabajo al comprobar que los
precios relativos de mercancias producidas por industrias con elevada
proporcidn de trabajo en sus costos debian aumentar anteqhna elevacién
del salario. Como el valor-trabajo de dichas ‘mercancfas no dependia
del nivel salarial, debia haber otro facﬁgr ademds del valor-trabajo
a ser tenido en cuenta en la determinacién del valor de las mercanci-
as. Este otro factor era el hecho de que las diferentes'industrias re-
querfan diferentes proporciones de capital fijo y capital circulante,!l
Como Ricardo asociaba (un tanto confusamente) el capital circulante
con la parte del capital destinado al sustento de los trabajadores?
era nratural que considerara que los precios relativos de laé mercan-
cfas cuya produccién requiere una elevada proporcién de capital circu-
lante debe aumentar en caso de aumentar los salarios {siempre supo-
niendo que se rantiene la igualdad en las tasas de ganancia de las di-
versas industrias).

Marx critica al anélisis de Ricardo. Sefiala que lo que

interesa es la relacidn entre la parte del capital invertida en medios

! En realidad, Ricardo considera separadamente a la "diferencia en el
grado de durabilidad" del capital fijo en industrias diferentes y a
la "variedad en las proporciones en que los dos tipos de capital pue-
den combinarse". Ambos factores, alega, hacen gue una variacifén sala-
rial afecte de modo desigual a los precios naturales de diferentes
mercancias.

This difference in the degree of durability of fixed capital, and
this variety in the proportions in which the two sorts of capital may be combined,
introduce another cause, besides the greater or less quantity of labour necessary
to produce commodities, for the variations in their relative value -this cause is
the rise or fall in the value of labour, (Ricardo 71.1, p.72)

La durabilidad de los elementos integrantes del capital
fijo, sin embargo, atafien a las diferencias en los perfodos de rota-
cién de dichos elementos. Como podrd comprobarse en la Parte II de es-
te trabajo, nosotros estamos suponiendo en esta Parte I que todos los
periodos de rotacibn son ‘iguales al perfodo unitario de tiempo, o sea,
que todos los medios de produccibén duran un perfodo. Por ello, podemos
prescindir aquf de la influencia de la heterogeneidad de los perfodos

de rotacién. _
" % In one trade very little capital may be employed as circulating capital, that is
to say in the swport of labour.., (Ricardo 71.1, p.73)
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de produccidn (capital constante) y la parte invertida en el pago de

los salarios (capital variable).

—_—

) La distinta composicidn del capital comnstante, en cuanto al capitc
ectrculante y el capital fijo en las distintas ramas industriales, no tiene, por tar
to, de por si, ninguna sagnzficaczén en lo que se refiere a la cuota de gananctia,
pues lo deczswvo es la proporcién entre el capital variable y el capital constante,
y el valor del capital constante y también, por tanto, su magnitud relativa en com-
paracidén con el capital variable, es absolutamente independiente del carvacter fijo
o ctrculante de los elementos que lo integran. (Marx 55, Vol.III, p.160)

Define a la "composicién de valor del capital" como cociénte entre el

! pero de-

valor del capital constante y el valor del capital variable,
be tenerse en cuenta que cuando Marx hable de "valor" se refiere al va-
lor—-trabajo. Luegdo, al formar la composicién de valor del capital, los
elementos del capital no-salarial y del capital salariai se agregan
seqglin los valores-—-trabajo. Si todos los trabajadores consﬁmen una ca-

nasta de bienes dada por el vector b, la cémposicién de valor del ca-

pital de la industria 1 es

I.v” Mov II.p*(0) I.p*(0)
(2;) T lb I lb *(0)) 12 = c;(0) ' (17)
iV i( v) i( p i i
pues bp(0) = w(0).?

Cuando Marx investiga la formaci6n de los "precios de
produccidén” supone explicitamente que todos los elementos gque constitu-
yen el capital tienen un-periodo de produccién unitario, o sea, que se
consumen integramente en el perfodo. Deja asi para una etapa posterior
el tratamiento de los precios de produccién con:diversidad de perfodos
de rotacién.?® Como el desembolso en salarios constituye siempre una

parte del capital (capital variable), supone gue los salarios del pe-

! La composicién del capital puede interpretarse en dos sentidos. Atendiendo al va-
lor, la composicién del capital depende de la proporcidn en que se divide en capi-
tal constante o valor de los medios de produccidn y capital variable o valor de la
fuerza de trabajo, swma global de los salarios. Atendiendo a la materia, a su fun-
ctonamiento en el proceso de produccidén, los capitales se dividen siempre en me-
dios de produccidn y fuerza viva de trabajo; esta composicidn se determina por la
proporcidn existente entre la masa de los medios de produccidn empleados, de una
parte, y de otra la cantidad de trabajo necesario para su empleo. Llamaremos a la
primera composicidén de valor y a la segunda composicidén téenica del capital. (Marx
55, Wwl.I, p.517)

2 Obsérvese que &b es una matriz cuyo elemento (i,j), o sea le indi-
ca la cantidad del bien j gue la industria 1 requiere para &l mante-
nimiento de los trabajadores.

% ¢fr. Marx 55, Vol.III p. 161. Nosotros introduciremos la diversidad
de los periodos de rotacidén en la Parte II de este trabaijo.
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riodo ée adelantan integramente. Su forma de calcular los precios de
produccidén introduce una fuerte simplificacién que hace que el resul-
tado sea, strictu sensu, errdneo, Pues‘calcula los costos en términos
de los valores-trabajo. La ecuacifn que determina a los precios de e-
quilibrio de Marx és, pues,

p(r) = (1+r) (Il + 2b)v . - (18)

en lugar de la gue bajo sus supuestos serfa correcta:

p(r) = (l+r) (I + Lb)p(r).
Como bp(r) = w(r), esta iltima ecuacidn equivale a
p(r) = (l+r) (lp(r) + w(x)) (19)

la cual, a su vez, se reduce a la ecuvacién de precios de Sraffa si se
supone que el salario se paga al final del perfodo.

La forma peculiar de determinar los precios de equili-
brio dada por (18) hace que la "composicién de valor" juegue en las
ecuaciones de Marx un papel destacado en cuanto a la determinacién de
la influencia de la distribucién sobre dichos precios. Hagamos depen-
dér al vector b de la tasa de ganancia: b=b(r), donde b(R)=0. Luego de

(18) v (17) se tiene

p; (x) = (l+r)|Hiv + Qib(r)v| = (1+r)5Li EEZ + b(r)v| =
Li
= (l+r)£i(ci(0) + b(r)v),
por lo cual
pi(r) Qi ci(O) + b(r)v
B, (51 T, (0] ¥ B(zlv ‘ (20)
o db(r) .
| d(pi(r)/pj(r)) _ fi (Cj(O) - Ci(?))—af——v‘ (21)
dr gj (cj(O) + b(r)v)?
Luego vale la siguiente implicacidén:
db (r) — | - -
ar v < 0 => sgn d(pi(r)/pj(r)) = sgn(ci(O) cj(O)) (22)

dr

El antecedente es una condicibn de monotonia relativamente débil sobre
b(r). Pide que el valor-trabajo de la canasta de consumo de los traba-

jadores varie inversamente con la tasa de ganancia. Se verifica, en
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dbi(r)
dar

verifica el antecedente de (22), al incrementarse r infinitesimalmente

particular, cuando

< 0 para todo i tal que bi(r)>0. Cuando se

cualquier mercancia se valoriza cdn-respecto a cualquier otra prove-
niente de una industria con composicién de valor inferior a -la de la
primera, y se desvaloriza con respecto a cualgquier otra proveniente de
-una industria con composicién de valor supérior, De (21) sg¢ deduce tam-
bién que los precios relativos de mercancfas provienientes de indus=
trias con iguales composiciones de valor ne varfan con las variaciones
de r.
Este papel decisivo de las composiciones de valor (o

sea, de nuestras Ci(O)) se debe exclusivamente a la forma simplificada
de calcular los precios de equilibrio. Cuando se adopta la ecuacién

correcta (19), se obtiene en lugar de (20) la igualdad:

- pi(r) _ ii 1+ ci(r)
ijri Qj 1+ cj r

d(pi(r)/pj(r))
dr

temente de r (ni siquiera introduciendo alglin supuesto auxiliar como

que ya no permite determinar el signo de dndependien-
el del antecedente de (22)).

Sraffa retoma la idea de utilizar los cocientes forma-
dos por el valor de los medios de produccién y el trabajo en el andli-
sis de la influencia de la distribucién del ingreso sobre los precios
de equilibrio:

La clave del movimiento de precios relativos que sigue a wia varia-
cidn en el salario consiste en la desigualdad de las proporciones en que el trabajo
g Zgg)medios de produccidn son empZeadbs en las distintas indﬂ;trias. (Sraffa 82.4,

En una nota al pie agrega:

En estas "proporciones'" los medios de produccidén deben
ser medidos por sus valores., (Sraffa 82.4, p.30)

Y més adelante aclara especificamente que en sus "proporciones" toma
al trabajo sin valorizar:

. o la hibrida "proporcién” entre la cantidad de trabajo y el valor
de los medios de produccitn... (Sraffa 82.4, p.34)

Pero como el trabajo es homogéneo (hay un inico tipo de trabajo), el

hecho que sus "proporciones" sean "hibridas" no tiene importancia al-
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guna, Podrfia haber efectuado el andlisis con proporciones "puras"
de un modo totalmente equivalente tomando al valor del trabajo en
lﬁgar de su cantidad fisica, Y es esto lo que hicimos nosotros al
definir las "composiciones de costo". De tal modo, creemos que es
correcto senalar a las "proporciones.entre capital fijo y circulan-
te" de Ricardo y a las "composiciones de valor del capital" de Marx
como antecedentes histdbricos de las "proporciones" de Eraffa. En
nuestro andlisis, hemos bautizado a esta nocién con el nombre de
"composiciones de costo" por el hecho dé que en el andlisis de

Sraffa el salario no se adelanta, y por ello, no constituye parte

del capital.
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CAPITULO IIX.

La Mercancfia Patrén -

:’
L E2 I

1. El1 problema del numerario ideal de Ricardo

Si tomamos una determinada mercancfa como numerario, di-

gamos la primera, obtenemos

P (r) A(r)jﬁ .
pl(rT‘ A(fjlﬁ y 3=2,...,n. (1)

Luego “las variaciones de los precios en términos de la mercancia 1
debidos a cambios en la tasa de ganancia dependen no s6lo de las
variaciones sufridas por los precios de cuenta de las respectivas
mercancias sino también de las variaciones registradas en el precio
de cuenta de la mercancia numerario. Si bien todos los elementos

de A(r)% crecen al crecer r debido a que, por el Supuesto DBC, cuan
do A(r) estd en forma normal descompuesta tiene una primera colum-
na de bloques positivos, no sabeﬁos a priori si el cociente de dos
cualesquiera de sus elementos crece, decrece o permanece estaciona-
rio cuando r crece. .

Ricardo se preguntaba si podfa existir una mercancfa que
tuviera la propiedad de medir las variacionés de los precios de mo-
do absoluto, o sea, de modo que al variar los precios medidos en.
términos de esta mercancia patrdn se supiéra que la variacién se
debia a los cambios régistrados en las ecuaciones de las mercanci-
as que se miden y no en la del numerario,

When commodities varied in relative value, 1t would be desirable
to have the means of ascertaining which of them féZZ and which rose in real
value, and this could be effected only by comparing them one after another with

some invariable standard measure of value, which should itself be subject to
none of the fluctuations to which other commodities are exposed.

! Ricardo 71.1, p. 83.




Ricardo era conciente, sin'embargo, de que los cambios
en la distribucibn influfan sobre los precios relativos de las mer
cancias debido al hecho de que los procesos productivos tenfan di-
ferentes composiciones de costo.! Por ello, sabfa que aunque exis-
tiera una mercancia cuyo valor-trabajo no variara, no por ello se-
ria un "patrén de valor invariable" ya que al haber desigualdad de
composiciones de costo su precio de cuénta variarfa ante los cam-
bios en la distribucidn.

Of such a measure it is impossible to be possessed, because there
18 no commodity which is wnot itself eaposed to the same variations as the things,
the value of which is to be ascertained; that is, there 1s none which is not
subject to require more or less labour for its production. But if this cause
of variation in the value of a mediwm could be removed -if 1t were possible
that in the production of our money for instance, the same quantity of labour
should at all times be required, still it would not be a perfect standard or
tnveriable measure of value, because, as I have endeavoured to explain, it would
be subject to relative variations from a rise or fall of wages, on account of
the different proportions of fixed capital which might be necessary to produce
it, and to produce those other commodities whose alteration of value we wished
to ascertain. *

-

Pero Ricardo sabia que debia tomar algfin supuesto simpli—‘
ficador yva que le era imposible desbrozar el camino hacia los t&pi-
cos que le interesaban -fundamentalmente, la distribucién- mante- |
niendo la abrumadora complejidad de las interrelaciones simulténeas,
Estaba convencido, ademés, de que en los hechos los precios relati-
vOos se acercaban bastante a los valores-trabajo relativos y que,
por lo tanto, la variacién que podfa ejercer un cambio en la dis-
tribucién sobre los precios relativos era pequeila.?® Por ello, adop-
ta el supuesto de que el oro -su "patrén invariable de valor"-
estd dotado de las dos siguientes propiedades: a) no varfa su va-
lor-trabajo, vy b) estd producido por una industria cuya_composicién

de costo estd tan cercana al promedio que la distorsibén ocasionada

por la desigualdad en las composiciones de costo es minima.

Neither gold theny, wnor any other commodity, can ever be a perfect
measure of value for all thingss; but I have already remarked, that the effect
on the relative prices of things, from a variation in profits, is comparatively
slight; that by far the most important effects are produced by the varying quan-
tities of labour required for production; and therefore, if we suppose this im-
portant cause of variation removed from the production of gold, we shall proba-
bly possess as near an approximation to a standard measure of value as can be

! Cfr. Ricardo 71.1, Secciones8 IV y V.del Capitulo I.

2 Ricardo 71.1, pp. 83-84, :

® Cfr. Ricardo 71.1, pp. 77-78 y 82-83, y la cita que sigue en el
texto. : '



theoretwcally concetved, May no- gold be considered as a commodity produced with
such proportions of the two kincs of capital as approach nearest to the average
quantwby employed in the production of most commodities? May not these propor-
tions be so nearly equally distant from the two extremes, the one where little
Fized capital is used, the other where little labour is employed, as to form a
Just mean between them?!

Si bien este supuesto simplificador le fue suficiente a

Ricardo para construir sobre €l sus Principios el problema del pa-

trén de valor le siguid interesando, como lo demuestra el manuscri-

to al cual dedicd las Gltimas semanas de su vida: Valor absoluto Yy

valor en cambio.? Sraffa retoma este problema de Ricardo y, como

veremos, utiliza'las propiedades espectrales de las matrices no-ne-
gativas para construlr de un modo sumamente elegante un numerario
compuesto que resulta lo méds cercano posible al "patfbn invariable"”
de Ricardo.

Ya bosquejamos al comenzar el Capitulo IT que para el
estudio de la variacidén de los precios ante cambios en la distribu-
cibén éra importante tener en cuenta la proporcién entre los costos
materiales y los costos salariales, no s6lo de la mercancifa en cues
tién sino también las proporciones respeétivas de las mercancias
que le sirven de iInsumo asi como las de las mercancfas que le sir-
Qen de insumo a éstas, y asi sucesivamente, ad infinttum, Si la
misma proporcidn entre costos materiales y costos salariales pudie-
ra mantenerse en los sucesivos estratos verticales de costo de la
mercancia, de sus medios de produccibén, de los medios de produccién
necesarios para producir estos medios de produccién, etc., segura-
“mente estarfamos en presencia de "una aproximacifén a una medida
patrédn de valor lo méds cercana que pueda concebirse te6ricamente” .’

Por lo que vimos en el Capitulo iI, en el caso de igqual-
dad de composiciones de costo cualquier mercancia estard en esta
situacién. Pues como todas tienen igual composicién de costo, cua-
lesquiera sean las proporciones en que las mercancias sirven de me-
dios de produccién en una cierta industria, en conjunto los medios

de produccidén tendrdn la misma composicién de costo que la mercan-—

Ricardo 71.1, p. 85.
2 Ricardo 71.2, Vol 1IV.
% Ricardo 71.1, p. 85.



cia que dicha industria prcduce. Y lo mismo puede decirse de cada
una de las mercancias que le sirven de medio de produccidn a nues-
tra mercancia originaria, y asi sucesivamente. Pero también vimos
alli que el caso de igualdad de composiciones de costo es un caso
excepcional fa que equivale a tener un vector de coeficientes di-
rectos de trabajo proporcional al vector dominante de derecha de II.
También podemos decir que se trata de dn caso "degenerado" ya que
implica que los cambios en la distribucidén no inciden para nada_en
los precios relativos. En el caso en que las mercancfas bésicas tu-
vieran igualdad de composiciones de costo estarfamos en la misma
situacidn ya que, por definicibén, tales mercancias no-tienen mer-
cancias no-bédsicas como insumos ni directa ni indirectamente. En-
tonces cualquier mercancia bésica tendrfa la propiedad de la recu-
rrencia vertical de las composiciones de costo. Pero en la medida
en que.puede considerarse al sector basico como compuesto por al

. ¢ - 1
menos dos mercancias afin asi se trataria de un caso excepcional.:

S6lo en el trivial caso ricardiano (pre-Principios) de un sector

bédsico compuesto por una sola mercancfa podrfa considerarse a esta

situacién como normal.?

! vgase el Gltimo parrafo de la Seccién IT.2,
2 Véase infra Seccidén 4.



12

2. La Mercancia Patrdn

En el caso de no-igualdad de composiciones de costo para
las mercancfias b&sicas no necesariamente existir& mercancfa indivi-
dual alguna que cumpla con la condicién de recurrencia. Mas afn,
s6lo bajo condiciones muy particulareé podrfa tal mepgancia existiz

Recordemos que

dp* (x)

=L = A(DIA(rL = (T + (1+r) T+ (147) 202 + ... YIA(X) L  (2)

c(r) = 2 tmp*(r) = 27 na(r) s

donde c(r) =-t(cl(r),...,cn(r)) Yy E = diag(%l,...,ﬁﬂ). Luego
dinp¥(r) _ (A(x)MA(r)) ;& _ Alr) IA(r)2 (3)
T dr A(r)iJL A(r)iJL

Como Hzp(r) y NMw(r) indican los costos materiales y salariales de
los insumos directos necesarios para producir una unidad de cada
mercancia evaluados en términos salariales podemos definir

lipy = TEP*) T (R ()
T T. % .2
1 R

como la composicién de costo del primer estrato vertical de cos-
tos de la mercancfa i. En general,

15 p*(r))

e
1

r t=2,3lulo

CE(r) =

serd la composicidén de costo del t-ésimo estrato vertical de coste
<

de 1. Luego tenemos, por (2) y (3),.
2.2

dang(r) L. 1 (l4x)Im. e (1+r) niz (3
—_— Y = c.{(xr) L + c>(xr) 1 + c;(r) + .
dr i AZr)iE i Air5i£ i Airiiz

O sea, tenemos la derivada semi-logarftmica del precio salarial de
i con respecto a r expresada como promedio ponderado infinito'de
las composiciones de costo de los sucesivos estratos verticales de
costo.

Pedir que las cg(r), t=1,2,..., sean todas iguales a ci(x

equivale a pedir que se verifique
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' 2
e IA(r) 2 _ e;7A(x)2

eiz einz 2

= ceuy (4)

igualdades que equivalen, a su vez, a

. 2,
eiA(r)Z _ eiA(r)Hz _ _eiA(r)H 2

———— — —_ = . a (4')
ei£ eiHR 2 :

donde e; es el i-ésimo elemento de la base candnica de R". Es evi-
dentemente improbable que dichas igualdades se verifiqaén para un
i particular, dado un £ cualquiera. Sin embargo, tales igualdadés
se verifican para.todo isi f es el vec;or dominante de derecha de
I, en cuyo caso caemos en el caso trivial de igualdad de composi-

ciones de costo. Si & difiere de %, (4) no se verificard, en gene-

ral, para ningGn i. Notemos, sin embargo, que las igualdades (4) y -

(4') se verifican para cualquier { si reemplazamos en ellas e; por
q, el vector dominante de izquierda de II. Pero en tal caso estare-
mos cohsiderando las composiciones de costo de una mercancia com-
puesta cuya composicién estd dada por las proporciones que guardan
los elementos de g entre si. Y en esto consiste la idea central de
Sraffa en lo que hace al patrdn de valor: en explotar las posibili-
dades que brinda el vector dominante de izquierda de Il para cons-
truir una mercancia compuesta que tenga la tan codiciada propiedad
de gue su composicidén de costo sea recurrente en los sucesivos es-
tratos verticales de costo.

Para todo £ se verifica

1 _ qlA(x)f  _ Gu°a(r) ¢ _ §n3A(r)z < (5)
R-x aL qns an’e.
o sea, ’
S(x) = Th(x) =c(x) = ... (5")

donde c(r) es la composicién de costo de la mercancia compuesta y
Et(r) es la composicidén del t-ésimo estrato vertical de costo de
la mercancia compuesta. La expresién de la derivada semilogarftmi-.

ca del precio salarial de la mercancfa compuesta con respecto a r

es.
- ~ - 2~ 2

dlngp (r) _ G (r) ql + El(r) (E+r)gH£ + 5% (lir) gli®g .. ..
r gA(xr) 2 gqA(r) 2 gA(r)L




que por (5') se reduce a

— _
danE (r) _ S (x) .

N——

Recordemos que cuando habia igualdad de composiciones de costo pa-
ra todas las mercancias tenfamos (Proposicién II.3(e))

dan;(r)

= = c(r), 'i=l,.}.,n.

Luego cuando no se tiene igualdad de composiciones de ©osto la mer-
cancia compuesta en las proporciones dadas-por g hereda la propie-
dad de que el incremento proporcional.éh su précio salarial ante
un incremento infinitesimal en r es igual a c(r) = ﬁéf.

Recordemos también que en el caso de igualdad en las com-

posiciones de costo tenfiamos

*
I;p(r) I, p*(r) 1 - )
:—-— = ——_—— = R__r - c(r)l l=1'.‘o(nn
L.w(r) L. '
i i
Por ello, para cualquier y>0, se tiene
yllp*(r) _ yIA(m)Z _ 1 (6)
yL v Ror
S1i tomamos sucesivamente y = e eiH ’ eiH2 s+ .., Obtenemos
- 2 -
I A L L P & W25 ¥
R-r - - = - L = .. (7)
eil eiHQ eiHZE

De tal modo comprobamos analiticamente lo que afirmamos mds arriba:
que en el caso de igualdad de composiciones de costo se tiene re-
currencia en las composiciones de costo de los sucesivos estratos
<

verticales de costo. La mercancia compuesta en las proporciones da
das por q también hereda esta propiedad que vale para todas las
mercancias en el caso de igualdad de composicionés de costo. Perxo
miéntras el caso de igualdad de composiciones de costo implica una
fuerte restriccibn tecnolégica dada por el hecho de que 2 es vec-
tor dominante de derecha de I, la recurrencia de la composicién de
costo de los sucesivos estratos verticales de costo para el caso
de la mercancia compuesta -tiene validez general. Se trata, simple-

mente, de combinar a las mercancias en las proporciones adecuadas

que aseguren que para cualquier valor de r haya recurrencia en la
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composicidén de costo de los sucesivos estratos verticales de costo

de esta mercancfa compuesta. Y es q el vector que indica las pro-

—-porciones que deben guardar entre si las diversas mercancias (medi-

das respectivamente en sus unidades ffisicas) en la mercancia com-

puesta.

Sraffa normaliza a q de modo tal que sea qf = gf = L!

(donde L es la cantidad total de trabajo utilizado) y#al producto

neto fisico por unidad de trabajo que resultarfa de producciones

brutas iquales a 4, o sea %_Q(I - I = 1 s, lo llama "Mercancfa

L

Compuesta Patrén" o simplemente, "Mercancfa Patrén", Al sistema

ficticio que produciria a la Mercancifa Patrén (con idénticos coe-

. ficientes de insumo-producto), o sea, al conjunto de los procesos

tomados en proporciones tales que, en conjunto, producen una uni-

dad de Mercancia Patrdén lo llama "Sistema Patrén". E1l Sistema Pa-

trén, .si existiera como sistema real, producirfa una mercancfa (com

puesta) tal gue su producto bruto es proporcional tanto a su pro-

ducto neto como a los medios de produccidén requeridos. Pues

S =g(I -1 = I§§ g = Rgl. : (8)

Como vimos, la Mercancia Patrén satisface la propiedad de la recu-

rrencia de la composicidn de costo en los sucesivos estratos verti-

cales de costo. Ademds, la Mercancia Patrdén es, como proponia Ri=-

cardo, con respecto al oro, una mercancia cuya composicidn de costo

es un promedio de las composiciones de costo de las mercancfas in-

dividuales. Pues ' «
- P * . S *
slp*(r) _ S1%, Myp (r) + + Snzn an (r) -
2 e M e *n
s, 2 s_%
= :_Llcl(r)+...+ rlcn(r).
s sL
! M&s exactamente, Sraffa toma gqf = g& = 1., Esto se debe a que nor-
maliza a % de modo tal que gqf = 1, Luego el vector & de Sraffa

es, en realidad, nuestro (1/L)2. De tal modo, la unidad de tra-
bajo es para Sraffa el trabajo total (L = gq) y el elemento 2.
denota el porcentaje del trabajo total necesario para producirt
una unidad de i. Si bien la normalizacidén de Sraffa es perfecta-
mente licita preferimos no utilizarla porque puede hacer sospe-
char al lector que quizéds alguna de las conclusiones dependa de
tal normalizacidn.
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Por otro lado, puede observarse que la normalizacién de q se ha efec-

tuado de modo tal que el valor-trabajo de la Mercancfa PatrSn sea

uno : X .

SA(0)L =

gt =1,

-

8V =

=
=

Por iltimo, podemos aprovechar el puﬁto b) del Teorema I.13 para
constatar que s6lo las mercancias bésicas, y todas ellas, estén
representadas en la Mercancia Patr6n. Pues si suponemogfque I es
dominantemente b&sicamente conexa tenemos q = (§1,0,...,0), donde
§l>0. Por ello, el Supuesto DBC tiene la virtud de justificar ple—

namente la exclusidn que hace Sraffa de las mercancias no-bésicas

con respecto a la Mercancfa Patrén.’

1 cfr. Sraffa 82.4 paragrafo 35,
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3. La Mercancia Patrdén y la distribucién del ingreso

Si premultiplicamos la ecuacibén de precios
Mp(l+r) + fw = p- (9)
por el vector de producciones brutas g podemos despejar r y obtener

g - Mp - g¥w _ sp - Lw ot
qllp qllp — ° (10)

r:

La tasa de ganancia queda expresada como el cociente entre las.ga—
nancias del periddo y el valor de los medios de produccién consumi-
dos. Aunque sabemos que r decrece monStonamente al aumentar w, la
expresidén (10) es complicada por el hecho de que con ios cambios
en la distribucidén, al variar los precios, cambian tanto el valor
del producto neto como el valor de los medios de produccién consu-
midos.?

j Si se toma como numérario a la Mercancia Patrén, sin em-
bargo, puede.obtenerse una expresién sumamente sencilla para r.
Llamemos P(r) y @ (r) a los precios y el salario expresados en tér-

minos de la Mercancia Patr6n. Luego

p(ry = LR gy = Lw(m)

sp(r) sp(r)

Si premultimplicamos (9) por g (en lugar de q) y despejamos r obte-

nemos

p - SRR - Lwir) _osplr) |y Lwlo) | Spx) |3 _ gy, (11)
qlp (r) - qllp (r) sp(r)‘ qllp (r)
Pero por (8)
sp = Rqllp ’ (12)
para todo p>0. Luego (11) se transforma en
r = R(1 - ®(r)) (13)

! Thus the problem of value which interested Ricardo was how to find a measure
of value which would be tnwariant to changes in the division of the product;
for, if a rise or fall of wages by itself brought about a change in the magni-
tude of the social product, i1t would be hard to determine accurately the effect
- on profits. (Sraffa, Introduccién a Ricardo 71.2, Vol.I, p.XXXVI.)
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Observemos que al premultiplicar (9) por g estamos sim-
plemente multiplicando cada una de las ecuaciones correspondientes
E‘mercapcias i basicas de (9) por_&i y sumando todas las ecuacio-
nes resultantes. Pero multiplicar las ecuaciones de un sistema por
constantes no-nulas no altera al conjunto solucidén del sistema. Y
si se cumple una cierta relacidn entre las incdgnitas de un siste-
ma al sumar algunas de sus ecuaciones,'dicha relaciénagebe satisfa-
cerse en el sistema mismo. Pof ello, la relacidn lineal (13) eptre
r y W(r) se verifica en la ecuacién (9) con tal que sustituyamos
allf py wpor py @, o sea, con tal que utilicemos como numerario
a la Mercancia Patrdn.

Luego si se utiliza a la Mercancfia Patrdén como numerario
se obtiene una felacién sumamente sencilla entre el salario y la
tasa de ganancia en la que no aparecen los precios, Podria decirse
que dicha relacibn estd "oculta" en la ecuacién de precilos (9) y
que es necesario mirar a esta Gltima a través de una "lente" apro-
piada. Dicha "lente" es la peculiar normalizacién de precios que
utiliza Sraffa.

Si, reciprocamente, suponemos que la relécién lineal r=
R(1l-w) se verifica veremos que necesariamente se esti utilizando a
la Mercancia Patrdn como.numerario. Si se premultiplica (9) por q
y se reordena se obtiene

rgllp + gw = g(I - Mp = Sp. . (14)

R,

por (12) se tiene

<

Ademds, como por hipdtesis r + Rw =
rinp.+ Spw = Sp. ' _ (15)
Comparando (14) con (15) se obtiene sp = gf = L.
Podemos decir, entonces, que es acertada la siguiente ob

servacidn de Sraffa:

Y es curioso que quedemos ast capacitados para usar un patrén sin
saber de qué se compone,

Pues si suponemos que se verifica (13) estamos de hecho utilizando
como numerario a la Mercancia Patrén; y para obtener R s6lo nece-~
sitamos calcular la tasa de ganancia maximal de la ecuacién de pre-

cios sin importarnos (.

! sraffa 82.4, pardgrafo 43.
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Podemos resumir las anteriores consideraciones en la si-

guiente Proposicién.

Proposicidén 1 Utilizar como numerario a la Mercancfa Patrén es

condicidn necesaria y suficiente para.que valga la relacidén r=R(1-w).

En la Proposicibén II.3 vimos que en el caso deg igualdad
de composiciones de costo los precios resultaban proporcionales a
los valores-trabajo: -
Rw(r) =

p(xr) = <7 V-

Es interesante comprobar que si se utiliza a la Mercancfa Patrén
como numerario cuando hay igualdad de composiciones de costo los
precios resultan no sd&lo proporcionales a los valores-trabajo sino

exactamente iguales a ellos. Pues, por (13)

R (1)

Vo= V.
R-1

p(r) =

En el caso més general de no-igualdad de composiciones de costo es

la Mercancia Patré6n la mercancia que hereda la cualidad de que su
Fw (x)

valor es —{-— Veces . su valor-trabajo para cualquier distribu-

cién del ingreso. Pues

1 - ol = 1 1+R = B
T sp(r) = T sA(r)w(r) = E oF siw(r) =
_ Rw(r) sA(0)f2 _ Rw(r)|1l =
R-T L - "R-r | V|

Como sv = sA(0)2 = g = L se tiene también

1 = _ Rw(r) ‘
A sp(r) = R (16)

Luego la Proposicién 1. es una derivacidn trivial de (16). A pesar
de ello, la deduccidn que efectuamos previamente resulta, quizés,

més didactica, razdn por la cual le dimos un lugar preferencial.
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Observacibn 1

Debe seﬁalarse explicitamente que la construccidn y uti-
iizacién como numerario de la Mercancfa Patrén no depende de un su
puesto de rendimientos constantes a escala. En todo el desarrollo
de las dos TGltimas secciones los vectores de cantidades q y s no
se modifican. Por ello, no es necesario adoptar supuesto alguno con
respecto a loé rendimientos a escala. El Sistema Patrdp:res puramen-
te ficticio y, en verdad, podria prescindirse de tal concepto. La
Mercancia Patrén es una mercancia compuesta por.todas las mercan-
cias bésicas producidas por el sistema real tomadas en determinadas
proporciones gue aseguran un buen desemperio en la medicién de la
distribucidn: proporciones gque permiten prescindir de las fluctua-
ciones de precios que tienen lugar cuando varfan r y w,.

Esta observacidn puede hacerse extensiva a todo el anfli-
sis queé hemos incluido en esta Parté I de nuestra tesis, Como el
mismo Sraffa senala en el Prefacio de su obra (82.4):

La investigacidn se ocupa exclusivamente de aquellas propiedades de
un sistema ecovdmico que no dependen de variactones en la escala de produccidn
o en las proporciones de los "factores'. :

El hecho de que utiiicemos una matriz de elementos fijos
para representar a la tecnoloéia no debe inducir a engano. Dichos
elementos son fijos, no porque sl aumentan élgunos-de sus elementos
(pero no todos) no aumenta el. producto mientras que si aumentan to-
dos los insumos en una cierta. proporcidén aumenta el producto en i-
déntica proporcidén (i.e. proporciones fijas entre los insumos y ren

‘
dimientos constantes a escala) sino porque no se hace variar a in-

sumo o producto alguno.'® ’

Cbservacidn 2

La linealidad de la relacién (13) no tiene mayor impor-
tancia. Si en vez de suponer gue el salario se paga al final del
periodo supusiéramos qﬁe, como los medios de produccién, se antici-
pan, llegariamos (usando el mismo procedimiento que el que usamos

en la deduccién de (13)) a la expresidn

! cfr. Newman 66, p. 59.
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_ R(1L - @(x))
1+ RV (r)

que es no-lineal. Pero esta relacién cumplirfa la misma funcién que

la expresidn. (13).



4. La tasa de ganancia y las mercancias bé&sicas

—

Hemos visto que como q = (51,0,...,0), §1>0, la Mercancia

Patrdn incluye a todas las mercancfas bé4sicas y solamente a ellas.
Por ello, cuando premultiplicamos a nuestras ecuaciones de precio
(9) por q para llegar a (13) estébamos'de hecho tomandg: solamente
a las ecuaciones correspondientes a las me;cancias b&sicas. Esto
significa que la relacibén (13) entre la tasa de.ganancia y el sa-
lario expresado en términos de la Mercancia Patrén depende solamen-
te de los procesos bésicos{ De ello podemos deducir que la tasa de
ganancia general esté.determinada.por. lactasa de ganancia que pre-
valece en el sector bdsico. Si se modificara el método de produc-
cibn de cualgquier mercancia no-bésica se alterarfa su precio y tam-
bién el de cualquier mercancfa no-bédsica que directa o indirecta-
mente la tuviera como insumo, pero mientras W se mantuviera inalte-
rada la tasa general de ganancia no se verfa afectada. Los cambios
en los métodos de'produccién de mercancias bdsicas, en cambio, re-
percuten sobre la tasa de ganéncia, sea a través de R o a través
de la Mercancfa Patrdén debiendo los precios de todas las mercanci-
as ajustarse a la nueva tasa de .ganancia.

Esta determinacién de la tasa de ganancia por la que pre-

valece en el sector bdsico es una interesante generalizacidén de la

interpretacién que hace Sraffa al Essay on the influence of a low
—

Price of Corn on the Profits of Stock de Ricardo. Allf, Ricardo

sostenia que la tasa de ganancia prevaleciente en la agricultura

determinaba (y era igual a) la tasa de ganancia de las dem&s ramas

productivas. En su Introducci6n a los Principios de Ricardo, Sraffa
hace la siguiente interpretacidn:

The rational foundation of the principle of the determining role of
the profits of agriculture, which is never eaplicitly stated by Ricardo, is that
in agriculture the same commodity, namely corn, forms both the capital (con-
cetved as composed of the subsistence necessary for workers) and the product;
so that the determination of profit by the difference between total product and
capital advarced, and also the determination of the ratio of this profit to the
capital, is dore directly between quantities of corm without any question of
valuation. It is obvious that only one trade can be in the spectal position of
not employing the products of other trades while all the others must employ its



proauct as cap%tal It follows -hat if there is to be a uniform rate of profit
in all trades it is the exchangeable values of the products of other trades re-
latively to their own capitals (i.e., relatively to corn) that must be adbusted
S0 as to yﬂeZd the same rate of profit as has been established in the growing of
corn; since in the latter no value changes can alter the ratio of producto to
capital, both consisting of the same commodity,’

Esta interpretacién de Sraffa puede expresarse facilmente
en términos de la formuldcidn matemé£ica de su modelo. Supongamos
que el proceso productor de maifiz fuera-el Qinico b&sico y que el con
sumo de los trabajadores'consistiera'ﬁnicamente en mafg. Nuestra
matriz I podrfa, entonces, ponerse en la forma .

ﬁll 0

I Il

21 2
donde Ty, €S la cantidad de mafz necesaria para producir una unidad
de mafiz y ,, es el vector de insumos directos de maiz de los res-—

tantes procesos. El sistema (9) tendrfa la forma

allpl(l+r) + %lw = Pq (17)
2 2. 2
(H2lpl + Hzp ) (14r) + L°w = p
_ t 2 _ t 2 , . . N
donde & = (Ql,ﬁ ) vy p = (pl,p ). Si el salario consistiera en w

unidades de mafz, la primera ecuacién se convertirfa en

nllpl(l+r) + llwpl = Py

de donde

r = 17 Tqq ~ Aqu

T11
Por lo tanto, la tasa de ganancia esté determinada por un cociente
entre cantidades fisicas de maiz. Los pregios no intervienen pafa
nada en la determinacibn de la tasa de ganancia. Ademds, dando cual
gulier valor a Pq, p2 deberd ajustarse de modo tal gque la tasa de
ganancia determinada en el sector productor de mafiz prevalezca en
general. Si en lugar de tomar explfcitamente la canasta salarial a
la usanza clésica dejamos al modelo abierto al modo sraffiano, de
(17) obtenemos

(l—nll)pl - LW B 1-my4

i

ziw ‘
- (18)
T11 11 (l"ﬂll)pJ

! Ricardo 71.2, p.XXIV.
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| = -1 . _1-7
Como dom(nll) = Myq = q3g ¥© tiene R = 11, Adem&s, como

T11

qg.= (51,0) Y, por normalizacién se tiene 5111 = g% = L, resulta

d, = S . por ello

1 [ _ .

_ Lw _ Lw _
w = - T (1I-m

S1P qq(1-m94)Py

lW
11P1

y (18) es simplemente un caso trivial de (13), <
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5. Dualidad

~——

Existe una cierta "dualidad" entre el Sistema Patrdén de
Sraffa y el caso de Ricardo y Marx de igualdad: de composjciones.. de
costo. Dada la definicidén del vector de valores-trabajo v = A(0)2%
tenemos el siguiente sistema: o
Hlv + ll = v
Criteeciaeaes - | (19)

Iv+ 2 =v
n n

n
;p*(Q) ;v
Como ci(O) = g = g el mismo sistema puede ponerse en
i i
la forma
I,v(l + 1 ) = v
1 01205 1
4 4 8 6 8 88 8 0 0 8 e s 00 e (20)
1 -
an(; + z (O)) = v,
n
si ¢ (0) = ... =c (0) = c(0) queda IIv (1 + I ) = v de donde
' c(0)
se deduce que v es vector dominante de derecha de I (v). Luego
£ = (I -~ )V es también vector dominante de derecha de M. Por el
Lema II.2 sabemos. que cl(r) = Ll = cn(r) = E(r).para todo r en

|0,R) y por la Proposicién II.3 que p(r) = Rw(r)c(r)v para todo

r en |0,R). Cabe agregar que'estés igualdades se verificarfan para
cualesquiera niveles de produccién bruta si para estos nuevos ni-
veles (II,%) siguiera describiendo a la teEnologia.

El sistema de las cantidades fisicas viene dado por

...... cieenns (21)

qll” + s =4q,
que.es dual de (19). -Sea di = 921 , i=1,...,n, el coeficiente de
i

utilizaci6n productiva de la mercancfa i, Luego (21) puede ponerse

en la forma
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1 1

Q™ (1 + a—ﬂ-:) q,

------- 5 & 8 8 s 0 e s (22)
n 1 -

qll’ " (1 + 'a;l-) = qn

gue es dual de (20). Si hay igualdad de coeficientes de utilizacién

productiva d; = ... = d, = d se tiene gll(1l + %) = q Yy q resulta
ser vector dominante de izquierda de T (q).

Supongamos que en el sistema (21) hubiera igualdad de coe
ficientes de utilizacién productiva y'éue la canasta salarial con-
sistiera en la proporcién w del excedente s, En tal caso los bene-
ficios en términos ffsicos serfan (l-w)s y la tasa dé ganancia po-
drfa definirse simplemente como aquel nfimero r que cumpliera

rq = (l-w)s, ' (23)
La tasa de ganancia seria el porcentaje que aplicado a los medios
de préduccién (en términos fisicos) diera exactamente el beneficio
(en términos fisicos). Por (8), (23) se puede poner en la forma

rs = R(1l-w)s.
Es evidente que, en este caso, la relacidn

r = R(1l-w) (24)
se verificaria para cualQuier vector p>0 que se utilizara para agre
gar.

El sdpuesto de que no sb6lo hay igualdad de coeficientes
de utilizacibn productiva sino que ademds la canasta salarial con-
siste en una proporcidn de las producciones netas de-todas las mer-
cancias es ciertamente restrictivo y a@in menos aéeptable que el su
puesto de igualdad de composiciones de coséo. Péro Sraffa observa
gue puede llegarse a una expresién casi idéntica a la (24) (i.e. la
expresién (13)) con sblo expresar a los precios y el salario en
términos de una mercancia compuesta en las proporciones que corres-
ponden a las producciones brutas de un sistema ficticio que tuvie-

1

ra igualdad de coeficientes de utilizacién productiva. Este sistema

! Ver la deduccién formal de (13) supra,
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fi¢tigio es el Sistema Pat—6n. Puede representarse como el conjunto
de las ecuaciones de precios donde cada una estd multiplicada por
el elemento correspondiente de d.-Dada la estructura de q, se tra-
ta, en defin;tiva, del conjunto de eéuaciones de precio de las mer-
cancfias bésicas, cada una multiplicada por el elemento correspon-
diente de gr= (al,...,ab)(donde suponemos que hay b mercancias ba-
sicas): 2!
&llnlpl(l+r) + Qlwl = 5191

e s 8 8 & o e LI S I S S Y S S S B N I R Y

- 1 -
qb|pr (1+4r) + wa| = QP

Sucintamente, hemcs demostrado en esta seccibn que el dual del ca-
so de igualdad de composiciones de costo, o sea, el caso de igual-
dad de coeficientes de utilizacién proauctiva, le sirve a Sraffa
para obtener las proporciones en que deben combinarse las mercan-—

cias bdsicas para obtener su Mercancia Patrén.



6. Una interpretacidn geométrica

Tomemos a II, s, y g=sA(0) como dados y sean

G = {&|qt = L, £20}
H = {v|sv = L, v>0}
J = {V| V=A(0)Q/’ QIEG}. X

Suponemos que ¢>0 por lo cual G es un n-1'simplex dado por la in-
terseccidén del hiperplano {%|gf = L} é;n el ortante no-negativo.
Si veJ, se tiene v = A(0)2 con 2eG. Luego g = L. Pero gf = sA(0)2
= sv, por lo cual veH. Luego Jc H. Como suponemos qﬁe SZO, H pue-
de no estar acotado. J puede concebirse como la interseccién del
cono polhiédrico convexo {v| v = A(0)%, 2>0} con el hiperplano

{v(sv = L}. Ademds, J también es un n-1 simplex. Pues, como G es un

n~1 simplex, todo 2¢G puede expresarse como combinacién convexa y

cerrada de los vértices (linealmente independientes) ot = A ey
i
i=1,...,n. Por ello, si ved se tiene
n ] n .
v =200t =Aa(0)| % a 27| = I o A(0) 2"
i=1 i=1
n
donde-ai;O, i=1l,...,ny I ai = 1, Como A(0) es invertible trans-
i=1

forma vectores linealmente independientes en vectores linealmente
independientes. Por ello, lOS'vectofes linealmehte independientes
A(O)%i, i=1,...,n son los vértices de J. Luego el operador A(0)

tranéforma al n-1 simplex G en el n-1 simplex J, y transforma, en
particular, cada vértice de G en un vértice correspondiente de J.

4

Si tomamos en G 2=E, o sea, el vector dominante de dere-
cha de 1, el elemento correspondiente de J es v = A(0)2 = EEB 2z,
O sea, la imagen de f en J es colineal con £. Para cualquier otro
2eG no hay colinealidad. Esto se desprende de los siguientes hechos:
1) por el Supuesto DBC, % es el finico vector caracterfstico no-ne-
gativo de I (salvo un factor escalar), y 2) NIy A(O) tienen los
mismos vectores caracteriéticos. Luego A(0) tiene como finica direc-
cidén invariante en el ortante no—hegativo a aquélla determinada por

L.
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FIGURA |

En la Figura 1 representamos las consideraciones prece-
dentes para el caso n=3, Hemos tomado allf s>0 sblo para simplifi-
car el ‘dibujo. Si fuera 32=O, H no cortarifa al eje X sino que se-
ria el trozo de plano que yace en el octante no-negativo cuya pro-
yeccibén sobre el plano XqXq da el segmento en que el H de la figura
intersecta al plano X X3 Si bien H no estaria acotado, J (<H) si
lo estaria (como hemos demostrado).

Dados I v s, obtenemos G y J. Cada 2¢G nos determina un
vector de valores-trabajo veJ. Ademds, cada 2eG, determina un sis-
tema de precios nominales p(r) = A(r)fw(r) gque depende de la dis-
tribucién del producto neto entre salarios y ganancias. Como este
sistema tiene un grado de libertad, para cada r, p(r) constituye

‘
un rayo en el ortante positivo. Este ﬁayo gira sobre el origen
cuando varfa r trazando un trozo de hipersuperficie..Expresar a 1los
preciqs en términos de un numerario equivale a tomar la curva de-
terminada por la interseccibén de este trozo de hipersuperficie con
un hiperplano de normal semipositiva; Es evidente por construccién
que nuestro "trozo de hipersuperficie” es un cono con vértice en
el origen que podemos denominar "cono de precios nominales".

Tomemos, por ejemplo, un numerario compuesto por los ex-
cedentes fisicos por unidad de trabajo: % s. Esto equivale alge-

braicamente a normalizar los precios segln
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sp(xr) = L

y equivale geométricamente a tomar como curva de precios a la in-

. - Lp(r)
sp(r) .

Luego podemos representar paramétricamente a nuestra curva de pre-

terseceibén del cono de precios nominales con H, Sea p(r)

cios como
- '3
p(r):‘—'];g'é;j)q ’ I.:€|OpR)-

Basta con premultiplicar esta expresién por s para comprobar que

vace fintegramente en H (Recordemos que p(r)>0 para todo r en [0,R))

= %%%%%% = v y hemos visto que pP(R) = E§.= Eg donde p y v

sp sv

~

p(0)

representan ambos al vector dominante de derecha de ﬂ que pertenece
a H. La curva p(r) parte de v y efectia un recorrido continuo sobre
H hasta llegar a v. Podemos comprobar, ademds, que yace fntegramen-
te en J. Para ello, debemos encontrar, para cada relO,R|, un Q(r)ec

tal que

a0 =L (25

Si premultiplicamos (25) por (I - 1) obtenemos

P - LEZDADL (26)
Como
qa(r) - Lg(I-mA(r)2 _ o

sA(r)?
se tiene % (r)eG por lo cual (26) nos da el E(r) buscado. En la Fi-

gura 2 representamos a la curva

LA(r

<

Sea §:G ~J la aplicacidn que hace corresponder a cada 2eG la curva P() & J.

si =%, la curva P(2) degenera en un €nico punto y. Para cualquier otro 2eG
la curva efectfia un recorrido continuo desde v = A(0)% hasta V.
Supongamos ahora que, como es habitual, tomdramos una de-
terminada mercancia como numerario, digamos la primera. En tal ca-
so deberfamos hallar la interseccibén del cono de precios nominales

con el hiperplano {p|pl=l} para hallar la curva de precios

_A(r) 2

NP 2 re|o,Rr|}.

P,(2) = {p(xr) |p,(r)=1, rel0,R|} = {p(x)|p(r)=

Como cambiar de numerario no implica otra cosa que multiplicar al

vector de precios por un escalar positivo, dado un vector de pre-
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FIGURA 3

cios de P(L) basta con encontrar la interseeccif6n del rayo que de-
termina dicho vector con el hiperplano {p|p1=l} para obtener el e-
lemento correspondiente de Pl(R). Esto puede verse en la Figura 3
donde hemos ubicado a la unidad del eje Xy mucho més a la derecha
de lo que serfa realista a efectos de evitar las intersecciones de
las variedades.

Supongamos ahora que, dada II, s fuera justamente s, el
vector dominante de izquierda de II. En tal caso, como g = sA(0) =
1+R =

—x S H seria paralelo a G. Por unicidad de s (salvo un factor es-
I3



calar) este es el {inico caso en que H y G son paralelos, Como s y
q tienen ceros en las éoordenadas correspondientes a mercancias no-

&bésica§, G y J se hallarfan en el subespacio de coordenadas corres-
pondiente a las mercancias bésicas. El paralelismo entre G y J,
donde se normaliza a & y s de modo que qf = L = sv, caracteriza al
ficticio Sistema Patrén de Sraffa. En €1, la participacién del sa-
lario en el producto neto sp(r) viene.dado por la sengilla expre-
sidn |

w({r)L - _ L _ L - R-r

p T T R R
Op(r) SA(r)Q, ﬁ L

mientras la participacién de la ganancia viene dada ‘por

R-r _
l. _R— - Rl

Pero lo que hace Sraffa es basarse en el sistema real en
el que s, en general, difiere de s. y utilizar como numerario al
producto neto por unidad de trabajo que producirfa el Sistema Pa-

trén. Esto equivale a normalizar los precios segiln

sp(r) = L, re|O,R

sean p(r) = fRI) gy - wlo) o

sp(r) sp(r)

P(e) = {p(r) |sp=L, re|O0,R|}.

Como

sp(r) = sA(r)f = %;% sg = §§; SA(0)Q = §§F L
también puede ponerse

N R-r

P(L) = {f(x)]| p(r) = —ﬁd.A(r)l, re|0,R|}.

’

La curva P(2) es la interseccién del cono de precios nominales con
H' = {pl§p=L; p>0}. Como P(0)=A(0)2=veH, v estd en la interseccidn
de H y H'. Nuevamente, ‘'los elementos de P(e) son mGltiplos de los

elementos correspondientes de P(R). Pero la representacién paramé-

trica de P(&), o sea, P(r) = B%E A(r)%, re|0,R| difiere cualitati-

vamente de la de P(2) o P,(%) en que no aparece ninguna fila del

1

operador A(r) en el denominador.!Esto se debe a que el numerario

tiene una ley de variacién sumamente sencilla.. para su precio no-



FIGURA 4
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minal basada en las cualidades algebraicas del vector dominante s.
En la Figura 4 representamos a P (L) y B(1) suponiendo gque no hay
mercancias no-bdsicas (por lo cual s>0). Si hubiera mercancias ba-
sicas, digamoé la segunda, se tendria'§2=0 por lo cual H' no seria
-acotado extendiéndose paralelamente al eje X5 hasta +«,

Cuando en el sistema real tomamos a la Mercancia Patrén
como numerario los elementos de ﬁ(z) nos dan el sistema de precios
para.cada nivel de distribucidén del producto neto. Eﬁ este caso pue

de considerarse a @(r)=%ﬂi£l como la participacién del salario en
sp(r)

en producto neto del Sistema Patrén por unidad de trabajo. Como,

seglin hemos demostrado, xr=R(1-®(r)), se tiene
r _ _ 1 =
gt W(r) =1 = T S@Kr) _ (27)

I

por lo cual % constituye la participacién de las ganancias en el

! puede observarse que lo mismo ocurre cuando se toma al trabajo
como numerario: p*(r) = A(r)L. Pero utilizando tal numerario no
es posible llegar a una relacibén explficita entre el salario y la
tasa de ganancia pues el salario desaparece como variable. Adem&s,
cuando r se acerca arbitrariamente a R los precios p*(r) tienden
a infinito lo cual presenta inconvenientes en algunos aspectos.
Sin embargo, es cierto que la mayor parte de las cualidades mate-
médticas del modelo de Sraffa pueden obtenerse directamente a par-
tir de los precios salariales. En ese sentido el trabajo es, co-
mo la Mercancia Patrén, un numerario "natural"” del modelo de Sra-
ffa. BEsta observacidén puede hacerse extensiva a todos los modelos
lineales de produccién simple,




producto neto del Sistema Patrén por unidad de trabajo. Esta expre-
sién sustituye a la que obtuvimos mé&s atris para el caso del ficti-

“¢io Sistema Patrén:

Pero la relacidn (27) vale para el éistema real con tal gue se ex-
prese al salario en términos del producto neto del Sistema Patrédn
por unidad de trabajo. Esto, a su vez, equivale a tomz} la Mercan-
cia Patrén como numerario, y, geométricaménte, a proyectar radial-

mente al cono de precios nominales sobre H'.,
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PARTE 1T

Modelos lineales de produccibén simple y equilibrio general.

Introduccidn

ﬁn la Parte I hemos tratado con cierto detalle un modelo
abierto en el cual el trabajo con la ayuda de medios de produccién
produce un excedente de mercancfas. En esta Parte II procederemos
a cerrar el modelo introduciendo, por un lado, a los consumidores,
qguienes demandan mercancias y ofrecen'trabajo, y, por otro lado, a
los propietarios de las empresas, quienes adelantan el capital que
permite llevar a cabo el proceso productivo. Como no pretendemos
entrar siquiera en el terreno de la teorfa de la demanda supondref
mos simplemente que cada consumidor tiene una funcién de demanda
dada (que incluye a la oferta de trabajo). A diferencia de la Parte
I, en la cual no necesitdbamos hacer variar a las cantidades produ—
cidas, ahora introduciremos explicitamente el supuesto de que aun-
que variemos las cantidades producidas los coeficientes tecnolé6gi-
cos dados por los vectores (Hi,li) no varfan. Suponemos entonces
gue existen proporciones fijas entre los insumos y rendimientos
constantes a escala. Por otra parte, mante%emos el supuesto de que
no hay produccidn conjunta de mercancfias agi como el supuesto de
que s6lo hay un proceso técnico disponible para la produccién de
cada mercancia, Cada empresa podrad producir a cualesquiera de las
mercancias que se demandén pero cada una estari limitada en su ni-
vel de produccidén porque sblo podréd adelantar como mé&ximo un capi-
tal equivalente al valor de los activos que son de su propiedad.
Esto implica qﬁe las empresas nq podré&n tomar diner prestado. Con-
secuentemente, en nuestro modelq no habr& ahorro ni tasa de interés.

Creemos, sin embargo, dque el suguesto de que el capital del cual




pueden disponer las empresas es limitado es realista y que aunque
introdujéramos un mercado de capitales en el modelo seria realista
éhponer_que la capacidad de endeudamiente de las empresas es de al-
glin modo proporcional al valor de los activos de su propiedad (los
cuales constituyen el reaseguro Gltimo de su deuda) de modo tal que
seguirfa siendo su propio capital la limitacién fundamental de su

escala de operaciones. ot

En esta Parte IT no nos limitaremos a cerrarel modelo de
Sraffa sino que construiremos a partir de €1 un modelo lineal gene-
ral para el caso de produccién no—conjunta, un procesb por produc-—
to y un tipo de trabajo. Se demostrard que bajo supuestos muy pare-
cidos a los desarrollados en la Parte I existe alglin equilibrio ge-

neral. El desarrollo de esta argumentacién se basar& en buena medi-

da en la Parte C de la obra de Jacob T. Schwartz: Lectures on the

mathematical method of analytical economics si bien se aprovecharén

nuestros resultados de la Parte I para relajar los supuestos de

Schwartz.
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CAPITULO IV

El modelo de Sraffa en un contexto de equilibrio general,

vy
el

1. Andlisis de la maximizacién de beneficios con tecnologfa lineal

y restricci6n de capital. -

Supondremos que una empresa tiene acceso a n procesos

(nm,,L.), i=1,...,n, para la produccién de n productos, Se enfrenta

i’7i

con precios y salario (p,w) dados y cuenta con un activo dado por
el vector a compuesto por cantidades de las n mercancias. Su capi-
tal es; por lo tanto, ap. Si g es el vector de producciones brutas
de la empresa y los precios satisfacen la ecuacién de precios de
Sraffa el objetivo de la empresa es el de maximizar los beneficios:
g (p-llp-fw) . Para producir, requiere no s6lo consumir productivamen-
te ciertos insumos sino también mantener inmovilizados durante el
periodo de produccidén ciertas cantidades de cada mercancfa. Como en
el modelo de Sraffa, seguiremos suponiendo que el perfodo de pro-
duccién de cada uno de los n procesos es idéntico y gue los 1nsumos
materiales de la produccién deben mantenerse inmovilizados durante
todc el perfiodo mientras que los salarios, en cambio, se pégan al
final del perfodo con lo obtenido'por‘las‘ventas. Luego para produ-
cir g la empresa debe inmovilizar qll, o sea, un capital de gllp. Co-
mo suponemos que la empresa no tiene la alternativa de obtener ca-
pital prestado, para solventar gllp a lo sumo puede disponer de su

propio capital ap. El problema de eleccibén de la empresa puede en-

tonces expresarse del siguiente modo:
Elegir un q que maximice q(p-IJp—-fw) en K = {q€R2| qllp < ap}l. (1)

Supondremos que (p,w) > 0, a>0, £>0.



Sean N = {1,2,...,n},
_ A = {ieNlHip=0},
B = {ieN|p; - Myp - &;w = 0}.

Procederemos a analizar los diversos casos posibles.

a) Si para algﬁn i se tiene pi—Hip—in < 0 la empresa
preferird no utilizar ese proceso, o sea, se tiene qi=OL:Podemos en
tonces suponer que p-llp-2w > 0, o sea; que los procesos que a los
precios vigentes dan pérdida se excluyen_deéde un comienzo. Por otro
lado si se tiene p-llp-2w=0 cualquier geK ser& un midximo. Supondre-
mos en adelante gque p-llp-fw > 0.

b) Si AnB® # & no hay solucién al problema de eleccibn
pues en tal caso existe un ieN tal que Hip=0 y pi—Hip—Riw>0. Como

el rayo (ei)={ueRﬁlu=ae >0} estd incluido en K, g(p-lip-2&w) puede

i
hacerse .arbitrariamente grande tomando q=ae; . Supondremos gue cual-
guier proceso capaz de generar un beneficio positivo requiere la
utilizacién (y, en el presente caso, el consumo) de alg(n insumo ma
terial no-libre. Supondremos por lo tanto que Ac B.

c) 8i A = ¢, tenemos Illp>0., Si ap=0, K={0} y g=0 es la
tnica solucidén. Si ap>0, K constituye un simplex n-dimensional. Si
A # ¢ entonces exis&e un ieN tal que Hip =0y pi—Hip;in = 0. En
este caso, si bien K no impone restriccibén sobre q; la forma li-
neal q(p-lp-4w) tampoco depende de q;-. Luego si geK maximiza, tam-
bién lo hard cualquier elemento del conjunto {q+aei}. Podemos, en-
tonces, restringir el andlisis a la intersebcién de K con el cono
de coordenadas , |

— — n — .
C= I () = {qeR+| q;=0 vieAl,
icA ‘

obtener el conjunto maximizador en KC = KNC y luego formar la suma

de este conjunto con el cono ¢ = 1 (ei) para obtener la solu-
ieA ~
cién general.! Como A ='¢ implica C = rR? y C=¢g, de tal modo es-

+

tamos tratando el caso general AcB. Si ap=0, se tiene

_ n B n, __ ieA | _ by _ A
K = {q€R+|qu;0} = {qeR+| g=oe,, a€R+}— iea (&) c,

de modo que KC={O}, ddndonos g=0 como solucién a la cual le sumamos

! Obsérvese que KC = KNnC es PC(K), la proyeccién de K sobre C.
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nuevamente C, de modo que todo geK maximiza beneficios (Eﬁ-
los). Si ap>0, Kc resulta, por construccién, un simplex de.
dimensidn #(a%)- = n-#(a). Luego, siempre que AcC B podemos limi-
tar la pﬁsqueda del conjunto §oluci6n a un simplex y luego sumarle

a este conjunto el cono ¢. En términos econémicos, este camino in-
directo sefiala que si un proceso que rinde beneficio nulo no requie-
re la utilizacién de ninglGn bien material una empresa maximizadora
de beneficios podrd& operarlo a cualquief nivel (no—negé;ivo) Yy, por

lo tanto, la bfisqueda puede centrarse en una primera etapa en lps ?
procesos gue reguieren la utilizacidn de insumos materiales. i
En el punto a) hemos supuesto que algfin proceso rinde be-'
neficio positivo (B#N). Luego si quc maximiza beneficios debe cum-
plirse gllp = ap. S1i fuera gllp < ap, como existe un ieN tal que p;-
Hipéﬁiw>0 tendriamos (q+aei)ﬂp<ap para o suficientemente pequeno y
ademéds (q+aei)(p—Hp—Rw)>q(p—Hp-2w) por lo cual g no maximizaria be—j
neficios en Kc (n6tese que al ser ANBC=@ -como hemos supuesto en
el punto b)- ieB® implica ieA®€ y entonces gtoe;eK,) . Luego la bls-
gueda de los g maximizadores puede limitarse al simplex Sc = SnC =

{qeRﬁqup=ap}r\C cuyos vértices integran el conjunto

v = {g'eR}|q" = %EE e., iea®}.
i

Todo elemento de SC puede expresarse como combinacién convexa de

sus vértices, o sea:

i
geS_ => g= I 0.q
c ieaC
donde
z o. = 1, ai;O, qleV vieAC. °
ieaC®
Sean ’

m = max q- (p-Tp-%w)
ieAC

L = {ieA®| g (p-Tp-2w)=m}.
L identifica a los vértices de Sc que maximizan beneficios. Por de-
finicidn de L se tiene:
viel c A€ gl (p-Mp-2w) = m

vieLC c AC gl (p-Tip-4w) < m.
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Lema 1 g maximiza g (p—-Ilp-2iw) en S. si y'sélo si es combinacién

convexa de vértices maximizadores.!

Demostracidn
=> Como quC, qg = 1 aiqi = I OLiq-i + I uiqi donde I ;= 1,
ieA® ieL ieLC ieAC
ai;O,VieAc. Si existiera ieL® tal que ai¢0 tendrfamos
tz
g(p-Ip-4w) = I aiql(p-Hp—zw) = I aiql(p—np-zw) + I aiql(p*Mrﬂw)
ieAC i€L . ieL® .
= L o.m+ I o.qi(p-Mp-2w) < L a,m+ I o.m= I qG.m=m
ieL ierc * ieL ieLC ieaC *
Yy d no serfa maximizador.
<= Sea q = 12 aiqi v g' un elemento cualquiera de S,. Luego
iels '
gq' = I Biqi donde I Bi =1y Bi;O vieA®. Ademis
ieAC ieAaC
q' (p~-Np=w) = I Biql(p*ﬂp—ﬂw) = I Biql(p—Hp—Rw) +
ieaC iel
+ I B.q(p-Tp-fw) = I 8.m+ I B.qt(p-Np-2w) < I Bm+ I B.m
ier® * ieL T 1enC * ieL © ier® *

B.m=m= % o.m= I aiqi(p—Hp—Rw) = q(p-llp-2w), Luego g
ieaC * iel iel '

maximiza .QED.

Hemos demostrado, entonces, que el conjunto de maximiza-
dores en SC estd compuesto por una cara del simplex SC. Esta cara
constituye también el conjunto de maximizadores en Kc' Para obtener
el conjunto de maximizadores en K cuahdo D#£QY (y siempre en el caso
A< B) formamos la suma de tal cara con el cono G = I (e,).

. i
’ ieA
Recordemos que los vértices de SC son de la forma

Gt = 2o iea,
i
Entonces
— f(+i.nC 1 o ol = clap - =
L = {ieA®| g (p-Tlp-2w) = m} = {ieA ﬁ—ﬁei(p—ﬂp—ﬁw) = m} =
i

{ien| Pi-Nyp-tiw _ 1y
Hip

! Este Lema se desprende de forma inmediata de conocidas propieda-
des de conjuntos convexos. Véase por ejemplo, Toranzos y Nancla-
res 83, Teorema IV.1l.3.



donde hemos definido

~— r =

g_ - é_ max g (p-Tp=fw) = max Pi TiP~%;¥,
.ap P jeaC . © iea® Hip

Por el Lema 1, un q maximizador en Sc debe ser combinacién convexa

de los vértices maximizadores: ql = ; ap e ieL, O sea, si q maxi-
. p
] _ i
miza debe ser
- " ap -
qg= I oaq = I o p=e; donde X o, =1, 0.>0, i€L.
ier, T ier, T %P 7 ier, * 1

Esto implica que qi=0 para iELC. De modo*equivalente, si g maximiza

en Sc se tiene

q

i =%y ﬁég para 1¢A®, donde z a, = 1
i

ien® *

0,20 para iea® y @ =0 para ieL¢ < AS,

Los restantes-qi, i€A quedan indeterminados salvo su no-negatividad
por lo dﬁe vimos al comenzar el punto c).

En el punto a) vimos que si B = N, lo que ahora podemos
expresar como r=0, cualquier gé¢K maximiza beneficios (nulos), In-
trodujimos allf el supuesto p-llp-&w > 0, o sea, r>0. En el punto b)
introdujimos el supuesto de que A< B. Y en el punto ¢) vimos que
bajo tales supuestos un g maximizador debia pertenecer a S, o sea,
satisfacer gllp = ap. Podemos ahora eliminar el supuesto r>0, man-
teniendo, sin embargo, r20 y A<B (o sea, Hip=0 = p;-l;p-A;w = 0).
Entonces, por lo visto, las siguientes son condiciones necesarias
para que q maximice beneficios en K: ‘

1) qeX (o sea, g>0'y gllp<ap),
2) q;=0 si ie1® = a1,

3) gl'lp = ap si x>0.

Veremos seguidamente que estas condiciones son, ademas,
suficientes. Supongamos que gq satisface las tres condiciones. Si
r=0, como geK, (g maximiéa beneficios (nulos). 8Si r>0, veremos que
la proyeccién de g sobre C, Pc(q), resulta combinacidén convexa

de los vértices maximizadores, Como por 3) se tiene gllp = ap
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T .
r>0 => q a—g— = 1 => 7 q._.'.".__ = 1 = bX qi—— = 1 (2)

donde la Gltima implicacibn vale porque, por definicién de A,

Hip = 0 si ieA, Si definimos

Hip
95 = si iel
ap
o, =
i
0 si ieL€ et
se tiene
' T.p| ap _ ~
P {q) = p) g.e., = z g, 1 e. = I o, ap e,
< ien® "t % iea®| "t ap Hip * ieAC lHip .

pues por 2) se tiene qi=0 para ieL®., Pero ya vimos en (2) que

Z o oy = 1. Luego Pc(q) es combinacidn convexa de los vértices ql,
ieA

iel, vy, por el Lema 1, maximiza beneficios en Sc' Como r>0, Pc(q)
también maximiza en Kc‘ Y ya vimos que sSi Pc(q) maximiza en Kc'
cualquier vector del conjunto Pc(q) + C maximiza en K. Pero q es

justamente un vector tal ya que
n .
q = I g.,e. = z g.e. + I qg.e. =P _(q) + I qg,e..
i=1 1t qeac Yt jea bt € ien Tt
Luego g maximiza en K,

Sobreentendiendo que hablamos de un geK las condiciones

a gue hemos llegado pueden ponerse en la forma:

p.=ll.p-2.w
(1) g;>0 = 1 Hlp I =y
. i

(2) r>0 => qgllp = ap.

(1) nos dice que para maximizar beneficios yna empresa operara sé-
lo aguéllos procesos que rindan la maxima tasa de ganancia.

(2) nos dice que si la tasa de ganancia es poéitiva una empresa ma-
ximizadora de'benefiéios utilizard todo su capital en el pro-

ceso productivo,

Podemos resumir nuestras conclusiones en la siguiente Pro

posicién.
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Proposicién 2 Produciendo g una empresa maximiza beneficios

q(p-Tp-fw) en su conjunto factible K = {q€R2| gllp<ap}, donde
p-llp-4w>0 y pi—Hip—Riw=0 cuando H£p=0, si y s6lo si geK y se cum-

plen (1) y (2).

Observacidn Para cualquier ieN tal que Hip=0 (y por lo tanto

pi—Hip—liw=O) q; gueda indeterminado salvo su caréctefﬂno—negativo.
Ademds, si r=0 cualquier geK maximiza.

Hemos hallado condiciones necesarias y suficientes para
que una empresa maximice beneficios bajo el sppuesto ae gue pi—Hip—
—liw=0 cuando Hip=0. Podemos ahora eliminar tal supuesto ya que las
condiciones (1) y (2) valen igualmente para el caso general, Para
ello basta con extender la definicidn de r a

L.

r = max ¢(i) donde

ieN
py-lip-fyw
T.p si 1cA
i
1 = b
¢ (i) 0 si ieAnB
400 si ieAnBC
C

de modo que r no esté definida en el caso AnBC # ¢ y expresar el
teorema de modo que excluya ese caso pero admita la posibilidad de
que sea AnBC # ¢,

<

Proposicidén 3 Produciendo g una empresa maximiza beneficios

g(p-Tp-4w) en su conjunto factible K = {q€R2| gllp<ap}, donde
p-Tp-fw>0 ,51 y s6lo si geK, r estd definida, y se cumplen las si-
guientes condiciones:

(1) ;>0 => py-Myp-L;w =xl;p

(2) r>0 = gilp = ap.

Procederemos a resumir nuestras principales conclusiones.
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a) Para que el problema de eleccidén de la empresa tenga
solucidn es necesario que r esté definida. Para ello debe ser
anBC = Q. 0 sea, todo proceso suscgeptible de rendir un beneficio
positivo debe requerir la utilizacidén de activos no-libres. Supon-
gamos que esta condicibén se cumple.

b) Si r=0 (o, equivalentemente, si p-lp-2w=0) cualquier
geK serd una eleccién éptima. . ot

c) Si r>0 la empresa debe produq%r en niveles que agoten
el valor de los activos para maximizar beneficios.O‘sea, el valor
de los activos que utiliza en la produccién debe igualar al valor
de los activos de su propiedad; qllp = ap.

d) 81 r>0 la empresa que maximice beneficios s6lo produ-

cird con aquéllos procesos que le rindan el mdximo, o sea, con los

iel = {ieac| Pi P74 W _ 1} para ieLSu(AnB) sera q;=0. Si llama-
I.p
1

mos a ¢(i) la tasa de ganancla del proceso i podemos decir que para

que el problema de maximizacién tenga solucidn todos los procesos
deben tener tasa de ganancia finita. En tal caso, para gque la em-
presa maximice beneficios sujeta a su restriccibén de capital debe
maximizar su tasa de ganancia. Para ello debe produéir s6lo con a-
quéllos procesos que rindan la mdxima tasa de ganancia, o sea, r.
Levantemos ahora la mirada de la empresa individual y en-
foquémosla sobre el cdnjunto de empresas que constituyen el sector
productor de la economia. Supongamos que todas las empresas tienen
acceso a los mismos procesos productivos (no hay secretos industria
les) y que existen s mercancias que deben sér producidas en canti-
dades positivas para satisfacer la demanda final. Si suponemos gque
hay un nlmer finito (digamos 1) de mercancfas distinguibles y con-
vsideramos los insumos de los s procesos que producen las s mercan-
cias de demanda final,‘asi como los insumos de los procesos que
producen a dichos insumos, etc.,, llegaremos a un nﬁmero finito (di-
gamos n<n) de mercancias qﬁe deben ser producidas en cantidades po-

sitivas para satisfacer tanto la demanda final como los requerimien
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tos intermedios. Cada una d= estas mercancias es producida mediante
un proceso correspondiente, Hemos visto que cada empresa producirg
SOlamenFe aquéllas mercancfas cuyos procesos de produccién rindan
la m&xima tasa de beneficio sobre el capital que debe ser inmovili-
zado para su produccibn: r. Llamemos‘qkeRi al vector de produccién
de la empresa k, que incluye los niveles de produccibn de los n pro

cesos que deben ser operados a nivel positivo por al mehos una em-

presa para gue Sea posible satisfacer la demanda final, Sea
K K -
q = L g, suponiendo que hay K empresas. Como suponemos que g>0,
k=1

para todo ieN={1,...,n} debe existir un kex={1l,...,K}tal que (qk)i>
30. Pero como todas las empresas maximizan beneficios y tienen acce
so a los mismos procesos, por la condicién (1) de la Proposicién 3 .

(qk)l.>o = p,-l,p-%,w = rl;p.

Luego p?ra todo ieN se tiene pi—Hip~in = rHip, o sea,
| p-IIp—-2w = rllp
donde p es el vector de precios de las n mercancfas que deben ser
producidas en cantidades positivas y II es cuadrada. Luego para que
sea posible satisfacer la demanda final es necesario que se verifi-
que
Ip(l+r) + w.=p
que no es otra cosa que la ecuacién de precios de Sraffa. Hemos lle
gado a ella, sin embargo, partiendo del objetivo de maximizacién de
beneficios de la empresa individual. Cabe observar que esta ecua- .~
cién es independiente de la magnitud de la ‘demanda final dé cada
una de las s mercancias finales asi como lo ?s de la produccién ne-
ta de las n-s mercancias intermedias necesarias para producir a las
primeras. También es independiente del hecho de que hayamos tomado
en nuestro modelo un Gnico "factor primario" pues es evidente que
modificando adecuadamente la expresidén de los beneficios podrfamos
incluir diversos tipos:ae trabajo. Siempre que sus precios estuvie-
ran dados llecariamos a la ecuacibén correspondiente:
1 t

Mp(1+x) + 2 Wyt el L W = p,

donde suponemos que hay t tipos de trabajo.
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2, Forma alternativa de resolver el problema de eleccidn de la em-

El problema que hemos estado considerando, a saber, el de
encontrar un qu={qeRi}qu;ap} que maximice q(p-lp-w) es un tipico
problema de programacibén lineal. Hubiéfamos podido resglverlo recu-
rriendo a los diversos teoremas que han sido desarrollados por ma-
temdticos como Dantzig, Gale, Kuhn y Tucker. Hemos preferido, sin
embargo, efectuar en la seccidn precedente un anfdlisis mds pormeno-
rizado y llegar a la solucién de un modo constructivo- a efectos de
no perder de vista los distintos casos y su significacién econémica.
Sin embargo, la teoria de la programacidén lineal permite resolver

1

nuestro problema de un modo particularmente sencillo,” Por ello, en

esta seccidn veremos cémo el problema de eleccién de la empresa pue
de resolverse utilizando dicha teorfa.?

Sean AeRmxn, xeRn, yeRm. Se denominan problemas est&ndar

primal y dual, respectivamente, a los siguientes problemas:

Primal Encontrar x>0 que maximice c¢cx y cumpla Ax<b.

Dual Encontrar y>0 que minimice yb y cumpla yA>c,

Vectores x e y que satisfagan las restricciones lineales x>0, Axc<b,

y v>0, yA>c, respectivamente, se denominan soluciones factibles. Si
<

ademds solucionan a los respectivos problemas de optimizacién se de

nominan soluciones Optimas. El teorema que-utilizaremos es el si-

guiente:

! schwartz (78) no efectfia una demostracién detallada del problema

de eleccién de la empresa y se basa directamente en el Lema de
Neyman y Pearson. EsSte Lema se aplica perfectamente bien al pro-
blema pero como resulta ser un caso sencillo de programacién li-
neal preferimos basarnos directamente en esta teorfa, Cfr.
Schwartz 78, pp. 186-7. :

? E1 siguiente parrafo se basa en Gale 30.4, Capftulos 2 y 3.
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Teorema Las soluciones factibles x e y de los problemas primal y
dual, respectivamente, son soluciones Sptimas si y sSlo si
o ,—< . = v =
(1) A;x<b; => y, =0
v i> => X =
(2) yA=>c, x;=0
Si interpretamos nuestro problema de maximizacién como el
problema primal: a2t

v

Prinmal Encontrar g>0 que maximice q(p—Hp—Qw)'y cumpla qgllp<ap
es evidente que el dual seré:

Dual Encontrar y>0 que minimice (ap)y y cumpla (llp)y>p-Ilp-2w

donde yeR.,

Pero la solucidén al problema dual es muy sencilla de ob-
tener ya que:

(1) si existe ieN tal que Hi=0 y pi—Hip—in>0 no existe
solucién 6ptima.

(2) si existe ieN tal que Hi=0 y pi—Hip-in=O la fila
correspondiente de (Iip)y>p-Tlp-4w no impone restric-
cién alguna sobre .y.

(3) para los ieN.restantes, o sea, aquellos en que Hip>0,
las restricciones equivaleq a

v > pi—Hip—ziw
= Hip ) ’

Como el problema dual consiste en minimizar (ap)y si no se estid en

el caso (1) basta con tomar

pi—Hip—in

Hip

y = max
) ieN

PR

Pero ahora ya es evidente que la solucién Sptima del problema dual
no es otra cosa que r, la tasa de ganancia. Pues para tomar en cuen

ta los casos (3), (2) y (1) (en ese orden) puede definirse a la
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solucibén del problema dual como

,

p.-l.p-A.w
. e Hl e si ieAC€
- ) ip
y = r = max¢ (i) donde ¢ (i) = A 0 si ieAnB
ieN
T ~ si ieAnB€

Podemos entonces transcribir al problema dual como: ¢
Dual Encontrar r>0 que minimice (ap)r vy cumpla (IIp) r>p~-Tp-4w,

y aplicar directamente el Teorema para obtener la siguiente Propo-

sicién.

Proposicidn 4 g>0 y r>0 que satisfacen, respectivamente, gllp<ap

y (lIp)r>p-Np-2w, son soluciones 6ptimas del'problema primal y dual,
respectivamente, si y sb6lo si cumplen las siguientes condiciones:
(1) glip<ap = r=0

(2) (M p)r>p,~M.p-2.w = q;=0.

Esta Proposicién.es s6lo levemente diferente a la Proposicién 3.
Nos da condiciones necesarias y suficientes para que dos soluciones.
factibles de los programas primal y dual, respectivamente, sean so-
luciones 6ptimas. Y estas condiciones son las mismas que aquéllas

a las gue llegamos anteriormente siguiendo un camino mds arduo

aungue en algunos aspectos quizds mas .instructivo.

+
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3. Insercidn del modelo de Sraffa en un modelo de quilibrio general

e

Supondremos que hay K empresas, cada una de las cuales,
como ente juridico, es propietaria de un vector semipositivo de ac-
tivos reales ak, k=l,...,K.gHay‘adema; G+H consumidores, de los cua
les G son trabajadores asalariados que no participan en la propie-

. dad de las empresas, y de los cuales H son propietarios de.la tota-
lidad de las empresas pudiendo ser a su vez (aﬁnque no necesaria-
mente) también trabajadores asalariados. Cada propietario h es due-
no de la fraccién O g de la empresa k, donde hgldhk % 1, k=1,...,K.
Cada consumidor i estd dotado de una funcidén (de punto a punto) de
demanda (si(p,w),—Li(p,w)) definida en Rﬁ X R, ~(On,O) continua y

homogénea de grado 0. sl(p,w) es la funcién de demanda de bienes

finales de 1, y Li(p,w) es la funcién de oferta de trabajo de 1i.

Definimos
G+H i G+H i K Kk K "
s= %Y s , L= %Y L, g= ¥ g , a= 1L a.
i=1 i=1 k=1 k=1
Definicidn El conjunto {(p,w);(sl,—Ll),...,(SG+H,—LG+H);ql,,”qK }

constituye un equilibrio general si se cumplen las siguientes con-
diciones: -

(a) (p,w) > O,

(0) (st,-th) = (sT(p,w) ,-L (p,w)), i=1,...,G+H,

(c) qk maximiza x(p-llp-2w) en {xeRil priakp},

/

(d) s = q(I - @), go<L y q#=L si w>0.

Proposicibén 5 Si se cumplen las siguientes condiciones existe al-

glin equilibrio general:
1) Todas lés empresas disponen de una misma tecnologia
‘dada por (II,2) donde I es casi—prodqctiva y dominante-
mente bésicémente conexa y %2>0 con 2110 donde 21 co-

rresponde a los procesos bésicos.
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2) Cada consumidcr cumple su restriccién presupuestaria

con igualdad (Ley de Walras).

Demostracién_ Como Il es casi-productiva y dominantemente b&sica-
mente conexa y K%ZO podemos aprovechar los resultados del Capitulo
I, especialmente la Proposicién 16 juntamente con la Observacidn
que le sigue. Por ello, sabemos que existe un intervalg: no-degene-
rado |0,R| tal que para todo re|0,R|, si se expresan a precios y sa-
lario en términos de algfin numerario,existe un finico vector (p(r),
w(r)) que satisface la écuacién

Mp(r) (1+r) + w(r) = p(r). : (3)
Como p(r) es positiva en |0,R| y w(r) es positiva en |0,R) y nula
en r=R, para todo re|0,R| p(r) y w(r) satisfacen la condicién (a)
de equilibrio general. Como para cada consumidor 1 tenemos si(p,w)
Yy Li(pjw) como funciones continuas y homogéneas de grado 0 defini-

das en RﬁxR ~(On,0) y, dado un numerario, p(r) y w(r) son funciones

+
continuas en |0,R| obtenemos la funcién de demanda de cada consumi-
dor expresado como funcién continua de r, o sea, (si(r),—Li(r)).
Sumando sobre i obtenemos la funcidén de demanda final total s(r) y
la funcién de oferta de trabajo total L(r) ambas continuas en |0,R].
Para satisfacer la demanda final total s(r) la produccién bruta to-
tal (teniendo en cuenta los requerimientos intermedios) debe ser
al menos g(xr) = s(r)A(0). Supongamos que, en el.-agregado, las em-
presas adaptan pasivamente su produccién % la demanda de modo que
efectivamente se tiene g(r) = s(r)A(0). Luego la demanda total de.
trabajo es D(r) = q(r)f. ’

Por el supuesto 2) tenemos
=l,...,C (4)

k

s (r)p(r) = Lg‘(r)W(r)_,
q (r)(p—Hp_Zw)ahk, h=1,...,H,

it

Lh(r)w(r) +

sh(r)p(r)
: k

I ’xXQ

1
donde qk(r) es la produccidén bruta de la empresa k. Supongamos, por
el momento,gue

: K
Sh(r)p(r) = Lh(r)w(r) + r I akp(r)ahk, h=1,...,H (5)

k=1

lo cual indica que los propietarios se ajustan a un presupuesto




que implica que las emprecas operan al lfmite de su disponibilidad
de capital. Sumando (4) y (5) sobre g y h obtenemos

~—

s(r)p(r) = L(r)w(r) + rap(r),
Pero
s(r)p(r) = q(x)(I - Mp(xr) = gl{r)i}rip(r) + tw(r)|
por definicién de g(r) y por (3). Luego
rg(r)lip(r) + g(r)lw(r) = L(f)w(r) + rap(r),,,,
igualdad que puede ponerse en la forma
E(r)w(r) = rlap(r)- - q(r)Ip(r) | (6)
donde E(r) = D(f) - L(r) es la funcidén de demanda excedente de tra-
bajo.
En primer lugar, es evidente que E(0)=0, ya que w(0)=W>0.
Para re(O,R| podemos distinguir-tres casos mutuamente excluyentes:
(I) existe re(0,R| tal que E(r)=0,
(IT) para todo re(0,R| E(r)<0,
(III) para todo re(0,R| E(r)>0.
Por la continuidad de E(r) y el hecho de que E(0)=0 es ademds nece-
sario que alguno de los tres casos se cumpla. Veremos que en cual-
quiera de los tres casos, existen producciones brutas qk, k=1,...,K
que implican que las empresas siquen una conducta de maximizacién

de beneficios.

. Por (6),

En el caso (I) tenemos E(f)éO_para un £e(0,R
q(£)Mp(2) = ap(®). Podemos dividir g(£) en vectores qk(f), k=1,.s.,K.
K
tales que I qk(f) = q(2) vy qk(f)Hp(f) = akp(f), k=1,...,K,
k=1 <«

Como hemos supuesto que (p(2),w(?)) satisface (3) donde p(2)>0 y
I carece de filas de ceros (por el Supuesto DBC) £ = max ¢(i) esté
ieN

definida. Como adem&s hemos particionado a q(f£) de modo tal que
para todo k qk(r)€Kk={x€R2|pr(r);akp(r)}, las condiciones (1) y
(2) de la Proposicidn 3 se cumplen. Luego cada una de las empre-
sas logra los méximos beneficios compatibles con su restriccién de
capital.

En el caso (II} tenemos, en particular, E(R)<0. Pero co-

mo w(R)=0 resulta de (6) q(R)Np(R) = ap(R) y podemos proceder exac-
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tamente como en el caso (I).

En el caso (III), como para todo re(0,R) se tiene E(r)>0
;“w(r)>0, por (6) tenemos q(r)lp(¥) < ap(r) para todo re(0,R). Por
continuidad de E(r), gq(r) y p(r) debe darse g(0)p(0) < ap(0). Lue-
go podemos di;idir q(0) en qk(O), k=1,...,K, de cualquier modo com-

patible con I qk(O) = q(0) vy qup(O) S akp(O), k=1,...,K. Nue-
k=1 ' :

vamente por la Proposicién 3, todas las empresas maxinfzan benefi-
cios.

Luego en cualquiera de los tfes casos se cumple la condi-
cién (c) del equilibrio general.

ARhora podemos verificar que al tomar (5) no hemos hecho
otra cosa que suponer la parte del supuesto 2) que concierne a los

propietarios. En los casos (I) y (II) tenifiamos qk(r)Hp(r) = akp(r),

k=1,...,K, para un re(0,R

Kox
I q (r)lp(r)a =
—1 hk X

. Luego

r

o~ R~

o (1)) =T (r) =230 (x) oy .
1

I MR

"y )
a p(r)ahk =r

k=1 k

En el caso (III), como r=0, se tiene

r akp(r)ahk = 0 = qklp(r)-Hp(r)—lw(r)
1 k

R
(]

|

i MR

k 1

Hemos tomado si(r) Yy Li(r) de modo tal gue la condicién
{(b) gde equilibrio general se cumpla. La primera parte de la condi-
cibén (d) se cumple por definicién de g{r). En cuanto a la segunda
parte, hemos visto que: en el caso (I) se tiene E(£)=0, o sea
g(f)4 = L(£), con w(£)>0; en el caso (II) se tiene, en particular,

E(R)<0, o sea, g(R)%2 < L(R), con w(R)=0; v en el caso (III) se tie-

ne E(0)=0, o sea, g(0)2 = L(0), con w(0)=w>0. QED.

Puede observarse que en un equilibrio correspondiente al
caso (I) habréa pleno emﬁleo y plena utilizaci6én del capital de ca-
da empresa. En el equilibrio correspondiente al caso (II), en cam-
bio, habréd desempleo (E(r)<0) aunque plena utilizacibén del capital.
Y en el equilibrio del caso (IIX) puede haber capital ocioso
(q(0)IIp(0)<ap(0)) aunque habrd pleno empleo.

En la Seccién 1 hemos visto que la ecuacif6n de precios
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lp(l+r) + &w = p es condicidn necesaria para la condicién (c) de
equilibrio general si incluimos s6lo los procesos operados en nive-
les posiFivos. Teniendo en cuenta la demostracién de la Proposicidn
5 podemos afirmar que cualquier equilibrio general estar& asociado
a un Gnico valor de r. Reciprocamente, a cualquier re(O,Rl para el
cual E(r)=0 se puede asociar por lo menos un equilibrio general.
Mas atn, a r=R se puede asociar algln eéuilibrio generq% atin cuando
E(R)#0 con tal gue sea E(R)<0. Por otro lado, para que a r=0 se pue
da asociar algln equilibrio es condiciénr necesaria y suficlente que

se verifique q(0)Np(0) < ap(0). Luego tenemos:

Corolario 6 Dadas las condiciones de la Proposici6én 5 a re(0,R)

le corresponde algin equilibrio si y s6lo si E(r)=0; a r=R le co-
rresponde algln equilibrio si y s6lo si E(R)<0; y a r=0 le corres-

ponde alglin equilibrio si y s6lo si g(0)Ip(0) < ap(0).

Observacidn 1

Para que a r=0 pueda asociarse alglin equilibrio es sufi-
ciente que exista un §>0 tal que para re(0,8) se verifique E(r)>0.
Esta condicién basta para utilizar el argumento de continuidad que
utilizamos en el caso (IITI). Sin embargo, dicha condicién no es ne-
cesaria ya que podrfiamos tener para todo §/0<§<R, para todo re(0,§),

/§<gégg w(r)>0 (por (6)) qg(r)Ip(r) > aé(r) para todolre(O,G) ain cuan-
do g(0)Nlp(0) = ap(0) (en cuyo caso habrfa equilibrio en r=0).

Por otro lado, si admitimos ;a e;istencia de la derivada
lateral derecha en el punto r=0 para las fumciones s(r) y L(r) po-
demos llegar a una condicidén necesaria y suficiente para que a r=0

pueda asociarse alglin equilibrio que es equivalente a la que plan-

teamos en el Corolario 6. Derivando (6), obtenemos

E(r)w}(r) + El(r)w(r) = r|ap(r)—q(r)Hp(r)|; + |ap(x)=g(xr)Ip(x)|.
Evaluando la expresién en r=0 y teniendo en cuanta que E(0)=0 y
w(0)=W>0, tenemos:

EL(O)W = ap(0)-q(0)IIp(0) .
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Por lo tanto
— q(0)1p(0) < ap(0) <> E;(0) 2 0,
Podriamos, ehtonces, reemplazar la filtima afirmacién del Corolario
6 por: r=0 determina alglin equilibrio si y s6lo si E;(O);O. Es ésts
la condicidén que utiliza Schwartz (78) en su Teorema 15,5. Sin em-

bargo, como preferimos no exigirles a. las funciones de demanda més

que su continuidad, no reformularemos el Corolario 6.

Observacidn 2

Hemos visto que en los equilibrios generales asociados a
r=0 la produccidén total g(0) queda indeterminada y s61o debe satis-
facer q(0)Iip(0) < ap(0). Obviamente, habr&n infinitas combinaciones

de ql(O),..t,qK(O) que satisfagan

&) = q0) , M) < a¥p0), k=1,...,K.

1 X

k=1
Debe observarse que afin en los equilibrios asociados a re(0,R| se
mantiene esta indeterminacién. Pues si bien g(r) gueda determinado

y satisface g(r)lip{(r) = ap(r), siguen habiendo infinitas maneras

de subdividir a g(r) en ql(r),...,qK(r) de modo que se cumplan

I ™R
Q

(xr) = gq(r) , qk(r)Hp(r) = akp(r), k=1,...,K.

k=1

Si partimos de determinados niveles de produccién de equilibrio
ql,.;.,qK, una empresa cualquiera puede disminuir la produccién de
algunos bienes y aumentar la de otros dex modo tal qué'siga utiliza;
do todo su capital, o sea, manteniéridose en el hiperplano

{qeR” |qllp(r) = akp(r)}.
Si otra (u otras) empresa(s) hace(n) lo inverso, de modo tal que,
en conjunté, se siga produciendo q(r), se tendr& . nuevos vectores
de produccién de equilibrio ql,...,qK.

En el planteo mids usual de la teorfa de la produccidn.
suéle afirmarse que en el caso de rendimientos constantes el proce
so decisorio de la emprésa individual pierde significatividad ya
que sus niveles de actividad permanecen indeterminados (si los be-

neficios son no-negativos). ,
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In classtcal theory, from Smith to ML1l, fixed coefficients in pro-
duction are asswned, In such a ontext, the individual firm plays little role in
the general equilibrium of the economy, The scale of any one firm is indetermi-
nate, but the demand conditions determine the scale of the industry and the de-
mand by the industry for inputs. The firm'srole is purely passive, and no mea-
ningful bowndaries between firms are established, !

En el planteo usual no se impone otra restriccién a la produccién
de la empresa individual que la tecnolégica. Una sola empresa po-
dria realizar toda la produccibén necesaria para satisfacer la de-
manda y las demds no producir nada. En el planteo de §éhwartz, sin
embargo, la restriccién de capital otorga lina mayor relevancia a

la decisibén de la empresa individual bajo condiciones de rendimien-
tos constantes a escala. Pues si bien los niveles de produccién in-
dividual compatibles con el equilibrio son mGltiples (m&s afn, in-

finitos), permanecen acotados por la restriccifn que impone la dis-

ponibilidad de capital de la empresa.

Observacibn 3

La existencia de un eqﬁilibrio general en el modelo pre-
sentado depende fundamentalmente del equilibrio en el mercado de
trabajo. Como hemos supuesto que las empresas (en el agregado) a-
daptan pasivamente su produccifn neta a la demanda total de los
consumidores y hemos visto que comportédndose de ese modo cada em-
presa maximiza beneficios en su conjunto factible, la demandé total
de tfabajo es un simple reflejo de la demanda de los individuos: .
D(r) = qg(x)f = s(r)A(0)L = Zsi(r)A(O)z. La oferta de trabajo, a su
vez, proviene directamente de las ofertas<«individuales de trabajo
Li(r). Nada hemos dicho, sin embargo, con respecto‘a la determina-
cién de las funciones de demanda individuai (si(p,w),—Li(p,w)) =
(si(r),—Li(r)). Cabe la posibilidad de obtenerlas a partir de la
maximizacibén de funciones individuales de utilidad sujetas a res-
tricciones presupuestarias, al modo neoclésico. Pero ello no es ne-

cesario.? El modelo admite, por ejemplo, la posibilidad de que en

Arrow 2.2, p.l.

Esta forma de proceder me fue sugerida por Olivera 68.2, Leccién
1, punto 4. Schwartz (78) deduce las demandas individuales a par
tir de funciones de utilidad.
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la determinacién de L(r) intervengan elementos monop&licos, como el
accionar de sindicatos de trabajadores. Estos podrfan influir sobre
la fﬁnc%én de oferta de trabajo de modo tal que el equilibrio en el
mercado de trabajo se diera a un nivel salarial relativamente ele-
vado.

Por otro lado, hemos supuesto que se cumple la Ley de Wal
ras mientras gue en el modelo los indiQiduos no tienenq}a posibili-
dad de ahorrar mediante la adquisici6n de activos financieros. pe
tal modo se elude la posibilidad del desequilibrio debido a la no
concordancia entre el ahorro y la inversién. Un tratamiento intere-

sante de esta cuestidn puede encontrarse en Schwartz 78,
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4. Viabilidad del equilibrio general

—

Cabe senalar que si suponemos que los no-propietarios no
tienen otro medio de vida que el que.les permite la venta de traba-
jo los equilibrios generales correspondientes a r=R son no-viables
si postulamos un salario mfnimo, wmin,‘mayor que cero.,En tal caso
sera Woin= w(rmax) con rmaX<R. Asimismo, s? suponemos que el obje-
tivo de las empresas es la obtencién de ganancias positivas y que
ante ganancias nulas las empresas dejan de producir, tampoco serén
viables los equilibrios generales correspondientes a r=0, M&s afn,
podemos postular una tasa de ganancia minima, roin’ POY debajo de
la cual las empresas no sienten incentivo suficiente para producir.
Estas condiciones de viabilidad imponeﬁ restricciones de Indole ins
titucional a los equilibrios generales, en la medida que entendamos

aw no como un minimo de subsistencia fisica sino como un minimo

min

determinado socialmente y no necesariamente a partir de las prefe-
rencias individuales. En tal caso, Woin puede depender de factores
extreconbmicos, por ejemplo, factores politicos, circunstancias de
cat8strofe natural o social, etc. Andlogamente, roin también puede
depender de tales factores extraeconfémicos, sobre todo si se tiene
en cuenta la incidencia de tales factores sobre el riesgo. Induda-

blemente, ante una situacidén de gran inestabilidad politica, Tin
puede elevarse considerablemente. Pero no intentaremos analizar en
<
j erminacibn: w_. ,
este trabajo la determinacibn:de min.Y Tmin®

De tal modo, tendremos un dominio;lr , donde

miﬁ’rmax|

) =w

w( ' in? mds alld del cual cualquier equilibrio general dejara

r

max
de ser compatible con las restricciones institucionales existentes.
Estas consideraciones pueden resumirse brevemente en la siguiente

definicién.

Definicidn Un equilibrio. general correspondiente a una tasa de

ganancia r constituye un equilibrio general viable si

re|r | < (0,R)

., T
min’ max
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donde w(rmax) =W in® Agui Woin ¥ Ypin SOD datos institucionales

determinados socialmente.

—

Corolario 7 Dadas las condiciones de la Proposicién 5, re roin’

roax determina un equilibrio general viable si y s6lo si E(r)=0.
Esta manera de plantear las éosas permite apg@ciar expli-
citaﬁente la posibilidad del desequilibrio estructural. Pues si
bien hemos demostrado que bajo condicilones bastante generales siem—
pre existe algfin equilibrio general, es evidente que puede no exis-
tir ningGn iquilibrio general viliable. Basta para ello.que los equi-
1ibriés generales existentes esté&n asociados o a tasas salariales

menores que W y/0 a tasas de ganancia menores que roin® Inclusi-

in
ve puede darse el caso extremo en que resulte Woin >w(rmin), en cu-
yo caso no sb6lo ninglin equilibrio existente es viable sino que aun-
que se alteraran las fﬁnciones de demanda dé los consumidores de

cualgquier modo imaginable no podrfa haber ningfin equilibrio viable.
En cualquiera de estos casos la no-viabilidad de los equilibrios

existentes impone el desequilibrio mientras tanto los datos del mo-
delo no varfen hasta admitir la viabilidad. Estos datos son: 1) los
tecnolégicos, dados por (II,%); 2) los subjetivos, dados por (si(p,w)

-—ﬁ(p,W)), i=1l,...,GHH; 3) los institucionales , dados por w VY T . .

min min
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CAPITULO V

La rotacidn del capital

1. Interpretaciones dimensionales alternativas

-

Al comenzar nuestro andlisis de la maximizacidn de bene-

ficios diferenciamos el consumo productivo de los medios de produc-

cidén de la utilizacidén productiva de los mismos. Supusimos, a efec-

tos de simplificar el andlisis, que ambos eran cuantitativamente
iguales y valian qll. No eféctuamos en esa ocasibn, sin embargo, un
andlisis dimensional de las variables en cuestidn. Antes de genera-
lizar nuestro modelo para incluir en €1 la rotacidén del capital se-
ré conveniente detenernos brevemente para efectuar ese andlisis di-
mensional.

Ssupondremos que cada mercancfa (i), el trabajo (L) y el
tiempo (T) se mide en una unidad determinada que denotaremos |i],
|L| v |T|, respectivamente. Si a; denota la cantidad a de la merca)
cfa i denotaremos mediante d la funcién que asigna a a; la unidad

en que se mide la mercancia i. Tenemos entonces:

d(a;) = [1if ‘
Yy, Obviamente
d(aibj) = d(ai)d(bj) = |i]]5]
all) - ot i
5. T amy - T3
s j
mientras d(ai+bj) estd definida s6lo si |i|=]|j| en cuyo caso
d(ai+bj) = d(ay) + d(bj) = [i| = |3 .

Para cualguier niimero puro a podemos definir d(a)=1.
Hemos definido a a? como el stock de la mercancia j del
cual es propietaria la empresa k. Si hacemos abstraccién del super

indice sobreentendiendo que en lo sucesivo hablaremos de una misma
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empresa (o del agregado de las empresas) tenemos d(aj) = |5
En cuanto a los elementos de la matriz I, tenemos

- ) d(m; ;) = +%+ .

Asi, por ejemplo, si se necesitan 0,5 toneladas de hierro para pro-
ducir un tractor, la dimensidén del elemento correspondiente de la
matriz II es toneladas de hierro por trgctor. Si interpretamos a 95

como una variable stock, digamos como el output correspondiente al

perfodo en cuestidn, tenemos d(qi) = |i|. Luego:

d(qiwij) = d(q;) d(nij) = |i|¥+%+) = 14| = d(aj),i=l“.;,m

_ o
d(®y) %*+

]
d(g.L.) = |j|(%£+) = || , j=1,...,n.
373 J '

Si el trabajo se mide en horas-hombre y j es el proceso que produ-
ce pinzas, zj se expresa en horas-hombre por pinza.

En cuanto a los precios, supongamos que la n-&sima mercan
cfa es el numeraric. Luego P, = ly Py i=l,...,n-1 denota el nG-
mero de unidades cde n que pueden intercambiarse por una unidad dg
i. Luego

d(py) = , i=1,...,n-1,

n
i
aw) = 137 .
d(pn)_= 1.

Luego se tiene

= j n =
atry g = 15

In| _ |n

n C .
‘i"‘ ’ lel""nl

_ ||
d(ziw) =TI

v por lo tanto

d(pi"nip—giW) = “_riLN‘ ? i=l,...,1'l.

Si recordamos la definicién de r vemos que cuando existe y es dis-

tinta de cero:
py-Typ-t;v n|/|i .
d(r) = d( ]-[ip ) = n i - l ' l“‘ll-u.ln

mientras que si es cero se tiene por convencién d(r)=1. Luego, como

P, an v 2nw, r es un nlimero puro carente de dimensién. r da aqui

n

una simple proporcién entre los beneficios que se obtienen por uni-
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dad de produccidn de i y el capital inmovilizado para obtenerlos.
S1 suponemos que los medios de produccién cuya utilizacién se re=...
quiere en el proceso se adquieren al comenzar el periodo de produc-
cifén y resultan fintegramente consumidos al finalizar el mismo, el
capital inmovilizado (o en giro) durante el perfodo resulta ser i-
gual al valor de los medios de produccién consumidos. Veremos en la
préxima seccibn que este supuesto simpiificatorio puedg,eliminarse.
De modo alternativo, podemos intgrpretar a q; como una

variable flujo. En tal caso -

k! - e R Sl L
a5t ety - gt - g

Para que la restriccién del problema de maximizacién de la empresa

qllp < ap : (1)
tenga sentido es necesario interpretar a esta matriz [T como dimen-
sionalmente diferente de la matriz Il que figura en el funcional 1li-

neal objetivo g(p-lip-2w). Por ello, la llamaremos ﬁ, donde
I o
y 1y T son suméricamente iguales., Podemos reescribir a (1) como
aflp < ap. (2)
Ahora tenemos

dlq;ff;5) = }%

I 'j}ifl = 131 = atay) i=1,...,n,
por lo cual la expresidn (2) tiene sentido.

Como fl es una matriz de utilizacién, tiene incorporada
la dimensién temporal. ﬁij indica la cant%dad de 7 que debe inmovi-
lizarse durante el periodo T para proQucir una unidad de i. S1i j
denota tractores e i toneladas de hierro, ﬁij denota la cantidad de
tractores—ano que deben atarse al proceso productivo para producir
una tonelada de hierro. Si se producen q9; tn. de hierro por afo,
qiﬁij nos indica la canéidad de tractores que deben estar atados
al proceso de produccién de hierro en cualquier instante dado del
ano.

Bajo esta interpretacién alternativa, cambia la dimensio-
nalidad de r pues ahora |

pifﬂip—liw

d(r) = d( ﬁ'-P
1
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En vez de ser r una proporcién pura, se mide ahora en tanto por

ciento por periodo T. Indica el rendimiento anual del capital inmo-
“vilizado por la empresa. .

Desde un punto de vista puramente formal cualquiera de

las dos intérpretaciones dimensionales es equivalente a la otra.
Con ambas se llega a la misma ecuacién de precios. La interpreta-
cibén que parece mejor ajustarse al modelo de Sraffa eg, la primera.
Para Sraffa, r es una simple proporcién cgrente de dimensionalidad.
Bajo esta interpretacidén el tiempo no entra explicitamente en el
modelo., A nosotros nos interesa, sin embargo, introducir al tiempo
de un modo explicito ya que vamos a desarrollar en las préximas sec
ciones un modelo lineal mé&s general que incluye la cuestién de la
rotacién del capital, concepto éste intimamente vinculado con la
dimensionalidad temporal. Por ello elegirembs la segunda interpre-

-1

tacidén, en la que r tiene la dimensién [T| y las cantidades pro-

ducidas son flujos anuales.!

! Las obras de Schwartz (78) y Brédy (13) siguen esta lfnea de in-
terpretacibn, '
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2. El‘capital no-salarial

~——

Distinguimos anteriormente el consumo de medios de pro-
duccién de su utilizacién. Si bien supusimos, como primera aproxi-
macidén y a efectos de llegar al modelo de Sraffa, que ambos eran
cuantitativamente idénticos, en 1la seécién precedente, vimos que,
bajo la interpretacién que tomamos, difieyen dimensionalmente: Ve-
remos ahora que también pueden diferir cuantitativamente.

Supongamos que el proceso que produce tractores (t) re-
quiere el consumo de media pinza (p) por tractor. Esto equivale a
decir que en la produccibn sucesiva de dos tractores una pinza qué—
da destruida. Supohgamos, ademds, que en la produccién de un trac-
tor se requiere la utilizacién de una pinza y que el proceso de
produccidn de un tractor tiene una duracién de un mes. Luego si bie
en un mes se consure: s8lo media pinza se debe tener invertido un ca
pital equivalenfe al valor de una pinza durante el primer mes y un
capital equivalente al valor de media pinza durante el segundo mes
(ya que el valor de media pinza retorna a manos de la empresa al
final del primer mes). En promedio, se requiere una inversién de
3/4 de pinza por mes. Como en un afic pueden producirse sucesivamen
te 12 tractores y como durante la produccién de cada uno debe atar
se, en éromedio, 3/4 de pinza durante el mes de produccién, en el
afio completo se habran producido 12 tractores y se habri necesitad

‘
una inmovilizacién promedio de 3/4 de pinza durante un afio. Luego
para prbducir un tractor se requiere atar un capital equivalente a
valor de 1/16 (=3/4'1/12) de pinza durante un aﬁo.

Sea ¢ij la qantidad de j que debe atarse, en promedio,
para la produccibén de una unidad de i durante un aho (tomamos aguf

y en lo sucesivo T=1 ano). Luego

¢tp = 3/4 pinza-afio/12 tractores = 1/16 pinza-afio/tractc
ﬂtp = 1/2 pinza/tractor.
Definimos
= _tP _ fio =
thp = = 1/8 arno 1,5 meses

tp .
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como el perfodo de rotaciéu de las pinzas en el proceso de produc-

cibén de tractores. Que el perfodo de rotacién de las pinzas en el
proceso de produccién de tractores sea de un mes y medio significa
que en ese lapso de tiempo el consumo de pinzas (flujo) equivale a

la cantidad promedio de pinzas que deben ser utilizadas durante el

ano (stock). De otro modo,

1 Trtp -

8/ano i

Ntp  Pep
nos indica gque la cantidad de pinzas utilizadas, en promedio, du-
rante el ano rota 8 veces por anho, o, equivalentemente, que la fre-

cuencia de rotacién de las pinzas en el proceso de produccidn de

tractores es de 8 por ano.

51 tenemos en cuenta que
5 = %p _ 9 ¢ pPp
N"tp ﬂtp qtﬂtppp

= 1,5 meses

vemos gue nos indica, ademds, el perfodo de rotacibén del capi-

N’ tp
tal inmovilizado en pinzas en el proceso de produccién de tractores,
y que l/Nctp nos indica la frecuencia de rotacién del capital inmo-
vilizado en pinzas en ese proceso. Al producir g, la empresa liga

)

4

al proceso de produccién un capital de q@p( donde ®=(¢ij i,jeN
siendo el valor del consumo de medios de produccién igual a qgllp.

La matriz ¢ reemplaza a la matriz T de la Seccién 1 en cuanto a

que sus elementos respectivos tienen la misma dimensionalidad. Aho-
ra, sin embargo, T y ¢ difieren tanto dimensional como cuantitati-
vanente y sus elementos respectivos estadp relacionados mediante los
periodos de rotacién.

Dado que estamos considerando una perfecta divisibilidad
de los procesos la eleccidén de las unidades de las mercancias es ar
bitraria. Da lo mismo tomar un bugue como unidad de la mercancia
buque qde tomar 0,01 buque. Podemos, si queremos, fijar las unida-
des que parezéan mds naturales. Lo importante es que no importa cé-
mo fijemos las unidadés, los procesos llevan tiempo. Una vez fijad

la unidad del producto del proceso i (lo cual nos fija también el

nivel unitario de operacidén del proceso i) queda definido el perio
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odo de produccibén de 1 cor tal de definirse a éste como el tiempo

que se requiere para producir una cantidad unitaria de i. Denotare-

~——

mos al perfiodo de produccién de i T, y lo mediremos en afios. Sea

i

Y la cantidad promedio de j que debe utlizarse durante un ano pa-
3 : .

ra obtener la produccibén anual de i .operando el proceso a nivel uni

tario. Sea T la tasa anual de beneficios que las empresas obtienen

del proceso i sobre los medios de produccién inmoviligados durante

~ . ~ T .
el ano. S1 T denota el ano, se producen anualmente e unidades de
. i )
i si el proceso se opera a nivel unitario durante el afio. Luego el

precio de las %— unidades de i debe ser

T n n
p. = = ( .E ﬂ_.pj + Kiw) + r. E Y::Px

n
T T.,

n
p, = ¥ T..p. + 2.w + r. i
_ i i 1T

; Yi4P5 , i=1,...,n. (3)

Definamos

Como Yij es la canticdad de j que debe utilizarse durante un ano pa-
ra obtener la produccién anual de i cuando el proceso 1 se opera a

. . . , s . T
nivel unitario, y como esta produccibén anual es justamente T ¢
i

es simplemente la cantidad de j que debe utilizarse durante un ano

1]

para producir una unidad de i cuando el proceso i se opera a nivel

unitario. Teniendo en cuenta (4), (3) se convierte en

<

1 ¢ijpjr'l=ll'--rn

4

N~

p., = g T, .p. + Low +oro o
= J
que puede expresarse matricialmente como
p = Ip + 4w + R p (5)
donde ﬁ = diag(rl,...,fn).»Si a todos los procesos les corresponde

la misma tasa de ganancia r, (5) se reduce a

p=1Ip+ 4w + rép (6)
Sea ahora
.. Te Yoo
= 1 - L 1]
S B A Ty 470 (7)
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el periodo de rotacién del medio de produccién j en el proceso i.

N

cidén del capital inmovilizado en el medio de produccién j en el pro

Como dijimos mads arriba, Uij constituye también el perfodo de rota

ceso 1. Llamemos capital no-salarial a la parte del capital de una
empresa que se emplea en la adquisicién de medios de produccién y

capital salarial a la parte que se emplea en la adquisicién de tra-

bajo. Llamemos capital girado en el perfodo t al valow/de los in-

sumos consumidos productivamente en dicho perfodo y capital en giro

durante el periodo t (o capital atado, o capital ligado) al valor

de los insumos utilizados, en promedic, en la produccién durante.el
periodo t. Nééese que en esta Gltima clasificacién el primer con-
cepto es un flujo mientras el segundo es un stock.'En cuanto a la
primera clasificacién, cualguiera de los dos conceptos puede ser
un flujo o un stock seglin que se considere el capital girado o el
capital en giro, respectivamente.

Podemos ahora definir el periodo de rotacién del capital

no-salarial en el proceso 1i, G;» COmMO un promedio ponderado de los

N

NOij’ j=1,...,n, donde la ponderacién de cada elemento es la parti-
cipacidén del insumo respectivo en el capital no-salarial girado en

dicho proceso. O sea,

» i=l,|co’nt

Andlogamente, si una empresa k produce con diversos procesos (como
nosotros admitimos), podemos definir el pegiodo de rotacién de su

capital no-salarial, ok, como un promedio ponderado de los

o.
N i’

i=l,...,n, donde las ponderaciones son las participaciones del ca-

N

pital no-salarial girado en cada proceso dentro del capital no-sala

rial girado total de dicha empresa. O sea,

k k
DU U A
N ko - N1 K R A
qlip - qllp q llp

One main point which has to be clearly brought before the mind in this subject
18 the difference between the amount of capital invested and the amount of
tnvestment of capital. The first is a quantity of one dimension only - the
quantity of cepital; the second is a quantity of two dimensions, namely, the
quantity of capital and the length of time during which it remains invested,
(Jevons 40-1, p.229)




127

Observacidn 1

—_ Como se habra advertido cuando desarroilamos nuestro ejem
plo del broceso de produccibén de tractores y obtuvimos ¢tp = 1/16
pinza—aﬁo/trabtor = 3/4 pinza—mes/tragtor, los coeficientes ¢ij no
son coeficientes de utilizacidén ffsica. Para producir un tractor se
requiere la utilizaci6n de una pinza entera durante el mes de pro-
duccidn, no 3/4 de pinza. Pero para el estudio de la razacidn del
capital y de 1la determinacién de los prqcioé, salario y tasa de-ga—
nancia es esencial el hecho de que el valor de los medios de pro-
duccidn duraderos es tranémitido al precio del producto de un modo
paulatino y parejo (en el sentido de que iguales productos deben
tener iguales precios). Por lo tanto los coeficientes ¢ij constitu-
ven yva promedios gue incorporan el emparejamiento de ias fluctua-
ciones del capital en giro dadas por el hecho de que el valor de
los medios de produccibn duraderos va retbrnando a la empresa a me-
dida que se producen las ventas mientras el desembolso de capital
se efectla cuando tal medio de produccién debe reponerse. Por otrd
lado, nosotros hemds~ hecho abstraccién de la existencia de un mer-
cado financiero. Si tal mercado existiera el valor de la media pin-
za recuperada lueéo del primer mes, o sea, luego de finalizar la
produccién (y venta) del primer tractor,se invertirfa en activos fi
nancieros y ganarfa un interés, Para que al final del segundo mes
se tuviera un valor equivalente al valor de una pinza (a efectos de
reponerla), incluyendo tal interés, deberfamos tomar un coeficiente

¢tp menor que el gue tomamos. NoO iremoé aqu% mids lejos en la deli-

cada cuestibn de la determinacidn de los ¢ij‘ S61lo nos interesa se-
Nalar que dependen tanto de factores técnicos como econdmicos. No-

sotros supondremos que, como los ﬂij’ son datos dados e idéntiqos

para todas las empresas. !

1 Cfr. Brody 13 (pp.35-41), quien critica a Lange 49 (pp.113-4) por
confundir la duracién fisica de los bienes de capital con el pe-
riodo de rotacibn: .

Lange does not distinguish between durability, a physical characte-
ristic of capital goods, and turnover period, the length of time it takes to
recover money capiltal advanced. He also neglects inventory investment,

It is tempting to substitute life span for turnover time, The former
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Observacidn 2

~—

- 8i una cierta mercancia debe consumirse en alguna canti-
dad positiva en un determinado proceso, necesariamente debe utili-
zarse también en cantidad positiva durante el perfodo de produccién,
Como para nosotros los perfiodos de produccién son intervalos (no-de
generados) de tiempo esto implica que el consumo produgtivo no pue-
de ser instantdneo:necesariamente lleva tiempo. Recfiprocamente,. si
una mercancia es utilizada en un procesd producéivo, es necesaria-
mente consumida en alguna medida. Esto ltimo equivale a observar
que todo medio de produccién sufre desgaste y tiene, por ello, una

T,
. . - 1
. L <=> . > e - . >
duracidn finita. Luego nlj 0 Yl] 0, y como ¢lj T Ylj y T4 0(
tenemos

nij>0 <> ¢ij>0 (8)

1o cuai nos da una relacidén cualitativa adicional entre I y &. Una
consecuencia inmediata de esta relacidén es gque las propiedades de
conectividad de las dos matrices son equivalentes. Esto es asi por-
que, como vimos en el Capftulo I, para una matriz no-negativa di-
chas propiedades dependen exclusivamente de la ubicacidén de los ele
mentos positivos. Consecuentemente,.podemos afirmar que 11 es bisi-
camente conexa si y s6lo si ¢ lo es, y, en particular, que Il es in-
descomponible si y s6lo si ¢ lo'és.l Por (7), otra consecuencia in-

0..>0 si esti definido.

mediata de (8) es gue N5

Observacidn 3

En todo lo anterior hemos venido‘suponiendo que al fina-
lizar el periodo de produccibén el producto terﬁinado se vende ins-
tantdneamente. Esto es pbco realista; No sblo se requiere, en la
realidad, tiempo para producir una mercancfa sino que también se

requiere tiempo para‘venderla. Y esto implica que hay ciertos gas-—

18 more easily measurable and independent of the current price system., But wn-
fortunately the two notions are not directly equivalent and their exact rela-
tion needs further elaboration., This relation assumes different forms for par-
ticular parts of the capital stock.

! schwartz 78 (p.8) y Brddy 13 (p.35) ambos sefialan la validez de la implicaci6n
ﬁij>0 =>¢ij>0. Brédy observa explicitamente que esto implica que si Il es indes

componible también lo es &,




14T

tos que deben realizarse cdespués de salir el producto de la esfera
de la produccién y antes de entrar en la esfera del consumo. Corre-~
"lativamente, determinado capital debe permanecer atado, tanto en la
forma del producto terminado como en la forma de los elementos ne-
Ccesarios para asegurar la venta: almacenamiento, mantenimiento, etc
De un modo ardlogo, las compras de los medios de produccidn impli-
can tiempo, gastos y atadura de capitél. De modo que 5; englobamos
a las compras y las ventas en la esfera de circulacién de las.mer—
cancias, intercalada entre las esferas de produccién y consumo, pa-

ra cada proceso tendremos no s6lo un perfodo de produccién sino

también un perfodo de circulacibén de las mercancifas. La suma de am-

bos perfodos constituye el perfodo de rotacidn del capital ligado

a tal proceso.!l

Para incluir a la circulacién en nuestro modelo podrfiamos
reinterpretar los elementos de MT y ¢ como incluyendo el consumo y
la utilizacidn, respectivamente, de los medios de produccibén en la
circulacibén (ademds de la produccién) de las mercancfas. De tal mo-
do Wij seria la cantidad de j que debe consumirse en la produccién
y circulacién de una unidad de i, vy ¢ij serfa la cantidad de j que
debe inmovilizarse en promedio durante un afo en la produccién y
circulacién de una unidad de i.?Alternativamente, podrfamos definirz
dos matrices adicionales,ﬁ Y ) que representaran el consumo produc-
‘tivo y la inmovilizacidn promedib, respectivamente, de. los medios
de produccién en la esfera de la circulacién. Podrfamos diferenciar

<

de tal modo, el capital industrial girado qllp del capital comercial

~girado qﬁp asi como el capital industrial.en giro gqdp del capital

comercial en giro qap. De este modo, la ecuacién de precios (6) se

convertirfa en

p = (I + ﬁ)p + w + r(@ + $)p.

! Estas categorias se hallan definidas en Marx 55, Vol,II.

2 Debe destacarse que por la circulacidén de las mercancfas no nos
referimos a su circulacién fisica. Esta es para nosotros la acti-
vidad de la industria del transporte. Nos referimos, en cambio,
al proceso de cambio de las mercancias entre sf, y por lo tanto,
a la transferencia (0 circulacién) del derecho de propiedad sobrec
ellas. La siguiente cita es ilustrativa:

Los gastos puramente comerciales de circulacién (excluyendo, por
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Por otro lado, también podrfamos introducir las activi-

dacdes comerciales como procesos independientes que compran y venden

—_—

Yy, por lo tanto, tienen sus costos, su inversién de capital y su be-
neficio. Para la eficiencia descriptiva del modelo, seguramente lo

mejor seria introducir al capital comercial mediante una combina-

+

cibn de las dos Gltimas alternativas mencionadas. Sin embargo, op-
taremos por no introducir explfcitamente al capital comercial en

nuestro modelo. Como nuestra finalidad te6rica es b&sicamente ana-

litica, preferimos no sobrecargar innecesariamente la parte inter-

pretativa del modelo. Por ello, en lo sucesivo supondremos que to-

¢

dos los costos estdn incluidos en los coeficientes ﬂij, 57 Qi’ Ai

y no distinguiremos a los procesos comerciales de los industriales.

<

tanto, los referentes a la expedicidn, el transporte, el almacenamiento, ete.)

se reducen a los gastos mecesarios para realizar el valor de la mercancia, con-
virtiéndolo de mercancia en dinero o de dinero en mércancta, para factlitar su
cambio, Aqul se prescinde totalmente de los eventuales procesos de produccidn
que durante el acto de ctrculacidn puedan persistir, ya que el negocio comercial
puede existir separado totalmente de ellos. La verdadera industria del transporte
y la expedicidn, por ejemplo, pueden ser y son ramas industriales completamente
distintas del comercio; ... Los gastos a que aqul nos referimos son los de la
compra y la venta. Ya hemos visto mas arrviba que estos gastos pueden ser los de
la contabilidad y teneduria de libros, la correspondencia, ete. ...

Todos estos gastos no se efectuan en la produccién del valor de uso
de las mercancias, sino en la realizacidon de su valor; son simples gastos de cir-
culacidn., No entran en el proceso directo de produccidn, sino en el proceso de
eirculacidn y, por tanto, en el proceso total de la reproduccién, (Marx 55, Vol.
ITT, pp.282-3.) '
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3. El capital salarial

——

A;i como debe diferenciarse el consumo de la utilizacidn
de los medios'de produccibén para lograr una mayor generalidad en
nuestro modelo, debe establecerse una aiferenciacién anéioga con
respecto al trabajo. Pero, a diferencia del caso de lgs medios de
produccidén, la empresa no puede adquirir gl trabajador sino sola-
mente su servicio (que denominamos trabajo). Esto es asi porque no-
sotros partimos del supuesto institucional de que los hombres son
libres y no pueden ser objeto de compra y venta ni objeto de propie
dad, a diferencia de un régimen esclavista. Por el servicio que
brinda el trabajador la empresa paga periédicamente, digamos men-
sualmente. Como al vender el producto recupera los salarios que pa-
g6 por todo el trabajo que insumié dicho producto, y como el perfio-
do de produccibén no tiene por qué ser igual al perfodo de pago del
salario, el capital salarial en giro puede ser mayor O menor que
el capital salarial girado.

Sean, por ejemplo, para el proceso de produccién de auto-

méviles (a):

L= 15 horas de trabajo/autombévil
w = 2 unidades de n/hora de trabajo
T, = 1/4 ano = 3 meses.

Entonces si el salario se paga por mes adelantado la empresa habré&
‘

invertido 30 unidades de n cuando disponga del vehfculo para la
venta, Si suponemos que la venta es inmediata, o en otras palabras,
que el perfodo de circulacién es nulo, al final del tercer mes dis-
pondrd nuevamente de las 30 unidades de n que invirtié. En promedic
la empresa tendré inve?tido en el transcurso de cada mes 20 unida-
des de n pues en cada perfodo de produccién tendrd invertido 10 uni
dades de n duranté el primer mes, 20 un. de n durante el segundo
mes y 30 un. de n durante el tercer mes. Luego su capital salarial

en giro serd de 20 un.n-afio para una produccién anual de 4 autos,

o sea, 5 un. n-aﬁo/auto. Como el capital girado en la produccién de
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un auto es 30 un. n/auto, de¢ un modo andlogo al caso del capital
no-salarial podemos decir que el capital salarial ligado al proceso
dé‘produ§ci6n de automéviles rota 6 (=30/5) veces en el ano (o que
su frecuencia de rotacibén es de 6/afio), y que su perfodo de rotacidn
es de 2 meses.

En simbolos, podemos definir:

w; : cantidad de trabajo cuyo valor, en promedio, debe atarse du-

rante un afio para lograr la produccién, anual de i,

ki = wiii : cantidad de trabajo cuyo valor, en promedio, debe atar-
o
se durante un afno para producir una unidad de i,
O = Ai/li : perfodo de rotacién del trabajo (y del capital sala-

rial) en el proceso i,

—%— = zi/xi : frecuancia de rotacién del trabajo (y del capital sa-
S71i

larial) en el proceso i.
En el Cuadro II se resume los simbolos utilizados para el

consumo y rotacién de los medios de produccidn ydel trabajo.

CUADRO II

Medios de | Trabaijo
Produccidn
Consumo productivo . ‘ L.
ij i
Inmovilizacidn para la , ©
produccién anual Yij ‘ i
Inmovilizacién por 6. . = ii \. = ii ©
unidad producida iy T F Yij i T T Y1
Periodo de rotacidén ' b, . AL
0 = T17 o= i
N"13 — (Wij#O) S°1 - (Qi#O)
ij i
Frecuencia de rotacién 1 1
0.
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Pocemos ahora definir el perfodo de rotacidén del capital
en el proceso 1 como promedio ponderado de los perfodos de rotacidn
“del capital no-salarial y del capital salarial:

@ip + Aiw Hip in

0, = voe——"a—— = g + 0. m———————
> . i - i L) . *
i Hlp + zlw N1 Nip + le S i Hlp -+ Elw
El periodo de rotacién del capital de una empresa k es ahora un pro

medio ponderado de los perfodos de rotacib6n de su capital no-sala-

rial y su capital salarial:

k k

k _ qk(®p+xw) _ k q Ip k q iw
o T % N k. T s Tx '
q (Mp+aw) q - (Ip+2iw) - g (Mip+aw)

Como ahora hemos tomado al capital salarial en giro expli
citamente el margen que las empresas cargan a los costos de cada
proceso debe calcularse con respecto a todo el capital en giro, no-

salarial y salarial. Por ello, la ecuacién de precios es ahora:

[ le)

p. = g T..p. + in tor.| ¢ijpj + Aiw
= j=1
o, matricialmente
p = Ip + &w + ﬁ(@p + Aw)
donde nuevamente r; es la tasa anual de ganancia del proceso i y
ﬁ = diag(rl,...,rn). Si las tasas de ganancias de todos los proce-—
sos son iguales (a r) tenemos la ecuacién de precios:
p =1Ip + 2w + r(dp + Aw). {(9)
En el caso particular en que I = ¢ y A=0 se tiene la ecuacién de
precios de Sraffa. En el caso particular €&n que A=0 se tiene la e-

cuacidn de precios que utiliza Schwartz.




Lo4

4. Capital fijo y capital circulante

~——

En nuestra generalizacién no hemos efectuado la clésica
distincibén entre el capital fijo y el capital circulante. Si bien
es sencillo incorporar esa distincién a nuestro modelo hemos prefe-
rido dar un tratamiento simétrico a loé diversos elemeg;os del ca-
pital no-salarial por la sencilla razén de que tal tratémiento.es
mas general mientras que la distincién -entre capital fijo y capital
circulante no es fundamental para las cuestiones gque nos interesa
profundizar. Sin embargo, existe cierta confusién en la literatura

con respecto a esta distincifn por lo cual serd conveniente efectuar

algunas aclaraciones.!’

! Schwartz, por ejemplo, si bien caracteriza los elementos de las

matrices il y & como coeficientes de consumo y utilizacidn, res-
pectivamente, introduce confusibn cuando en su caracterizacién
asocia a la primera con el capital circulante y a la segunda con
el capital fijo:

: The process of production of any commodity requires appropriate a-
mounts both of cireulating and of fixed capital. Thus, for instance, to pro-
duce ore ton of pig iron it is required, in the first place, that certain a-
mounts of coal -say, half a ton, and certain amounts of tron ore -say, one and
a half tons, be used wp; but, in addition it is required that a blast furnace
be tied up, for a certain peritod, say for half a day. The blast furnace is
tied wp but not used wp, and hece reckons only as fiwzed, but not as circula-
ting capital... ¢.. s satd to be the amount of C. utilized in the production
of one unit of C.;%while m.. s said to be the amount of C. consumed in the
production of one unit of (.. When a commodity <is consumed’ it s also utilized
and therefore we shall assume

If m. >0 then ¢..>0, Z,J=1,...,".
« o the matriz LEy is often”¥ called the imput-output matrixz,.. The matrix
(%j may be cal 164 the fixed capital matriz, (Schwartz 78, pp.7-8)

En sus ejemplos pareceria que Sghwartz caracteriza a los
insumos como de capital fijo o de capital circulante segin que sean
O no integramente consumidos en el proceso de produccién y en tal
caso su distincidn se acercarfa a la de Marx o a la de Walras. Pe-
ro cuando aclara que ﬂij>0 implica ¢ij>0 sé hace evidente que las

matrices II v & no separan a los insumos en dos categorias pues o
incluye insumos que figuran en I, En tal caso induce a error llamar
a ® matriz de capital fijo. Por otro lado llama la atencién que ex-
cluya el alto horno de la matriz II (si tal cosa puede deducirse de
su acotacidén: "and hence reckons only as fized, but not as circulating capi-
tal") pues eso implicaria que dicho bien no se amortiza, lo cual im
plicaria gue es eterno. En suma, Schwartz confunde la distincién
entre consumo y utilizacién de los medios de produccién con la dis-
tincibn entre los insumos de capital fijo y los insumos de capital
circulante,
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Walras define a lc¢s bienes de capital fijo como aquéllos
bienes que pueden ser utilizados mds de una vez y a los bienes de
cgpital circulante como aquéllos que no pueden utilizarse mis de u-
na vez, LoS bienes de capital fijo pertenecen a los capitaldistas
quienes se los alquilan a los empresarios por un alguiler. En equi-
librio, los empresarios ni obtienen beneficios ni sufren pérdidas.
Sean i=1,...,s, los bienes que son de cépital circulantg,y i=s+1,..
.,n, los servicios que brindan los bienes dg capital fijo. Sea qij’
i=1,...,n; j=1,...,s, la cantidad del bien j que requiere la pro-
duccién de una unidad del bien 1i. Sea'bij, i=l,...,n; j=s+lm.,,n,la'
cantidad del servicio j que requiere la produccién de una unidad
del bien i. Sea P; i=1,...,n, el precio de una unidad del bien i,
Yy ﬁi, i=s+1l,...,n el alquiler de una unidad del servicio i, Luego
la ecuacibén de precios de Walras puede exXpresarse como

- 1 1.1 1 1-2

pT = Ap + &£w + Bp (10)
p2 = A2p1 + 2w B2§2
donde
1 t 2 t
p- = (pl,...,ps);-p = (ps+l,...,pn);
-2 _ t,= -
- (ps+l"“’pn)
1 . 1 _
A (@i9)5=1,...,s B = byiq, s
ji=1l,...,s j=s+1l,...,n
2 2 _
AT = (a13)1=s+1,...,n ? B (bij)i=s+l,...,n
j=1,...,s j=s+1,...,n

<

Como los bienes del capital fijo se desgastan con el uso
el capitalista-prestamista de Walras debe récibir una amortizacién
que permita resarcirlo de ese desgaste. Por lo tanto cada bien de
capital, i=s+1,...,n, tiene asociada una tasa de amortizacibn My
que indica la fraccién.del valor del bien que debe abonar el empre-
sario al Capitalista en concepto de amortizacidén. El ingreso neto
del capitalista que alguile una unidad de i seréd Ei—uipi y su tasa

- de ingreso neto seré
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En pquiiibrio, la tasa de ingreso neto debe ser igual para todos

los bienes de capital.lPor lo tanto, si llamamos 7 a esta tasa, te-

_nemos:
P~ WD
. i .
1 = "——ll » l=S+l'.!!’n'
Py
de donde obtenemos
pi = (]Ji""l:)pir i=s+l,...,n,

si i = diag(u .,un) se tiene

s+1’°°
5% = (f + iI)p% -
por. 1lo cual el sistema (10) se convierte en:

1

1.1
pT = A'p

+ zlw + Bl(ﬁ + iI)p2

p2 = A2pl + 2%+ Bz(ﬁ + v:I)p2

sistema que, a su vez, puede ponerse en la forma

1 1 1 1 1 ,
<3 I P 0| |p + - L w + 0 B (1 + <1I)||p

2 2% ol |p? K 0 B2(n + <1 ||p

D A Blﬁ pl Ql 0 Bl p1
= + w + 1 2 2|

p A B2q | |p? g2 o B?llp

(11)

Este Gltimo sistema es formalmente equivalente a nuestro sistema
de precios (6). Los ceros de la segunda matriz se deben a que en su

Teoria de la Capitalizacién y del Crédito (Parte V de los Elements)

Walras s6lo toma.en cuenta a los bienes de capital circulante en lo
que se refiere a su consumo productivo. Recién toma en cuenta a la
rotacibén del capital circulante cuando introduce su Teorfia de la

,

Circulacién y del Dinero (Parte VI de los Elements). No es necesa-

1 A los efectos de la comparaciédn con nuestra ecuacién de precios
s6lo consideraremos los "capitaux mobiliers ou capitaux proprement dits"
de Walras, En otras palabras, no tomaremos en cuenta ni a la tierra ni al ser
humaro como objetos de compra y venta, Podriamos introducir el servicio de la
tierra del mismo modo que incluimos al trabajo. No lo haremos, sin embargo,
para facilitar la comparabilidad.

Por otro lado, también estamos ignorando la prima de se-
guro que Walras introduce junto con la tasa de amortizacién.
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rio, sin embargo, introduci~ simult&neamente a la rotacién del ca-

pital circulante con la teorfia monetaria, Podemos eliminar las cues

tiones monetarias y considerar los "services d'approvisionnement"
que brindan los stocks de bienes. Sea Cij' i=1l,...,n;j=1,...,s, la
cantidad de j que se necesita mantener en stock para producir una

unidad cde 1 y sea Ei’ i=l,...,s, el precio del "servicio de abasteci~

miento"del bien i. Para Walras, en equilibrio, se tiene

2
e

p; = ipi, i=1,...,s.
 Sea Cl = (c..) y C2 = (c..) N ' Luego- en lugar
ij 1=l,...,s ' ij'i=s+1l,...,n °* ’
:]=l,..-,S . j=l".ols
de (10) se tiene
pl _ Alpl + le + Bl§2 +'Clil

02 = 2%t 4 g% + 252 + 2Bl

-

‘p A Blﬁ pl 2l Cl Bl 1

2 2 2 2112

5 (12)
jo) A B | |p L C B p

y ahora si habrd una equivalencia total entre este sistema y el
nuestro, Nuestro sistema es mds general porque admite la posibili-
dad de gue el mismo bien de capital tenga diferentes perfodos de
rotacién en diferentes procesos.

Una manera alternativa de iIntroducir la distincién entre

capital fijo y capital circulante es la siguiente.l

submatrices Al N4 A2 y redefinamos las submatrices Bl Y B2 de modo

Mantengamos las

que bij’ i=1,...,n;j=s+1,...,n, indique la ‘cantidad del bien de ca-

pital fijo j cuya utilizacién se requiere en la produccién de una

’

unidad del bien i. Sea ”ij’ i=1,.,..,n;j=s+1,...,n, la tasa de amor-
1

tizacibn anual del bien de capital fijo j en el proceso i. Sea ——
la frecuencia de rotacidn del capital circulante en el proceso i,l'
definida como

Aip+2iw

0. E. !
i i

i=1,...,n, (13)

donde Ei' i=1,...,n, es el capital circulante en giro en el proceso

! E1 desarrollo que sigue se basa en Murata 64, Cap.4, p.146.

i
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i a nivel unitario de operaocién y

al o
A = .-
o 2% 0 ]
Sea Fi’ i=l,...,n, el capital fijo en giro en el proceso i a nivel

unitarioc de operacidn. Luego

F, = B,P, i=1,...,n, (14)
donde ‘
o sl
B = 0 B2 . )
Sea
o po
S PRS-

la matriz de amortizaciones cuyos elementos son dij = bijuij’

i=1,...,n; j=s+1,...,n. Luego la tasa de ganancia anual del proceso
i puede definirse como el cociente entre el beneficio y el capital

total en giro:

p.-A.p-% . Ww-D,p
! i 1 .
I'i - E..+F. ) r l"‘l'..-,n- (15)
1 1

si las tasas de ganancia anuvales de todos los procesos son iguales,
reemplazando (13) y (14) en (15) llegamos a:
p = Ap + 4w +Dp+r|8(Ap + w) + Bp|
A

donde & = diag(cl,.;.,on). Reagrupando se tiene:

p=(A+Dp+ 2w+ r|(6A +Bp + 8w]|. (16)

Este sistema es un caso particular del sistema (9) con

<

at  pl , elal gl
I = (A + D) = ;b = (8A + B) =
a2 D? ! 6°n2 B2
y con A = 0% donde i
8 0
8 = -
o 62
Si en nuestro sistema (9) hacemos g0 = Ncij = 0y i=1,...,n;
i=1,...,8; O.. = _* , i=1,...,n; j=s+1,...,n, obtenemos el siste-
N" 1] i
ma (16).

Esta Gltima manera de plantear la distincién entre capi-

tal fijo y capital circulante tiene la particularidad de acercarse
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mucho a la préctica contalkle y operativa de las empresas., Los admi-
nistradores de empresas saben que el valor de determinados insumos
‘aurade;os, e,g, edificios, maquinarias, instalaciones, etc. (los lla
mados Bienes de Uso) debe cargarse al precio del producto durante
un periodo de tiempo que més o menos coincide con su vida Gtil. La
tasa de amortizacién anual de cada uno de estos bilenes estd fijada
por la préactica contable. Con respecta a los demis insumos se usa
un procedimiento diferente en el sentido de que las erogaciones se
acercan mds a un flujo continuo de'dinero con una cierta cantidad
promedio de mercancfas en inventario y en proceso (asf como de di-
nero en caja). Por ello, resulta préctico juntar una‘cantidad nume-
rosa de insumos no-duraderos heterogéneos y calcular la frecuencia
de rotacidn del capital inmovilizado en ellos. Seglin la importancia
de los diversos insumos para una empresa particular puede conside-
rarse diversas subclases de bienes de capital circulante,

Hemos visto en esta seccién que la distincién clisica en-
tre el capital fijo y el capital circulante puede incorporarse de
diversas maneras a nuestro modelo. Sin embargo, siendo nuestro proQ
pbsito tebrico bastante general no necesitamos incorporar a dicha
distincién en forma explicita. Por ello, mantendremos al sistema

(9) como ecuacidn general de precios.

Observacidn 4

L4

Cuando Sraffa generaliza e; tratamiento de la Parte I de
su obra (82.4) pasa directamente al caso de produccidén conjunta, al
cual dedica la Parte II, En 69,2, Pasinetti introduce una instancia
intermedia va Que antes de tratar el caso de produccidn conjunta
introduce la distinciénlentre matriz de stock Ay matriz de consumo
A . Define

A c £ (17)

1t

o]
+
o>

A~ = a€ + aaf : ‘ (18)

£

donde A® y A~ son matrices de stock de bienes de capital circulante

y capital fijo, respectivamente, y 8 = diag(Gl,...,én) es la matriz



diagcnal de las tasas de arortizacién de los bienes de capital fi-

jo. Su ecuacibén de precios es

A p + w + rAp = p. (19)

Esta ecuacién es muy similar a la ecuacién yalrasiana (12), Por un
lado es aparéntemente mé&s general pues, si bien Pasinetti no lo es-
pecifica, parece deducirse de su planteo que A€ y Af pueden tener

ampas elementos positivos en el mismo lugar (i,j), en cuyo caso no

3
X3
L2

se trata de una simple particién como en (12) Esto significaria
gue un mismo bien puede tener 51multéneamente un uso como capital
fijo y un uso como capital circulante en el mismo proceso. Por otro
lado, la ecuacidn (18) es menos general por el hecho de tomar la
misma matriz AS como matriz de stock (en (17)) ¥y matriz de consumo
(en (18)) de los bienes de capital circulante. En (12), en cambio,
diferenciamos a t(Cl,Cz) de t(Al,Az).

- También puede considerarse a nuestra ecuacién (9) una
instancia previa a la introduccién de la produccidén conjunta. Cons-
tituye, sin embargo, la ecuacién mds general del caso de procesos
lineales de produccién simple (con tasa de ganancia homogénea y un
Gnico factor no-producido). Podemos denominar al modelo que repre-

senta: modelo lineal general de produccién simple.




141

CAPITULO VI

Equilibrio general en el Modelo Lineal General de Produccidén Simple

1. Equilibrio general en el Modelo Lineal General

Teniendo en cuenta la generalizacién que hemos efectuado
en el Capitulo V podemos replantear el objetivo de la .empresa como

el de:
Elegir un q que maximice q(p-Illp-2w) en K={qeR2|q(®p+Aw)iap}. (1)

Es sencillo comprobar que todo el an&dlisis que efectuamos para el
caso particular @I = 9, A=0, vale para el caso general. Pues en el
Capitulo IV nos cuidamos de mantener estrictamente separadas las
dos interpretaciones que dimos a Il: por un lado, cuando aparecia
en el funcional objetivo como matriz de consumo productivo y, por
otro lado, cuando aparecia en la restriccién de capital como matriz
de stocks de medios de produccién.

Para el caso general debemos redefinir a los conjuntos
A v B como:

<

A = {ieN| ¢;p + A;w = 0}

B

Al

{ieN| p; - Iyp - &,w = 0}

Nuevamente debemos exigir que p-Ilp-2w>0 y A< B. Todo el andlisis
de la solucidén de (1) permanece exactamente igual al del Capitulo
IV si se efectan los cambios obvios correspondientes al cambio en
la restriccidén. Podemos entonces reformular directamente nuestra

Proposicidén IV.3 del siguiente modo:
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Proposicién 1 Sea r = max ¢(1), donde

- ieN
pi=ljp-t;w .G
3. prh.w S1 leA
i i
¢(i)= 0 si i1ieAnB
4o si: ieAnBC

~
;e
ipe

Entonces al producir qkuna empresa maximiza beneficios x(p-Hp-2w)
en su conjunto factible K, = {xeR2| x(¢p+kw)iakp} donde p-Tp-2w>0
si y sbdlo si qkeKk, r estd definida y se cumplen las siguientes con
diciones:
Kig = -
(1) qi>0 => py Hip ziw = r(@ip+kiw)

(2) r>0 => qk(®p+2w) = akp.

También puede demostrarse la existencia de un equilibrio

general cuando se sustituye la condicién (c) de equilibrio por:
(¢') g maximiza x(p-llp-2w) en Ky = {xeR2|X(¢p+2w)éakp}.

Para ello conviene establecer previamente una Proposicién andloga
a la Proposicidn I,16, |

En las dos Proposiciones que siguen haremos uso del su-
puesto de que A(0)% es dominantemente b&sicamente conexa. Por ello
serd conveniente interpretar a este supuesto desde un punto de vis-
ta econbémico. La mafriz'A(O)@ nos da-los requerimientos totales de

/

stock ya que

A(0)® = & + 1o + N2 + ... (2)
donde (<I>)ij da el stock de j necesario directamente para producir
n
un&g unidad de i, (H@)ij = kil ﬂik¢kj da el stock de j necesario pa-

ra producir los insumos directos de una unidad de i,

n
= 3
k,k'=1

(1)
1

™3

y ik %k Tik' Tk k Pk

da el stock de j necesario para producir los insumos directos que
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requieren los insumos directos de una unidad de i, y asf sucesiva-
mente. Como supondremos que Il es b&sicamente conexa y sabemos que
¢~ tiene la misma distribucidn de ceros que I (por (8) del Capitulo
V), resulta que % es también b&sicamente conexa. Luego por (2) tam-
bién A(0) ¢ eé b&sicamente conexa ya que tiene a lo sumo los mismos
ceros que ¢. Si adicionalmente suponemos que A(0) 9 es dominantemen-
te bdsicamente conexa estamos suponienéo que la rafz dgominante del
bleque de A(0) ¢ correspondiente al sector bésico es mayor que la de
cualquiera de los blogques que corresponden a sectores no-bdsicos.
Asi como el supuesto de que Il es QOminantemente b&sica-
mente conexa significa que los procesos bésicos consumen directa o
indirectamente una proporcién de la produccién bruta de mercancias
bédsicas mis elevada que la proporcién que los procesos no-bdsicos
interrelacionados consumen directa o indirectamente de su propia
produceidn bruta, el supuesto de que A(0)?d es dominantemente basi-
camente conexa significa que los requerimientos totales de stock
de mercancias bdsicas por parte de los procesos bé&sicos son més e-
levados que los requerimientos totales de stock que tienen los pro-
cesos no-bdsicos interrelacionados con respecto a sus propios pro-

ductos.

Proposicién 2 Si I es casi-productiva y dominantemente bé&sicamen-

te conexa, A(0)® es dominantemente basicamente conexa y 2110, en-
tonces existe un intervalo no-trivial |0,R| tal que para todo r en
lO,RI, si se expresan . precios y sala;io ;n términos de cualquier
numerario, la ecuacidbn , ,
Mp + 4w + x (9p + Aw)_= P (3)
tiene solucién (p(r),w(r)) y
a) p(r)>0 y w(£)>0 en [0,R); p(R)=p>0 y w(R)=0,
b) p(r) y w(r) son Gnicos en |0,R],
c) si p(r) se particiona segfin la forma normal descompues
tade My ¢, p(r)= t(pl(r),...,pm(r)),' cada ps(r),
s=2,...;m, re|O,R| puede expresarse unfvocamente en

funcién de w(r) y los ps(r) que le preceden,

’
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d) w(r) es estricrtamente decreciente en |0,R|,

e) p(r) y w(xr) son continuos en |[0,R

Demostracién

Como JI es dominantemente bdsicamente conexa y casi-produc
tiva, por el Lema I.14 es también productiva. Luego A(0) existe y
es semlpositiva. Si en (3) se tiene w=6 queda Ilp + rép,= P de don-
de se obtiene |

rA(0) dp = p. - ’ (4)

Coro A(0)® es dominantemente b&sicamente conexa se tiene domA(0) >0
(Corolario I.12) por lo cual existe un Re(0,+x) tal gque domA(0)d =

—l—. Por el Teorema I.13, A(0)® tiene un Gnico vector dominante de

R
derecha, p>0. Luego r=R, p=p, constituye la finica solucién no tri-
vial de (4) (una vez que se ha tomado alguna mercancfa como numera-

rio), Si en (3) se tiene, en cambio, w>0, reordenando se obtiene

(I - @I -rd)p = (& + rA)w.

Como

(I = T - rd) = (I-N)(I - rA(0)9d)
y para re|0,R) (X - rA(0)9) es Semipositivamente invertible se ob-
tiene

p = (I - rA(0)8)"TA(0) (L+r\)w = B(r)A(0) (L+r))w. (5)
Como A(0) ¢ es bésicamente.coﬁexa, B(r) tiene una primera columna de
blogques positiva (Lema II.6) y como A(0) > I lo mismo puede decirse
de B(r)A(0). Como 2130 se tiene entonces p>0. Luego podemos tomar
‘
cualquier numerario y obtener como en el Capfitulo I a p y w como
funciones de r en.el intervalo |0,R| que cumplen a),b) y c).

Si tomamos a la primera mercancia como numerario tenemos

explicitamente

1

= B(E) A (0) (TFEN) " (6)

w(xr)

La primera columna de ‘blogues de B(r)A(0) es positiva y tiene al
primer blogue |B(r)A(O)|l = Bl(r)Al(O) como factor (matricial) en
cada bloque. Como el bloque |A(0)<I>|l = Al(0)¢l es indescomponible

Bl(r) es funcién estrictamente creciente de r (Teorema A.5). Luego
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w(r) es funcién estrictamente decreciente de r. Ademds, como el blo

que Bl(r)Al(O) tiene un polo en r=R

L—

lim w(r) = 0 = w(R)
r+R

por lo cual w(r) es continua por la izquierda en r=R, La continui-
dad de w(r) en |0,R) es. evidente,
Reemplazando (6) en (5) obtenemos

et

_ B(r)A(0) (L+r))
p(r) = B(r) ;A (0) (L+rX)

que es también continua en |0,R). Para demostrar que p(r) es con-
tinua por la izquierda en r=R observemos que

_plr) _ p(r) gp(xr)
p(r) =B =

donde g es el vector dominante de izquierda de A(0) &, Como

gA(0)% = -1}-{ q

expandiende a B(r) en serie se llega a

__Eﬂ"
R~ 9°

gB(r) = (7)

Luego de (5) se obtiene

R
R-T

ap(r) JA(0) (L+rA\)w(r) .

Por otro lado, el equivalente del Lema I.1l5 para B(r) en lugar de

A(r) seria

lim (R-r)B(r) = R Pd

-

r+R qp
Por elloc se tiene
lim p(r) _ lim R-r B(r)A(0) (2+r)) _ p
TR Gy FPROR O Ga0) (ern) 3P
lim gp(x) _ lim R 'gA(0) (R+r)) _ 9p
rtR p,(x) ‘r+R R-r B(r)lA(O)(£+rA) -
, P1
de modo que
lim p(xr) _ lim p(r) gp(r) _ p__ p(R)
r+R pl(r) rtR 3p (r) pl(r) 51 pl(R)

por lo cual p(r) es continua por la izquierda en r=R, Como lo pre-

cedente vale para cualgquier numerario el teorema estd demostradaQED.




146

Ahora podemos reemplazar la Proposici6n IV.5 por la si-

guliente:

Si se cumplen las siguientes condiciones existe al-

Proposicién 3

gGn equilibrio general:

1)

2)

3)

Demostracidn

Todas las empresas disponen de: a) una misma tecnolo-
gfa dada por (II,2), donde I es casi-produgtiva y domi-
nantemente basicamente conexa y 2130; b) iguales perfi-

odos de rotacién de medios de produccién (defini-

N7

dos y positivos para i,j tales que 7., >0) y de trabajo

ij
S04 (definidos y positivos para i tal que 2i>0).

Las matrices II y ¢ donde
N7i5"i5 ES

ORI

1] 0 si m..=0

son tales que A(0)% es dominantemente bésicamente co-
nexa. .
Cada consumidor cumple su restriccibén presupuestaria

con igualdad (Ley de Walras).

Si se toman los precios y salario que satisfacen (3)

la demostracién de esta Proposicifén es casi exactamente igual a la

de la Proposicibébn IV,5. Basta con reemplazar en esa demostracién

en todo lugar que no sea el funcional de beneficios las expresiones

qup y gilp por las expresiones qk(®p+kw) Y q(dp+Aw) , respectivamen-

te.
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.Observacibn 1

FRV—.

Para nuestro modelo lineal general se tiene, como en el
caso de Sraffa, una Mercancfa Patrén que podemos llamar "Mercancia

Patrén Generalizada". Como A(0) % es dominantemente b&dsicamente co-
1

nexa, por el Teorema I.13 nuevamente resulta g = (q ,0,...,0),§1>0,
donde ahora q es el vector dominante de izquierda de A{0) . Nueva-
mente, sb6lo las mercancias b&dsicas (y todas ellas) estan represen-

tadas en la Mercancia Patrén Generalizada, Por (5) y (7) se tiene

= 5p(r) = £ 5B(x)A(0) (4+r0 ) (x) = 2 B0 2a(0) (a4 =
_ Rw(r) SA(0)A| _ Rw(r) qA, _ Rw(r) s\
= - |1+ = = e (1 rdS) = (1 + o 25)L (8)

gt sS4
Asfi como L = g% = sA(0)% nos indica el trabajo total consumido en
el periodo, A = gX = sA(0)A nos indica el trabajo total inmoviliza-

do en promedio durante el perfodo. Luego

es el perfiodo de rotacidén promedio del trabajo en el Sistema Patrén
correspondiente a nuestro modelo general. Por (8) tenemos la equiva

lencia

Rwlr) (1+1r5) =1

L sp(r) = 1 <> o s

L
de la cual obtenemos la siguiente Proposicién que corresponde a la

Proposicién IIT.1.

Proposicibn 4 Utilizar como numerario a la Mercancfa Patrén Gene-
ralizada es condicidén necesaria y suficiente para que valga la re-
lacidn

_ R(1 - w(r)) .

1 + Son(r)

Observacidn 2
Puede efectuarse una interpretacién geométrica de los pre

cios en nuestro modelo lineal general andloga a la que efectuamos

‘
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en el Capitulo III, Seccién 5, con respecto al modelo de Sraffa. Por

(5) y el hecho de que (7) vale también para s = q(I - II) se tiene

—_—

p(r) = LBX)AL0) (R+rd) _ (R-r)LB(r)A(0) (R+r)) _ (RI)B(r)A(0) (2+rA) .
SB(r)A(0) (2+r)) RSA(0) (2+1r)) R(1L+ r Sa)

Como P(0) = A(0)2 =v y PB(R) = %g', Pp(r) es una curva que efectfa
sp _
un recorrido continuo desde v hasta %@ dentro del conjunto
Sp Py
{psRij sp = L}. Nuevamente, si se modifica % cambia el punto ini-

cial v = A(O) asi como toda la curva menos el punto terminal Lp .

| sp
8i se modifica A, en cambio, cambia todo el recorrido de la
curva menos los..dos puntos extremos. Si £ y A son ambos veckores
dominantes de derecha de ¢A(0) deben ser proporcionales y se tiene

L, PA(O) X = A

)=
=

A= Sdz, dA(0)L =

de donde

A(O)X = L0oA(0)2 = g0V, A(0)PA(0)R = A(0)2, A(0)dIA(O)X = A(0) A

o=
ol o

S
por lo cual v = A(0)2 y A(0)X son proporcionales y resultan vecto-
res dominantes de derecha de A(0)®. En ese caso puede verificarse
que resulta P(r) = v para todo re|0,R| por lo cual la curva de pre-

cios degenera a un {(nico punto.

Observacién 3

Podemos introducir una generalizacidn mds al modelo si
suponemos que al comenzar el perfiodo, él capital de la empresa in-
dividual puéde estar materializado no sbdlq en el vector de activos
de su propiedad ak sino también en una cierta cantidad de tfabajo
en giro contratado en un periodo anterior, Si bien la empresa no
es propietaria del trabajador (y, por lo tanto, no puede venderlo
ni comprarlo), al contrataf o despedir trabajadores invierte o li-
bera capital, respectivamente, de modo que asi como los activos de
su propiedad constituyen la forma materializada de su capital, los
trabajadores contratados constituyen la forma "humanizada" de su
capital. Con este)paso nos liberamos de la identificacién que he-

mos mantenido hasta ahora del capital de la empresa con el valor
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de los activos materiales gue son de su propiedad. El capital de

la empresa constituye en filtima instancia una suma de valor que
describe un ciclo. Como nuestro modelo no incorpora una represen-
tacién del dinero, sblo considera al capital después que ha sido
invertido en capital productivo, o éea, capital puesto a funcionar
en la produccidén de mercancfas. La suma de valor que es propiedad
de la empresa ya se ha transfigurado en ciertos activgg materiales
gue también son propiedad de la empresa pues han sido comprados
mediante el capital-dinero original agi cComo en una cierta‘canti—
dad de trabajadores contratados que no son propledad de la empresa
sino que han asumido un compromiso formal de trabaja? durante un
determinadc periodo de tiempo para la empresa. Ambas formas del
capital, o sea, lo que hemos denominado capital no-salarial y ca-
pital-salarial, respectivamente, constituyen el capital productivo
de lé empresa. El poder de la empresa sobre su capital no-salarial
estd dado por el hecho de que como los activos que lo representan
son de su propiedad puede venderlos y volver a transformar esta
parte de su capital en.capital—dinero. El poder de la empresa so-
bre su capital salarial estd dado por el hecho de poder despedir
a los trabajadores (o no renovar los contratos) y de ese modo libe
rar el capital en giro involucrado en el pago periédico de sus sa-
larios.

Sea Ak la cantidad de trabajo ya contratado por la em-
presa k al comenzar el éeriodo. La duracidén de estos contratos no
tiene importancia para el presente andlisis. N6tese gque, andloga-

mente a ak, Ak representa un stock. El capital productivo de una

/

empresa estid representado ahora por
akp'+ Akw
Yy su restriccidén de capital es
qk(®p + W) 2 a*p + 1Fw.
Nuevamente, si r>0, para que haya maximizacidén de beneficios es ne

cesario que esta restriccidén se cumpla con igualdad. Evidentemente

la Proposicidén VI.3 mantiene su validez bajo esta generalizacidn.
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Okservaciébn 4

—

En el modelo de equilibrio general presentado las empre-
sas requiergn stocks de mercancias para operar y la cantidad de
stocks que cada una puede obtener estd limitada por su capital,
Luego es la restricciédn de capital de la empresa lo que limita en
iltima instancia la escala de produccién de la empresg individual.
En la microeconomfa usual se suele plantegr al problema de elgcciér
de la empresa de modo diferente. Se distingue un problema "de largc
plazo" de la empresa que consiste en maximizar beneficios bajo la
restriccidén tecnoldSgica, de un problema "de corto plazo" gque impli-
ca cilertas restricciones adicionales que consisten fundamentalmente
en la limitacién fifsica causada por la capacidad instalada. El pro-
blema de eleccidn que hemos tratado nosotros no coincide exactamen-
te ¢on ninguno de estos dos. Por un lado, el problema "de corto pla

mw

zo" se le asemeja por el hecho de que el nivel de produccién esté

acotado por la maxima produccién que admite la capacidad instalada.
Por otro lado, ambos problemas difieren del nuestro por el hecho de
gue en ellos el mdximo beneficio de la empresa existe debido a la
forma que adopta la funcién de produccién. En el corto plazo, el
hecho de tenerse algunos inputs fijos asegura que a medida que se
~hace aumentar a los inputs variables se llegue eventﬁalmente a los
costos marginales crecientes, lo que hace disminuir el beneficio

unitario, En el largo plazo, debe recurrirse a alguna hipbtesis ad

<

hoe que garantice que a partir de cierta escala de produccién au-
menten los costos marginales. Hicks (38.1) es excepcionalmente cla-
ro con respecto a esto:

Los costes marginales han de subir a medida que la empresa erece pa-
ra poder asegurarnos de que su expansidén se detiene en algim momento (p. 92).
Desde luego, ha de haber algo que detenga la expansidn indefinida de la empresa
(p. 93). Por lo tanto, sblo puede surgir una situacidn tal como la que presentai
nuestros diagramas st el . factor A se combina con algunos recursos de los que la
firma solo posea una oferta limitada y de los que no pueda conseguir mas en el
mercado. Para los problemas de corto plazo, el equipo fijo o planta de la empre-
sa, que se ha construido en el pasado y que tiene probabilidades, hasta cierto
punto, de no poderse renovar, se ajusta bastante bien a este caso. Para proble-
mas de plazo largo, solo tememos el control ultimo que ejerce el empresario mis-
mo. La tnica razon para que aumenten los costes marginales es la dificultad ca-
da vez mayor de controlar una empresa a medida que crece su escala de produc -




ctén (pp. 91-2) 2
La solucién de Hicks para el largo plazo consiste en un artificio
capaz d? asegurar que el problema, tal cual se plantea, tenga solu-
cibén: que pueda determinarse una produccién Sptima para cada nivel
de precios cuando el objetivo es el de maximizar beneficios bajo
restricciones que pueden expresarse independientemente de los pre-
cios. Hicks buscaba algo que.detuviera."la expansién L@definida de
la empresa” y encontré a los "recursos de empresario” que no paodfian
venderse ni comprarse en el mefcado y de ese modo aseguraban ren-
dimientos decrecientes a escala (con respecto a los demds factores)

En la formulacidén moderna de la teorfa de la produccién
se argumenta que si hay rendimientos a escala crecientes la empresa
crecerd hasta tal punto que comenzarad a tener poder monop&lico so-
bre los precios de insumos y productos, Ese caso debe por lo tanto
excluirse del esquema tedrico basado en las condiciones de compe-
tencia perfecta. Analfiticamente, se excluye el caso de rendimientos
crecientes exigiendo la convexidad del conjunto de posibilidades .
de produccidén., De este modo se admite la posibilidad de los rendi-
mientos constantes a escala, cual es el caso cuando el conjunto de
produccifén es un cono convexo de vé€rtice en el origen. Con los ins-
trumentos matem&ticos brindados por las propiedades de los conjun-
tos convexos se ngré incorporar en un mismo modelo de una forma
comprensiva tanto el caso hicksiano de rendimientos decrecientes
a escala como los modelos lineales de produccién que venfan desarro

: ‘

lléndose paralelamente desde Walras y adquirieron impetu con el de
sarfollo del modelo de input-output de Leontief y el andlisis més
general de procesos linealesbsurgido a partir del trabajo de Koop-
mans (44.2),

El supuesto de convexidad del conjunto de posibilidades

de produccidn constituye, entonces, la piedra angular de la moder-

! Estas consideraciones llevan a Hicks a dividir a los individuos
en dos clases, los particulares y los empresarios. Todo individuo
posee ofertas de una o ambas clases de los siguientes recursos: 1) factores
de la produccidn de los que puede uno desprenderse en el mercado y, 2) recur-
sos de empresario de los que no puede uno deshacerse de ese modo, pero que
pueden emplearse en combinacién con la otra clase de factores, para obtener

~




152

na teoria de la produccién bajo condiciones de competencia perfec-
ta.? El realismo de tal supuesto, sin embargo, ha sido cuestionado
por divqrsos autores. Con respecto a los supuestos de convexidad,

Koopmans dice:

Such assumptions can lay no claim to realism., They cannot be used
when we want to eapress the production advantages that experience has shown to
be achievable by putting resources in the form of large indivisible and coordi-
nated pieces of capital equipment. Convexity can be used with some degree of ap-
proxtmation only in problems where the granularity arising from indivisibility
of resources is unimportant. The case for strict convexity of production sets is
in general very weak indeed. But in any case the principal reason for making a |
convexity assunption lies not in its degree of realism but in the present state '
of our knowledge... The convexity concept therefore enables us to state minimum
assumptions for the validity of important parts of exlsting economic theory,
thus helping to reduce this part of our knowledge to its logical and mathemati-
cal essentials. An economy of thinking is thereby achieved whith shortens the
statement of what we currently know and which may also enable us to perceive more
clearly, and perhaps approach with better equipment, the harder problems yet un-
solved, : ‘

1

Ce modo que si bien el supuesto de convexidad és admitidamente poco
realista permite sustentar "important parts of existing economic
theory". Esta admisién cubre con la sombra de la duda a una teoria
cimentada sobre un supuesto tan poco realista.?

El modelo que hemos presentado en la Parte II de nuestra
tesis supone rendimientos constantes a escala (y proporciones_fijas
entre los insumos). De tal modo, excluye tanto ios rendimientos cre
cientes como los decrecientes imponiendo una severa restriccifn a
la tecnologia. Pero a diferencia del planteo usual, dicha restric-
cidén no tiene la funcibén de acotar las posibilidades de produccién
e impedir gque la empresa individual que busca la maximizacidén de
beneficios pueda producir'a un nivel arbitrariamente elevado. Para

‘
ello disponemos de la restriccibébn de capital de la empresa v el he-

cho de suponer que la produccidn requiere la inmovilizacidn de

stocks (y, por ello, la inversidn de capital). El conjunto factible

productos vendibles. Dada una serie de precios de mercado de factores y pro-

ductos, quierquiera que posea recursos de empresario podrd determinar si el

empleo de esos recursos en la produccion rendird un excedente positivo., En ca-

so afirmativo, se convierte en empresario, (Hicks 38.1 p. 113)

Debreu consigue, gracias a Uzawa, limitar el supuesto de convexi-

dad al conjunto de produccibn total para demostrar la existencia

de equilibrio general. Cfr. Debreu 22, Nota 1 al Capfitulo 5.

2 Kaldor (42) cuestiona la validez del concepto mismo de equilibrio
general basandose, en parte, en el poco realismo de la exclusién
de los rendimientos crecientes,
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de la empresa permaneceria acotado aunque elimindramos el supuestc
de rendimientos constantes a escala y el supuesto de proporciones
fijas. Y si bien es posible que-algﬁn supuesto de convexidad siga
siendo necesario para demostrar la existencia de equilibrio genera
tal como suele definirse este concépto,_el hecho de tener acotado

al conjunto factible de cada empresa.permite explorar nuevos .cami-

I3
3
g

nos.
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2. El concepto de beneficio sobre el capital

El concepto de beneficio que est& implicito en nuestro
planteo presenta diferencias con respecto al de la microeconomfa
usual. En ésta todos los inputs tienen un precio y la diferencia
entre el ingreso total de la empresa y él costo de losignputs es el
beneficio. Hasta aqui parece no haber diferencia alguna con el con-
cepto de beneficio que hemos presentado-en los capftulos preceden-
tes. La diferencia existente radica en que en el modelo est&tico
del esquema tedrico usual no cabe el concepto de beneficio como re-
tribucién "normal" al capital. El "beneficio" del modelo estdtico
usual consiste en el "beneficio extraordinario" de los economistas
clésicos.® A primera vista, parecerfa que se trata de una mera di-
ferencia terminoldgica. Pero indagando un poco mas se ve que esto
no es asi aunque, evidentemente, parte de la diferencia es termino-
16gica. En el modelo estdtico usual se tiene al "beneficio" defini-
do como el producto interno del vector de oferta neta-de la empresa
(que tiene componentes negativos para ios insumos netos y positivos
para los productos netos) y el vector de precios, o sea, ykp. Por
ello, cuando hay rendimientos constantes a escala, como la empresa
no tiene otra restriccidn que la tecnolégica es necesario que el
beneficio sea nulo para que exista un "beneficio" maximo. Como en
ese caso s6lo quedan las retribuciones a los inputs medibles fisi-
camente se esfumra el concepto de benef;cio‘como retribucién "nor-

mal" al capital y queda una coleccibtn de ingresos que consisten en

! cuando llega al capftulo sobre "Economfas Temporales", Malinvaud

hace el siguiente comentario:

: En segundo lugar, la expresion beneficio es la fuente de una cierta
ambighedad tanto en la literatura ecombmica como en el lenguaje diario. Aqui
hemos obtenido la definicion del beneficio my del pertodo t gracias a una ge-
neralizactdn natural de un concepto que fue en primer lugar definido para una
economta en la que la dimensidbn temporal no era explicita. Entonces, es un *be
neficio puro” que aparece como residual, una vez deducido toda la carga de in-
tereses que corresponde al capital intervenido. Es frecuente que m@is bien se
denominen beneficios a todas las rentas distintas a las del trabajo, las 'ren-
tas no ganadas” como a veces se dice; es decir, la swna p,p.a +%t. En el estu-
dio de todo escrito tebrico o aplicado que emplea el té&rmino geneficio es ne-
cesarto, por constguiente, comprobar que definicidn ha utilizado el autor.

En la literatura cientifica el uso mas frecuente consiste en refe-
rirse al beneficio puro; pero a veces también se habla de wna itasa de bene fi-
cio" definida como la relacién entre la suma de las rentas no ganadas y el va-
Lor del capital invertido aqui: p,p.a, +Et,/ﬁtat. (Malinvaud 53-1,pp.303-4)
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los monﬁos y}icp:.L que son percibidos por los propietarios de lés fac-
tores alquilados a la empresa. Desaparece asf el concepto de bene-
~ficio "normal" del capital asf como el concepto de tasa de benefi-
cio "nd&mal". Podria irse mds lejos alin y decirse que desaparece el
concepto de-"capital" como tal quedando todas las retribuciones re-
~ducidas a precios de inputs cuantificables fisicamente., Esto que

se percibe didfanamente en el caso de fendimientos congtantes vale
igualmente en el caso de rendimientos no-crecientes con.la diferen-
cia de que en este caso se admiten "beneficios" ("extraordinarios")
positivos.

El concepto de beneficio que hemos.presentado en nuestro
modelo estdtico representa también el valor residual que queda des-—
pués de restar a los ingresos de la empresa todos los inputs fisi-
camente cuantificables multiplicados por sus precios. Analfticamen-
te, el. beneficio qk(p—nb—zw) puede ponerse en la forma equivalente

ykﬁ donde

k ~
yk = q [ (T-1),-2] , p = t(p,W).
Pero a pesar de haber rendimientos constantes a escala no es nece-

sario gue el beneficio sea nulo para que exista un beneficio maxi-

mo. Esto se debe a que la empresa tiene una restriccién de capital

k k ,k
q (o,)) 5 < (a7, A )‘5‘
Esta restriccidén puede ponerse en la forma equivalente
y*c < &°p

q

donde 5k=(ak,Ak)es el vector de activos cuyo valor constituye el
capital de la empresa, '
A(0)9d A(0)X p

(9)
0 0

es la matriz de stocks totales.necesarios para producir el vector
de productos netos yk y éﬁ es el capitai en giro necesario durante
todo el perfodo para producir yk. Cuando w<W (como lo es en general)
el beneficio méaximo de lé empresa es positivo y constituye la re-
tribucifén normal a los propietarios del capital, o sea, a los pro-
pletarios de la empresa. Este beneficio,.sin embargo; no puede ser

representado como el precio correspondiente a un factor susceptible
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de ser cuantificado independientemente de la determinacién global
_de los precios. De tal modo, el modelo presentado permite obtener
una retribucidén "normal" al capiéal aun en un contexto estatico.
Esto se efectlia, en esencia, analizando las decisiones de los agen-
tes econdémicos en un periodo de tieﬁpo unitario, distinguiendo pa-
ra cada 1input de cada proceso (operado a nivel unitario) el consumo
necesario del stock promedio necesario e imponiendo aqéada empresa
una restriccibén de capital, o sea, una restriccidn en el valor de
los recursos maferiales vy humanos que ;uede tener inmovilizados en
cualquier instante dado del perfodo. Tanto el concepto de beneficio
como el de tasa de beneficio que se obtienen en el médelo presenta-
do corresponden a los respectivos conceptos clédsicos. Los supuestos
involucrados conllevan la homogeneidad de las tasas de beneficios
de los diversos procesos y empresas. En otras palabras, en las con-
diciénes de equilibrio que plantea el modelo, ninguna empresa oOb-
tiene "beneficios extraordinarios" en el sentido clésico,

En la teorialsual; el concepto clésic& de beneficio
"normal" sobre el capital se transfigura en el concepto de interés
sobre el capital y no se introduce hasta que se considera un mode-
lo dindmico. Esto Gltimo resulta desventajoso en lo que concierne
a la teorfa de la distribucibén ya que impide éstudiar la distribu-
cibén del ingreso entre las "grandes clases sociales" en un contex-
to estético. Pero creemos que aun en un contexto dindmico es im-
portante distinguir la categorfa del interés de la categorfa de be-
neficio (en el sentido cl&sico). Pues la gran diferencia en la ve-
iocidad de ajuste ante el desequilibrio d; estas dos variables y
el hecho de que una de ellas (el interés) sea mucho mds manejable
por la autoriadad politica implica que estédn dotadas de caracteris
ticas dina&micas muy diferentes. De modo que aunque pueda suponerse
gue en un contexto de'equilibrio estdtico la tasa de interés debe

igualar a la tasa de beneficio (si hacemos abstraccién de las con-

sideraciones de riesgo) sigue siendo importante distinguir entre
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1

ambas.’ Las diferencias en la din&mica de ambas variables, por ejem

plo, puede llevarnos a construlr un modelo estitico de "cuasi-equi-
'Eibrio"_en el cual la tasa de beneficio sea constante y la tasa de
interés sea variable y deba ajustarse a la tasa de beneficio para

llegar al cuasi-equilibrio,?

L 8 observamos los ciclos de rotacidn en que se mueve la industria moderna -es-
tado de quietud, creciente animacidn, prosperidad, superproduccidn, crack, es-
tancamiento, estabilizacidn, ete...veremos que en la mayor parte de los casos
‘el bajo nivel de interés corresponde a los periodos de prosperidad o de ganan-
ctas extraordinarias y que el tipo maximo de interés, hasta llegar a nivel u-
swrario, se da en los periodos de crisis., (Marx 55, Vol.III,p. 346)
Equilibriwn models may be thought of as being derived from corresponding dyna-
mie models by writing those equations which describe the fixzed points (if any)
of the dynamic motion. More generally, in dynamical situations in which a re-
latively rapid motion is coupled to a relatively slow motion (called in mecha-
nics the "adiabatic case') we may build wp a quasi-equilibrium model in which
the slower motion is separated out as a constant external condition or cons-
traint with which the rapid motion comes into equilibriwm, (Schwartz 78,p.216)
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CAPITULO VII

Conclusiones

En este capfitulo resumiremos las prpposiciones, teore-
mas, lemas y cofolarios que expresan iés conclusiones a las que
fuimos llegando a lo largo del trabajo. Omitiremos las proposicio-
nes intermedias cuyo contenido estd incluido en una-broposicién
ulterior. Mantendremos, sin embargo, la numeracién gue se halla en
el texto para no introducir confusién,

Proposicidn I.1 Si @I carece de filas nulas y 0<domll<l entonces

existen un intervalo no-degenerado |6,R| Yy un numerario tales que
para todo re|0,R|, si expresamos p v w en términos de tal numera-
rio, la ecuacidn

Mp(l+r) + W = p, r>0, >0, (2)
tiene solﬁcién (plxr),w(r)) vy

a) p(r)>0 v w(r)>0 en |0,R),

b) w(R)=0 y p(R)={p>0|lp= 5% p}# ¥,

¢) p(r) y w(r) son Ginicos en |0,R),

d) w(r) es no-creciente en |0sR

Lema TI.2 Si1i Il es casi-productiva y tiene un vector dominante de

derecha positivo, entonces es productiva.

Proposicidén I.3 Si I es casi~productiva y tiene un vector domi-

nante de derecha positivo, p, entonces existe un intervalo no-dege
nerado |0,R| tal que para todo re|0,R|, si se expresan los precios
y el salario en términos de cualquier numerario, (2) tiene solu-

cidén (p(xr),w(r)) y
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a) p(r)>0 y w(r)>0 en ]0,R),

_ — _ 1 =
b) w(R)=0 y p(R)= {p;p| llp = 1R pBp>0,
c) p(r) y w(r) son finicos en |0,R),

d) w(r) es no-creciente en |0,R

Proposicién I.4 Si Il es casi-productiva e indescomponible enton-

ces existe un intervalo no-degenerado |O,R| tal queﬂgara todo re
|0,R|, si se expresan los precios y el salario en términos de cual
quier numerarib, (2) tiene solucidn }p(r),w(r)) y

a) p(r)>0 y w(r)>0 en |0,R),

b) p(R)=§>O y w(R)=0,

c¢) p(r) y w(r) son finicos en |O,R],

d) w(r) es estrictamente decreciente en |0,R

Lema I.5 La mercancia j es bédsica si y s6lo si para todo ieN, j

estd@ conectado con 1i.

Lema I.6 El proceso j estd8 conectado con el proceso 1 si y s6lo

k)..>o.

si existe un entero positivo k tal que (I ij

Lema I.7 La mercancfa j es bisica si y s8lo si para todo i exis-

te un entero positivo k tal que'(Hk)ij>O.

Teoxema I.8 I es indescomponible si y«sélo si para todo par de

indices i,jeN, j esté conectado con’'i.

Corolario I.9 I es indescomponible si y s6lo si para todo i,jeN

existe un entero k>1 tal que (Hk)ij>0.

Proposicidn I.10 I es indescomponible si y s6lo si todas las mer

cancias son béasicas.
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Lema I.11 II es badsicamente conexa si y sélo si cuando estd en la
forma normal descompuesta se verifica:

1) Hl es indescomponible,

2) si Hr # 0, re{2,...,m} la matriz

( i

Mpp Typ e I[r,r—l ) (15)

es semipositiva y si Hr = 0, (15) careceg’ de filas de

ceros.

Corolario I,12 Si 11 es b&dsicamente conexa entonces domll>0.

Teorema I.13 Si I es dominantemente bdsicamente conexa entonces:

a) I tiene un vector dominante de derecha finico (salvo factor
escalar) y positivo tal gue si Il estd en forma normal des-
corpuesta y p = t(ﬁl,...,ﬁm) cada p°, s=2,...,m, puede ex-
presarse univocamente en funcién de los 55 que le preceden.

b) I tiene un vector dominante de izquierda Gnico (salvo fac-

tor escalar) q = (al,...,ﬁm) tal que §l>0 y q°=0,8=2,...,m.

Lema I.l1l4 Si I es casi-productiva y dominantemente b&sicamente

conexa entonces es productiva.

Lema I.15 Si II es casi-productiva y dominantemente bdsicamente

conexa entonces .

lim (R-r)A(r) = (1+R)-E3—
r+R : ap

donde domll = T%ﬁ v g v p son los vectores dominantes de II, de iz-

quierda y de derecha, respectivamente,

Proposicibén I,16' Si I es casi-productiva y b&sicamente conexa, -

entonces que Il sea, ademls, dominantemente b&sicamente conexa es
condicidén necesaria y suficiente para que exista un intervalo no-

trivial |0,R| tal que para todo r en |0,R|, si los precios y el sa-
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lario se expresan en términos de cualquier numerario y Il esti en
la forma normal descompuesta, la ecuacidén

Mp(l+r) + w = p, r>0, £7>0, (2")

tiene solucién (p(r),w(r)) y

a) p(r)>0 y w(r)>0 en |0,R); p(R)=p>0 y w(R)=0,

b) p(r) y w(r) son tinicos en |0,R|,

c) si p(r) se particiona segin la forma norggl descom—~
puesta de I, p(r) = t(pl(F),:..,pm(r)), cada ps(rﬂ,
s=2,...,m, puede expfesarse univocamente en términos
de w(r) y los ps(r) gue le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en IO,R|,

e) p(r) y w(r) son continuas en |0,R

Lema IT.2 Si cq(2) = ... = cn(f) = c(®) para algln £e|0,R) en-
tonces ¢, (r) = ... = ¢ (r) = c(r) = g Ppara todo re|0,R).
Propesicién II.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
_ - 1
a) Para todo rel|0,R), c;(r) = ... =c (r) = clr) = g

b) £ es vector dominante de derecha de II.

c) v = A(0)2 es vector dominante de derecha de I,

d) Para todo re|0,R), p(r) = Rgfi) v.
* -
e) Para todo re|0,R) y i=1,...,n, dani(r) = c(r).
dr
<
Proposicién ITI.4 Las derivadas semi-logarfitmicas de los precios

salariales con respecto a la tasa de ganancia est&n acotadas infe-
rior y superiormente por las composiciones de costo minima y méxi-
ma, respectivamente. Esto vale para cada r en |0,R). Formalmente,

se tiene
dan;(r)

c, (r}y <
1 a dr

< cg(r), ieN, leL(r), geG(r), re|0,R).
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Corolario II.5 El cambio proporcional en cualesquiera precios
relativos al variar r infinitesimalmente es en valor absoluto me-
nor o igual que la diferencia mé&xima de las composiciones de costo

de todas las industrias. Formalmente, se tiene

py(r) dip; (r)/py(x)) | geG (1)
p; (r) dr b Cg(r) - ¢y (r) ig?éf;).

X3
&l

Lema ITI.6 Si I es casi-productiva y dominantemente b&sicamente

1

conexa existe A(r)=(I - (1+3:)II)'_l para re|0,R)'donde'domH = 1R ¢

R>0. Ademds, si se pone a Il en forma normal descompuesta y se par-
ticiona a A(r) del modo correspondiente se tiene:
a) Al(r)>0,
b) Para r=2,...,m, As(r)>0 si Hs es. indescomponible y
As(r)=I si HS es nulo,

c) Asl(r)>0, s=2,...,m, v A__(r)=0 para s<r,

ST

a) Asl(r), s=1,2,...,m, es estrictamente creciente en
|0,R) y tiene un polo en r=R,

e} Si no hay mercancias no-sectoriales, para s>r>1,

Asr(r)>o si [ rZQ vy A _(r)=0 si 1 o,

s sr sr
f) Si hay mercancias no-sectoriales, para s>r>1, Asr(r)

puede tener elementos positivos y nulos a la vez.

Proposicién III.1 Utilizar como numerario a la Mercancia Patrén

es condicidn necesaria y suficlente para gue valga la relacidn

r=R((1l-w) .

Proposicidn IV.3 Produciendo g una empresa maximiza beneficios

x{p-Ilp~-2w) en su conjunto factible K = {XERE, xllp<ap}, donde

p-lip-2w>0, si y s6lo si geK, r estd definida, donde r = max ¢ (i)

.o ieN
P17 g4V si ieA€ N={1,.,.,n}
Hip
o(1) = ) 45 - ' si ieAAB A={ieN|N,;p=0}
oo si ieAABC B={ieN|p;-Tp—L;w=0}
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Yy se cumplen las siguientes condiciones:

(1) qi>0 => pi~Hip—2iw = rﬂip,

(2) x>0 = (gllp = ap.

Proposicidn IV.5 S1 se cumplen las siguientes condiciones existe

algln equilibrio general:
1) Todas las empresas disponen de una agsma tecnolo-
gia dada por (I,%) dqnde.n es-casi—productivé Yy
dominantemente bésicamente conexa y #%>0 con 2130,
donde 21 corresponde a los procesos bésicos.
2) . Cada consumidor cumple su restriccién presupues-

taria con igualdad (Ley de Walras). .

Corolario IV.6 Dadas las condiciones de la Proposicién IV.5, a

re(0,R) le corresponde- -algfin equilibrio si y s6lo si1 E(r)=0, donde
E{(r) es la funcibn de demanda excedente de trabajo; a r=R le co-
rresponde alglin equilibrio si y sblo si E(R)<0; y a r=0 le corres-

ponde alglin equilibrio si y s6lo si g(0)Ip(0) < ap(0).

Corolario IV.7 Dadas las condiciones de la Proposicién IV.5,

relr , T (donde w(rm ) =w ln) determina un equilibrio general

min’ max ax mi

viable si vy sb6lo si E(r)=0,

Proposicidn VI.1 Sea r = max ¢ (i), dondée

ieN
pi~-lip=t;w c
si ieA N={1,2,...,n}
@ip+xiw
(1) = 9 0 ‘si ieANB A = {i€N|¢ip+Aiw=0}
i +o si ieAnBC B = {ieN|pi—Hip—2iw=0}i

Entonces al producir qk una empresa maximiza beneficios x(p-Illp-2w)
en su conjunto factible Kk = {st2| x(¢p+kw);akp}, donde p-lp-2w>0,

si y sélo si qkeKk, r estd definida y se cumplen las siguientes

condiciones:
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k .
(1) qi>0 => pi—ﬂip—liw = r(@ip+kiw)

— (2) >0 => qk(¢p+kw) = akp.

Proposicién-VI.Z Si Il es casi~productiva y dominantemente b&sica-
mente conexa, A(0)? es AOminantemente b&sicamente conexa y 2130,
entonces existe un intervalo no-trivial |0,R| tal que para todo r
en |0,R|, si se expresan los precios y el salario en términos de
cualguier numerario, la ecuacidn .
Mp + 2w + r(dp+iw) = p
tiene solucidén (p(r);w(r)) y
a) p{r)>0 y w(r)>0 en |0,R): p(R)=p>0 y w(R)=0,
b) p(r) y w(r) son fnicos en |0,R],
c) si p(r) se particiona segflin la forma normal descompuesta
de Ny &, p(r) = t(pl(r),...,pm(r)),'cada ps(r), s=2,...,m,
re|0,R|, puede expresarse unfvocamente en funcién de w(r)
y los p°(r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en |O,R|,

e) p(r) y w(r) son continuos en |0,R

Proposicidn VI.3 S5i se cumplen las siguientes condiciones existe

algln equilibrio general:
1) Todas las émpresas disponen de: a) una nmisma tecnologia
dada por (I,%), donde I es casi-productiva y dominantemen-
te bésicaﬁente conexa y 2110; b)‘iguales periodos de rota-

c¢idén de medios de produccibn (definidos y pbsitivos

N°i5.

oy (definidos y

para i,j tales que nij>0) y de trabajo S

positivos para i tal que Qi>0).
2) Las matrices H‘y 9, donde

NCiq§Tiq M5
o.. =

1] 0 si w..=0,

son tales que A(0)?% es dominantemente b&sicamente conexa.
3) Cada consumidor cumple su restriccibdn presupuestaria con

igualdad (Ley de Walras).
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Proposicidn VI.4 Utilizar como numerario a la Mercancia Patrén

generalizada es condicibn necesaria y suficiente para que valga la

relacibén

r = R(1 -~ w(xr)) .
1+ SERw(r)
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