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Notaci6n utilizada

Lo xrue vs í n nxnEn o que s1gue, a,b,cER, p,x,YER , A,BER , Y C ~Y D

son conjuntos en U.

números reales no-negativos

ortante no-negativo de Rn : R+x ••_.XR~ (n yeces) .

x>o xi~O, i=l,~ .. ,n

x>O x.>O, i=l, ... ,n
1

x>o x ~O, xlO '

x:;y y-x>O

x<y y-x>O

x<y y-x>O, y-xfO
~

A2:.0 a .. >0 I i,j=l, ... ,n1J=:

A>O a .. >0, i,j=l, ..• ,n
1J

A>O A~O, A~O

A~B Ó B~A

A<B ó B>A

A<B ó B>A

B-A>ü

B-A>O

B-A2.0, B-Alo

A. i-ésirna fila de A
1

Aj j-ésima columna de A

A r-ésimo bloque cuadrado en la diagonal principal de A parti-
r

cionada

t A transpuesta de A

t x transpuesto de x

det (A)

dom(A)

determinante de A

raíz dominante' de A

diag- (r l' '. · . , r n) : matriz ' diagonal con r l' · · • , r n en la diagonal

n0n : vector nulo de R . (a menudo, simplemente O)

O : matriz nula de Rn x n

(x) : rayo generado por x

(O, ... ,.1-, O, ,. .. , O) o su transpuesto, según contexto
i
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e : (1, ... ,1) o su transpuesto, según contexto

la,bl : {csRla~c~b}

!a,b)-: {csRla~c<b}

(a, b ) {csRla<c<b}

(a,b I {cs R Ia<c~b}

atb. :

unidad en que se mide la mercancia i

unidad en que se mide el tiempC)

{pcRnlp=ax + (1-a)y, O~a~l}

a tiende a b por valores no-mayores que. b

DC
: {uE:uluiD}

C.... D : CnDc

número cardinal de C#(C)
(+1 si a>O

sgn(a) : funci6n signo evaluada en a: sgn(a)= 1O si a=O
-1 si a<O

Zn logaritmo natural

f~ derivada lateral derecha de la función. f

1p* : precios salariales : p*= wP

~ precios en términos de la Mercancía Patrón

p precios en términos del producto neto por unidad de trabajo,

o (p,w), según contexto.

Deseamos recalcar que las barras I _ • _.1 denotan siempre

corchetes (intervalos cerrados, segmentos de recta, matrices); nu~!

ca denotan valor absoluto o determinante. En general, llamaremos

Teoremas a los resultados esencialmente matemáticos y Proposicion€

a los propiamente econ6micos. Cuando se<cita una proposición, teo-

rema, lema o corolario .de otro capítulo, se incluye el número del

capítulo en que figura. Por ejemplo, si en el Capítulo V se cita

el Lema 14 del Capítulo I, se pone: Lema I.14. Cuando no figura e J

número romano correspóndiente al capítulo la proposición en cues-

tión se halla en el mismo capítulo en que figura la cita.

No hemos podido evitar una pequeña ambiguedad en la no-

taci6n relativa a los precios. Pues si'bien hemos introducido not(

ción especial para los casos en que el numerario consiste en el s ¿

lario (p*) I la Mercancía Patrón (:p), o el producto neto por un í da.



de trabajo (p), no hemos :lecho tal cosa para los casos en que el

numerario es una determinada mercancía. Lo mejor hubiera sido re-
1

servar p para los precios nominales (o de cuenta) y llamar, por

ejemplo, .p a los precios medidos en términos de la mercancía i.
l

-.

Sin embargo, pensamos que esto hubiera hecho a la notación excesi-

vamente engorrosa. El lector debe tener cuidado, pues, para no con-
.,-

fundir los dos usos de p: a veces como vector de pre~ios nominales

y a veces como vector de precios relativos en términos de una mer-

cancía particular.
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INTRODUCCION GENERAL

Son dos los problemas principales que motivaron esta

tesis. En primer lugar, cuando leí la: obra de Piero Sraffa, Pro-

ducción de mercancías por medio de mercancías, me qued6 el conven-
. .

cimiento de que detrás de los razonamientos verbales y l6gicos ha-

bía subyacente un aparato matemático bastante poderoso. El hecho

de que este instrumental no figurara explícitamente en la obra di-

ficultaba su lectura y suscitaba dudas corr -xespe ct.o a la solidez

de los argumentos demostrativos. En segundo lugar, la obra de Sra-

ffa pasa del modelo de Industrias de productos simples y capital

circ~lante de la Parte I al modelo de Industrias de productos múl-

tiples y capital fijo de la Parte 11. No se explota al máximo el

modelo de producción no-conjunta, como es el caso cuando se dis-

tinguen los requerimientos de flujo de los requerimientos de stock

Como a mí me parecía que elaborando un modelo más general de ese

tipo podrían aclararse diversas cuestiones tratadas por los econo-

mistas clásicos (corno, por ejemplo, la cuesti6n de la rotaci6n del

capital), pensé que quizás fuera instructivo insertar un modelo de

ese tipo entre el modelo más simple que trata Sraffa en la Parte 1

y el modelo de producci6n conjunta que trata en la Parte 11 de su

obra. En sus Lectures on the mathematicál method oí analytical e-

cbnomics, Jacob Schwartz elabora un modelo de ese tipo. Como es

usual, sin embargo, supone la indescomponibilidad de las matrices

involucradas. Como señala Newman (66), esto implica dejar de lado

a las mercancías no-básicas. Y esto no es del todo compatible con

el tratamiento de Sraffa.

La Parte 1 de la tesis desarrola las conclusiones a las

que llegué con respecto a la Parte I de la obra de Sraffa. La Par-

te 11 aborda la cuesti6n de la rotaci6n del capital e inserta al
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modelo en uno de equilibriu general. El Capítulo I constituye una

base analítica ineludible de todo el trabajo. Se recomienda dar al

menos un vistazo general al Apéndice al Capítulo I antes de comen-

zar la lectura del texto. Los seis capítulos pueden leerse en for-

ma consecutiva. Si se tiene interés en llegar rápidamente a las

cuestiones tratadas en la Parte II puede pasarse del Capítulo 1 al

Capítulo IV, ya que los Capítulos II y III tratan aspectos especí-

ficos de la obra de Sraffa.

Deseo expresar mi profundo agradecimiento al permanente

estímulo brindado por mi Consejero, Dr. Julio H. G. Olivera. Sus

observaciones me han permitido mejorar en diversos aspectos a la

tesis así como enmendar algunos errores. También quiero agradecer-o

le a Ornar o. Chisari la lectura de los borradores de los Capítulos

I Y IV Y al CONICET la financiaci6n que me permiti6 concluir esta

tesis en un lapso de tiempo prudencial.

o" •
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PARTE I

El modelo de Sraffa de industrias de producci6n simple con exce-

dente.

Introducción

En la Parte 1 de esta tesis analizamos con' detalle al mo-

delo que presenta Sraffa en la Parte 1 de su obra Producción de mer

cancías por medio de mercancías. En el Capítulo I analizamos los

supuestos que presenta Sraffa y presentamos supuestos un poco más

restrictivos que garantizan la positividad de los precios sin des-

virtuar los lineamientos fundamentales del modelo. Nuestro supuesto

sobre la conexidad básica dominante de la matriz de insumo-productor

como veremos, es suficiente para que los precios resultantes de la

ecuación de precios de Sraffa sean positivos pero respeta la posi

bilidad de que existan mercancías no-básicas. El supuesto alterna-

tivo más utilizado, cual es la indescomponibilidad de la matriz, e-

limina a las mercancías no-básicas y resulta ser un caso particular

del supuesto de la conexidad básica dominante. Este último supuesto

será nuevamente utilizado con profusión en la Parte 11 de esta te-
(

siso En el Capítulo 11 procuramos fo~mular con precisi6n algunas de

las proposiciones que presenta Sraffa en s~s Capítulos 111 y VI y,

nuevamente, procuramos avanzar en diversos aspectos con respecto a

la formulación de Sraffa. En el Capítulo III analizamos la Mercan-

cía Patrón de Sraffa tratada por él en los Capítulos IV y V de su

obra e intentamos mostrar su parentezco con un problema originado

en la obra de Ricardo.



CAPITULO I

Los supuestos fundamentales del modelo de Sraffa' de producción sim-

pIe con excedente.

1. In-traducción

Sraffa considera un sistema económico sin acumulaci6n en

el que la producci6n se repite sin cambio alguno período tras perí-

oda. En la Parte I de su obra trata un sistema compuesto por un nú-

mero finito de "industrias n cada una de las cuales produce una úni-

ca mercancía mediante otras mercancías y trabajo y donde cada mercan

cía es producida por una única industria. 1 A partir del segundo ca- _

pítulo trata un sistema en el que se produce algún excedente. Este

último es distribuido entre los salarios de los trabajadores y los

beneficios de los propietarios. Se considera un único tipo de traba

jo con la correspondiente tasa salarial. El beneficio global, por su

parte, "debe ser distribuido en proporción a los medios de produc-

ción (o capital) avanzado en cada industria". En tal sistema "la dis

tribuci6n del excedente debe ser determinada a través del mismo me-
(

canismo y al mismo tiempo que se determinan los precios de las mer-

2
cancías" .

Podernos resumir el sistema de Sraffa de industrias de pr~

ductos ,s i mp l e s con excedente en las siguientes ecuaciones:

q>O, s>OqIT + s = q,

TIp(l+r) + ~w ~ p, r2:,0, ~>O

(1)

(2)

donde O<ITsR
n x n es la matriz de insumo-producto cuyo elemento 7T •• in

1J

dica la cantidad de la mercancía j (o sea, la mercancía producida por

1 Nosotros hablaremos indistintamente de industrias o de procesos.
2 Sraffa 82.4, p.21.

-,
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la industria j) que necesita consumirse en la producción de una u-

nidad de la mercancíai¡ qi es la cantidad (bruta) producida de la

mercancía i medida en alguna unidad determinada (por ejemplo, tone

ladas de acero) '¡ s . es el excedente producido de la mercancía i me
1

dido en la misma unidad que qii ~i es la cantidad de trabajo nece

sario para producir una unidad de ii Pi e!3 el precio "de cuenta"

de una unidad de i¡ w es el salario "de cuenta" de una uB-idad de

trabajo y r es la tasa de beneficio.

La primera ecuación tiene solución por hipótesis. Descri

be, simplemente, cómo en la economía la producci6n total (q) se di

vide entre medios de producción (gIT) y excedente (s). sé quiere a-

veriguar qué precios, salario y tasa de beneficio permiten que es-

ta producción se repita período tras período si el excedente es con

sumido y si todas las industrias deben tener igual tasa de beneficio

sobre el capital avanzado. Como se supone que los salarios se pagan

del excedente al -concluir el período y venderse las mercancías pro-

ducidas, el capital avanzado consiste solamente en el valor de los

medios de producción.

La finalidad primordial de este capítulo -e s la de inves-

tigar bajo qué condiciones (2) admite soluci6n econ6micamente signi

ficativa partiendo del supuesto que (1) tiene solución. Como se" su-

pone que las producciones dadas por (lJ deben poder ser repetidas

período tras período y como podemos suponer que una mercancía sin

valor de cambio (o libre) se deja de producjr, se desea obtener, en

particular, precios positivos para todas las mercancías.

" t .
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2. El supuesto de indescomponibilidad

N6te~e que (2) tiene dos grados de libertad ya que está

formada por n ecuaciones con n+2 incógnitas (p,w y r). Uno de esos

grados de libertad puede eliminarse normalizando a precios y sala-

rio, o sea, elegiendo un numerario. Entonces (2) queda c~n un grado

de libertad de modo que, dado un valor de r,.si el sistema tiene.so

lución, p y w quedan determinados; o bieñ, alternativamente, dado

un valor de w, si el sistema tiene solución, r y p quedan determi-

nados~

Si en (2) se tiene w=O queda

JIp = 1 p. (3)
l+R

Por el teorema de Perron-Frobenius para matrices semi-positivas

(ver en el Apéndice T.Al) sabemos que

existen domn~O yp~O tales que ITp = (domIT)p. .(4)

Para que pueda interpretarse a domIT como el (l+R)-l de (3) con R~O

es necesario que se verifique

O<doml1<l..,..

Por otro lado, si en (2) w>O, se tiene

(1 ~ (l+~)IT)p = tw.

(5)

Para despejar p y asegurar la semipositividad de p nos interesa que

(1 - (l+r)IT) . sea semipositivamente invertible~ Por T.Al(e) esto se

verifica si y sólo si dom(l+r)IT<l. Para que exista un intervalo
é

IO,al (posiblemente degenerado) en el q~e se verifique dom(l+r)IT<l

para todo rE: [o , a I e-s necesario que sea domIT <11.2 Combinando esta de-

sigualdad con (5) si suponemos ahora que

O<domII< 1

podemos poner

domII = (l+R)-l, R>O.

(6 )

( 7)

Volviendo a (2), si w=O se tiene como una soluci6n (qu1zás no única)

1 Véase la definición de matriz semipositivarnenteinvertible en el
Apéndice.

2 Ver T.Al(d) .

.~ .
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p=p 1 Y r=R, y si w>O se tien<'~ como única solución

p:::; (1 - (l+r)II)-l,Q,w = A(r),Q,w, reIO,R) (8)

donde A(rj denota a la función matricial (1 - (1+r)IT)-1,2

Como dom(l+r)TI<l, por T,A1(e) y (f) se tiene

A(r) = I + (l+r) TI + (l+r) 2 rr2' + • (9)

y es evidente que basta con que II no tenga filas de ceros para que

A(r) tampoco las tenga. En tal caso, por (8), p es posi~fvo para

cierto rango de w>O. Suponer que IT carece de· filas de ceros equiva-

le a suponer que cada proceso requiere algún medio de producción c~

mo insumo directo. Como este supuesto es conveniente y poco restric

tivo lo introduciremos explícitamente,

Supuesto e TI carece de filas de ceros.

Si tomamos cualquier mercancía i tal que p.>O como numera
1

rio, digamos la primera, de (8) obtenemos

Pl = 1 = A(r)l,Q,wpara todo reIO,R)3

o sea

w(r) = 1 para todo rEIO,R) (10)
A(r)l,Q,

pues, por lo que vimos, A(r) carece de filas de ceros. Luego (8) se

transÍorma en

p(r) = A(r),Q,w(r) = A(r),Q, para todo rEIO,R)
A(r)l,Q,

donde p 1 (r) = 1 para todo r e [o, R l. Además, como ,Q,>O y A (r) carece

de filas de ceros tenemos p(r»O y w(r»O en IO,R), w(R)=O y existe

al menos un p.::.O que soluciona (2) con r=R. Para todo rEIO,R) la so

lución (p(r) ,w(r» de (2) es única.~ Por otra parte, de (9) se des-

1 Si P es vector característico de TI,ap también lo es (a~O). Luego
cuando no hemos especificado un numerario y escribimos p:::;p s610
queremos decir que los elementos de p guardan las mismas propor
ciones entre sí que los elementos de p. Por otro lado, cuando nos
referirnos a la unicidad del vector de precios sin haber especifi
cado un numerario queremos significar "unicidad salvo un factor
escalar" · . 1 1 .

2 Nótese que A(r)= l+r R(1~r,IT) donde R=(AI-n)-l es la resolvente de

rr. Cfr. Schae fer 76, p. 3. '
3 A(r)l i~dica la primera fila de A(r). En general, para nosotros

A. Y AJ denotan la i-ésima fila y la j-ésima columna de A, res
1 .pectlvamente.

4 Obsérvese que, en general, ITp=(domIT)p puede tene más de una solu
ción p>O. Veremos más adelante que con ciertas restricciones adi
cionales sobre TI podernos asegurar también la unicidad de p(R) ,



prende que A(r) es funci6n no- de c r e c i e n t e de r. Luego w(r) es fun-

ci6n no-creciente de r en IO,RI.

Resumiendo las consideraciones precedentes tenemos:

Proposición 1 Si TI carece de filas nulas y O<domIT<l entonces exis

ten un intervalo no-degenerado IO,R] y un numerario tales que para

todo rsIO,RI, si expresamos a p y w en términos de tal npmerario,

(2) tiene soluci6n (p(r) ,w(r» y

a) p ( r) >O y w ( r) >° en I°,R) ,

1
b) w(R)=O y p(R)=: {p,:,olrrp= l+R: P }f ~,

c) p(r) y w(r) son Gnicos ert IO,R),

d) w(r) es no-creciente en IO,RI.

Hemos constatado lo conveniente que resulta suponer que

O<domIT<l. Por T.A3 sabemos que domIT<l es condici6n necesaria y su-

ficiente para que TI sea productiva, o sea, para que se verifique:

existe q>O tal que qTI < q

lo cual equivale a:

existe q>O tal que qTI < q.

Como partimos del supuesto que (1) tiene soluci6n, tenemos:

existe q>O tal que qTI 2 q.

Introduzcamos la siguiente definici6n:

( 11)

Definición Una matriz cuadrada A>O es casi-productiva si existe

y>o tal que yA < y.

Supuesto CP TI es casi-productiva.

Luego si bien partirnos del supuesto de que TI es casi-productiva

esto no alcanza para as~gurar que es productiva. Sí alcanza, sin ern

bargo para asegurar O~domTI~l pues por (4) y (11) se tiene

(dornTI)qp =: qTIp ~ qp, (11' )

Entonces si no hacernos algGn supuesto adicional sobre TI no podemos

excluir los casos dornIT=l y domTI=O. En el primer caso no habrá solu-



ción semi-positiva de preci us en (2) para niveles positivos de w y

en el segundo caso no habrá tasa máxima de ganancia R correspondien

te· a \.,=0.

Un supuesto adicional sobre rr que resuelva nuestro pro-

blerna es que TI tenga un vector dominante de derecha positivo. Pues

en tal caso en (4) tendríamos p>O y entonces, por (11)

(domIT)qp = qJIp < qp, qJIp>O, qp>O~ ..:~11" )

-.
de donde se obtiene (6). Además, este supuesto implica C pues si JI

tuviera la i-ésima fila nula el elemente corres~ondiente de JI~ 'se-

ría nulo. Como p>O, por (4) se tendría domIT=O, lo cual no puede oc~

rrir pues, al ser JI~O y p>O, JIp debe tener algún elemente positivo.

Hemos demostrado lo siguiente:

Lema 2 Si TI es casi-productiva y tiene un vector dominante de de-

recha positivo, entonces es productiva.

Podemos ahora modificar la Proposición 1 y poner:

Proposición 3 Si TI es casi-productiva y tiene un vector dominante

de derecha positivo, p, entonces existe un intervalo no-degenerado

IO,R\ tal que para todo rcIO,RI, si se expresan los precios y el

salario en términos de cualquier numerario, (2) tiene soluci6n (p(r),

w(r» y

a) p ( r ) >a y w (r) >° en la, R) ,
(

b) w(R}=O y p(R) = {p~ol JIp ~ r¡R p}3p>O,

c) p(r} y w(r) son únicos en la,R),

d) w(r) es no-creciente en la,RI.

Ahora resulta natural avanzar un paso más y averiguar qué

condiciones sobre JI as~guran la existencia de un vector dominante

de derecha positivo. Por T.A2 sabemos que una condición tal es la

indescomponibilidad de JI .' El supuesto de la indescomponibilidad de

JI es tentador por motivos adicionales. Por un lado, asegura la uni-

cidad del vector dominante (T.A2(b», pud~endo entonces extenderse



él de la Proposici6n 3 a IO,!~I. Por otro lado, por .T . A5 , A(r) se

convierte en función estrictamente creciente de r, por lo cual de

(10) podemos deducir que w(r) es función estrictamente decreciente

de r.

Sobre la base de las consideraciones precedentes ·podemos

modificar la Proposición 3 y poner:

Proposición 4 ~i TI es casi-productiva e indescomponible entonces

existe un intervalo no-degenerado IO,RI tal que para todo rsIO,Rl,

si se expresan los precios y el salario en términos de cualquier

numerario, (2) tiene soluci6n (p(r) ,w(r)) y

a) p(r»o y w(r»O en IO,R),

b) p(R)=p>O y w(R)=O,

c) p(r) y w(r) son únicos en lo,RI,

.. d) w(r) es estrictamente decreciente en IO,RI.

Observemos que para la validez de esta Proposici6n es su

ficiente que, en (2), sea t>O. Pues al ser TI indescomponible se tie

ne A(r»O (T.A2(e))10 cual, junto con t~O, garantiza la positividad

de los precios y el salario en IO,R), así como el carácter estricta

mente decreciente de w(r) •

En la cuarta sección de este capítulo veremos que puede

relajarse considerablemente el supuesto de indescomponibilidad y

mantenerse, no obstante, las propiedades a)-d) de la Proposici6n 4.

Pero antes introduciremos la distinci6n de Sraffa entre las mercan

cías básicas y las no-básicas.
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3. Mercancías básicas y no-básicas

Sraffa denomina mercancías básicas a aquéllas que direc-

ta o indirectamente sirven de insumo· para la producci6n de todas

las mercancías. Supone, además, que existen tales mercancías. A las

restantes, si las hay, las denomina no-básicas. 4:

Definici6n La mercancía j es básica si para · toda mercancía isN=

{1,2, ... ,n}, j es insumo directo o indirecto de i. Un proceso bási-

co (no-básico) es un proceso cuyo producto es una mercancía básica

(no-básica) .

Definici6n Diremos que j está conectada con i si

éxiste (1 1,1 2 , . " ,lk_1) tal que TI Tr ••• "i 1 TrI • >0 (j
ilk_ 1 lk-11k-2 2 1 . 1J

donde l s sN, s=1,2, .••k-1. 1

Evieenterrente, decir que "j está conectada con L''. 'es .una .forma labre

viada de decir 11 j es Lnsurro directo o indirecto de L"; Si j es insurro directo de

.í será 1T. 0>0 y en (12) se tendrá k==2 y 11=i . Si j es insurro indirecto de i se
lJ

tendrá en (12) k>2 y 11~i. El s.íquí.ente Lena es Lmedí.ato ,

Lema 5 La rrercancía j es básica si y sólo si para todo isN, j está conectado

ron i.

n
Observerrcs que, 'dado que (AE) .. = L ao1blo, A,Bs:, R

IDm
, se tiene

1) 1=1 1 J

= ¿ ¿ TI- 1 TI1 1 Tri •
1 1 1 2 2 1 1J ,

2 1

.................................................
(nk)lOJO = ¿ L' ••• L Tr101 TI, 1 ... 71"1 1 TIl .

1 1_ 1 k 1 ik 1 k 2 . 2 1 1J
k-l -k-2 1 .- - -

donde todas las suma.torias se efectúan entre 1 y n, Corro TI. 0>0 para todos los
lJ-

1 Cfr. Schwartz 78, p.19.
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i,jsN el término de la derecha de la última igualdad es pQsitivo si

y sólo si alguno de sus sumandos es positivo. Esto demuestra el si

guiente Lema:

Lema 6 El proceso j está conectado con el proceso i si y s610 si

-.

kexiste un entero positivo k tal que (TI ) .. >0 •
.1J

De los Lemas 5 y 6 obtenemos:

Lema 7 La mercancía j es básica si y s610 si para todo i existe

kun entero positivo k tal que (TI ) .. >0.
1J

Recordemos ahora la definición de matriz indescomponible

ya que nos será de utilidad en la· demostración del Teorema 8.

Definición Una matriz O~TI E R
n x n

(n~2) es descomponible si existe un

subconjunto propio no-vacío Be N={ 1,2, ••• ,n} tal que para todo ie:B

y j EBc se tiene rrij=O. Si n=.1, TI es des compon'í.b Le- si II=O. Si.. n no·

es descomp~nible se díce que es indescomponible.

Teorema 8 TI es indescomponible si y sólo si para todo par de ín-

dices i,je:N, j está conectado con i.

Demostración Si n=l el teorema es trivial. Sea, entonces, n~2.

=> Si rr es indescomponible para todo B e N propio y no-vacío existe

.. , iEB,jEBC tal que Tr •• >0. Tomemos B
J

1 c = {j}. Entonces exisun par 1,J · . 1J

te l 1EB 1 tal que Tr
1 1 j

>0 . Si 1 1=i entonces j está conectado con i.

Si l1¡fi tomamos B2C = {j,11}. Entonces existe 12e:B 2 tal que TI1.>0
2)

ó "r 1 >0. Como "i . >0 se' tiene que TI l 1 TIl .>0 6 TIi .>0. Si 12=i. e:g.-:-
. 2 1 1 J 2 1 1J . 2J

tonces j ' está conectado con i. Si 1 2¡fi tomamos B 3
c = {j,11,12}.

Entonces existe 13EB3 tal que TrI 1 >0 6 Tri 1 >0 6 TrI .>0. Combinan-
3 2 3 1 3J

do con la disyunción precedente y TI l .>0 se tiene que TIl 1 TII 1 TI l .
1 J 3 2 2 1 1 J

>0 6 TrI 1 TrI .>0 Ó TII l TI I .>0 6 Tr l .>0 y así sucesivamente. Como
3 2 2 J 3 1 1J 3J .

#(N)=n llegaremos necesariamente a un lk_1=i en n pasos como máximo



de modo que j está conectado con i.

<= Si IT es descomponible pueden permutarse sus filas y columnas

"-de modo tal que pase a tener la forma 1

A

(\

P- 1IIP IT 1 O
TI = =:

A "-

TI 21 II 2
(\ A

( 13)

donde TI 1 = (TI •• ).. B' TI 2 = (TI •. ).. BC' B e N, ~ t= B t= N Y P es una
1J 1JS 1J 1JS .

matriz de permutación. Es sencillo verificar que las pbtencias de

TI conservan la submatriz rectangular de ceros. Luego si isB y JEBC

- k
entonces para todo entero k>l se tiene (TI ) .. = O Y por el Lema 6

~ 1J

j no está conectado con i. QED.

Corolario 9 TI es indescomponible si y s610 si para todo i,jEN e-

kxiste un entero k>l tal que (TI ) .. > o.= 1J

.~

Proposición 10 TI es indescomponible si y s6lo si todas las mercan

cías son básicas.

El Corolario 9 y la Proposición 10 son consecuencia inme-

diata de los Lemas 5,6 y 7 Y del Teorema 8. La Proposici6n 10 nos

indica que si adoptamos el supuesto de indescomponibilidad de TI ex-

cluimos ipso ¡acto a las mercancías no-básicas. Pero en la realidad

es harto probable que existan mercancías que únicamente sirvan para

el consumo final o que s610 sirvan adicionalmente para producir mer

cancías que únicamente sirvan para el conpumo final. Podemos tomar

como ejemplo los pollos, que s6lo sirven, digamos, para el consumo

o para producir huevos o pollos. Pueden existir grupos de mercancí-

as que si bien pueden servir de medios de producci6n entre sí o pa-

ra producir otros grupo~ de mercancías no sirvan ni directa ni in-

directamente para producir algún grupo de mercancías. Tales mercan-

cías serían no-básicas. Por ello, excluir las mercancías no-básicas

via el supuesto de la indescomponibilidad de TI no es del todo desea

ble. La cuestión es si existe algún otro supuesto sobre TI que, per-

mitiendo la existencia de bienes no-básicos, admita algunas de (o

1 En términos económicos esto equivale a renumerar los procesos (y
mercancías) de modo tal que los de B precedan a los de BC.



todas) las convenientes prcpiedades que vimos en la secci6n prece

dente con respecto a la soluci6n de (2) y que resumimos en la Pro

posición 4. Es esto lo que abordaremos en la siguiente secci6n.

'..
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-4-. El supuesto de conexidad básica dominante

El Lema 5 y el Teorema 8 m?estran que tanto la propiedad

de indescomponibilidad de rr como la propiedad de ser básicas de las

mercancías son, en esencia, propiedades de conexi6n entre las mer-

cancías (o procesos). El conjunto de las mercancías, N={1,2, .•• n},

junto con la relación de conexi6n que gefinimos en la Secci6n 3 y

que podemos simbolizar mediante una flecha n+tt ., o sea, el conjunto

{N,+}, puede ser considerado un grafo orientado. Sabemos por el Te-

orema 8 que rr es indescomponible si y s610 si para todo par i,jEN

se tiene j+i~ Si querernos encontrar un supuesto menos restrictivo

que el de. indescomponibilidad pero que mantenga a muchas de las

propiedades quede éste se derivan tendremos que profundizar sobre

las propiedades de conexidad en los grafos orientados. Con ese fin

introduciremos unas definiciones adicionales.

Definición Un conjunto de procesos (-6 mercancías) fuertemente co-

nexo es un conjunto no-vacío CcN tal que para todo i,jEC, j está c~

nectado con i. El conjunto N es básicamente conexo si contiene un

subconjunto fuertemente conexo B tal que si B~N todo elemento de B

está conectado con cada elemento de BC mientras ningún elemento de

BC está conectado con elemento 'a l g u no de B.. Un .sector de N es un
(

subconjunto fuertemente conexo maximal de N. Un sector básico (no-
I

básico) es un sector formado por procesos básicos (no-básicos).

Análogamente diremos que una matriz cuadrada O~rrERnxn

es fuertemente (básicamente) conexa si el conjunto de sus índices,

N, lo es. Si C es un sector de N diremos que la ' submatriz ITc=(TI .. )
1J

es un sector de IT. Por el Teorema 8, TI es indescomponible sii,jEC

y sólo si N es fuertemente conexo. Luego la ind~scomponibilidady

la conexidad fuerte de TI son equivalentes. Es evidente entonces

que si TI es básicamente conexa pero no fuertemente conexa debe ser

descomponible. Obsérvese, sin embargo, que la descomponibilidad no



implica a la conexidad bás í c a , Pues basta con tomar una matriz con

una fila de ceros para tener una matriz descomponible y tal matriz

no-puede ser básicamente conexa pu~s ningún índice puede estar co-

nectado con el índice correspondiente a la fila nula. Por otro la-

do, también se desprende de las definiciones que; - a ) N contiene un

proceso básico si y s610 si contiene un sector básico y si y s610

si es básicamente conexo; b) si existe un sector básicg:tes único,

mientras que c) puede existir más de un sector no-básico. Obsérve-

se que pueden existir procesos no-básices que nó pertenecen a nin-

gGn sector no-básico. Ello sucede si tal proceso no está conectado

consigo mismo. Podemos llamar a estos procesos no básicos procesos

no-sectoriales.

Sraffa supone que existe al menos una mercancía básica.

Teniendo en cuenta las consideraciones precedentes podemos poner a

este supuesto en la forma:

Supuesto Be TI es básicamente conexa.

Por lo que vimos en el párrafo precedente podemos decir

de manera estrictamente equivalente que TI es básicamente conexa y

que TI tiene un ,s e c t o r básico. Observemos que este supuesto implica

al Supuesto e ya que si hubiera algún proceso que no necesitara

ningún insumo material directo no existiría ninguna mercancía bá-

sica por lo cual TI no sería básicamente conexa. Hemos visto en la

Proposición 10 que todas las mercancías son básicas si y s6lo si

TI es fuertemente conexa (o indescomponible)~ Por lo tanto, si hay

alguna mercancía no-básica TI debe ser descomponible. En este caso,

permutando filas y columnas puede ponerse en la forma ' (13). Si IIi
/"\

o TI2 es descomponible pero no nula puede, a su ·vez, ponerse en la

forma (13). Siguiendo ~ste procedimiento y particionando a la ma-

triz según los bloques diagonales resultantes llegaremos finalmen-

te a una matriz de la forma

0,, .c
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n1 O .... O

~21 ~2 ( 14)

.. O..
TIml TIm2 • .. • IIm

donde cada bloque en la diagonal pri.ncipal es o indescomponible o

nulo. Diremos que (14) es la forma normal descompuesta de TI • Sea

I(r), r==1,2, •.. ,m el subconjunto de .N tal que TI = ('JT •. ~) •• r rr) '
r ]¡~-' 1, J E: r

El siguiente Lema nos caracteriza a las.' matrices. básicamente . cone-

xasvcuando están . en la - ·forma ~; . normal -de s comp ues üa ,

Lema 11 TI es básicamente conexa si y s610 si cuando está en la

forma normal descompuesta se verifica:

1) TI 1 es indescomponible,

2) si JIr f O, · rE:{2, ••• ,m} la matriz

.. ( TI r 1 IIr2 ... TI ) (15)
r,r-l

es semipositiva y si TI r = O, (15) carece de filas de

ceros.

Demostración

Si nI fuera nula, para cualquier iEI(I) no existiría un

jEN tal que j+i .. Luego N no sería básicamente conexa. Por lo tanto

si TI es básicamente conexa II 1 es indescomponible y 1(1) constituye

un sector. Como l(1) es el único conjunto de procesos capaz de ser

conectado con todos los demás procesos tiene que ser el sector bá-
(

sico. Si TI f O, rE{2, ••• ,m} y (15) fuera nula ningún proceso de
r

1 (1) podría estar conectado con proceso alg,uno de I (r) ~ En tal ca-

so, l(l) no sería un sector básico. Si TI = O Y (15) tuviera una
r

fila de ceros ningún proceso de 1(1) podría estar conectado con el

proceso de I(r) correspondiente a la fila de ceros y, nuevamente,

1(1) no sería un sector básico.

Para la implicaci6n recíproca demostraremos por induc

ción sobre r que para tod~ JEI(1) y todo iEI(r), j+i, r=2, ••• ,~.

Por 1), 1(1) es fuertemente conexo. Si TI 2 f O se tiene II21 ~ O por

2) .. Luego existen JEI(l) y iEI(2) tales que j+i. Como 1(1) y I(2)



TI f O, (15) es semipositiva. Luego existen
r

"

son fuertemente conexos s o tiene que para todo jsI (1) Y todo jsI (2)

se tiene j+i. Si TI 2 = O, TI 21 no tiene fila alguna de ceros y enton

'-Ce s para todo isI(2) existe un ' j ~ I ( l ) tal que j+i. Como 1(1) es

fuertemente co~exo, para todo jsI(l) y todo isI(2) se tiene j+i.

Supongamos ahora que la afirmación es válida para 2,3, ••• ,r-1. Si
r-1

k e U res) e isI(l)
s=l

tales que k+i. Por la hip6tesis inductiva, para todo .jsr(l) se tie
-=.... -

ne j+k. Como además r(r) es fuertemente conexo, para todo jsI(l)

se tiene j+i. Si TI
r

= O, (15) no tiene fila alguna de ceros. Luego
r-1

para todo isI(r) existe un ks ~ res) tal que k+i. Nuevamente por
s=l

la hi~6tesis inductiva, para todo jsI(1) y todo isI{r) se tiene

j+i. QED.

Hemos visto que, cuando TI es básicamente conexa TI 1 iden

tifica al único sector básico. Podemos ahora añadir que cualquier

IT
r

f O, r=2, ... ,m, identifica a un sector no-básico wientras que

si TI
r

= ° todos los procesos de T(r) son no-sectoriales.

Las propiedades de conexidad de una matriz no-negativa y

su correspondiente grafo orientado tienen que ver exclusivamente

con la distribución de los elementos nulos y positivos de la ma~

trizo No tienen nada que ver con la magnitud de los elementos po-

sitivos fuera del hecho de que son mayores que cero. El Teorema de

Perron-Frobenius para matrices indescomponibles nos asegura que si

TI es indescomponible entonces tiene un vector dominante único y po

sitivo y su raíz dominante es positiva. A nosotros nos interesa

relajar el supuesto de indescomponibilida~para admitir la posible

existencia de mercancías no-básicas. Pero seguimos interesados en

que Ir tenga un vector domí.nan tre y una raíz dominante positivos.

Pues en tal caso, como partimos del Supuesto 9P" estaremos en con-

dfciones de aplicar ~a Proposici6n 3. El Supuesto Be es suficien-

te para garantizar que domIT>O pues las raíces características de

una matriz en forma normal descompuesta son las raíces caracterís-

ticas de sus bloques diagonales l y como TI i es indescomponible se

1 Cfr. Máltsev 54, p.66.

' ''' .



tiene domII1 >0 (por T .. A2 (a) "¡ .. Luego domrr~domTIl>0 ..

Corolario 12 Si TI es básicamente conexa entonces dom Il cü ,

Sin embargo, el Supuesto BC no 'es 's u f i c i e n t e 'para garan-

tizar que TI tenga un vector dominan~e positivo. Para ello, debe

imponerse una restricción más fuerte que BC y ~ue va m?S allá de

las propiedades de conexidad pues impone una limitación sobre las

magnitudes relativas de las raíces dOm1nantes de los sectores de TI.

Definición Si TI es básicamente conexa diremos que es dominante-

mente básicamente conexa si cuando está en la forma normal descom-

puesta se tiene domIT1>domTIs' s=2, ••• ,m. En tal caso diremos que el

sector básico es un sector básico dominante.

Supuesto DBC TI es dominantemente básicamente conexa.

Teorema 13 Si TI es dominantemente básicamente conexa entonces:

a) TI tiene un vector dominante de derecha único (salvo

factor escalar) y positivo tal que si TI está en forma

normal desoorrpuesta Y' p= t (p1, ••• , pro) -s -2cada p , s- , ...

(16 )

. ,m, puede expresarse unívocamente en funci6n de los

pS que le preceden.

b) TI tiene un vector dominante de izquierda único (salvo

factor escalar) q = (q~, .... ,qro) tal que ql>O Y qS=O,

s=2, •.• ,m.

Demostración

a) Si TI está en la forma normal descompuesta, por T.Al existe un

vector t (p1, .•• , pro) ~·O tal que

TI1p1 = (domIT) p1

IT21P1.+TI2P2 = " (domTI)p2

..........................
TI pm-1 + TI ,pro == (domTI) pm
m,rn-l -ro

donde domIT>O por el Corolario 12. Si en la primera 'ecuaci6n de (lC
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tomamos pl=O obtenemos s ucesLvamen t.e pS=O, s=2,,,,,,, ,m, de las res-

tantes ecuaciones y no obtenemos un vector característico" Si to

rnamos pl~O, como IT l es indescomponible, por T"A2(c) obtenemos pi::::

~l>O donde ~les el vector dominante de derecha de TI l" Si IT 2 :::: O,

por el Lema 11 IT 21 no puede tener filas de ceros. Luego p2 ::::

(domIT)-lIT 21Pl>o. Si IT 2 es indescomponiblel como dom IT 2<domIT, la ma

triz (domíl ) 1 - IT 2 es positivamente invertible (T .. A2 (e) )::. Luego p2

:::: «domIT)I - IT2)-lIT21Pl>O ya que IT21~O y P~>O implican que IT21P~

>0. Supongamos ahora que pl>O, p2>0,.".¡ pr-l>o: Si IT r :::: O la ma-

triz ( IT r 1 IT r 2 •.. TI r,r-1 ) carece de filas de ceros. Luego

pr = (domIT)-l( IT pl +.•. + IT pr-l) > O.'rl r,r-l

Si IT r es indescomponible tenemos

domIT <domIT implican que. rya que (

( (domllrJ

pr = «domIT)I - TIr)-l( TIrlPl

IT -1 + + IT r 1) OrlP ... r,r-1P - > y

- TI )-1 > o.
r

+. " ,,+ IT pr-l) > O
r,r-1

b) IT taniliién tiene un vector dominante de izquierda q::::(ql, ••• ,qn)

>0 que satisface

qlIT l + q2 IT 21 + ••• + qmITml :::: (domIT)q1

................... f) •••••••••••••••

am-1IT + qmTI :::: (domIT)qm-l
~ m-l m,m-l ( 17)

qmITm
= (domIT)qm

Como domITm<domTI y domITm es la raíz característica maximal de TIm

la Gnica soluci6n de laGltima ecuación de (17) es qm::::O. Sustitu-

yendo en las ecuaciones que le preceden obj.enernos sucesivamente

qS=O, s=2, .•• ,m. La primera ecuación da ql::::ql, el vector dominante

de izquierda de IT l" QED.

Del Lema 2 y d~ b) del Teorema 13 se deduce:

Lema 14 Si' TI es Casi 'productiva y dorninantemente básicamente

conexa entonces es productiva.

El siguiente Lema nos será de utilidad para demostrar



la continuidad por la izquierda del vector de precios en r=R. 1

Si rr es casi-productiya y dominantemente básicamente

conexa entonces

1im (R-r)A(r)
rtR

= (l+R) pq .

(jp

donde domrr= 1 y q y p son los vectóres dominantes de n, de iz-
1+R ¿:!

quierda y de derecha, respectivamente.

DemostraciÓn Por el Teorema 13 sabemos que ITP(1+R) = P para un

p único y positivo. Luego por (9) se verifica que para todo r€IO,R)

(R-r)A(r)p = (l+R)p. ( 18)

Luego (R-r)A(r)p está acotado en /O,R). Como p>O y A(r)~O en IO,R) I

B(r)=(R-r)A(r) permanece acotado cuando rfR. Podemos extraer de

esta ..familia de matrices una secuencia convergente B(rm) tal que

B(rm)~B cuando r ~R. B es no-negativa ya que es el límite de una
L n

secuencia de matrices no-negativas. Por (18) se tiene

Bp = (1+R)p. (19 )

Como (I-(l+r )rr)A(r ) = 1 se tiene (1-(l+r )IT)B(r ) = (R-r~l ,)1n n n n

Si hacemos tender r a R obtenemos en el límite (1-(1+R)IT)B = On .

por lo cual (1+R)ITB = B. Pero como p es el único vector dominante

de derecha de TI, B debe tener todas sus columnas proporcionales a

p. Como TI y A(r) conmutan obtenemos análogamente (1+R)BIT = B.

Por el Teorema 13 b); TI .tiene un único vector dominante deizquier

da q. Luego B tiene (. -todas sus filas proporclonales a q. Puede

Entonces para i=1, .•. ,n se tiene Piu = viq, o sea, u = (v. /15· )q.
1. 1.

Luego para i=1, ... ,n se tiene vi/Pi = c (una constante) y u =cq.

-Por ello B = pu = cpq. Sustituyendo en (19) obtenemos (cpq)p =

(cqp)p = (1+R)p por lo cual c= 1+R y B = 1+R pq. Como esto vale
qp gi?

para cualquier secuencia B(rn), rn~B la demostraci6n está comple-

ta. QED.

1 El Lema 15 está basado en el Lema 15.8 de Schwartz 78. El Lema
de Schwartz es análogo al nuestro pero está enunciado para el ca
so en que TI es indescomponible. Su demostraci6n, sin embargo, no
depende de la indescomponibilidad de TI sino de que tenga un vec
tor dominante positivo. Pero, como vimos, para ésto es suficien-

. t e que rr sea dominantemente básicamente conexa. Nuestra demos
traci6n sigue a la de Schwartz.
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- -1Observemos que come q = (q , a, ••• , a) la matri z límite

B tiene la forma

...............
l+R

(jlp1

-1-1P q

-2-1p q

-m-1p q

a

a

o

...
o

a

o

Si TI fuera indescomponible q sería positivo (como p) ~~ la matriz

B sería positiva.

La siguiente Proposici6n constituye·el principal resul-

tado de este Capítulo.

Proposición 16 Si TI es casi-productiva y dominantemente básica-

mente conexa entonces existe un intervalo no-trivial 10,RI tal que

para todo r en 10rR~, si los precios y el salario se expresan en

términos de cualquier numerario, la ecuaci6n

TIp(l+r) + 1w = p,

tiene una solución (p(r) ,w(r» y

1>0 ( 2)

a) p(r»O y w(r»O en 10,R); p(R)=p>O y w(R)=O,

b) p(r) y w(r) son únicos en la,RI,

c) si p(r) se particiona según la forma normal descom~

puesta de TI, P (r') = t (pI (r) , ••• ,pm (r) ), cada pS (r) ,

s=2, ..• ,m, puede expresarse unívocamente en términos

de w(r) y los pS(r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en IQ,RI,
e) p(r) y w(r) son continuas en 10,RI.

Demostración Por el Teorema 13, TI tiene un· vector dominante de

derecha positlvo p. Luego obtenemos directamente a)-d) de la Pro

-posición 3. Como p es único es posible convertir a b)'y e) de la

Proposición 3 en b) y c) de la Proposición 4. De tal modo a) y b)

quedan demostrados. Por el Teorema 13 y el Lema 14 vale (6) ~ Si

TI se pone en la f o rrna no.rmaL descompuesta (2) se conviente en



ITlpl(l+r) + x ~ = pl

(IT 21Pl + IT2P2) (1+r) + ~2w = p2

•• lA •••••••••••••••• ~ •••••••••••••

( IT ml P1 + .•• + n pm-l + IT pm) (l+r) + ~rrw = pm
m,m-l m

(18 )

donde ~ = t(~1, .•. ,~m) y rsIO,Rl. Si w=O, por el Teorema 13 se

tiene r=R y p(R)=p = t(p1, ••• ,pm) donde p(R) es único Y positivo

Si w>O, obtenemos de la primera ecuaci6n de (18) (~.A2(e»

p 1 ( r) = (1 - ( 1+r) IT 1) -1~ 1w ( r ) :;= Al (r) ~ 1w (r) . ( 19 )

para r e lO, R).· Como domIT= 1 domIT; s=2, .•• , m, podemos obtener
1+R s

sucesivas expresiones para pS(r), s=2, ·••• ,m, rs/O,R) a partir de

las ecuaciones 2, ... ,m de (19). En general, se encuentra que

pS(r) = As(r) jCITS l P 1 (r ) + ..• +ITs,S_1
PS-1(r» (l+r)+~Sw(r) I (20)

s=2, ... , m. Si elegimos .como numerario a la i-ésima mercancía ob-

tenemos de (8)

w(r) = 1 (21)
A(r)i~

que es obviamente continua en 10,R). Si calculamos la forma par-

ticionada de A(r) que corresponde a la forma normal descompuesta

de TI, por el hecho de que IT es dominantemente básicamente conexa

y productiva veremos que la primera columna de bloques de A(r) e

positiva y estrictamente creciente en 10,R/ mientras A(r) es, pe

(9) 1 no decreciente. Además, la primera columna de bloques tiené

al factor matricial A1(r) en cada bloque y, por lo tanto, cada

bloque tiene un polo en r=R. 1 Por lo tanto, w(r) es estrictament

decreciente y tiende a cero cuando rtR. Como w(r)=O esto último

demuestra que w(r) es continua por la izquierda en r=R.
I .

Es evidente que p(r) _ A(r)~ es continuo en 10,R).
prrr - A (r)-.~

1. 1.

Para demostrar que (?,S (:c o n t i n uo por la izquierda en r=R obsérvese

que p(r) = p(r) qp~r~ y que
p (r) 1.' - () p r .qp r. 1.

ijp(r) = ~A(r)~w(r) = l+R q~w(r).

R-r
Luego por el Lema 15 se tiene

lim p(r)
rtR qp (r)

, lim (R-r)A(r)~=
rtR(l+R)q~

-
=...2..

(jp

1 La demostraciQndetallada de las afirmaciones precedentes sobx·
A(r) pueden encontrarse en la Secci6n 4 del Capítulo 11 •

..~ . ,



(22)

qp (r) - ¿~

1im l.im (1+R) q SU?.= =rtR p(r)i r ·~ R (R-r)A(r) .1
1 Pi

de modo que

lim p (r) -
= J?. qp = P QED.rtR p(r)i -qp Pi Pi

Observación Mediante una sencilla demostración por inducción puede

comprobarse que la Proposición 16 vale aun si en (2) ponemos merament·

11~O. Como IT 1 es indescomponible, A1(r»O en 10,R). Luego, por (19),

se tiene p1(r»O. Supongamos que (p1(r) , ••• ~ps-1(r»>O. Si ITs=Oj se

tiene en (20) As(r)=I pero (por el Lema-11) (ITs 1 ITs 2 ..• ITs,s-l) ca

rece de filas de ceros por lo cual resulta pS(r»O. En cambio si TI
s

es indescomponible se tiene As(r»O y (ITs 1 ITs 2 .•• ITs , ; - l ) > O por lo

scual nuevamente resulta p (r»O. Por otro lado, como A(r) tiene una

primera columna de bloques positiva, estrictamente creciente y con un

polo en r=R siguen valiendo la positividad de w(r) en IO,R) y 'su ca

rácter '~strictamente decreciente y continuo en IO,RI (como se ve en

(21) ) .

Hasta ahora hemos visto que el supuesto de que IT es, a-

demás de básicamente conexa, también dominantemente básicamente cone-

xa es suficiente para obtener todas las propiedades de la solución

de (2) que buscábamos. Ahora veremos que, recíprocamente, la domina-

ción del sector básico es también necesaria. En particular, tal domi-

naci6n es necesaria para que los precios sean todos positivos para ni

veles (no-negativos) suficientemente bajos de w(r).

Tornemos un sistema básicamen~e conexo y casi-productivo

formado por un sector básico y un sector no-básico. Hemos visto que

el Supuesto CP asegura que O~domIT~l (por (11'» y que el Supuesto BC

asegura que domIT>O (Corolario 12). Luego podemos poner domITi= l~R.'
1

i=1,2, donde O~Ri<+oo, i=~,2. Si el sector básico es no-dominante se

tiene domIT1~domIT2' o sea R1~R2' (2) se convierte en

111
IT1p (l+r)'+ !L w = P

(23)

Si w>O obtenemos
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2 . 1· 2
p Cr) = A 2 (r ) (H 21P (r)(1+r) + ~ w(r»>O en IO,R2). (24)

(25).".....

Además, si en r=R1 tomamos la soluc~6n no-trivial de (22), tenemos

1 -1 1
P (R1) = p >0 ~on W(R1)=0. Luego p (r»O en ¡a,R11. Por ello, y por

el hecho de que IT 21 carece de filas de.ceros (lema 11), se tiene

1
IT 2IP >0 en 10,RII. Luego se obtiene de (23)

22'
IT2p (r)(1+r) <p (r) en 10,R11,

desigualdad que se verifica, en particular, en IR2,RII. Como IT 2 es

-2indescomponible, tiene un vector dominante de izquierda q >0. Por (24)

2 2
P (r»O en IO,R2). Si fuera además p (r)~O en IR2,R11, premultiplican-

-2do (25) por q obtendríamos

1 -2 2 -2 2 1 -2 2
q p (r) = q IT 2p (r) < 1+r q . p (r),1+R2

lo cual implica la contradicci6n r<R2, r~R2. Por (23) también es ob

··· 2
vio que p (r) no puede ser el vector nulo. Por otro lado, si para

W(RI)=O hubiéramos tomado la soluci6n trivial de (22), tendríamos la

soluci6n (O,p2) (donde p2 es el vector dominante de derecha de IT 2).

Esta solución no es admisible por razones econ6micas. Pues debe con-

siderarse al sector básico como una parte fundamental de la economía,

en cuyo caso difícilmente pueda· aceptarse que sus produc~os sean to-

dos libres.

Observemos que las mercancías no-sectoriales no pueden

ser las que impidan la dominaci6n del sector básico ya que si ITi=O,

domITi=0<domIT 1=domIT. Luego s610 los sectorescno-básicos son relevantes

para comprobar la necesidad de la dominaci6n del sector básico. El a-

nálisis que se hizo para el caso de un sectot no-básico puede eviden-

temente generalizarse al caso de un sistema formado por un sector bá-

sico no-dominante y múlti~ples sectores no-básicos y procesos no-sec-

toriales. Pero para demostrar el carácter necesario qel supuesto de

dominaci6n del sector básico en un sistema con un número finito arbi-

trario de mercancías podemos contentarnos con el hecho de que tal su-

puesto es necesario en el Gasa de s610 dos sectores.

El análisis precedente nos permite reemplazar a la Pro-



posición 16 por una "má s fuerte:

Proposición 16' Si IT es casi-productiva y básicamente conexa, ento~

( 2 ' )

ces que TI sea, -a de má s , dominantemente básicamente conexa es condici6n

necesaria y suficiente para que exista un intervalo no-trivial IO,R\

tal que para todo r en ¡a,RI, si los preoios y gl salario se expresan

en términos de cualquier numerario y TI está en la forma ~;rmal descaro

puesta, la ecuaci6n
-

JIp(l+r) + ~w = p, . ¡"r l O, Q,l>O

tiene soluci6n (p(r) ,w(r» y

a)p(r»O y w(r»O en IO,R)¡ p(R)=~>O y w(R)=O,

b) p(r) y w(r) son únioos en ¡a,RI,

c) si p(r) se particiona según la forma normal descom-

t 1 m " spuesta de JI, p(r) = (p (r), ••• ,P (r», cada p (r ) ,
"~

s=2, •.• ,m, puede expresarse unívocamente en términos

sde w(r) y los p (r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en ¡a,RI, "

e) p(r) y w(r) son continuas en la,RI.
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5. Interpretación económica del Supuesto DBC

A primera vista el supuesto de la dominación del sector

básico puede parecer arbitrario ya que si se mira al modelo en su as-

pecto puramente formal cuesta ~maginar por qué debe ser la raíz domi-

. nante de II i mayor que la de cualquier otra TIs' s=2, .•• ,m,.r:de la forma

normal descompuesta de TI. Si se torna en cuentg la interpretación eco-

nómica, sin embargo,' aparecen argumentos que tornan a tal supuesto

bastante realista. Aun así, el realismo del supuesto en cuesti6n es

discutible y susceptible de ser contrastado empíricamente. Nosotros

nos limitaremos a exponer algunos argumentos que podrían servir para

justificar la utilización del Supuesto DBC.

En primer lugar, si se torna a los conjuntos fuertemente

conexos dé mercancías de una economía real habrá una marcada dispari-

dad en la cardinalidad de dichos conjuntos. Mientras el conjunto de

las mercancías básicas tendrá un elevado número de elementos los con~

juntos fuertemente conexos de mercancías no-básicas consistirán nor-

malmente en pequeños grupos, ~uchas veces unitarios, de mercancías

que o son utilizadas directamente en su propio proceso productivo, o

lo son indirectamente a través de pequeñas cadenas de procesos.

La mayor parte de las mercancías no-básicas serán mer-

cancías no-sectoriales. Las mercancías no-sectoriales pueden, a su

vez, clasificarse según que sean o no bienes de consumo puro. Los
(

bienes de consumo puro no son utilizados .c o rno medio de producción en

ningún proceso. Luego en la matriz TI es fácil individualizarlos ya

que corresponden a las columnas de ceros. 1 Las restantes mercancías

no-sectoriales son mercancías no-básicas que no son utilizadas ni di-

rectaLniindirectamente para su propia producción aunque sí son uti-

lizadas como medio de producción en algún proceso no-básico. Con res

1 Obsérvese que mientras el Supuesto BC implica al Supuesto C, o sea,
que rr carece de filas de ce!os, admite la existencia de columnas
de ceros. La indescomponibilidad, en cambio, excluye tanto a las
filas como a las columnas de ceros.



pecto a estas dos últimas cat.e qo r fas que conforman al conjunto de

las mercancías no-sectoriales no hay dificultad alguna ya que las

matrices TI que les corresponden so~ nulas y, por lo tanto, domIT =0
~ s

<dornil l. Luego la cuesti6n del realismo del supuesto de dominación

del sector básico solamente surge con ~especto a los conjuntos fuer-

ternente conexos de mercancías no-básicas, o sea, los sectores no-bá-

sicos.

Por otro lado, la raíz dominante de una matriz indes-

componible de insumo-producto constituye una medida de la proporción

en que las mercancías representadas son necesarias en su propia pro-

ducción. En el caso de una matriz de lxl, ni i, esto es así por defi

nición (de n .. ) ya que domn s , n ..
11 11 = 11. Para el caso de una matriz de

nxn, n>l, podemos considerar dos casos. Si la producci6n de las mer-

cancías que corresponden a IT es proporcional al vector dominante
· s

de izquierda (positivo) de TIs' qS, domITs nos da una medida exacta de

la proporción entre la utilización productiva de la producción bruta

y la producción bruta misma ya que para todo isN se tiene

qS (TI ) i
domlt, = s •

-s
q i

En general, para qS no proporcional a qS, domITs constituye un prome-

dio ponderado de los cocientes q(ITs)i/q i ya que puede ponerse

qSTIs~S qS(TIs)l q~~~ qS(ITs)n q~~~
domITs = = + ••• +

qSpS q~ qSpS q~ qSpS

donde pS es el vector dominante de derecha (positivo) de IT • Por e-( s

110 domITs puede con todo derecho tomarse como representante de los

cocientes q(hs)i/q i de todo el conjunto de ptocesos que integran al

sector s. Por lo tanto, domIT s constituye en general una medida de la

proporción en que los proqesos correspondientes a ITs utilizan como

medios de producci6n a sus propios productos.

Los sectores no-básicos ~onstan de pocos procesos interrelacionados

•

que reciben insumas del sector básico y cuyos productos pueden, a su

vez, servir de medios de producci6n, pero en su mayor parte sirven

para el consumo final. En tal medida, cabe esperar que los procesos
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de un sector no-básico consuuan como medios de producci6n una baja

proporción de su producci6n bruta y, por ello, que domITs sea relati

vamente baja para los sectores no-básicos. El sector básico, en cam-

bio , está compuesto por una gran cantidad de procesos interrelacio-

nados que requieren una gran cantidad de medios de producci6n y cu-

yos productos sirven fundamentalmente como medios de producci6n. En

tal medida, cabe esperar que el sector básico consuma in~~rnamente

una elevada proporción de su producci6n bruta, y, por tanto, que ..

domTI 1 sea relativamente elevada.

Puede recordarse que en el tratamiento clásico de Marx

se descompone a la economía en dos grandes ~ectores~tllamados respec-

tivamente I Y 11, el primero de los cuales produce medios de produc-

ción y el segundo de los cuales produce objetos de consumo final.

Cuando Morishima formaliza a la teoría de Marx lo hace mediante una

matriz de la forma

TI =

donde TI I es indescomponible. 2 Se trata de un caso particular del de

Sraffa que incluye solamente al sector básico (en este caso TI I) y a

los procesos (no-sectoriales) que producen mercancías de consumo pu-

ro. Como nI es indescomponible se tiene, domIT
I

>O. Luego si IT
I r

carece

de filas de ceros TI es dominantemente básicamente conexa. El trata-

miento de Sraffa es más general porque admite la posibilidad de que

existan sectores 'no-básicos y procesos no-s~ctoriales que no sean

productores, de mercancías de consumo puro. Aun así, debe entenderse
,

que la gran partición al estilo de Marx entre los 'sectores' 1 y II

se reproduce aproximadamente en el caso de Sraffa en la partici6n

entre el sector básico (en nuestro sentido técnico de 'sector') y el

conjunto de los procesos no-básicos. Mientras el sector básico agru-

pa fundamentalmente a los procesos productores de medios de produc-

ción los procesos no-básicos constituyen fundamentalmente procesos

productores de mercancías de' consumo final. Es por ello que los sec-

tares no-básicos son seguramente no-dominantes.

lAquí usamos la palabra "sector' en el sentido no-técnico de 'con
junto de procesos'.

2 Cfr. Morishima 62.3, Capítulos 1 y 2.
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Podemos concluir esta secci'6n con un resumen de la cla

sificación que hemos efectuado de los procesos (y mercancías) a lo

largo de ~ste capítulo según las propiedades de conexidad de la ma-

triz de insumo~producto. Suponemos que IT es básicamente conexa y que

las mercancías ya han sido renumeradas·de modo tal que TI está en la

forma normal descompuesta. Luego IT 1 es indescomponible y las ITs'

s=2, ... , m, son o indescomponibles o nulas (Lema 11). Losl:procesos

correspondientes a IT 1 son básicos y constitu~en el sector básico;'

los restantes procesos son no-básicos. Los procesos no-básicos co-

rrespondientes a rr indescomponible (s~1) constituyen los sectoress

no-básicos. Los procesos no-básicos correspondientes a TI =0 (s~l)
s

son no-sectoriales. Los procesos no-sectoriales a los cuales les co-

rresponde una columna nula de rr son productores de mercancías de con-

sumo puro. Los restantes procesos no-sectoriales son productores de

mercancía-s que no son de consumo puro. La clasificaci6n se resume en

el Cuadro l.

CUADRO 1

Procesos básicos

isI (1)

Procesos no-básicos

Sector básico Sectores no-básicos Procesos no-sectoriales
(

OfII1 = ('fr .. ) .. 1(1)
1J 1,]S o;6rr = (1T) ,s ij i,jsI(s)

(sIl)

O=IIs

Productores de mer
cancías de consumo

puro

ji rr j = O

Productores de mercan
cías que no son de con

sumo puro

ji TI? ~ O
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6. Referencias a la literatura

En su libro (82.3) Sraffa s6lo supone que existen

mercancías básicas. Esto equivale a nuestro supuesto de que TI es

básicamente conexa. Por lo que vimos al final de la Secci6n 4 debe

En su Apéndice B trata el caso sencillo ~e un sector no-básico com~

puesto por un único proceso cuya raíz dominante · es superior a la del

sector básico. En su artículo sobre el libro de Sraffa· (66), Newman

sugiere la posibilidad de utilizar el Teorema 6 de Gantmacher (31)

sobre matrices descomponibles para obtener condiciones necesarias y

suficientes para la existencia de un vector dominante positivo. En

su artículo, sin embargo, Newman prefiere suponer la indescomponi-

bilidad de TI, o sea, abndonar a las mercancías no-básicas, debido a

que no encuentra interpretaci6n econ6mica convincente para las con-

diciones de Gantmacher. En un intercambio de cartas con Sraffa, sin

eniliargo, éste lo convence de que existe una interpretaci6n econ6mi-

ca plausible. l

Gantmacher no impone restricci6n. alguna sobre la ma-

triz que reduce a forma normal descompuesta. Por ello, su forma nor

mal es más general que la nuestra ya que admite la posibilidad de

que existan bloques totalmente desconectados~entre si. Su forma nor

mal tiene la forma

TI 1 O •••••••••••••••••' O

O ..

o l ••••

TI g+l,l

o ••• O

TI g+1,2

11
g

o

o

(26 )

.........................
TI 2 ••• TI •••••••••m mg

1 Cfr. el Apéndice a Bharadwaj 8.

o
TIro
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donde 11 l, ... ,Ilm son indescomponibles (en el sentido de Gantmacher) y

(TI 1 •••• IT l) > O, r=g+ 1 , ••• , mr r,r-- ( 27)

(ya que si para algún r esta matriz fuera nula se tendría rE{l, .. ,g}).

Debe advertirse que la definici6n de indescomponibilidad que da Gant-

macher (y que es la más utilizada) difiere de la nuestra en que una

matriz de lxl se considera siempre indescomponible (sea o no sea nu-
J:t

la) . De tal modo, en (26) cada TIr' rE{l, .... ,m}, puede ser o indescom-

ponible (en nuestro sentido) o una matriz nula de.1x1 .. Pues cuando en

~uestra forma normal descompuesta se tiene rr =0, Gantmacher prosiguer .

particionando a IT tomando los ceros de 1xl de su diagonal principal
r

como bloques indescomponibles. Esto implica que cuando en la parti-

ci6n de Gantmacher se tiene TIr=O, rE{g+l, .... ,m}, ITr es de 1xl y la co

rrespondiente matriz de (27) tiene una única fila. Adoptemos para lo

que sigue la forma de particionar de Gantmacher pero mantengamos nues-

tra definición de indescomponibilidad.

Las condiciones necesarias y suficientes de Gantmacher

para que TI tenga un vector dominante (de derecha) positivo son

1) domIT = domTI ,s s=l, ... ,g,
-( 28)

2) domIT > domIT, s=g+l, ... ,m.s

Evidentemente, cuando no se admiten bloques totalmente desconectados

entre sí se tiene g=l. En particular, si se supone que existe algún

proceso 'básico no pueden haber bloques totalmente desconectados entre

sí. De tal modo, cuando se especifica que .g=1, las condiciones de

Gantmacher se reducen a nuestro Supuesto DBC. Pues (28) implica que

n
1

es indescomponible mientras que (27), (28) Y el hecho de que cuan

do TI es nula la correspondiente matriz de (28) tiene una única fila,
r

implican conjuntamente a 2) del Lema 11. De modo que los supuestos de

Gantmacher en el caso g=1 implican que IT es DBC. Es interesante seña-

lar que aun en el caso general las condiciones de Gantmacher, siendo

condiciones que atañen a las magnitudes relativas de los elementos po

sitivos de una matriz .no - ne ga t i v a , implican cierta propiedad de cone-

xidad que puede considerarse una generalizaci6n del Supuesto BC.

Definición El conjunto N={1, ... ,n} es multi-básicamente conexo (MBC)



si existen subconjuntos disjuntos y fuertemente conexos ·B
1

, ••• ,B c: N
g g

tales que para todo isN existe algún js LJ B tal que j está conecta
r=l r

do~con i. Se dice que IT=(w . . ) .. N es MEC si N lo es.
1] 1,JS ~

Lema 17 IT es MBC si y s610 si cuando está en la forma normal descom-

puesta (26), IT1, ••• ,l1
g

son indescomponibles.

Definición IT>O es una matriz de Gantmacher si cuando está en la for-..:.

ma normal descompuesta (261 se verifica (28).

Lema 18 Si JI es una matriz de Gantmacher, entonces es MEC.

Teorema 19 (Gantmacher) IT es una matriz de Gantmacher·si y s610 si

tiene un vector dominante de derecha positivo p. Si rr está en la for-

- _ t -1 -g -g+l -m. ma normal descompues ta (26), entonces p - (p, ... , p , p , ... , p )

-rdonde p , r=l/ ... ,g, es el vector dominante de derecha (positivo y ú-

nico) de IT . Si TI es una matriz de Gantmacher sus vectores dominantes
r

-1de izquierda son las combinaciones lineales de los vectores (q ,0,•• /0 )

-2 -g -r(O,q ,0, ... ,0) / ... , (O/ ... ,O,q ,0, ..• ,0), donde q , r=l, ... ,g, es el

vector dominante de izquierda (positivo y único) de TI .
r

Zaghini (90) reafirma la importancia de las mercancías

no-básicas y observa que ellas incluyen a la mayoría de los bienes de

consumo. Consecuentemente, argumanta a favor del sentido econ6mico de

las condiciones de Gantmacher. Cuando hay un grupo de mercancías no-

básicas interconectadas, además de la condición de viabilidad técnica

debe cumplirse una condición de viabilidad econ6mica (dada por las

condiciones de Gantmacher) •

Beeause on the other hand the rate of profit iS 3 by hypothesis~

uni fovm in the eue tem, the non-baei.c industries are compel.Led to .a ccep b the raie
of pro fi t: which has been i.ndependentilu detiermi.ned in the group of baei:o industries.
The [acti , hoiaeuer, that th.ey musi: accept: it~ doee not mean that they can accep t: it.
They can aocept: it if~ and only if thei» structure satisfies condition (1).

Si bien el análisis de Zaghíni es correcto en lo fun-

damental, tiene algunos puntos débiles. No considera el caso más
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general de las mercancías po-sectoriales sino solamente la clase

especial que requiere sólo mercancías básicas como insumas directos.

Luego d~ demostrar que el precio de aquéllas debe ser positlvo, en-

foca la atención sobre los sectores no-básicos. De tal modo, cuando

en el Apéndice da el conjunto de supuestos sobre TI, supone que IT r 1,

r~2,~ .. ,m, son todas semipositivas. Esto implica que cada sector

no-básico contiene un proceso que tiene algún insumo ~xecto básico

y que todos los procesos no-sectoriales tienen un insumo direc~o

básico. Esta condición no es necesaria ya que los sectores no-bási-

cos y los procesos no-sectoriales pueden tener s610 insumas básicos

indirectos a través de otros procesos no-básicos. Para percatarse

de esto, sin embargo, es necesario considerar explícitamente un mo-

delo con al menos dos grupos de mercancías no-básicas. Zaghini, en

cambio, sólo da una demostración formal para un modelo que tiene un

grupo 'de mercancías no-básicas.

Finalmente, Pasinetti (69.3) también retoma la suge-

rencia de New~an y se basa directamente en el teorema de Gantmacher

para demostrar que todos los precios son positivos. Como Zaghini,

La noción de matriz casi-productiva difiere levemente

de la de matriz serní.vproduct.íva utilizada en Gale 30.4, Cap. IX.1.

Para Gale, A es semi-productiva si existe q>O tal que qA<q, lo cuala:::::1 _

equivale a la condici6n de que existe q~O(tal que qA~q. La noci6n,

más débil, de semi-productividad no e? suficiente para garantizar

(junto con la existencia de un vector domirtante de derecha semipo-

sitivo) que donlli~l. Esto puede comprobarse tomando

A ~

2 O

o 1/2
y q = (0,2),

que verifican qA = (1}2)q Y donde dornA=2. Si A es casi-productiva,

en caniliio, se tiene O~dornA~l, como demostramos en (11'). Es cierto,

sin embargo, que una vez que garantizamos que TI tiene un vector do-

minante de derecha positivo, es suficiente pedir que TI sea semi

productiva para garantizar que O<domIT<l. Pues cuando p>O las desi-
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1 '" d (11") 1 d O L h d t dgua aa es va en aun cuan o q2:.. uego emos emos ra o una

proposición más fuerte que el Lema 2:

Lema 2' Si TI es semi-productiva y tiene un vector dominante de

-.

derecha positivo, entonces es productiva.
1.'.

Análogamente, puede ponerse en lugar del Lema 14: J:f

Lema 14' Si TI es semi-productiva y dorñinantemente básicamente co-

nexa, entonces es productiva.

Como en el texto se supone que TI tiene un vector dominante de dere-

cha positivo, sea directamente (Proposici6n 3), sea suponiendo la

indescomponibilidad (Proposici6n 3),0 sea suponiendo la conexidad

básica dominante (Proposici6n 16) podríamos habernos limitado a su-

poner que TI es semi-productiva y, por lo tanto, pedir s610 q~Q en

(1). Hemos preferido, si.n embargo, excluir directamente a los pro-

cesos que no son operados a nivel positivo.

El Teorema 8es ~ien conocido. Varga (84), por ejem-

plo, deja como ejercicio para el lector la demostraci6n de su Teo-

rema 1.6: una matriz compleja de nxn es indescomponible si y sólo si

su grafo orientado G(A) es fuertemente conexo. Véase también Nikai-

do 67.2, Cap.II, Lema 8.1. Creemos, sin embargo, que nuestra demos-

tración (si bien elemental) es nueva.

La noci6n de conexidad básica es nueva si bien está

implícita en el supuesto de Sraffa de que existe alguna mercancía

básica. La caracterización de ese supuesto dada por el Lema 11 es

t.amb í.é n nueva. La noci6n de conexidad básica dominante fue sugerida

por Newman (66) al referirse al Teorema 6 de Gantmacher (31). En

esa forma fue utilizada-por Zaghini (90) y Pasinetti (69.3).



Observaci6n 1

A lo largo de este capítulo hemos indagado a fondo

sobre ciertas. propiedades de las matrices no-negativas a prop6sito .

del modelo de Sraffa. En este modelo las cantidades producidas no

varían por lo cual no es necesario hacer supuesto alguno con res-

pecto a si los elementos de la matriz TI varían o no cu~rtdo varían

las cantidades producidas. Cuando se permite la variación de las

-
cantidades producidas y se adopta explícitamente el supuesto de que

los elementos de TI son fijos (en otras palabras: cuando se suponen

proporciones fijas entre los insumas y rendimientos constantes a

escala) se entra en el terreno del modelo de Leontief. Cabe señalar,

que todos los resultados matemáticos que hemos obtenido con respec-

to a la matriz TI en el contexto del modeLo de Sraffa tienen validez

en el contexto del modelo de Leontief, ya que dichos resultados de-

penden exclusivamente del hecho de tomar una matriz de elementos fi-

jos. A los efectos de los resultados matemáticos sobre TI es irrele-

vante si la constancia de sus elementos se debe a que no admitimos

la variación de las cantidades producidas (o consideramos un perío-

do de tiempo suficientemente corto como para que los niveles de pro-

ducción puedan tomarse como "dados") o a que se supone explícitamen-

te que no varian al variar las cantidades producidas.
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APENDICE AL CAPITULO I

Sea A~Rnxn. Si todos los elementos de A son no-negativos

(positivos) ,escribiremos A~O (A>ü) y. diremos que A es no-negativa

(positiva). Si A>O y Afa escribiremos A~O y diremos que A es semi

positiva. Análogamente, si B€Rn x n,
A~B, A~B, A<B signi~~can B-A~O,

B-A>O, y B-A>O, respectivamente.

Definición

1) A es semipositivamente invertible si detAfO y A-l~a,

2) A es positivamente invertible si detAfO y A- 1>ü,

3) A>O es productiva si existe un y~O tal que yA<y,

4) A>Q es des componible si existe un subconjunto no-vacío y propio

Be N== {1, 2 ¡ ••• , n} tal que si i€B y jsBC entonces a .. ==0 ,
1J

5) A>ü es indescomponible sino es descomponible ..

Teorema A.l (Perron-Frobenius) Si A>O, entonces:

(a) A tiene un valor característico no-negativo .. Se llamará al ma-

yor valor característico no-negativo de A raíz dominante de A

y se lo denotará: domA ..

(b) A tiene un vector característico semipositivo correspondiente a

domA, o sea, existe un x~O tal que Ax == (domA)x. Se llamará a

cualquier vector característico tal, vector dominante de derecha

de A.

(c) domA == dom(~A). Llamaremos a la traspuesta de un vector dominan

te de derecha de t A vector dominante de lzquierda de A ..

(d) Si A~B, entonces do~~domB.

(e) (pI-A) es semipositivamente invertible si y s610 si domA<p.

(f) Si (pI-A) es semipqsitivamente invertible, entonces

ex> AS
¿ s+l

s==O . p

-1converge a (pI-A) .



Teorema A.2

ces:

(a) domA>O ..

(Perron-Frobenius)

44

Si A>O es indescomponible, e nt.o n -
t:::::I

(b) A tiene un vector dominante de derecha positivo, o sea, existe

un x>O tal que Ax == (domA) x , El 'vector dominante de derecha de

A es único.

(e) El vector dominante de derecha de A es el único ve..ct.or caracte-

rístico no-negativo de A.

(d) Si A~B, entonces domA<domB.

(e) (pI-A) es positivamente invertible si y sólo si domA<p.

Pueden encontrarse demostraciones para los dos teoremas

precedentes (con leves modificaciones) en Gantmacher 31, Nikaido 67.

o Woods 88.

Teorema A~3 A es productiva si y sólo si domA<l.

Demostración Sea y~O tal que yA<y. Como yA~O, se tiene, en partic2

lar, y>O. Por el Teorema A.1 existen domA>O y x>O tales que Ax ==
= -

(domA)x. Luego (domA)yx == yAx < yx. Como y>O y x>O, se tiene yx>O.

Luego, domA<l. Recíprocamente, por el Teorema A.1 existen dom(tA)~(

t t · t
Y x>O tales que Ax = (dom A)x. Como dome A) = domA se tiene (tX)A=

== (damA) (tx)<tx, lo cual demuestra que A es productiva.

Teorema A.4 A.?:.O es indescomponible si y sólo si para todo par i,j r

kN=={l, ... ,n} existe un entero positivo k tai que (A ) .. >0.
1.J

El Teorema A.4 se demuestra en el texto como Corolario I.(

Teorema A.S Si A es.indescomponible y productiva y domA 1
== l+R' R> l

entonces O<r<r'<R implica (I-(1+r)A)-1«I-(1+r')A)-1.

Demostraci6n Por el Teorema A.4, para todo par i,j€N existe un en·
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tero positivo k tal que (l+r)k(Ak) .. «l+r·)k(Ak) ..• Corno A es produc
1J 1J

tiva, por los teoremas A.3, A.2(e) y A.l(f), se verifica:

(I-(l+r)A)-l = I + (l+r)A + (1+r)2A2 + ..• ,

de donde se deduce la tesis.
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CAPITULO II

La distribuci6n del ingreso, las composiciones de costo y los

precios relativos.

1. La distribución del ingreso y los precios relativos

Siguiendo la tradici6n ricardiana Sraffa analiza la influ

encia de la distribución del ingreso sobre los precios. Observa que

la relaci6n entre el total de medios de producción (agregados según

los precios) y el trabajo en cada industria es un factor clave pa-

ra la determinación de las variaciones de precios. Si aumenta el sa

lario, una industria con una gran proporción de trabajo en sus cos~·.

tos deberá probablemente aumentar su precio en relaci6n al de una

industria con baja proporci6n de trabajo (suponiendo que los precio~

siempre deben asegurar una tasa de ganancia uniforme para toda~ las

industrias). Pero dijimos "probablemente" porque es evidente que

no s6lo interesa la proporción del trabajo en los costos de las dos

industrias en cuestión sino también las proporciones en las indus-

trias que las proveen y en las industrias que proveen a éstas y así
e

sucesivamente, ad infin{tum. De modo que si nuestra industria con

una alta proporci6n usa insumos que provienen predominantemente de

industrias con muy baja proporción el efecto del aumento salarial

sobre los precios de lo~ insumas (que "propablemente" los hará dis

minuir) puede más qu~ compensar el efecto directo sobre su costo

salarial. De modo que la variaci6n salarial puede ejercer una in-

fluencia muy compleja en los precios relativos.

Como t es el vector de coeficientes de trabajo directo

es evidente que

A(O)t = (I -IT)-11 = 1 + n1 + n 21 + •••

" .
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es el vector de coeficientes de trabajo total. Corno TIA(O) = A(O)-I

podemos poner

A(O)~ = ~ + nA(O)~

y llamar a nACO) vector de coeficientes de trabajo indirecto. Lla

memos a los elementos de v = A(O)~ los valores-trabajo de las roer

cancías respectivas. Luego si recordarnos que p*(r) = A(r)~ es evi-

dente que

p* (O) = v,

o .sea, cuando r=O los precios medidos en térmi¿os del salario son

iguales a los valores-trabajo. Alternativamente, podernos poner

p(O) = vw(O)

y decir que cuando r=O los precios (medidos con cualquier numera-

rio) son iguales a los costQs salariales totales (medidos con el

mismo numerario) .

Veremos que para rs(O,R) los precios no siguen una regla

tan sencilla. Si expandimos A(r) en serie, como p(r) = A(r)~w, ob-

tenernos

p(r) = ~w + (l+r)rr~w + (1+r)2n2~w + ••• (-1)

~w da los costos salariales directos necesarios para producir una

unidad de cada una de las n mercancías. (l+r)ITiw da los costos sa-

laríales directos necesarios para producir los medios de producci6n

que se necesitan para producir una unidad de cada una de las n mer

cancías multiplicados por el factor (l+r). A este término lo pode-

mas llamar primer estrato del costo salarial indirecto actualizado.

Luego (1+r)2rr2~w constituye el segundo estrato del costo salarial

indirecto actualizado, y así sucesivamente¡ De tal modo, hemos des

compuesto a los precios en sucesivos "estratos" verticales de cos-

tos salariales actualizados según la tasa de 9anancia.l

Es posible descomponer a p(r) de otro modo que separa to-

talmente al costo salarial (directo e indirecto) de los sucesivos

1 Debe advertirse que esta descomposici6n es a-temporal. Todos los
"estratos ll se refieren al mismo período de tiempo: aquel período
en que rige la tecnología (n,~). Por ello el término "actualiza
do" puede inducir a confusi6n pero lo hemos adoptado porque resul

_t a una forma sint~tica de expresar la multiplicaci6n por las po-
tencias sucesivas de (l+r).

- .

--- - ------- - - - - - _.-- -- - -



estratos ,de ganancias. Corno rr~(l+R) = ~>O se tiene

A(O)rr~(l+R) = A(O)p = l;R P
' de donde se desprende que domA(O)U = l/R~ Luego para r<R

dorn(rA(O)IT)<1 y como

rr - (l+r)II) = (1 - JI) (1 -·rA(O)II)

se tiene

A(r) = (1 - rA(O) JI) -lA(O) •

Luego para rslo,R)

p * (r ) = A (r).Q, = (.1 - r A( O) TI) "'1A( O).Q, = (-1 - r A( O'> JI) -lv. 1 Si des arra

llamos en serie al operador (I - rA(O)II)-l obtenemos

p*(r) = v + rA(O)IIv + r 2(A(O)II)2v + ' ~ •.

ó

p(r) = vw + rA(O)IIvw + r 2(A(O)II)2vw + .•• ( 2)

Luego los precios de equilibrio son iguales al costo salarial to-

tal vw-mé s una serie de términos cada uno de los cuales representa

un Hestrato" de ganancia sobre el ' costo salarial total. 2

De (1) Y (2), respectivamente, obtenemos dos expresione~

para los precios relativos:

Pi (r) .Q,. + (l+r)TIi.Q, + (l+r)2II?.Q, + (1 ',)1. 1.

Pj (r)
=

.Q,. + (l+r)II . .Q, + (1+r)2rr~.Q, +
J ] ]

Pi(r) v. + r(A,(O)TI)iv + r 2 (A (O) TI) ?v + ( 2 ' )1 1=
~(r) v. + r (A (O) TI) .v + r2(A(O)JI)~v +J

J ] ] '

donde puede apreciarse cuan compleja es la incidencia de las va-
(

riaciones en r sobre los precios relativos.

1 Esta igualdad da la célebre "transformación de valores (-trabajo)
en precios" de Marx para el caso de Sraffa (en que los salarios
no se anticipan). Cfr. Pasinetti 69.3 p. 140.

2 Cfr. Schwartz 78, Lecci6n 4, pp.51-53 Y Pasinetti 69.2 •

._---- ---, ,---~



2. El caso de igualdad en las composiciones de costo

Una manera de comenzar a analizar la influencia de la

distribuci6n sobre los precios relativos es fijando la atenci6n

sobre las proporciones entre medios de producci6n y trabajo en ca-

da proces.o.

Definición

..'-e~ •

rr.p*(r) .
1.~ - r e lo, R) la composici6n
ti

de costo del proceso i.

Lema 1 Si c 1 (f ) =.... = cn(f) = 6(f) para algGn fE:IO,R) entonces

1
~ es vector dominante de derecha de ITy ci(f) = R-f para todo iE:N.

Dernostración Como ITp*(~) = c(f)~ se tiene rrA(f)~ = A(f)ITi = c(f)i

Luego rr~ = c(r) (I - (l+f)IT)~, o sea (l+(l+f)c(f»rr~ = c(f)i. Luego

1 -1 - ~ 1ITi = (l+f+ ----) ~ por lo cual ~=i. Ademas, como domIT = l+R se
e(f)

tiene r + l/c(f) = R, o sea, c(f) = R:~.

Lema 2 Si c 1(f) = ••• = cn(f) = c(f) para algGn fE:lo.,R) entonces

- 1 Ic 1(r) = = cn(r) = c(r) = R-r para todo rE: O,R).

Demostración Por el Lema 1, i= 2. Luego TIp*(r) = ITA(r)! =

l+R ¡ =
R-r

1
-R l.-r

Debido al Lema 2 podemos caracterizar a un modelo (IT,i)

particular como de "igqales composiciones de costo" o "no-iguales

composiciones de costo" sin especificar el valor de r, o sea, sin

aludir a la distribución del ingreso. La igualdad de composiciones

de costo depende, entonces, únicamente de la tecnología y se carac

teriza matemáticamente por el hecho de que el vector de coeficien-

tes de trabajo directo es vector dominante de derecha de IT. En este
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caso particular, la comIJosici6n de costo general de todas las in-

dustrias es una funci6n estrictamente creciente de r en IO,R). Ve-

remos a continuación que el caso de igualdad de composiciones de

costo puede caracterizarse de diversas maneras alternativas.

Proposición 3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para todo reIO,R), c 1(r) = ••• = e ( r) ¿# e(r) - 1
n - R-r·

b) i es vector dominante de de~echa de TI.

c) v ·= A(O)i es vector dominante( de derecha de TI.

I Rw(r) -
d) Para todo re O,R), p(r) = R-r v.

e) Para todo re IO,R) Y 1=1, ••• ,n, dZnp! (r) = c(r) •

dr

Demostración

a) => b) Se demostr6 una afirmación más fuerte que incluye a esta

b) => e)

implicación en el Lema 1.

- 1-
Tenemos ni = l+R ~. Entonces

y

c ) => d)

- l+Rv = A(O)~ = --- ~
R

1
Tenemos ITv = l+R v.

l+R - = 1 l+R ~ 1
TIv = -r IT~ l+R ~ Ñ = l+Rv •

1
Luego ITA (O) s. = A (O) TIi = 1+RA (O) ~ .

Premultiplicando por (l - TI) la última igualdad se tiene

I 1 ¡ Entonces p(r) = A(r)Iw(~) - l+R Iw·(r). Pero= l+R . - R-r

l+R - Rw(r) -v = A(O)I = -r ~. Luego p(r) = R-r v.

d) => e) Tenemos p* (r)
R 

= R-r v = l+R I. Luego
R-r ,

dp* (r) =
dr

l+R

(R-r) 2
I = 1 l+R 1

R-r R-r = ~~r p*(r) = c(r)p*(r).

e) => a) Como A(r) (1 - (l+r)IT) = I se tiene

dA (r)
dr

( (1 )IT) ( )IT O 11
dA(r)

1 - ~r - A r = y por.e o dr = A(r)2 rr •

dp* (r )
Luego dr = dA(r) ~ = A(r)2rr~.

dr
Entonces si

dp.*(r) 1 2 1= --- p*(r) se tiene A(r) rr~ = --- A(r)~ por lo
dr R-r R-r

cual A(r)ITi = ITA(r)i = R1 i o sea, ITp*(r) = __1_ i.QED.
-r R-r



Luego en el caso particular de igualdad de composiciones

de costo los precios son proporcionales a los costos salar~ales to

-tales para cualquier distribuci6n del ingreso entre salarios y ga

nancias 1 siendo Rc(r) el coeficiente de proporcionalidad. Esto im-

plica que los precios relativos son -constantes e iguales a los va-

lores-trabajo relativos. Además, la variaci6n porcentual de los

precios salariales con respecto a una variación infin;~esimal en r

es para todas las mercancías igual a c(r) ~

Puede ·ob s e r v a r s e que si TI está en la forma no rmal des-

compuesta la proposici6n 3 y los Lemas 1 y 2 valen no s6lo para TI

sino también para TI i y, en general, para

o o

o
, r~m.

1 Obsérvese que debido a este hecho y al Lema 2 se verifica la pro
posición de Marx de que si las composiciones de valor (que en
nuestros términos son las c.(O), i=i, .•• ,n) son iguales los pre
cios de producci6n son prop6rcionáles a los valore~-trabajo.



3. El caso de no-igualdad en las composiciones de costo

En el caso general el panorama se complica considerable-

mente .. Sean

N = {1, 2, ••• ,n}

L (r ) = {le:NI c l (r) < c. (r) vie:N} r c lo ,R) 1/:
= a ,

G (r) = {ge:Nl e (r) > c. (r ) vie:N} re: [o , R)g = ]. ,

Para cada valor de r, L(r) y G(r) indican las industrias con menor

y mayor composici6n de costo, respectivamente. Luego, por defini-

ción de c. (r) tenemos
.i,

ge:G(r) (3 ) .:

donde la igualdad se cumple para ie:G(r); y

Hp*(r) 2. cl(r)R" 1 e:L (r ) (4 )

donde la igualdad se cumple para ie:L(r). En el caso particular de

igualdad de composiciones de costo tendríamos L(r) = G(r) para to-

do r c ]O, R) ..

Como

d p * (r) = dA (r ) f¿ = A (r) ITA (r) f¿ =: A (r) IIp* (r) 1 ( 5 )
dr dr

para re:IO,R), ten iendo en cuenta (3) y (4) tenemos

dP:~r) = A(r)ITp*(r) ~ c (r)A(r)R, = c (r)p*(r), ge:G(r)
g . g

o sea,

dp*(r) =
dr A(r)ITp*(r) > e 1 (r) A (r) R, = e 1 (r) p * (r), 1 e:L (r )

d *(r) ,
e (r \ p* (r) < p < e (r ) p * (r )1 J = dr = g , le:L(r), ge:G(r).

Luego tenemos la siguiente Proposición

Proposici6n 4 Las derivadas semi-logarítmicas de los precios sa-

lariales con respecto a.la tasa de ganancia est&n acotadas inferior

y superiormente por las composiciones de costo mínima y máxima,

respe¿tivarnente. Esto vale para cada r en IO,R). Formalmente, se

En este caso y en lo sucesivo se sobreentiende que en r=O consi
deramos la derivada lateral de derecha.

. /



tiene

c 1 (r ) :d d l np¡* (r) < c ( r) ,
dr g

isN, lsL(r), gsG(r), r c IO,R). (6)

Otra manera de llegar a la misma conclusi6n es obtenien

do una expresión explícita para dlnp(r) en términos del vector
dr

tc(r) = (cl(r)~ ... ,cn(r». Como

c(r) = t- 1 rrp * (r )

"-
" donde 1 = diag(11, ... ,ln), se tiene por , (5)

dp*(r) =A(r)~c(r).
dr

Entonces

1 dp~(r)

p!(r) -ar-
A.

= A(r)i 1 c(r),
A(r)i 1

v LzN, (7 )

Como

"-
A(r) .. 1.

1J 1.

A (r) .1
1

2: O Y

A

A (r) .1e
1. tA(r) .1 = 1, donde e = (1, ••. ,1), tenemos

1.

dlnp*(r)
a dr expresado como promedio ponderado de c 1(r) , •.• ,cn(r),

de donde se desprende (6).

Es sencillo verificar que

p . (r) d(Pi(r)/Pj(r» 1 dPi (r) 1 dp . (r)
J = J =dr Pi (r) dr P . (r) drp. (r) J1.

1 dp~ (r)
1 dp~ (r)

1 J-
p~ (r) dr p~ (r) dr

1. J

Luego de (6) se deduce que

l'p ~ (r) d (p . (r) / p . (r) )

Ip~(r) 1 dr J < e (r) (' c
l

(r)
g

gsG(r)
lsL (r) (8)
rs lo,R)

y se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 5 El cambio proporcional en cualesquiera precios re'la-

tivos al variar r infinitesimalmente es en valor absoluto menor o

igual que la diferencia máxima de las composiciones de costo de

todas las industrias.

Como en el caso de igualdad de composiciones de costo se

tiene L(r) = G(r) = N para todo rs~O,R), de (6) se desprende el

---_._ ._--~._ , -
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punto e) de la Proposici6n 3 y de (8) se desprende el hecho de que

los precios relativos son constantes, o sea,

d(p. (r) /p. (r) L
1 J = o.

dr

Cuando no hay igualdad de composicio~es de costo, para cada valor

de r, las composiciones máxima y mínima acotan a las derivadas se-

milogarftmicas de los precios salariales con respecto a r y la am
J:t

plitud del f1espectro" formado ·por las ci(r) acota a las derivadas

semilogarítrnicas ~e los precios relativQs.

" .



4. La estructura de A(r)

Es poco lo que podemos agregar a las Proposiciones ante-

riores con respecto a la influencia de la distribución sobre los

precios relativos. Para llevar el análisis más ' l e j o s necesitamos

estudiar más detalladamente la estructura de A(r). RecQ~demos que
«e-

por el Lema 1.11 sabemos que al ser IT básicamente conexa, cuando es-

tá en forma normal descompuesta/TI 1 es indescomponible, IT
s'

s=2, •• ,m

es indescomponible o nula, y

( TI s 1 TI 2 ••• TI 1s s,s-
( 9)

es semipositiva si TI es indescomponible y carece de filas de ces

ros si TI es nula (s=2, .•• ,m). Por ser TI casi-productiva y dominan
s

temente básicamente conexa sabemos además que

o<domTI 1=domTI< 1, domITs<domIT 1 , s=2,~ •• ,m.

Sea B = (1 - (l+r)TI) y

(10)

B
1 O O

B21 B2 ( 11)
B =

B ' Bm2 Bmml

1Para r<R, donde domIT= l+R' B es semipositivamente invertible (T.A

l(e» y, por su estructura triangular en bloques, para los bloques

-1 1de la diagonal principal se tiene (B )$ = (Bs)- , s=l, ••• ,m, mien
(

tras que sólo hay ceros por encima de la diagonal principal de blo

ques. Por (10), las matrices B = (1 - (l+r)IT ) para las cuales TIs J S S

es no·-nula son positivamente invertibles (T.A2(e»

(B ) -1 = (1 -1 A (r ) O- (l+r)TI) = >
s s s

mientras que B
-1

As (r) = 1 cuando TI = O. En particu¡ar, tie= se
s s

ne (B )-1 = Al (r) > O. Luego podemos poner1

Al (r) O O

-1
X21

A2 (r ) (12 )
B =

Xm1 Xm2
A (z-)

m

, .
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Procederemos a c::~mostrar por inducci6n que la primera co

-1 . -1
lumna de bloques de B es enteramente positiva. Ya vimos que B

1

~- A1(r)_ > O. Supongamos ahora que~x21""'Xs_1,1 son también posi

tivos. Si multiplicamos la fila s de bloques de (11) por la prime-

ra columna de bloques de (12) obtenemos

de donde

• •• + B 1X J 1 + B X 1s l s- S-., s s = O

-.

Como B = -(l+r)rr para s>r, (13) se transforma ensr sr

Xs 1 = (1+r) A (r) tn lA1 (r ) +TI 2X21+ o • • + rr 1X 1 1)' ( 14 )s s s s,s- ; s- ,

Si As(r) > O, como (9) es semipositiva y (A1(r) ,X 21""'Xs_1,1»O

se tiene Xl> O. Si A (r) = I, como (9) carece de filas de ceross s

y (Al (r ) 'X21' o ., o 'Xs- 1, 1) > O se tiene nuevamente Xs 1 > O.

Como B- 1 = A(r) = I + (l+r)IT + (1+r)2 rr2 + ••• para re

IO,R) r A(r) es no-decreciente en IO,R) o Como TI 1 es indescomponible

A1(r) es positivo y estrictamente creciente (T.AS). Por (14) se

tiene

X21 = (1+r)A2(r)~21A1(r)

X31 = (1+r)A3(r) (IT 31A1(r) + IT 3 2X2 1) =

( 1--r ) A3 (r) (IT 31 + (1+r) TI 3 2A2 (r') IT 21) A1 (r )

..............................................
Es fácil demostrar por inducci6n que todos los bloques de la pri-

mera columna de A(r) tienen a la derecha el factor matricial A1(r).<

Como dichos bloques son posi tivos y A'1 (r) es estrictamente crecien

te los bloques de la primera columna de A(r) son estrictamente ere

ci.entes en IO,-R). Además, como A1(r) tiene un polo en r=R, también

lo tienen todos los bloques de la primera columna de A(r) •

Si multiplicarnos la tercera fila de bloques de (11) por

la segunda columna de.bloques de (12) obtenemos

de donde

-'1
X32 = -B 3 B3 2A2(r) = (1+r)A 3(r)IT 3 2A2(r).

De aquí se desprende que si A3(r) = I 6 A2 (r ) = I, X3 2 puede tener,

. ,
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a-ia vez, elementos nulos y elemen~os positivos aunque nunca tiene

más elementos nulos que IS2. Si A3(r) y A2(r) son positivos, en

cambio, X3 2 es o bien posi tivo (si rs'2~) o bien nulo (si ~2=O).

Si no hay mercancías no-sectoriales las A (r), s=2, ••• ,m, son to-s

das positivas. En ese caso es sencillo demostrar por i~~ucci6n que

todos los bloques de A(r) son o bien positivos o bien nulos. Pero,

como recién vimos/cuando existen mercancías no-sectoriales A(r) pu~

de tener bloques estrictamente semipositivos (o sea, semipositivos

y no-positivos). Por ello, la existencia de mercancías no-sectoria-

les complica considerablemente la estructura de A(r) •

Resumiremos nuestras conclusiones sobre la estructura de

A(r) en el siguiente Lema:

Lema 6 Si TI es casi-productiva y dominantemente básicamente co-

nexa existe A(r) = (I - (l+r) n)-l para r€IO,R) donde domrr=l¡R,R>O.

Además, si se pone a TI en forma normal descompuesta y se particio-

na a A(r) del modo correspondiente se tiene:

a) A1(r) > 0,

b) Para r=2, ... ,m, 'As (r ) > O si TI es indescomponible ys

A (r) = 1 si TI es nulo,s s

e) A s 1 (r ) > O, s=2,.~.,m, y A (r) = ° para s<r,sr

d) As 1 ( r ) , s=1,2, ... ,m, es estrictamente creciente en
( .

IO,R) y tiene un polo en !=R,

e) Si no}hay mercancías no-sectoriales, para s>r~l,

> O si TI > O y A (r) = O si TI = O.sr - sr sr·

f) Si hay mercancías no-sectoriales, para s>r>l, A (r)
- sr

puede tener elementos positivos y nulos a la vez.

Observación 1

Los puntos Q) y f) del Lema 6 parecen contradecir - .

a.Lqurias afirmaciones que se encuentran en Dorfman, Samue lson y 50-

low (27) (pp. 257-60)~ Allí se afirma .que todos los bloques en la._
i .



diagonal principal son pos:i.tivos y que los bloques debajo de la dia

gonal principal que no están en la primera columna (en nuestra no-

tación)_ son o bien positivos o bien nulos. El origen de estas dife-

rencias res~de en el hecho,ya observado por nosotros (supra, p.37) I

que muchos autores definen la indescomponibilidad de modo tal que

cualquier matriz de lxl resulta indescomponible (sea o no sea nula) .

En tal caso, cuando se tiene un bloque nulo en la diagRnal, dichos

autores particionan a IT tomando los ceros (de lxl) de la diago~al

principal del bloque nulo. En tal caso; se tiene siempre bloques

lxl'indescomponibles' (algunos de los cuales ' pueden ser OsR ) en la

diagonal principal de la forma normal descompuesta de IT. Entonces,

cuando TI =üsR1x 1 se tiene A (r)=(1-0)-1=1, o sea, una matriz posi-
s s .

tiva. De modo análogo, puede comprobarse que,si se particiona-a TI

de tal manera,los bloques que no están ni en la diagonal principal

ni eri~la primera columna son o bien positivos o bien bloques nulos

de lxl. La diferencia entre las afirmaciones nuestras y las de Dor!

man, Samuelson y Solow parecen basarse, pues, en la diferente mane-

ra de tratar el caso trivial de una matriz de lxl y la consecuente

diferencia en la manera de particional a TI.

No obstante, esta cuesti6n no está del todo clara en

la mencionada obra ya que los autores aparentemente definen la in-

descomponibilidad de un modo análogo a nuestra conexidad fuerte:

The system is incecomposable so that eachpair of industries is di-

rectly or indirectly in a two-way connection (p. 255).
(

Si esta afirmaci6n incluye a los par~s del tipo (i,i), entonces

una matriz nula de lxl no sería indescompanible. Y si se define a

la descomponibilidad como la no-indescomponibilidad, una matriz nu-

la de lxl resultaría descomponible como lo es en nuestra manera de

definir la descomponibilidad.



5. El caso de igualdad de composiciones de costo para los procesos

·--básicos.

Supongamos que las composiciones de costo de los procesos

básicos no son todas iguales. Por el Lema 2 sabemos que si esto 0-

curre para alg6n re\O,R) entonces ocurre para todo rslp,R).l Por

(7), dlnpi(r) , iEN, es un promedio ponderado de las c. (r), iEN,
dr 1 .

y, por el hecho de que la primera columna de bloques de A(r) es p~

sitiva, las ponderaciones correspondientes a los ci(r), iEB son po

sitivas en IO,R). De esto podemos deducir que cuando'no hay igual-

dad de composiciones de costo para los procesos básicos se tiene

en (6) desigualdades estrictas.

Supongamos ahora que los procesos básicos tienen igualdad

de ·c ompo s i c i ó n de costo para un cierto rsIO,R) y que esta composi

ción no es ni mínima ni máxima. Como dlnp!(r) es promedio ponde
dr

rada de las ci(r), iEN Y como las ponderaciones son positivas para

iEB, obtenemos nuevamente desigualdades estrictas en (6) para este

. valor particular de r.

Nos queda, por último, el caso en que hay igualdad de

composiciones de costo para los procesos básicos y esta composici6n

es o mínima o máxima. Como hay total simetría entre ambos casos nos

limitareroDs al caso en el cual esta composición es la máxima.

"'-1 "'-1= ~ ITp*(r) = ~ rrA(~)Q. se tiene

de (r)
dr

Luego

Como c (r)

"'-1 .
= Q. ITdA(r) ~ =

dr

"-1 "
~ ITA (r) ~ c (r) •

dlnc.(r)
1

dr

d c . (r)
1

dr
= (~-lITA(r)1)i c(r) =

(t-1rrA(r)~)i

~

( ITA (r) .Q,) i e (r) •

(ITA(r)~)i

Como

1\

(ITA (r ) ~) .
1

(ITA(r) Q.) .
1

'"e . (ITA (r) ~)
1

= e. (ITA(r)~) ~ O Y
1

"e.rrA(r)~e
1

e.rrA(r)~
1 ·

1 Véase el último párrafo de la Secci6n 2, supra.



dr

dl nc. (r )
a,

bU

es un promedio ponderado de las c .(r), jeN. En particu
J

__ lar, para ieB las ponderaciones correspondientes a JEBC son nulas
-

(debido al hecho de que A(r) tiene s610 bloques de ceros a la

derecha dei primer bloque de la diagonal principal). Luego ,si los

ci(r), ieB son iguales y maximales para algún valor de reIO,R),

digamos f, lo seguirán siendo para todo rclf,R). Analíticamente se

tiene:

'"dlnc. (r) l' (ITA (f') ~) .1 1
dr ó = (ITA(f)~). c(f)

r=L 1

A

(IIA(f)~) r 1

~ (ITA(f)~)i R-f e =

1
== R-f

== qlnc(r) I
dr r=f

Por " C7), para i eB, d l npi (r) es también promedio ponderado de las
dr

composiciones de costo de los procesos básicos. Por ello

dZnp~ (r)
1

dr

'"A(r)i~

= A(r) .~ c(r) ==
1

e(r) , i cn : (15

donde .:Q.l == diag (~1' ••• , ~b)' el = t (1, ••• , 1) Y se supone que hay b

b

procesos básicos. Los procesos no-básicos, en cambio, pueden even-

tualmente tener ponderaciones positivas para composiciones no-maxi

males. Por ello, s6lo se tiene la desigualdad

dlnpl(r)

dr

'" AA(r) i~ A(r) .~

= A(r) .~ c(r) :: A(r)~~ c(t)e = c(r),
1 1

(16)

De (15) Y (16) podemos deducir que en es~e caso las mercancías bá-

sicas no pueden desvalorizarse con respecto a las mercancías no-

básicas cuando aumenta r en todo el intervalo que va desde el mí

nimo r en que c(r) es maximal (que puede ser r==O) hasta r arbitra-

riamente cerca de R..

Para precisar cuáles mercancías se valorizan y cuáles se

desvalorizan conviene introducir notaci6n adicional. Sean
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M == {1,2, ••. .rn}

M == {2, ••• ,m}

NB== {teMI ITt· 2: O} NS = íteM I IT t = a}

G(r) == {geNI c (r) > c i (r) , \fiEN}g I<ICI

l (t) == {iENI IT "== ( TI. "). " 1 (t) }t lJ 1,JE:

Gt (r) == 1 ( t) n G ( r)" , t E!-1

Luego

N = == 1(1) U U l(t)" U U I(t).
teNB - tENS

de modo que hemos particionado al conjunto de los procesos en las

tres categorías de básicos, no-básicos sectoriales y no-básicos

no-sectoriales. Estamos analizando el caso en el que G1(r) == I(l),

o sea, el caso en el que todos los procesos básicos tienen la com-

posición de costo maximal. Supongamos, en primer lugar, que no hay

procesos no-sectoriales: NS = 0. Por el Lema 6 en ese caso todos

los bloques de la forma normal descompuesta de A(r) son o positi-

vos o nulos. Sean

J (r)

H (r)

== {seNB\ G (r) t l(s)}s

= {teMI tEJer) 61sEJ(r) IAst(r»o}.

Luego de (7) puede deducirse que

Vi el (s), s eH (r), d Znpi (r) < e(r)
dr

VieI(s), seH(r)c, dZnPI(~) ~(r)
dr

por lo cual

"r-I' " • II () " H ( ) e dZrLP1" (r) < dZnpJ" (r)vl,J, le r, Je r ,
dr dr

Por lo tanto, en el caso en que todos los procesos básicos tienen

la composici6n de costo maximal y no existen procesos no-sector~a-

les podemos afirmar que si aumenta infinitesimalmente r disminuyen

los precios relativo~ de las mercancías que a) pertenecen a un se~

tor no-básico que contiene algún proceso de composici6n de costo

no-maximal, o bien b) pe~tenecen a un sector no-básico que recibe

directa o indirectamente de otro sector no-básico que contiene al-

gún proceso de composición no-maximal.



'El caso general en que pueden existir procesos no-secto-

riales es más complicado por el hecho de que A(r) puede tener blo-

ques ~strictamente semipositivos. Sean

J r (r) = {isNI isI (s ). ssNB, Gs (r) fI (s) }

K' Cr) = {isNI isI (s)()Gs (~) c, ssNS}

H r (r) = {isNI isJ' (r)UK' (r ), 6 3j:e 1 (s)n G (r) e , s t M IA (r) " . >(
s l.J

De (7) puede deducirse que

VisH (r) , dZnpi (r) < e(r)

dr

VisH(r)c, dZnpi(r) = c(r)
dr

y por lo tanto

W' • • 'tI ( ) . H()c dZnpl." (r ) < dZnp
J,

(r)vl,], lEl r , JE r ,
dr dr

Lueg~ cuando todos los procesos básicos tienen composición maximal

al incrementarse r infinitesimalmente disminuyen los precios rela-

tivos de las mercancías que a) pertenecen a un sector no-básico

que contiene algún proceso de composici6n no-maximal, b) son pro-

ducidas por un proceso no-sectorial de composición no-maximal, o

bien e) son producidas por un proceso no-básico que recibe de al-

gún proceso no-básico de composici6n no-maximal.

Afirmaciones exactamente simétricas pueden hacerse para

el caso en que todos los procesos básicos tienen la mínima compo-

sición de costo. Si se da esta situaci6n para un cierto valor de r¡

se dará para todos los valores superiores. En todo ese intervalo,

las mercancías básicas no podrán valorizarse con respecto a las no·
I

básicas cuando aumenta r. Y para saber con respecto a cuáles mer-

cancías no-básicas se desvalorizan debe efectuarse un análisis co-

roo el precedente.
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6. Nota histórica sobre , la noción de "composición de costo"

~

La noción de "composición de costo" se remonta a Ricar-

do (71.1) Y a Marx (55). Ricardo se percató de que los "precios natu-

rales ll debían diferir de los valores-trabajo al comprobar 'que los

precios relativos de mercancías producidas por industrias con elevada

proporción de trabajo en sus costos debían aumentar ante'!:~na elevaci6n

del salario. Como el valor-trabajo de dichas·merc~ncfas no dependía

del nivel salarial, debía haber otro factor además del valor-trabajo

a ser tenido en cuenta en la determinaci6n del valor de las mercancí-

as. Este otro factor era el hecho de que las diferentes industrias re

querían diferentes proporciones de capital fijo y capital circulante. l

Como Ricardo asociaba (un tanto confusamente) el capital circulante

con la parte del capital destinado al sustento de los trabajadores 2

era natural que considerara que los precios relativos de las mercan-

cías cuya producción requiere una elevada proporción de capital circu-

lante debe aumentar en caso de aumentar los salarios (siempre supo-

niendo que se mantiene la igualdad en las tasas de ganancia de las di-

versas industrias).

Marx critica al análisis de Ricardo. Señala que lo que

interesa es la relación entre la parte del capital invertida en medios

En realidad, Ricardo considera separadamente a la "diferencia en el
grado de durabilidad" del capital fijo en industrias diferentes y a
la Il va r i e da d en las proporciones en que los dos tipos de capital pue
den combinarse". Ambos factores, alega, hac~n que una variaci6n sala
rial afecte de modo desigual a los precios naturales de diferentes
mercancías.

This ¿ifference in bhe degree of durabil-ity of fixed oapi t.al, and
this var1:ety in the proportions in which the tioo sorts

J

of capital- may be conbi.ned,
introduce another cause ~ besides the qreaiier or Leee quanti ty o f l.abou» neceeeaxu
to produce co"modities~ for the variations in their relative val-ue -this cause is
the rise or fal-l in the val-ue of labour. (Ricardo 71.1, p.72)

La durabilidad de los elementos integrantes del capital
fijo, sin embargo, atañen a las diferencias en los períodos de rota
ci6n de dichos elementos. Como podrá comprobarse en la Parte II de es
te trabajo, nosotros estamos suponiendo en esta Parte I que todos los
períodos de rotaci6n son 'iguales al período unit~rio de tiempo, o sea,
que todos los medios de producci6n quran un período. Por ello, podemos
prescindir aquí de la influencia de la heterogeneidad de los períodos
de rotación.
2 In one brade very little capi-tal: may be empLoued as circulating capi tal., tihat: is
to SWJ in the support of labour •• ~ (Ricardo 71.1, p.73)
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de producción (capital constante) y la parte invertida en el pago de

los salarios (capital variable).

La distinta composición del capital constante, en cuanto al cap i t c
circulante- y el capital fijo en las distintas ramas industriales~ no tiene, por bar,
tio , de por st~ ninguna signif'icaci6n en lo que se refiere a la cuota de qananci.a,
pues lo decisivo es la proporción entre el capital vaxriob le y el capital cone tianie ;
y el valor del capital constante y también" por tanto" su magnitud relativa en com-
paración con el capital variable" es absolutamente independiente del caracter fijo
o circulante de los elementos que lo integran. ~Marx 55, Vol.III, p.160)

Define a la ltcomposición de valor del capital" como coc"t€nte entre el

valor del capital constante y el valor del capital variable. 1 Pero de-

-
be tenerse en cuenta que cuando Marx hable de "valor" se refiere al va-

lar-trabajo. Luegó, al formar la composici6n de valor del capital, los

elementos del capital no-salarial y del capital salarial se agregan

según los valores-trabajo. Si todos los trabajadores consumen una ca-

nasta de bienes dada por el vector b, la composición de valor del ca-

pital de la industria i es

(,Q,b) . V
1

=
II ..v
' 1

!2.,. (bv)
1

=::

II.p*(O)
1

!2., • (bp* (O) )
1

=
IT.p*(O)

1
!2., •

1

= (17)

pues bp(O) = W(O).2

Cuando Marx investiga la formación de los "precios de

producción rr 's up o ne explícitamente que todos los elementos que constitu-

yen el capital tienen un período de producción unitario, o sea, que se

consumen íntegramente en el período. Deja así para una etapa posterior

el tratamiento de los precios de producci6ncon 'diversidad de períodos

de rotación. 3 Como el desembolso en salarios constituye siempre una

parte del capital (capital variable), supone gue los salarios del pe-

1 La composición del capital puede interpretarse en dos sentidos. Atendiendo al va
Loe, la compoei.cicn del capital depende de la proporcí/on en que se divide en capi
tal constante o valor de los medios de producción y capital variable o valor de la
fuerza de trabajo~ suma global de los salarios. Atendiendo a la materia" a su fun
cionamiento en el proceso de producción, los capitales se dividen siempre en me
dios de produoeion y fuerza viva de trabajo; esta composición se determina por la
propox-cion existente entre la masa de los medios de producción empl.eadoe , de una
pasrte , y de otra la cantidad de trabajo necesario para su empleo. Llamaremos a la
primera composicdón de valor y a la segunda composición téenica del capital. ' (Marx
55, Vol.I, p.517)

2 Obsérvese que ,Q,b es una matriz cuyo elemento (i,j), o sea ,Q,.b. indi
ca la cantidad del bien j que la industria i requiere para ~lJmante
nimiento de los trabajadores.

3 Cfr. Harx 55, Vol.III p. 161.. Nosotros introduciremos la diversidad
de los períodos de rotación en la Parte II de este trabajo.
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riada se adelantan íntegramente. Su forma de calcular los precios de

prod~ción introduce una fuerte simplificación que hace que el resul-

tado sea, sirictu sensu, err6neo. Pues calcula los costos en términos

de los valores-trabajo. La ecuaci6n que determina a los precios de e-

quilibrio de Marx es, pues,

p(r) = (l+r) (TI + 2b)v

en lugar de la que bajo sus supuestos sería correcta:

p(r) = (l+r)(TI + 2b)p(r).

Como bp(r) = w(r), esta última ecuaci6n equivale a

p (r) = (1+r) (TIp (r ) + 2w (r) )

( 18")

(19)

la cual, a su vez, se reduce a la ecuaci6n de precios de Sraffa si se

supone que el salario se paga al final del periodo.

La forma peculiar de determinar los precios de equili-

brio dada por (18) hace que la "composici6n de valor" juegue en las

ecuaciones de Marx un papel destacado en cuanto a la determinación de

la influencia de la distribución sobre dichos precios. Hagamos depen-

der al vector b de la tasa de ganancia: b=b(r), donde b(R)=O. Luego de

(18) Y (17) se tiene

Pi(r) = (l+r) ITIiv + ~ib(r)vl = (1+r)2iIITiV + b(r)v! =
2i

por lo cual

p..; (r)
..l..

p . (r)
J

2. c. (O) + b(r)v
l l

=
~ c.(O) + b(r)v

J J
(20)

d(p.(r)/p.(r))
l J

dr
( 21)

Luego vale la siguiente implicaci6n:

sgn (c. (O) - c. (O) )
l J

(22)

El antecedente es una condici6n de monotonía relativamente débil sobre

b(r). Pide que el valor-trabajo de la canasta de consumo de los traba-

jadores varíe inversamente con la tasa de ganancia. Se verifica, en

. ,
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dr
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para todo i tal que b. (r»O. Cuando se
1

verifica el antecedente de (22), al i~crementarse r infinitesimalmente

cualquier mercancía se valoriza con· respecto a cualquier otra prove-

niente de una industria con composici6n de valor inferior a ·l a de la

primera, y se desvaloriza con respecto. a cualquier otra proveniente de

-una industria con composici6n de valor superior.• De (21) ~~ de duoe tam

bién que los precios relativos de mercancías provienientes de indus~

trias con iguales composiciones de valor nc varían 'con las variaciones

de r.

Este papel decisivo de las composiciones de valor (o

sea, de nuestras c. (O» se debe exclusivamente a la forma simplificada
J.

de calcular los precios de equilibrio. Cuando -se adopta la ecuación

correcta (19), se obtiene en lugar de (20) la igualdad:

que ya no permite determinar el signo de

p. (r)
1

p. (r)
J

=
~. 1 + c. (r )

1 1

r1+c.(r)
J J

d (p. (r) /p . (r) )
1 J

dr cLndependien-

ternente de r (ni siquiera introduciendo algún supuesto auxiliar como

el del antecedente de (22».

Sraffa retoma la idea de utilizar los cocientes forma-

dos por el valor de los medios de producci6n y el trabajo en el análi

sis de la influencia de la distribuci6n del ingreso sobre ·l o s precios

de equilibrio:

La clave del movimiento de pre cioe relativo.s que sigue a una varia
ción en el ealax-io consiste en la desigualdad de las proporcionee en que e L trabajo
y los medios de producción son empleados en las distintas industrias. (Sraffa 82.4,
p. 30) .

En una nota al pie agrega:

En e e t ae "proporciones" los medios de producción deben
ser medidos por sus valores. (Sraffa 82.4, p.30)

y más adelante aclara específicamente que en sus "proporciones" toma

al trabajo sin valorizar:

..• la hi.bi-i-da "proporción" entre la cantidad de trabajo y el valor
de los medios de producción..• (Sraffa 82.4, p.34)

Pero como el trabajo es homogéneo (hay un único tipo . de trabajo), el

hecho que sus "proporciones u sean "híbridas" no tiene importancia al-
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guna. Podría haber efectuad.o el análisis con proporciones "puras"

de un modo totalmente equivalente tomando al valor del trabajo en

lugar de su cantidad ffsica. Y es-esto lo que hicimos nosotros al

definir las ."composiciones de costo '", De tal modo, creemos que es

correcto sefialar alas "proporciones entre capital fijo y circulan

te" de Ricardo y a las "composiciones ge valor del capital" de Marx

como antecedentes históricos de las "proporciones" de ·~rraffa. En

-. nuestro análisis, hemos bautizado a esta noci6n con el nombre de

"composiciones de costo" por el hecho de que en el análisis de

Sraffa el salario no se adelanta, y por ello, no constituye parte

del capital.

- - - - - ------ ._-
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CAPITULO III •

La Mercancía Patr6n·

..'"..

1. El problema del numerario ideal de Ricardo

Si tomamos una determinada mercancía como numerario, di-

gamos la primera, obtenemos

A(r) . .Q,
J

A(r)l.Q,
, j=2, ••• ,n. ( 1)

Luego ,·l a s variaciones de los precios en términos de la mercancía 1

debidos a cambios en la tasa de ga~ancia dependen no s6lo de las

variaciones sufridas por los precios de cuenta de las respectivas

mercancías sino también de las variaciones registradas en el precio

de cuenta de la mercancía numerario. Si bien todos los elementos

de A(r).Q, crecen al crecer r debido a que, por el Supuesto DBC, cuan

do A(r) está en forma 'no r ma l descompuesta tiene una primera colum-

na de ' b l oq ue s positivo~ no sabemos a priori si el cociente de dos

cualesquiera de sus elementos crece, decrece o permanece estaciona-

río cuando r crece.

Ricardo se preguntaba si poqía existir una mercancía que

tuviera la propiedad de medir las variaciones de los precios de mo-

do absoluto, o sea, de modo que al variar los precios medidos en ,

términos de esta mercancía patr6n se supi~ra que la variaci6n se

debía a los cambios registrados en las ecuaciones de las mercancí-

as que se miden y no en la del numerario.

When commodities varied in relative value~ it would be desirable
to have the mea~~ of ascertaining which of them fell and which rose in real
value, and this could be effected only by compar-i.nq them one after another with
some invariable standard measure of value~ which should itself be subject to
none of the fluctuations to which other commodities are expoe ed, 1

1 Ricardo 71.1, p. 83.
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Ricardo era concjente, sin embargo, de que los cambios

en la distribución influían sobre los precios relativos de las roer

cancías debido al hecho de que lo~ procesos productivos tenían di-

ferentes composiciones de costo. 1 Por ello, sabía que aunque exis-

tiera una mercancía cuyo valor-trabajo no 'va r i a r a , no por ello se-

ría un "patrón de valor invariable" ya que al haber desigualdad de

composiciones de costo su precio de cuenta variaría ant.e los cam-

b~os en la distribución.

Of such a measure it is impossible ~o be posses8ed~ because there
is no commodity which is not itself exposed to the same variations as the things~

the val.ue of tohi.on is to be asoex-tccined; that ie , bhere is none iohdch is noi:
eub.ject: to requis-e more or l.eee Labour for its productrion, Bui: if this cause
of vaY)iation in the value of a medium could be removed -if it were possible
that in the production o f our money for i.netanoe , the eame quantity o f Lobour
ehoul.d at al.l. times be »equired, still it iooul.d noi: be a perfect standard or
invariable measure of vaZue~ because~ as I have endeavoured to explain~ it would
be eub[ect: to re Zative vai-iat-ione from a r-iee or fal l 01 iaaqee ~ on acoouni: 01
the different proportrione of fixed capital which might be neceeearu to produce
it~ and to produce those other commodities whose altepation 01 vaZue we wished
to ascertain, 2

Pero Ricardo sabía que debía tomar algún supuesto simpli-¡

ficador ya que le era imposible desbrozar el camino hacia los t6pi-

cos que le interesaban -fundamentalmente, la distribuci6n- mante-

niendo la abrumadora complejidad de las interrelaciones simultáneas,

Estaba convencido, además, de que en los hechos los precios relati-

vos se acercaban bastante a los valores-trabajo relativos y que,

por lo tanto, la variaci6n que podía ejercer un cambio en la dis-

tribución sobre los precios relativos era pequeña. 3 Por ello, adop-

ta el supuesto de que el oro -su "patrón invariable de valor"-

está dotado de las dos siguientes propiedades: a) no varía su va-

lar-trabajo, y b) está producido por una industria cuya. composición

de costo está tan cercana al promedio que la distorsión ocasionada

por la desigualdad en las composiciones de. costo es mínima.

Nei ther gold tihen, nor any oiiher oommodi.ty .) can euer be a perfect:
meaeuce of val.ue for al.l: things;' bui: I haue al.readij vemarked, that the effect
on the relative prices of things~ from a variation in profits.) is comparatively
slighot;' that by [ax: the moe t: important effects are produced 'by the varying quan
tities of Labour requi.red for produotrion; and bherefore , if toe euppoee this im
portant cause of variation removed ¡rom the production of" qal.d, iae ehal.l: proba
bZy possess as near an approximation to a standard measure of value as can be

1 Cfr. Ricardo 71.1, ~eccione~ IV y V.·de.l eapítfilo ·r .
2 Ricardo 71.1, pp. 83-84.
3 Cfr. Ricardo 71.1, pp ..77-78 Y 82-83, y la cita que sigue en el

texto.

: ~ ,
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theoreticaZZy conceived. May no ; goZd be considered as a commodity produced with
such proportior~ of the ~o kinl~ of capitaZ as approach nearest to the average
quantd.tu empl.oued in the product-ion of moet: commodities? May not: these propor-.
!ions be so nearZy equaZZy distant from the two extremes~ the one where ZittZ~

fixed capibal. is used, the other iohere Zi titil-e Labour is emp l.oued, as to form a
just meañ between them?l

Si- bien este supuesto simplificador le fue suficiente a

Ricardo para construir sobre él sus Principios el problema del pa-

trón de valor le sigui6 interesando, como lo demuestra el manuscri

to al cual dedicó las últimas semanas de su vida: Val~f absoluto y

valor en cambio. 2 Sraffa retoma este problema ~e Ricardo y, como

veremos, utiliza las propiedades espectrales de las matrices no-ne-

gativaspara construir de un modo sumamente 'e l e ga n t e un numerario

compuesto que resulta lo más cercano posible al "patrón invariable"

de Ricardo.

Ya bosquejamos al comenzar el Capítulo II que para el

estudio de la variación de los precios ante cambios en la distribu-

ci6n era importante tener en cuenta la proporción entre los costos

materiales y los costos salariales, no s610 de la mercancía en cues

tión sino también las proporciones respectivas de las mercancías--

que le sirven de insumo así como las de las mercancías que le sir-

ven de insumo a éstas, y así sucesivamente, ad infinitum. Si la

misma proporción entre costos materiales y costos salariales pudie~

ra mantenerse en los sucesivos estratos verticales de costo de la

mercancía, de sus medios de producci6n, de los medios de producción

necesarios para producir estos medios de produQción, etc., segura-

mente estaríamos en presencia de "una aproximación a una medida

patrón de valor lo más cercana que pueda corioeb í r s e te6ricamente". 3

Por lo que vimos en el Capítulo II, en el caso de igual-

dad de composiciones de costo cualquier mercancía estará en esta

situación. Pues como todas tienen igual composici6n de costo, cua-

lesquiera sean las proporciones en que las mercancías sirven de me-

dios de producción en una cierta industria, en conjunto los medios

de producción tendrán la misma composici6n de costo que la mercan-

1 Ricardo 71~1, p. 85.
2 Ricardo 71.2, Vol IV.
3 Ricardo 71.1, p. 85.
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cía que dicha industria prcduce. Y lo mismo puede decirse de cada

una de las mercancías que le sirven demedio de producción a nues-

tra mercancía originaria, y así s~cesivamente. Pero también vimos

allí que el caso de igualdad de composiciones de costo es un caso

excepcional ya que equivale a tener un vector de coeficientes di-

rectos de trabajo proporcional al vector dominante de derecha de IT.

También podernos decir que se trata de un caso "degener9:90" ya que

implica que los cambios en la distribución no inciden para nada en

los precios relativos. En el caso en que las mercancías básicas tu-

vieran igualdad de composiciones de costo estaríamos en la misma

situación ya que, por definici6n, tales mercancías no-tienen mer-

cancías no-básicas como insumas ni directa ni indirectamente. En-

tonces cu~lquier mercancía básica tendría la propiedad de la recu-

rrencia vertical de las composiciones de costo. Pero en la medida

en que -puede considerarse al sector básico como compuesto por al

menos dos mercancías aún así se trataría de u~ caso excepcional. l

Sólo en el trivial caso ricardiano (pre-Principios) de un sector

básico compuesto por una sola mercancía podría considerarse a esta

situación como normal. 2

1 Véase el - último pá-rrafo de la Secci6n II.2.
2 V~ase infra Sección 4.

".- .,.
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2. La Mercancía Patrón

En el caso de no-igualdad de composiciones de costo para

las mercancías básicas no necesariamente existirá mercancía indivi-

dual alguna que cumpla con la condici6n de recurrencia. Más aún,

s6lo bajo condiciones muy particulares podría tal mercancía existi]
e::

Recordemos que

dP~~r) = A(t)TIA(r)1 = (I + (1+r)TI-+(1+r)2ri 2 + ••• )ITA(r)1 (2)

c(r) = ~-lTIp*(r) = ~-lITA(r)1

donde c(r) = t(c1(r) , .... ,cn(r)) y i = diag(.Q,l, ••• ,.Q,n). Luego

dZnpi(r) =
dr

(A (r ) ITA (r) ) .1
1

A(r) .1
. 1

= A (r) . ITA ( r ) 1
1

A (r) . .Q,
1

( 3)

Como rr2p (r ) y rrtw(r) indican los costos materiales y salaríales de

los insumas directos necesaríos para producir una unidad de cada

mercancía evaluados en términos salariales podemos definir

1
c i (r) = = JI. (ITp* (r) )

1

como la composici6n de costo del primer estrato vertical de cos-,

tos de la mercancía i. En general,

tc
i

(r) =
t.TI . ( p * (r ) ) 2 3
1 , t= I , •••

II~1
1

será la composición de costo del t-ésimo estrato vertical de costo
(

de i. Luego tenemos, por (2) y (3),.

1+ c. (r)
1

(l+r)II.1J

1

A (r) . .Q,
1

2+ c. (r)
1 A (r) .1

1

(3' .+

o sea, tenemos la der~vada semi-logarítmica del precio salarial de

i con respecto a r expresada como promedio .p o nde r a do infinito de

las composiciones de· costo de los sucesivos estratos verticales de

costo.

tPedir que las ci(r), t=1,2, .•• , sean todas iguales a c i (!

equivale a pedir que se verifique



=
2

e i TI A (r) .1.

eiII~

=
3e.IT A(r)~

1 = ... ,
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(4)

igualdades que equivalen, a su vez, a

e.A(r) ~ .
1 =

e.,Q,
1

e.A(r)IT~
1

e.A(r)n 2i= . 1
----:2=---

e.JI ,Q,
1

= ( 4 • )

donde e. es el i-ésimo elemento de la base canónica de Rn • Es evi
1

J:!
dentemente improbable que dichas igualdades se verifiquen para un

i particular, dado un ,Q, cualquiera. Sin emnargo( tales igualdad~s

se verifican para todo i si ,Q, es el vector dominante de derecha de

n, en cuyo caso caemos en el caso trivial de igualdad de composi

ciones de costo. Si ,Q, difiere de ~, (4) no se verificará, en gene-

ral, para ningún i. Notemos, sin eniliargo, que las igualdades (4) y '

(4') se verifican para cualquier ~ si reemplazamos en ellas e i por

q, el vector dominante de izquierda de IT. Pero en tal caso estare-

mas considerando las composiciones de costo de una mercancía com-

puesta cuya composici6n .está dada por las proporciones que guardan

los elementos de q entre sí. y en esto consiste la idea central de

Sraffa en lo que hace al patr6n de valor: en explotar las posibili-

dades que brinda el vector dominante de izquierda de IT para cons-

truir una mercancía compuesta que tenga la tan codiciada propiedad

de que su composición de costo sea recurrente en los sucesivos es-

tratos verticales de costo.

Para todo ,Q, se verifica

1 _
R-r '-

o sea,

=
- 2
gIT A(r)~

qn~

=
- 3gIT A(r),Q,

- 2qIT ~ .

= (5)

e(r)
-1 -2= e (r) = e (r ) = ••• (5 ' )

donde c(r) es la composiqión de costo de la mercancía compuesta y

ct(r) es la composici6n del t-ésimo estrato vertical de costo de

la mercancía compuesta.· La expresiqn de la derivada semilogarítmi- .

ca del precio salarial de la mercancía compuesta con respecto a r

es .

dlnqp* (r)
dr

'- ,
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que por (51) se reduce a

dZnqp* (r) :::: e(r ) •
dr

Recordemos que cuando había igualdad de composiciones de costo pa-

ra todas las'mercancías teníamos (Proposici6n II.3(e»

dZnp~ (r)
1

dr
:::: e(r) , i::::l,. ·•• ,n.

Luego cuando no se tiene igualdad de composiciones de ~bsto la mer-

cancía compuesta en las proporciones dadas-por q hereda la propie-
- .

dad de que el incremento proporcional en su precio salarial ante

- 1un incremento infinitesimal en· r es igual a c(r) = ---R•
-r

Recordemos también que en el caso de igualdad en las com-

posiciones de costo teníamos

II.p(r) JI.p*(r)
1·1 1 e(r ) ,= ::::

R-r
::::

I.~tl(r) I.
1 1

Por ello)' para cualquier y~_O I se tiene

yITp*(r) yJIA(r)I 1
:::: ::::

R-r·
y9v yI

i=l, •• ~,n.

(6 )

Si tomamos sucesivamente y , ••• , obtenemos

e i I1A (r ) I 2 - 3 -1
e.JI A(r)9v

1 e.JI A(r)9v
R-r

:::: :::: = 1
( 7)

eirrI
::::

e . .Q, 2-
1 e.JI .Q,

1

De tal modo comprobamos analíticamente lo que afirmamos más arriba:

que en el caso de igualdad de composiciones de costo se tiene re-

currencia en las composiciones de costo de los sucesivos estratos

verticales de costo. La mercancía compuesta en las proporciones da

das por q ta~bién hereda esta propiedad que vale para todas las

mercancías en el caso de igualdad de composiciones de costo. Pero

mientras el caso de igualdad de composiciones de costo implica una

fuerte restricci6n tecno16gica dada por el hecho de que 9v es vec-

tor dominante de derecha de JI, la recurrencia de la composici6n de

costo de los sucesivos estratos verticales de costo para el caso

de la mercancía compuesta·tiene validez general. Se trata, simple-

mente, de cowbinar a las mercancías en las proporciones adecuadas

que aseguren que para cualquier valor de r haya recurrencia en la
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composición de costo de IQS sucesivos estratos verticales de costo

de esta mercancía compuesta. Y es q el vector que indica las pro-

- -porciones que deben guardar entre sí las diversas mercancías (medi -'

das respectivamente en sus unidades físicas) en la mercancía com-

puesta.

Sraffa normaliza a q de modo tal que sea q~ = q~ = L 1

(donde L es la cantidad total de trabajo utilizado) y:!al producto

neto físico por unidad de trabajo que respltaría de producciones

1 - 1 -brutas iguales a (j, o sea L,q(I - TI) == L s, lo llama "Mercancía

Compuesta Patrón" o simplemente, "Mercancía Patr6n". Al sistema

ficticio que produciría a la Mercancía Patr6n (con idénticos coe-

ficientes de insumo-producto), o sea, al conjunto de los procesos

tomados en proporciones tales que, en conjunto, producen una uni-

dad de Mercancía Patrón lo llama "Sistema Patrón". El Sistema Pa-

tr6n/ ,~i existiera como sistema real, produciría una mercancía (co~

puesta) tal que su producto bruto es proporcional tanto a su pro-

dueto neto como a los medios de producción requeridos. Pues

- - R - -s = q(l - TI) = l+R q = RqIT. (8 )

Como vimos, la Mercancía Patrón satisface la propiedad de la recu-

rrencia de la composición de costo en los sucesivos estratos verti-

cales de costo. Además, la Mercancía Patrón es, como proponía Ri-

cardo jcon respecto al oro, una mercancía cuya composición de costo

es un promedio de las composiciones de costo de las mercancías fn-

dividuales. Pues '

Si~1 TI l P * (r) -
~ IT p* (r)sIIp* (r) s

+ +1
n n n= =

s~ s~ ~1 s~
~ n

sl~l
-

~

c 1 (r )
sn n e (r l ,= + ... +

s~ s~
n

1 Más exactamente, Sraf·fa t.oma q~ = qQ., = 1. Esto se debe a que nor
maliza a ~ de modo tal que qt = 1. Luego el vector ~ de Sraffa
es, en realidad, nuestro (l/L)~. De tal modo, la unidad de tra
bajo es para Sraffa el trabajo total (L = q~) y el elemento ~.

denota el porcentaje del 'trabajo total necesario para producif
una unidad de i. Si bien la normalización de Sraffa es perfecta
mente lícita preferimos no utilizarla porque puede hacer sospe
char al lector que quizás alguna de las conclusiones dependa de
tal normalización.

~ "
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Por otro lado, puede obse r var s.e que la normalización de q se ha efec-

tuado de modo tal que el valor-trabajo de la Mercancía Patrón sea

uno:

1 sv
L

= ! sA(O)~ = ! q-~ = 1,
L ' L

Por último, podemos aprovechar el punto b) del Teorema I.13 para

constatar que sólo las mercancías básicas, y todas ellas, están

representadas en la Mercancía Patr6n. Pues si suponemos que TI es

dominantemente básicamente conexa tenemos q = (gl,a, .•• ,o), donde

-1q >0. Por ello, el Supuesto DBC tiene la virtud de justificar ple-

namente la exclusión que hace Sraffa de las mercancías no-básicas

con respecto a la Mercancía Patr6n. l

1 Cfr. Sraffa 82.4 parágrafo 35.
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3. La Mercancía Patrón y la distribuci6n del ingreso

Si premultiplicamos la ecuaci6n de precios

ITp(1+r) + tw = p. (9 )

por el vector de producciones brutas q podemos despejar r y obtener

r = q(l - IT)p - qtw =
qIIp

sp - Lw
qIIp (10 )

La tasa de ganancia queda expresada como el cociente entre las ga-

nancias del período y el valor de los medios de producci6n consumi-

dos. Aunque sabemos que r decrece mon6tonamente al aumentar w, la

expresión (10) ~s complicada por el hecho de que con los cambios

en la distribución, al variar los precios, cambian tanto el valor

del producto neto como el valor de los medios de producci6n consu-

midas. 1

Si se toma como numerario a la Mercancía Patrón, sin em-

bargo, puede obtenerse una expresi6n sumamente sencilla para r.

Llamemos ~(r) y ~(r) a los precios y el salario expresados en tér-

minos de la Mercancía Patr6n. Luego

= Lp(r)

sp (r)
~ (r)

Lw (r)= sp (r )

-Si premultimplicamos (9) po~ q (en lugar de q) y despejamos r obte-

nemas

r = sp(r) - Lw(r) =

qITp(r)

Pero por (8)

sp(r)

qITp(r)

1 _ Lw(r) =
sp (r)

sp(r)

qITp(r)
!1-Q(r)\. (11)

para todo p>O. Luego (11) se transforma en

r = Jt(l - ~(r»

( 12)

( 13)

1 Thus the pvobl.em of ual.ue iohicli interested Ricardo ioae hoo to find a meaeure
of ual.ue tohi.oh. iooul.d be invariant to chanqee in the division of the product;

[or, -íf a rise or [al.l: of ioaqee by itseZf brouqh.t: aboui: a chanqe in the magni
tude of the social product~ it would be hard to determine accurateZy the effect

. on profi t:e , (Sraffa, Introducción a Ricardo 71.2, VoLvL, p.XXXVI.)
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Observemos que a l premultiplicar (9) por q estamos sirn-

plemente multiplicando cada una de las ecuaciones correspondientes

a-mercancías i básicas de (9) por~qi y sumando todas las ecuacio

nes r~sultantes. Pero multiplicar las ecuaciones de un sistema por

constantes no-nulas no altera al conjunto soluci6n del sistema. Y

si se cumple una cierta relación entre las incógnitas de un siste-

ma al sumar algunas de sus ecuaciones, dicha relación .gebe satisfa-
'$;/.

cerse "en el sistema mismo. Por ello, la relación lineal (13) entre

r y ~(r) se verifica en la ecuación (9} con taf que sustituyamos

allí p y w por ~ y ~, o sea, con tal que utilicemos corno numerario

a la Mercancía Patrón.

Luego si se utiliza a la Mercancía Patrón como numerario

se obtiene una relación sumamente sencilla entre el salario y la

tasa de ganancia en la que no aparecen los precios • . Podría decirse

que dicha relación está "oculta" en la ecuación de precios (9) y

que es necesario mirar a esta Gltima a trav€s de una "lente" apro-

piada. Dicha "lente" es la peculiar normalizaci6n de precios que

utiliza Sraffa.

Si, recíprocamente, suponemos que la relación lineal r=

R(1-w) se verifica veremos que necesariamente se está utilizando a

la Nercancía Patrón como numerario. Si se premultiplica (9) por ex

y se reordena se obtiene

Además, como por hipótesis r + Rw = R,por (12) se tiene

rqIIp + sp'v = sp ,

Comparando (14) con (15) se obtiene sp = q~ = L.

(14)

(15)

Podemos decir, entonces, que es acertada la siguiente ob

servación de Sraffa:

y es curioso que quedemos as~ capacitados para usar un patr6n sin
eaber de qué se compone. 1

Pues si suponemos que se verifica (13) estamos de hecho utilizando

como numerario a la Mercancfa Patrón; y para obtener R sólo nece-

sitamos calcular la tasa de ganancia maximal de la ecuación de pre-

cios sin importarnos q.

1 Sraffa 82.4, parágrafo 43.



/1.)

Podemos resumir l 2s anteriores consideraciones en la si-

guiente Proposición.

Proposición 1 Utilizar como numerario a la Mercancía Patr6n es

condición necesaria y suficiente para. que valga la relación ~R(l-w).

En la Proposición 11.3 vimos qpe en el caso ~§ igualdad
i;/.

de composiciones de costo los precios resultaban proporcionales a

los valores-trabajo:

p (r-) Rw(r) -
= R-r v.

•

Es interesante comprobar que si se utiliza a la Mercancía Patrón

como numerario cuando hay igualdad de composiciones de costo los

precios resultan no sólo proporcionales a los valores-trabajo sino

exactamente iguales a ellos. Pues, por (13)

f)(r) = ~(r) v
R-r

-= v.

En el caso más general de no-igualdad de composiciones de costo es

la Mercancía Patrón la mercancía que hereda la cualidad de que su

valor es ~~~) veces su valor-trabajo para cualquier distribu-

ción del ingreso. Pues

J _. 1 - 1 l+R siw(r)L sp (r ) = L sA(r)iw(r) = L R-r =

Rw(r) SA(O)i
= Rw(r) \1 - I= R-rL sv •R-r L

Como - SA(O)f¿ qf¿ L tiene tambiénsv = = = se

1 sp(r)
L

Rw(r)
= R-r •

(16)

Luego la Proposición 1, es una derivación trívial de (16). A pesar

de ello, la deducción que efectuamos previamente resulta, quizás,

más didáctica, razón por,la .cual le dimos un lugar preferencial .

.,. ,
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Observación 1

Debe señalarse explícitamente que la construcción y uti

lización como numerario de la Mercancía Patrón no depende de un s~

puesto de rendimientos constantes a escala. En todo el desarrollo

de las dos últimas secciones los vectores de cantidades q y s no

se modifican. Por ello, no es necesario adoptar supuesto alguno con

respecto a los rendimientos a escala. El Sistema PatrÓ~tes puramen-

te ficticio y, en verdad, podría prescindi~se de tal concepto. La

Mercancía Patrón es una mercancía compuesta por todas las mercan-

cías básicas producidas por el sistema real tomadas en determinadas

proporciones que ~seguran ~n. buen desempeño en la medici6n de la

distribución: proporciones qu~ permiten prescindir de las fluctua-

ciones de precios que tienen lugar cuando varían r y w.

Esta observación puéde hacerse extensiva a todo el análi-

sis qué hemos incluido en esta Parte 1 de nuestra tesis. Como el

mismo Sraffa señala en el Pre~acio de su obra (82.4):

La investigación se ocupa exclusivamente de aquellas propiedades de
un sistema económi co que no dependen de variaciones en la escala de producción
o en las proporciones de los "[acbopee ",

El hecho de que utilicemos una matriz de elementos fijos

para representar a la tecnología no debe inducir a engaño. Dichos

elementos son fijos, no porque si aumentan algunos . de sus elementos

(pero no todos) no aumenta el producto mientras que si aumentan to-

dos los insumas en una cierta , proporci6n aumenta el producto en i-

déntica proporción (i.e. proporciones fijas entre los insumas y ren
(

dimientos constantes a escala) sino p~rque no se hace variar a in-

sumo o producto alguno. 1

Observación 2

La linealidad de la relaci6n (13) no tiene mayor impor-

tancia. Si en vez de suponer ~ue el salario se paga al final del

período supusiéramos que, como los medios de producción, se antici-

pan, llegaríamos (usando el mismo procedimiento que el que usamos

en la deducci6n de . (13)) a la expresi6n

1 Cfr. Newman 66, p. 59.



r =:
R(J. - ~(r»

1 + I* (r)
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que es no-lineal. Pero esta relací6n cumpliría la misma funci6n que

la expresión. (13) .

..~" .
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4. La tasa de ganancia y las mercancías básicas

- -1 -1Hemos visto que como q = (q ,0, ..• ,0), q >0, la Mercancía

Patrón incluye a todas las mercancías básicas y solamente a ellas.

Por ello, cuando premultiplicamos a nuestras ecuaciones de precio

-(9) por q para llegar a (13) estábamos de hecho tomand~ solamente

a las ecuaciones correspondientes a las me~cancías básicas. Es~o

significa que la ·r e l a c i 6 n (13) entre la tasa de ganancia y el sa-

lario expresado en términos de la Mercancía Patrón depende solamen-

te de los procesos básicos. De ello podemos deducir que la tasa de

ganancia qe ne.raL .está ;:de t e r mi na da,. pon..Lac.tas a de ganancia que pre-

valece en el sector básico. Si se modificara el método de produc-

ción de cualquier mercancía no-básica se alteraría su precio y tam-

bién el de cualquier mercancía no-básica que directa o indirectá-

mente la tuviera como insumo, pero mientras ~ se mantuviera inalte-

rada la tasa general de ganancia no se vería afectada. Los cambios

en los métodos de producci6n de mercancías básicas, en c.ambio, re-

percuten sobre la tasa de ganancia, sea a través de R o a través

de la Mercancía Patrón debiendo los precios de todas las mercancí-

as ajustarse a la nueva tasa de ganancia.

Esta determinaci6n de la tasa de ganancia por la que pre-

valece en el sector básico es una interesante generalización de la

interpretación que hace Sraffa al Essay on the influence of a low

Friee oí Corn on the Profits of Stock de Ricardo. Allí, Ricardo

sostenfa que la tasa de ganancia prevaleciente en la agricultura

determinaba (y era igual a) la tasa de ganancia de las demás ramas

productivas. En su Introducción a los Principios de Ricardo, Sraffa

hace la siguiente interpretaci6n:

The ratrional: [oundatrion of the pri.ncip l.e of the determining role of
the profits of aqx-icul bure, which is neve» expl.ici t lu e iaiied by Ricardo" is that
in aqi-i cul.tna-e the eame oonmodi.tu , namelu eoirn, [ortne both the capital (con-
ceiued as componed of the eubeie tence neceeearu for iaorkere ) and the product;
so that t he determination of profit by the difference betioeen total product and
capital advanced" and also the determination of the ratio of this profit to the
capital" is done directly betiaeen quantities of corn without any question of
vaZuation. It is obvious that onZy one trade can be in the special position of
not employing tihe pvoducte of othertrades iahi.le al-l. the others must empLou its
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product: as capi.tal., It foll()7;)s <hai: if there is to be a uniform raie of profit
in al/l. iiradee it is the exchanqeab Le val.uee of the produate of other trades re
latively to their ()7;)n capitals (i.e. ' r e l at i ve l y to corn) that must be adJusted
so as to yield the same rate of profit as has been estabZished in the growing of

"cox-n; since in the Lat te» no val.ue chanqee can alter the ratio of producto to
capi.tal , "botili consisting of the eame conmodi.tq ,"

Esta interpretaci6n de Sraffa puede expresarse fácilmente

en términos de la formuláción matemática de su modelo. Supongamos

que el proceso productor de maíz fuera·el único básico y que el con

sumo de los trabajadores consistiera' únicamente en maíz. Nuestra

matriz TI podría, 'entonces, ponerse en la f~rma

o

donde n i 1 es la cantidad de maíz necesaria para producir una unidad

de maíz y IT
2 1

es el vector de insumos directos de maíz de los res

tantes procesos. El sistema (9) tendría la forma

TI1 l P 1 ( 1+r ) + ~1w = Pl

CII
21P1 + 112P2) (1+r) + ~2w 2.- p

( 17)

donde s. t(,Q,1,~2) t 2 Si el salario consLs t.Le'ra= y P = (P1'P i , en w

unidades de maíz, la primera . ... se convertiría enecuaClon

TIl1P1 (l+r) + >!-lwP1 = P1

de donde

r = 1 - 7f 1 1 - ~ w
1 ·, •

1T 1 1

Por lo tanto, la tasa de ganancia está determinada por un cociente

entre cantidades físicas de maíz. Los pre~ios no intervienen para

nada en .la determinaci6n de la tasa de ganancia. Además, dando cual

quier valor a P1' p2 deberá ajustarse de modo tal que la tasa de

ganancia determinada en el sector productor de maíz prevalezca en

general. Si en lugar de tomar explícitamente la canasta salarial a

la usanza clásica dejamos al modelo abierto al modo sraffiano, de

(.17) obtenernos

=

1 Ricardo 71. 2, p. XXIV.

. ..
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1= l+R ~ e tiene R = 1-7f11• Además,

'Tr!!

como

Lw
=(:¡ = Lw

q _= (~l'O) y~ por normalizaci6n se tiene ijl11 = ijl = L, resulta

Lr . Por ello
1

y (18) es simplemente un caso trivial de (13).



5. Dualidad

Existe una cierta "dualidad" entre el Sistema Patr6n de

Sraffa y el caso de Ricardo y Marx de igua¿'dad,de compos.ncaonea.i de

costo. Dada la definición del vector de valores-trabajo v = A(O)~

tenemos el siguiente sistema:

••••• 11 •••••• "

TI v + ~ = v
n n n

( 19)

Como c. (O) =
1.

la forma

TI .P * (Q')
1

=
TI.v

1. el mismo sistema puede ponerse en
~J

1.

••• a. • • • • • • • • • • • • • • • (20)

v
n

Si c
1

(o) = ... = cn(O) = c(O) queda ITv (1 + __1__) = v de donde
e(O)

se deduce que v es vector dominante de derecha de IT (v). Luego

¡ = (I - TI)v es también vector dominante de derecha de TI. Por el
.

Lema 11.2 sabemos, que c 1(r) = ••. = cn(r) = c(r) para todo r en

10,R) y por la Proposición 11.3 que p(r) = Rw(r)c(r)v para todo

r en IO,R). Cabe agregar que' estas igualdades se verificarían para

cualesquiera niveles de producción bruta si para estos nuevos ni-

veles
(

(TI,~) siguiera describiendo a la tecnología.

El sistema de las cantidades fisicas viene dado por

( 21)

qTI
n + s n = qn

que es dual de (19). -Sea di = qrr i , i=l, .•. ,n, el coeficiente de
si

utilizaci6n productiva de la mercancia i. Luego (21) puede ponerse

en la forma
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qIIn(l + 1 ) = q

~ n

86

( 22)

que es dual de (20). Si hay igualdad de coeficientes de utilización

productiva dI = ... = d n = d se tiene .qII(l + ~) = q y q resulta

ser vector dominante de izquierda de JI (q).

Supongamos que en el sistema (21) hti?iera igualdad de coe

ficientes de utilización productiva y que la canasta salarial con-

-sistiera en la proporción w del excedente s. En tal caso los bene-

ficios en términos físicos serían (l-w)s y la tasa de ganancia po-

dría definirse simplemente como aquel número r que cumpliera

rq = (l-w)s .. (23)

La tasa de ganancia sería el porcentaje que aplicado a los medios

de producción (en términos físicos) diera exactamente el beneficio

(en términos físicos). Por (8), (23) se puede poner en la forma

rs = R(l-w)s.

Es evidente que, en este caso, la relación

r = R(l-w) (24)

se verificaria para cualquier vector p>O que se utilizara para agr~

gar.

El supuesto de que no s6lo hay igualdad de coeficientes

de utilización productiva sino que además la canasta salarial con-

siste en una proporción de las producciones netas de -todas las mer-

cancías es ciertamente restrictivo y aún menos aceptable que el su

puesto de igualdad de composiciones de costo. Pero Sraffa observa

que puede llegarse a una expresi6n casi idéntica a la (24) (i.e. la

expresión (13» con só10 expresar a los precios y el salario en

términos de una mercancía compuesta en las proporciones que corres-

ponden a las producciones brutas de un sistema ficticio que tuvie

ra igualdad de coeficientes de utilizaci6n productiva! Este sistema

1 Ver la deducción formal · de (13) supra.
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fi~ti~io es el Sistema Pat"6n. Puede representarse como el conjunto

de las ecuaciones de precios donde cada una está multiplicada por

el elern~nto correspondiente de q. ·Dada la estructura de q, se tra-

ta, en definitiva, del conjunto de ecuaciones de precio de las mer-

cancías básicas, cada una multiplicada por el elemento correspon-

-1 - -diente de q = (ql, ... ,qh) (donde suponemos que hay b mercancías bá-

sicas) :

Sucintamente, hemos demostrado en esta secci6n que el dual del ca-

so de igualdad de composiciones de costo, o sea, el caso de igual- '

dad de coeficientes de utilizaci6n productiva, le sirve a ,Sraffa

para obtener las proporciones en que deben combinarse las mercan-

cías básicas para obtener su Mercancía Patr6n.
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6. Una interpretación geométrica

Tomemos a JI, s, y q=sA (O) como dados y sean

G = {,R,lq,R, = L, i>o}
;::;::Q

H = {v j sv = L, v>O}
1::= •

J = {vi v=A(O)f¿, f¿E:G}. .¡.:!

Suponemos que q>O por lo cual G es un n-1'simp~ex dado por la in

tersección del hiperplano {f¿lqf¿ = L} con el ortante no~negativo.

Si VE:J, se tiene v = A(ü),R, con f¿E:G. Luego qt = L. Pero qf¿ = sA(ü)f¿

= sv, por lo cual VE:R. Luego J cH. Corno suponemos que s.,:::.O, H pue

de no estar acotado. J puede concebirse como la intersección del

cono polhiédrico convexo {vi v = A(O)f¿, f¿~O} con el hiperplano

{vlsv = L}. Además, J también es un n-1 simplex. pue~ como G es un

n-1 simplex, todo f¿E:G puede expresarse como combinaci6n convexa y

cerrada de los vértices (linealmente independientes) f¿i = 1 e.,
qi l.

i=l, ••. ,n. Por ello, si VE:J se tiene

n '1v = A{O)f¿ = A(ü) E a.f¿l. =
. 1 l.l.=

n .
l.E a.A(O)f¿

i=1 J..

n
donde ·al.'~O, i=l, .•. ,n y E a. = 1. Como A(O) es invertible trans

o 1 l.l.=

forma vectores linealmente independientes en vectores linealmente

independientes. Por ello, los vectores linealmente independientes

A(O)ii, i=1, ... ,n son los vértices de J. Luego el operador A(O)
\

transforma al n-1 simplex G en el n-1 simplex J, y transforma, en

particular, cada vértice de G en un vértice correspondiente de J.

Sí tomamos en G i=i, o sea, el vector dominante de dere-

1 1 d · d v -- A(ü)O _-~ o!,cha de TI, e e emento correspon lente e J es N ~ N

o sea, la imagen de I en J es colineal con I. Para cualquier otro

iE:G no hay colinealidad. Esto se desprende de los siguientes hechos:

1) por el Supuesto DBC¡ I es el único vector característico no-ne-

gativo de TI (salvo un factor escalar), y 2) TI Y A(O) tienen los

mismos vectores característicos. Luego A(O) tiene como única direc-

ción invariante en el ortante no-negativo a aquélla determinada por
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En la Figura 1 representamos las consideraciones prece-

dentes para el caso n=3. Hemos tomado allí s>O 5610 para simplifi-

car el·~ibujo. Si fuera s2=0, H no cortaría al eje x 2 sino que se

ría el trozo de plano que yace en el octante no-negativo cuya pro-

yección sobre el plano x 1x3 da el segmento en que el ' H de la figura

intersecta al plano Xlx 3• Si bien H no estaría acotado, J (e H) sí

lo estaría (como hemos demostrado).

Dados TI Y s, obtenemos G y J. Cada ~sG nos determina un

vector de valores-trabajo vsJ. Además, cada ~sG ) determina un sis-

tema de precios nominales p(r) = A(r)~w(r) que depende de la dis-

tribución del producto neto entre salarios y ganancias. Como este

sistema tiene un grado de libertad, para cada r, p(r) constituye

un rayo en el ortante positivo. Este ~ayo gira sobre el origen

cuando va~ía r trazando un trozo de hipersuperficie.~Expresar a los

precios en términos de un numerario equivale a tomar la curva de-

terminada por la intersecci6n de este trozo de hipersuperficie con

un hiperplano de normal semipositiva. Es evidente por construcci6n

que nuestro "trozo de hipersuperficie" es un cono con vértice en

el origen que podemos denominar If c o no de precios nominales".

Tomemos, por ejemplo, un numerario compuesto por los ex

cedentes físicos por unidad de trabajo: ~ s. Esto equivale alge

braicamente a normalizar los precios según
, /
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sp (r) == L

y equivale geométricamente a tomar como curva de precios a la in-

tersecci6n del cono de precios nominales con H. Sea p(r) = Lp(r)
sp (r) •

Luego podemos representar paramétricamente a nuestra curva de pre-

cías como

p (r)
LA(r) 9.= sA (r) f r

re lo ,R) •

Basta con premultiplicar esta expresi6n por s para coiliprobar que

yace íntegramente en H (Recordemos que p(t»O para todor en 1·0, R) )

P(O)
LA(O)9. p (R) = Lp Lv donde -

= sA(O)t = v y hemos visto que - - p y v-sp sv

representan ambos al vector dominante de derecha de TI que pertenece

a H. La curva p(r) parte de v y efectúa un recorrido continuo sobre

H hasta llegar a v. Podemos comprobar, además, que yace íntegramen-
~

te en J. Para ello, debemos encontrar,'para cada rsIO,R\, un l(r)sC

tal que

A LA(r)t
A ( O) .Q, (r) =. -sA (r) t •

Si premultiplicamos (25) p~r (I - TI) obtenemos

(25)

Como

A

i (r)
L(I-TI)A(r)9.

= sA(r)t
(26)

q 2(r )- = Lq ( 1 - TI) A (r) t - L
sA(r)t -

A A

se tiene t(r)eG por lo cual (26) nos da el .Q,(r) buscado. En la Fi-

gura 2 representamos a la curva

P(9.) = {p(r) l~p(r)=L, reIO,RI} = (p(r) Ip(r) ~~~~~i,rElo,R!

sea ~:G -}- J la aplicación que hace corr-esponder a cada iEG la curva P (9.) e; J •

Si t=I, la curva P(t) degenera en un üní.co punto v. Para cualquier otro 9.EG

-la curva efectúa un recorrido continuo desde v = A(O)t hasta v.

Supongamos ahora que, como es habitual, tomáramos una de -

terminada mercancía como numerario, digamos - la primera. En tal ca-

so deberíamos hallar. la intersecci6n del cono de precios nominales

con el hiperplano {P!Pi=l} para hallar la curva de precios

I A(r)9. I IPi (2) = {p(r) 1Pi (r)=l, r e IO,RI} = {p(r) p(r) A(r).Q,ír.8 O,R J,

Como cambiar de numerario no implica otra cosa que multiplicar al

vector de precios por un escalar positivo, dado un 'vector de pre-
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FIGURA 2

x
3

FIGURA 3

cios de P(~) basta con encontrar la intersección del rayo que de

termina dicho vector con el hiperplano {plp1=1} para obtener el e

lemento correspondiente ~e P1(~). Esto puede verse en la Figura 3

donde hemos ubicado a la unidad del eje xl mucho más a la derecha

de lo que sería realista a efectos de evitar las intersecciones de

las variedades.

-Supongamos ahora. que, dada TI, s fuera .j ustamente s, el

vector dominante de izquierda de TI. En tal caso, como q = sACO) =

l+R - -
~ s, H sería'paralelo a G. Por unicidad de s (salvo un factor es-

. ~
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calar) este es el único CdSO en que H y G son paralelos. Como s y

q tienen ceros en las coordenadas correspondientes a mercancías no-

-b&sicas, G Y J se hallarían en el subespacio de coordenadas corres-

pondiente a las mercancías básicas. El paralelismo entre G y J,

donde se normaliza a q y s de modo que q~ == L == sv, caracteriza al

ficticio Sistema Patrón de Sraffa. En él, la participación del sa-

lario en el producto neto sp(r) viene dado por la sen~illa expre

si6n

w(r)L-
==

sp(r)

L

sA(r)~

L
==

R L
R-r

R-r
== R

mientras la participación de la ganancia viene dada 'por

1 _ R-r
~ ==

Pero lo que hace Sraffa es basarse en el sistema real en

el q~e s, en general, difiere de s. y utilizar como numerario al

producto neto por unidad de trabajo que produciría el Sistema Pa-

tr6n. Esto equivale a normalizar los precios según

Sean ~(r) -
Lp (r)

sp (r)

sp(r) == L,

~ (r) == Lw (r)

sp (r )

rE:IO,RI·

y

p(~ ) == {p (r) Isp:::1J , rE: IO, R I} 4

Como

sp (r) == sA(r)~ == l+R s~ ==
R-r

·R sA(O)~ == R L
R-r R-r

tanmién puede ponerse

A I R-r I IP(~) = {~(r) ~(r) = ~.A{r)~, rE: O,R }.

A

La curva P(~) es la intersección del cono de precios nominales con

H' = {p!sp=L, p~O}. Como P(O)=A(O)~=vE:H, v está en la intersección

'" .de H y H'. Nuevamente, 'los elementos de P(~) son múltlplos de los

elementos correspb.ndientes de P (~). Pero la representaci6n paramé-

'" _ R-r ( I Itrica de P(~), o sea, p(r) - ~ A r)~, rE: O,R difiere cualitati-

vamente de la de P(~) o Pl(~) en que no aparece ninguna fila del

operador A(r) en el denominador.1Esto se debe a que el numerario

tiene una ley de variación sumamente se nc í.LLa.. para su precio no-
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-minal basada en las cualidades algebraicas del vector dominante s.

.... "'-
En la Figura 4 representamos a P(~) y p(~) suponiendo que no hay

mercancías no~básicas (por lo cual 8>0) .. Si hubiera mercancías bá

sicas, digamos la segunda, se tendrías 2=P por lo cual H' no sería

" a c o t a d o extendiéndose paralelamente al eje x 2 hasta +00.

Cuando en el sistema real tomamos a la Mercancía Patr6n

"'-
como numerario los elementos de P(~) nos dan el sistema de precios

para cada nivel de distribución del producto neto. En este caso pu~

de considerarse a ~(r) Lw(r) como la participaci6n del salario en
sp (r)

en producto neto del Sistema Patr6n por unidad de trabajo. Como,

según hemos demostrado, r=R(l-~(r», se tiepe

r 1 -- + ~(r) = 1 = - s~(r)R L
(27)

rpor lo cualR: constituye la participaci6n de las ganancias en el

l ' Puede observarse que lo mismo ocurre cuando se toma al trabajo
como numerario: p*(r) = A(r)~. Pero utilizando tal numerario no
es posible llegar a una relación explícita entre el salario y la
tasa de ganancia pues el salario desaparece como variable. Además,
cuando r se acerca arbitrariamente a R los precios p*(r) ti~nden

a infinito lo cual presentá inconvenientes en algunos aspectos.
Sin ewbargo, es cierto que la mayor parte de las cualidades mate
máticas del modelo de Sraffa pueden obtenerse directamente a par
tir de los precios salariales. En ese sentido el "t r a b a j o es, co
mo la Mercancía Patrón, un numerario "natural" del modelo de Sra
ffa'.. :&:Ita observación puede hacerse extensiva a todos los modelos
lineales de producción simple.
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producto neto ael Sistema Patrón por unidad de trabajo. Esta expre

sión sustituye a la que obtuvimos más atrás para el caso del ficti-

-cio Sistema Patr6n:

r + R-r = 1.
R R

Pero la relación (27) vale para el sistema real con tal que se ex-

prese al salario en términos del producto neto del Sistema Patrón

por unidad de trabajo. Esto, a su vez, equivale a tomá~ la Mercan-

cía Patr6n como numerario, y, geométricamente, a proyectar radial-

mente al cono de precios nominales sobre H'.
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PARTE II

Modelos lineales de producci6n 's i mp l e y equilibrio general.

Introducción

En la Parte I hemos tratado con cierto detalle un modelo

abierto en el cual el trabajo con la ayuda de medios de producción

produce un excedente de mercancías. En esta Parte II procederemos

a cerrar el modelo introduciendo, por un lado, a los consumidores,

quienes demandan mercancías y ofrecen trabajo, y, por otro lado, a

los propietarios de-las empresas, quienes adelantan el capital que

permite llevar a cabo el proceso productivo. Como no pretendemos

entrar siquiera en el terreno de la teoría de la demanda supondre-

mos simplemente que cada consumidor tiene una función de demanda

dada (que incluye a la oferta de trabajo). A diferencia de la Parte

Ir en la cual no necesitábamos hacer variar a las cantidades produ-

cidas, ahora introduciremos explícitamente el supuesto de que aun-

que variemos las cantidades producidas los coeficientes tecno16gi-

cos dados por los vectores (rr.,~.) no varían. Suponemos entonces
]. ].

que existen proporciones fijas entre los insumos y rendimientos

constantes a escala. Por otra parte, mantenemos el supuesto de que

no hay producción conjunta de mercancías así como el supuesto de

que sólo hay un proceso técnico disponible para la producci6n de

cada mercancía. Cada empresa podrá producir a cualesquiera de las

mercancías que se demandan pero cada una estará limitada en su ni-

vel de producción porq~e sólo p drá adelantar como máximo un capi

tal equivalente al valor de los activos que son de su propiedad.

Esto implica que las empre~as n podrán tomar diner prestado. Con-

secuentemente, en nuestro model no habrá ahorro ni tasa de interés.

Creemos, sin embargo, que el su uesto de que el capital del cual



pueden disponer las ernpresé~s es limitado es realista y que aunque

introdujéramos un mercado de capitales en el modelo sería realista

suponer que la capacidad de endeu~arniente de las empresas es de al

g·ún modo proporcional al valor de los activos de su propiedad (los

cuales constituyen el reaseguro último de su deuda) de modo tal que

seguiría siendo su propio capital la limitaci6n fundamental de su

escala de operaciones. .#

En esta Parte II no nos limitaremos a cerrarel modelo de

Sraffa sino que construiremos a partir de él un"modelo lineal gene

ral para el caso 0e producci6n no-conjunta, un proceso por produc

to y un tipo de trabajo. Se demostrará que bajo supuestos muy pare

cidos a los desarrollados en la Parte I existe algGn equilibrio ge

neral. El desarrollo de esta argumentaci6n se basará en buena medi

da en la Parte e de la obra de Jacob T. Schwartz: .Lectures on the

rnathematical method oí analytical economics si bien se aprovecharán

nuestros resultados de la Parte I para relajar los supuestos de

Schwartz.

. I
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CAPITULO IV

El modelo de Sraffa en un contexto de equilibrio general •

.. '
.~.

1. Análisis de la maximización de beneficios con tecnología lineal

y restricci6n de ·c a p i t a l .

Supondremos que una empresa tiene acceso a n procesos

(rri'~i)' i=l, ..• ,n, para la producci6n de n productos. Se enfrenta

con precios y salario (p,w) dados y cuenta con un activo dado por

el vector a compuesto por cantjdades de las n mercancías. Su capi-

tal es, por lo tanto, ap. Si q es el vector de producciones brutas

de la empresa y los precios satisfacen la ecuaci6n de precios de

Sraffa el objetivo de la empresa es el de maximizar los beneficios:

q(p-rrp-~w). Para producir, requiere no 8ólo consumir productivamen-

te ciertos insumas sino también mantener inmovilizados durante el

perfodo de producción ciertas cantida~es de cada mercancfa. Como en

el modelo de Sraffa, seguiremos suponiendo que el período de pro-

ducción de cada uno de los n procesos es idéntico y que los insumas

materiales de la producción deben mantenerse inmovilizados durante

todo el período mientras que los salarios, en cambio, se pagan al

final del período con lo obtenido ' por las ventas. Luego para produ-

cir q la empresa debe inmovilizar qIT, o sea, un capital de qITp. Co-

mo suponemos que la empresa no tiene la alternativa de obtener ca-

pital prestado, para solventar qITp a lo sumo puede disponer de su

propio · capital ap. El problema de elección de la empresa puede en-

tonces expresarse del ?iguiente modo:

Elegir un q que maximice q (p- IIp-~w) en K = {q€R~ I qITp ~ ap l , (1)

Supondremos que (p,w) > O, a~O, ~>O.

. r



Sean N = {1,2, ••. ,n},

A = {iSN!II.p = a},
1.

~

B = {iSNlpi - ITip - Q.,.w = a}.
1.

Procederemos a analizar los diversos casos posibles.

a) Si para algún i se tiene p.-IT.p-Q.,.w < O la empresa
11.1

preferirá no utilizar ese proceso, o sea, se tiene q.=O. Podemos en
1 ;.:: -

tonces suponer que p-ITp-Q.,w ~ O, o sea, que los procesos que a los

precios vigentes dan pérdida se excluyen_desde un comienzo. Por otro

lado si se tiene p-ITp-Q.,w=O cualquier qsK será un máximo. Supondre-

mas en adelante que p-IIp~Q.,w > O.

b) Si An BC -1 ~ no hay solución al problema de elecci6n

pues en ,tal caso existe un isN tal que IT.p=O y p.-rr.p-Q.,.w>O. Como
11.1 1

el rayo (ei)={usR~lu=aei' a~O} está incluido en K, q(p-ITp-Q.,w) puede

hacerse, ..arbi trariamente grande tomando q=ae .• Supondremos que cual
1

quier proceso capaz de generar un beneficio positivo requiere la

utilización (y, en el presente caso, el consumo) de algún insumo ma

terial no-libre. Supondremos por lo tanto que Ac B.

e) Sí A = 0, tenemos ITp>O. Si ap=O, K={O} y q=O es la

única solución. Si ap>O, K constituye un simplex n-dimensional. Si

A ~ 0 entonces existe un isN tal que II.p = O Y p.-IT.p-Q.,.w = O. En
111 1.

este caso, si bien K no impone restricción sobre qi' la forma li

neal q (p-I1p-Q.,v.¡) tampoco depende de qi. Luego si qsK maximiza, tam

bién lo hará cualquier elemento del conjunto {q+uei}. Podemos, en-
(

tonces, restringir el análisis a la intersección de K con el cono

de coordenadas

C = ~ (e.) = {qsR+nl q.=O visA},
. AC 1. 1.lS '

obtener el conj un to maxamí.z ador en Kc = K n C y 1 uego formar la suma

A

de este conjunto con el cono e =

ción general. 1 Corno A ='~ implica

l: (e.)
isA 1.

e = Rn
+

para obtener la solu-
A

Y e = ~, de tal modo es-

tamos tratando el caso general A e B. Si ap=a, se tiene

l: A
(e ) = e,

isA i

de modo que K ={O}, dándonos q=O como solución a la cual le sumamose

1 Obsérvese que K = K n e es P (K), la proyección, de K sobre C.
c e



nuevamente c, de modo que todo
JJ

qsK maximiza beneficios (nu-

195 ) . Si ap>O ., Kc re.sulta r por cons t .rucca ón , un sí.mp l.ex de.

dimensión # (Ac..} - .= n.,.. # (A). Luego, siempre que A e B podemos limi

tar la búsqueda del conjunto ~0Iuc~6n a un simplex y luego sumarle

"a este conjunto el cono C. En términos econ6micos, este camino in-

directo sefiala que si un proceso que ~inde beneficio nulo no requie '

re la utilizaci6n de ningún bien material una empresa maximizadora

de beneficios podrá operarlo a cualquier nivel (no-negg.:t:ivo) y, por
~:.

lo tanto, la búsqueda puede centrarse en una primera etapa en los

procesos que requieren la utilizaci6n de insumas materiales.

En el punto a) hemos supuesto que algún proceso rinde be- '

neficio positivo (BfN). Luego si qsKc maximiza beneficios debe cum-¡

plirse qITp = ap. Si fuera qITp < ap, como existe un isN tal que p.-a

TI.p~i.w>O tendríamos (q+ae.)TIp<ap para a suficientemente pequefio y
111

además (q+ae .) (p-ITp-.Q,w) >q (p-ITp-iw) por lo cual q no maximizaria be-o
1

neficios en Kc (nótese que al ser AABc=~ -como hemos supuesto en

el punto b)- isBc implica isAc y entonces q+aeisKc). Luego la bús

queda de los q maximizadores puede limitarse al simplex Sc = SnC =

{qsR~lqrrp=ap}nC cuyos vértices integran el conjunto

V = '{qisRnlqi = ap e., isAcl.
+ 4 1

.i.

Todo elemento de S puede expresarse como combinaci6n'convexa de
e

sus vértices, o sea:

donde

Sean

m = roax qi(p-TIp-iW)
isAc

L identifica a los vértices de Sc q~e maximizan beneficios. Por de

finición de L se tiene:

q;l(p.-ITp-iw) = ro

qi(p-ITp-iw) < m.

. .
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q maximiza q (p-ITp·· ,t w) en S si y sólo si es combinaci6ne

convexa de vértices maximizadores. 1

Demostración

=> Como qsSc' q ==
~, i
Lo a..q ==

. AC 1.lS

a.>O,ViEAC . Si existiera iELc tal que ~.~O tendríamos
1= 1

iLa.. q (p-ITp-2w)
. c 1.lEL .

y q no sería maximizador.

<= Sea q = L a.qi y q' un elemento cualquiera de SC' Luego
iEL 1

q' == L
iEAC

S.qi donde L S. =1 Y S. >0 visAc• Además
1 iEAc 1. l~

q 1 (p- Ilp-: ,Q,w) == iL S.q (p-ITp-2w) =
. AC 1.lS

L S·ro + L S.ro
iEL 1. isLc ~

== L: S.m = ro =
isAc ~

¿ a.m ==
isL 1

maximiza.QED.

Hemos demostrado, entonces, que el conjunto de maxirniza-

dores en Sc está compuesto por una cara del siroplex S • Esta cara. c

constituye taniliién el conjunto de maximizadores en Kc' Para obtener

el conjunto de maximizadores en K cuando Af~ (y siempre en el caso

Ac B)
• 1'0 .

formamos la suma de tal cara con el cono C = L (e.).
. A 1lE

Recordemos que los vértices de Sc son de la forma

ap
II.p

1.

e. ,
1

. AC
1.S •

Entonces

{iSACI
i .

ro} {fEAe I~p c. (p-Ilp-iw) ro}L == q .(p-IIp-,Q,w) == == == ==
i P 1.

== '{i s Ac I p.-IT.p-,Q,.w = r}1. 1. 1.

IT.p
1.

1 Este Lema se desprende de forma inmediata de conocidas propieda
des de conjuntos convexos. Véase por ejemplo, Toranzos y Nancla
res 83, Teorema IV.l.3.

" .
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dqnde hemos definido

r =
In

ap
1 i= max q (p-ITp-lw) = max
ap i€Ac i€Ac

p.-IT.p-,Q,.w
1 1 1.

It.p
J.

Por el Lema 1, ' un q maximizador en S debe ser combinaci6n convexae

de los vértices maximizadores: i
i€L.q = ; ap e i,rr:p

miza debe J.ser

E i L ap donde E 1,q == Ct.q == Ct. 1Ci? e i
a. ==

i€L 1 i€L 1 i€L 1
1

o sea, si q maxi-

-
Esto implica que q.==O para i€L • De modo equivalente, si q maximiza

1 c

en S se tiene
e

q. =
.i,

Ct.
1

ap
1G

1

para ic.AC
, donde E

i€Ac
a.

a == 1

Los restantes ·g., i€A quedan indeterminados salvo su no-negatividad
1

por lo que vimos al comenzar el punto c).

En el punto a) vimos que si B == N, lo que ahora podemos

expresar como r==O, cualquier qtK maximiza beneficios (nulos). In-

tradujimos allí el supuesto p-ITp-,Q,w ~ O, o sea, r>O. En el punto'b)

introdujimos el supuesto de que A.cB. Y en el punto e) vimos que

bajo tales supuestos un q maximizador debía pertenecer a S, o sea,

satisfacer qITp == ap. Podemos ahora eliminar el supuesto r>O, man-

teniendo, sin embargo, r_>.O y Ac:B (o sea, IT.p==O ~ p.-IT.p-l.W == O)
]. 1 ]. 1

Entonces, por lo visto, las siguientes son condiciones necesarias

para que q maximice beneficios en K:

1) qc.K (o sea, q~O'y qITp~ap),

2) q.==O si
1

c C I

i€L. == A ""'L,

3) qITp == ap si r>O.

Veremos seguidamente que estas condiciones son, además,

suficientes. Supongamos que q satisface las tres condiciones. Si

r==O, como qc.K, q maximiza beneficios (nulos). Si r>O, veremos que

la proyección de q sobre C, Pc(q), resulta combinaciÓn convexa

de los vé.rtices maximizadores. Como por 3) se tiene qITp = ap

. ,



r>Q => q ITp = 1
ap

n Il . p
I

=> L q.-~-- = 1
i=l 1. ap

102

(2)

donde la última implicaci6n vale porque, por definici6n de A,

IT.p = O si isA. Si definimos
1

IT.pq. 1 si isL1--ap
Ci.. =

1

O si isLc ..'.. ~.

se tiene

P (q) =e L q.e. =
isAC 1 1

pues por 2) se tiene qi=O para isLc• Pero ya vimos en (2) que

iL a i = 1. Luego Pc(q) es combinaci6n convexa de los vértices q ,
isAc

isL y, por el Lema 1, maximiza beneficios en Sc' Como r>O, ?c(q)

taniliién maximiza en Kc ' y ya vimos que si Pc(q) maximiza en K c '

1'\

cualquier vector del conjunto Pc(q) + C maximiza en K. Pero q es

justamente un vector tal ya que

q =
n
¿ q.e. =:;

. 1 1- 11=
L

isAc
q.e. +

1 1
L

isA
q.e.

1 1
= P (q) +e

Luego q maximiza en K.

Sobreentendiendo que hablamos de un qsK las condiciones

a que hemos llegado pueden ponerse en la forma:

(1) q. >0 =>
1.

p.-II.p-t.w
11.1

IIiP
= r

(2) r>O => qITp = ap.

(1) nos qice q~e para maximizar beneficios ~na empresa operará s6

lo aquéllos procesos que rindan la máxima tasa de ganancia.

(2) nos dice que si la tasa de ganancia es positiva una empresa ma-

ximizadora de beneficios utilizará todo su capital en el pro- '

ceso productivo.

Podemos resumir nuestras conclusiones en la siguiente Pro

posici6n.
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Produciendo q una empresa maximiza beneficios

~5p-rrp-2w) en su conjunto factible K = {qeR~1 qrrp~ap}, donde
.

p-ITp-~w~O y Pi-ITiP-tiw=O cuando ITip=O, si y s610 si qeK y se cum-

plen (1) y (2).

Observación Para cualquier ieN tal que IT.p=O (y por 10 tanto
1

p. -TI. p-,Q, .w=O) ql" queda indeterminado. salvo su carácter no-negativo.
1 J. 1

Además, si r=O cualquier qeK maximiza.

Hemos hallado condiciones necesarias y suficientes para

que una empresa maximice beneficios bajo el supuesto de que Pi-ITiP

-~.w=O cuando IT.p=O. Podemos ahora eliminar tal supuesto ya que las
1 1

condiciones (1) Y (2) valen igualmente para el caso general. Para

ello basta con extender la definición de r a

r = max ~(i) donde
it; N

<p (i) =

p.-IT.p-~.w
111

IT.p
1

o

+00

si isAIlB

de modo que r no esté definida en el caso AnBc ~ 0 y expresar el

teorema de modo que excluya ese caso pero aClrnita la posibilidad de

Proposición 3 Produciendo q una empresa maximiza beneficios

q(p-TIp-~w) en su conj"unto factible K = {qeR~1 qTIp;s.ap}, donde

p-TIp-iW~OiSi y s610 si qeK, r está definida, y se cumplen las si-

guientes condiciones:

( 1) ql' >O => p. - TI . p- ,t .w = r TI •P
1 1 ~-l 1

(2) r>Q => qITp = ap.

Procederemos a resumir nuestras principales conclusiones.

0-'
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a) Para que el problema de elecci6n de la empresa tenga

solución es necesario que r esté definida. Para ello debe ser

A~Bc =~. O sea, todo proceso susQeptible de rendir · un beneficio

pQsitivo debe requerir la utilización de activos no-libres. Supon

gamos que esta condici6n se cumple.

b) Si r=O (o, equivalentemente, si p-ITp-2w=0) cualquier

qsK será una elección 6ptima.

c) Si r>O la empresa debe producir en niveles que ago~en

el valor de los activos para maximizar beneficios.D esea, el valor

de los activos que utiliza en la producci6n debe .igualar al valor

de los activos de su propiedad; ' qITp = ap.

d) Si r>O la empresa qué maximice beneficios s610 produ-

cirá con aquéllos procesos que le rindan el máximo, o sea, con los

isL = {iSACI ~i-rriP-2iw = r}. Para isLcu(AnB) será qi=O. Si llama
II.p

._ 1.

mas a ep(i) la tasa de ganancia del proceso i podemos decir que para

que el problema de maximizaci6n tenga solución todos los procesos

deben tener tasa de ganancia finita. En tal caso, para que la em-

presa maximice beneficios sujeta a su restricci6n de capital debe

maximizar su tasa de ganancia. Para ello debe producir sólo con a-

qu§llos procesos que rindan la máxima tasa de ganancia, o sea, r.

Levantemos ahora la mirada de la empresa individual y en-

foquémosla sobre el conjunto de empresas que constituyen el sector

productor de la economía. Supongamos que bodas las empresas tienen

acceso a los mismos procesos productivos (no hay secretos industri~

les) y que existen ~ mercancías que deben ser producidas en canti-

dades positivas para satisfacer la demanda final. Si suponemos que

hay un númer finito (digamos ñ) de mercancías distinguibles y con-

sideramos los insumas de los s procesos que producen las ~ mercan

cías de demanda final, así como los insumas de los procesos que

producen a dichos insumas, etc., llegaremos a un número finito (di-

gamos ~~ñ) de mercancías que deben ser producidas en canti~ades po-

sitivas para satisfacer ·t a nt o la demanda final como los requerirnien

\
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tos intermedios. Cada una de estas mercancías es producida mediante

un proceso correspondiente. Hemos visto que cada empresa producirá

solamente aquéllas mercancías cuyos procesos de producci6n rindan

la máxima tasa de beneficio sobre el capital que debe ser inmovili

zado para su producci6n: r. Llamemos 'qk s R~ al vector de producción

de la empresa k, que incluye los niveles de producción de los n pr~

cesos que deben ser operados a nivel positivo por al me~os una em-

presa para que sea posible satisfacer la d~manda final. Sea

K
¿ qk, suponiendo que hay K empresas. Como suponemos que q>O,

k=l
todo isN={l, •.. ,n} debe existir un kSK={l, ••• ,K}tal que .(q k ) i >

~O. Pero corno todas las empresas maximizan beneficios y tienen acce

so a los mismos procesos, por la condici6n (1) de la Proposición 3

k(q ). >O .=> P . - IT . P -,t .w = r IT . p .
11111

Luego para todo isN se tiene p.-rr.p-~.w = rIT;p, o sea,
111 ..L

p-I1p-,tw = rTIp

donde p es el vector de precios de las n mercancías que deben ser

producidas en cantidades positivas y TI es cuadrada. Luego para que

sea posible satisfacer la ,demanda final es necesario que se verifi-

que

ITp(l+r} + ,tw.= p

que no es otra cosa que la ecuaci6n de precios de Sraffa. Hemos lle

gado a ella, sin embargo, partiendo del objetivo de maximizaci6n de

beneficios de la empresa individual. Cabe observar que esta ecua- · ··

ci6n es independiente de la magnitud de la (demanda final de cada

una de las s mercancías finales así como lo es de la producci6n ne-

ta de las n-s mercancías intermedias necesarias para producir a las

primeras. También es independiente del hecho de que hayamos tomado

en nuestro modelo un único nfactor primario n pues es evidente que

modificando adecuadamente la expresi6n de los beneficios podríamos

incluir diversos tipos 'de trabajo. Siempre que sus precios estuvie-

ran dados llegaríamos a la ecuaci6n correspondiente:
. 1 t

ITp(l+r) + ,t w1 + ••• + ,t wt ~ p,

donde suponemos que hay t tipos de trabajo.
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2. Forma alternativa de resolver el problema de elección de la em-

presa.

El problema que hemos estado considerando, a saber, el de

encontrar un qSK={qSR~lqrrp~ap} que maximice q(p-rrp-~w) es un típico

problema de programación lineal. Hubiéramos podido res9~verlo recu-

rriendo a los diversos ~eoremas que han si?o desarrollados por .ma

temáticos como Dantzig, Gale, Kuhn y Tucker. Hemos preferido, sin

embargo, efectuar en la secci6n precedente un análisis más pormeno-

rizado y llegar a la solución de un modo constructivo, a efectos de

no perder de vista los distintos casos y su significación económica.

Sin eniliargo, la teoría de la programación lineal permite resolver

nuestro problema de un modo particularmente sencillo. l Por ello, en

esta sección veremos cómo el problema de elecci6n de la empresa pu~

de resolverse utilizando dicha teoría. 2

mxn n mSean AsR I xsR , ysR • Se denominan problemas estándar

primal y dual, respectivamente, a los siguientes problemas:

Primal

Dual

Encontrar x>O que maximice cx y cumpla Ax~b.

Encontrar y~O que minimice yb y cumpla yA~c.

Vectores x e y que satisfagan las restricciones lineales x~O, Ax~b,

y y~O, yA~c, respectivamente, se denominan soluciones factibles. Si

además solucionan a los respectivos ppoblemas de optimiz~ción se de

nominan soluciones 6ptimas. El teorema que/utilizaremos es el sí-

guiente:

1 Schwartz (78) no efectúa una demostraci6n detallada del problema
de elección "de la empresa y se basa directamente en el Lema de
Neyman y Pearson. Este Lema se aplica perfectamente bien al pro
blema pero como resulta ser un caso sencillo de programaci6n li
neal preferimos basarnos directamente en esta teorfa. Cfr.
Schwartz 78, pp. 186-7.

2 El siguiente párrafo se ' basa en Gale 30.4, Capítulos 2y 3.
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-Las soluciones factibles x e y ·de los problemas primal y

"

dual, respectivamente, son soluciones óptimas si y 5610 si

( 1) A.x<b~ =>. y.=O
1 1 1

( 2) YAi>c. => x.=O
.1. 1

Si interpretamos nuestro problema de maximizaci6n como el

problema primal:

Primal
.

Encontrar q~O que maximice q(p-np-~w) y cumpla qITp~ap

es evidente que el dual será:

Dual E~contrar y>O que minimice (ap)y y cumpla (np)y~-rrp-~w

donde ysR.

Pero la soluci6n al problema dual es muy sencilla de ob-

tener ya que:

( 1) si existe isN tal que IT.=O y p.-IT.p-~.w>O no existe
111 1

solución óptima.

(2) si existe isN tal que IT.=O y p.-IT.p-i .w=O la fila
1 .1. 1.1. '

correspondiente de (ITp)y~-ITp-iw no impone re5tric-

ci6n alguna sobre .y.

(3) para los iEN .l.restantes, o sea, aquellos en que ITip>O,

las restricciones equivalen a
(

Como el problema dual consiste en minimizar (ap)y si no se está en

el caso (1) basta con tomar

-y = max
iE:N

, O

Pero ahora ya es evidente que la soluci6n 6ptima ~el problema dual

no es otra cosa que r, la tasa de ganancia. Pues para tomar en cue~

ta los casos (3), (2) Y (1) (en ese orden) puede definirse a la
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solución del problema dual como

-
y == r == maxep(i)

ieÑ
donde ep (i)

r
·p . - JI•p- t . W
111

IT.p
- 1

== 1 O
+00

si ie:Af\B

Podemos entonces transcribir al problema dual como ~ l;f

Dual Encontrar' r~O que minimice (ap)r y cumpla (rrp)r~-rrp-tw,

y aplicar directamente el Teorema para obtener la siguiente Propo-

sici6n.

Proposici6n 4 ~o y r~O que satisfacen, respectivamente, qrrp~ap

y (np)"r~-rrp-,Q,w, son soluciones 6ptimas de Lt.p r'ob Lema primal y dual,

respectivamente, si y sólo si cumplen las siguientes condiciones:

(1) qITp<ap ==> r=O

(2 ) (IT.p)r>p.-rr.p-t.w ~ ql-==O.
111 1

Esta Proposición es sólo ievemente diferente a la Proposición 3.

Nos da condiciones necesarias y suficientes para que dos soluciones

factibles de los programas primal y dual, respectivamente, sean so-

luciones óptimas. y estas condiciones son las mismas que · aquéllas

a las que llegamos anteriormente siguienqo un camino más arduo

aunque en algunos aspectos quizás más .i ns t r u c t i vo .
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3. Inserci6n del modelo de Sraffa en un modelo de quilibrio general

Supondremos que hay K empresas, cada una de las cuales,

corno ente jurídico, es propietaria' de un vector semipositivo de ac

tivos reales a k , k=l, ... , K. ,.:Hay la d e ma s . G+H consumidores, de los cua

les G son trabajadores asalariados que no participan en la propie-

dad de . las empresas, y de los cuales H son propietarios de la ~ota-

lidad de las empresas pudiendo ser a su vez (aunque no necesaria-

mente) también trabajadores asalariados. Cada

ño de la fracción a h k de la empresa k, donde

Cada consumidor i está dotado de una función

propietario h es due
H
¿ uhk ~ 1, k=1, .•. ,K.

h=l .

(de punto a punto) de

demanda (si(p,w) ,-Li(p,w» definida en R~ x R+ ~ (On'O) continua y

homo~~nea de grado O. si(p,w) es la funci6n de demanda de bienes

finales de i 1 Y L i (p , w) es la función de o ferta de trabaj o de .í,

Definimos

s =
G+H

¿ si
i=1

L =
G+H

1: Li

i=1
q =

K
E

k=l

k
q a :::

K
E

k=l

k
a •

Definición 1 1 G+H G+H 1 KEl conjunto {(p,w); (s ,-L ), ••• , (s ,-L );q, •••q }

constituye un equilibrio . qeneral si se cumplen las siguientes con-

diciones:

(a) (p,w) ~ O,

i i i i(b ) .( s , - L ) ::: ( S (p , w) , - L (p , w) ), i:::1, • • • , G+H,

(c) qk maximiza X (p-TIp-2w) , en {XER~I xTIp~akp},

(d) s = q(I - TI), q2~L Y q2=L si w>O.

Proposición 5 Si se cumplen las siguientes condiciones existe al-

gún equilibrio general:

1) Todas las empresas disponen de una misma tecnología

dada por (TI,1) donde TI es casi-productiva y dominante -

1 1mente básicamente conexa y 1~0 con 1 >0 donde 2 co-

rresponde a los procesos básicos.
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2) Cada consurnidcr cumple su restricci6n presupuestaria

con igualdad (Ley de Walras) •

Demostración Como rr es casi-productiva y dominanternente básica

1
mente conexa y t >0 podemos aprovechar los resultados del Capítulo

I, especialmente la Proposici6n 16 juntamente con la Observaci6n

que le sigue. Por ello, sabemos que existe un intervalQ:no-degene

rada jO,RI tal que para todo rsIO,RI, si s~ expresan a precios y sa

lario en términos' de algún numerario, existe un 6nico vector (p (r) ,

w(r» que satisface la ecuaci6n

TIp(r) (1+r) + tw(r) = p(r). ( 3)

Como p(r) es positiva en IO,Ri y w(r) es positiva en IO,R) y nula

en r=R, para todo rslO,RI p(r) y w(r) satisfacen la condición (a)

de equilibrio general. Como para cada consumidor i tenemos si(p,w)

y Li(p-;W) como funciones continuas y homogéneas de grado O defini

das en R~XR+-(On¡O) y, dado un numerario, p(r) y w(r) son funciones

continuas en IO,R! obtenemos la función de demanda de cada consumi

dor expresado como función continua de r, o sea, (si(r) ,-Li(r».

Sumando sobre i obtenemos la función de demanda final total ser) y

la función de o¡erta de trabajo total L(r) ambas continuas en IO,RI~

Para satisfacer la demanda final total ser) la producción bruta to-

tal (teniendo en cuenta los requerimientos intermedios) debe ser

al menos q (r) = s (r) A (O). Supongamos que, en el "'.agregado, las em-

presas adaptan pasivamente su producción a la demanda de 'modo que
(

efectivamente se tiene q(r) = s(r)A(O),. Luego la demanda total de

trabajo es D(r) = q(r)t.

Por el supuesto 2) tenemos

sg(r)p(r) = Lg(r)w(r),
. .

sh(r)p(r) = Lh(r)w(r) +

g=1, ••• , G (4)

K k
¿ q (r) (p-ITp-tw) u h k ' h=1, ••• ,H,

k=l

donde qk(r) es la producción bruta de la empresa k. Supongamos, por

el momento ,que
h h .

s (r)p{r) = L (r)w(r) + r
K k
¿ a p(r)ahk, h=l, .•• ,H

k=l
(5)

lo cual indica que los propietarios se ajustan a un presupuesto

. ,
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que implica que las empre~as operan al límite de su disponibilidad

de capital. Sumando (4) y (5) sobre g y h obtenemos

s(r)p(r) = L(r)w(r) + rap(r).

Pero

s (r) p (r ) = q (r ) (1 - TI)P (r} = q( r ) "¡Ir TIp ( r ) + ~w (r) I
por definici6n de q(r) y por (3). Luego

rq(r)ITp(r) + q(r)~w(r) = L(r)w(r) + rap(r) '¡:f

igpaldad que puede ponerse en la forma

E(r)w(r) = r\ap(r) ... - q í r l Ilp Lr ) . (6)

donde E(r) = D(r)

bajo.

L(r) es la funci6n de demanda excedente de tra-

En primer lugar, es evidente que E(O)=O, ya que w(O)=W>O.

Para r€(O,R! podemos distinguir tres casos mutuamente excluyentes:

(l) existe r€(O,RI tal que E(r)=O,

(11) para todo rE(O,R! E(r)<O,

(lIT) para todo re(O,RI E(r»O.

Por la continuidad de E(r) y el hecho de que E(O)=O es además nece-

sario que alguno de los tres casos se cumpla. Veremos que en cual

kquiera de los tres casos, existen producciones brutas q , k=l, ••• ,K

que implican que las empresas siguen una conducta de maximizaci6n

de beneficios.

En el caso (1) tenemos E(~)=O para un ~e(O,RI. 'Po r (6),

kq(t)ITp(f) = ap(~). Pode~os dividir q(~) en vectores q (~), k=l,••• ,K:

tales que ~ qk(~) = q(~) y qk(~)ITp(~) = akp(~), k=l, ••• ,K.
k=l

Como hemos supuesto que (p(f'),w(f'» satisface (3) donde p(~»O y

TI carece de filas de ceros (por el Supuesto DBC) f = max ~(i) está
ieN

definida. Como además hemos particionado a q(f') de modo tal que

para todo k qk(r)eKk={X€R~lxrrp(r)~akp(r)}, las condiciones (1) y

(2) de la Proposición 3 se cumplen. Luego cada una de las empre~

sas logra los máximos' beneficios compatibles con su restricción de

capital ..

En el caso (II) tenemos, en ~articular, ECR)<O. Pero co-

mo w(R)=O resulta de (6) q(R)ITp(R) = ap(R) y podemos proceder exac-
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tamente como en el caso (1 ).

En .e I caso (111), como para todo r e (O ,R) se tiene E (r) >0

y w(r»O, por (6) tenemos q(r)ITp(~) < ap(r) para todo rE:(O,R). Por

continuidad ge E(r), q(r) y p(r) debe darse q(O)ITp(O) ~ ap(O). Lue

go podernos dividir q(O) en qk(O), k=l, ••• ,K, de cualquier modo com-
K k k kpatible con L q (O) = q(O) y q ITp(O) < a p(O), k=l, ••• ,K. Nue-

• I:CI

k=l

varnente por la Proposici6n 3, todas las empresas maxirrlfzan benefi-

cias.

Luego en cualquiera de los tres casos se cumple la condi-

ci6n (e) del equilibrio general.

Ahora podemos verificar que al tomar (5) no hemos hecho

otra cosa que suponer la parte del supuesto 2) que concierne a los

propietarios. En los casos (1) y (11) teníamos qk(r)ITp(r) = akp(r),

k=l, ... ,K, para un rE:(O,RI. Luego
,K ,.' k K k

r LA a p(r)ah k = r ¿ q (r)llp(r)ah k =
k=~ k=l

En el caso (III), como r=O, se tiene

K
¿ qk (r)lp(r)-ITp(r) ....Q.y¡(r) I/~.

k=l

r
K k
l: a p(r)ah k =

k=l
o =

K
L:

k=l

kq Ip (r) -ITp (r) -.Q.w (r) I •

Hemos tomado si(r) y Li(r) de modo tal que la condición

(b) de equilibrio general se cumpla. La primera parte de la condi-

ci6n (d) se cumple por definici6n de q(r). En cuanto a la segunda

parte, hemos visto que: en el caso (1) se tiene E(~)=O, o sea

q(r)~ = L(f), con w(~)~O¡ en el caso (11) se tiene, en particular,
(

E(R)<O, o sea, q(R}1 '< L(R), con w(R)=O¡ y en el caso (111) se tie-

ne E(O)=O, o sea, q(O)~ = L(O), con W(0)=W10. QED.

Puede observarse que en un equilibrio correspondiente al

caso (1) habrá pleno empleo y plena utilizaci6n del capital de ca-

da empresa. En el equ~librio correspondiente al caso (11), en cam

bio, habrá desempleo (E(r)<O) aunque plena utilizaci6n del capital.

y en el equilibrio del ca~o (IIl) puede haber capital ocioso

(q(o)rrp(O)~ap(O» aunque habrá pleno empleo.

En la Secci6n 1 hemos visto que la ecuación de precios



113

ITp(l+r) + iw = p es condici6n necesaria para la condicidn (c) de

equilibrio general si incluimos s610 los procesos operados en nive

les positivos. Teniendo en cuenta la demostración de la Proposici6n

5 poqemos afirmar que cualquier equilibrio general estará asociado

a un único valor de r. Recíprocamente, a cualquier re(O,R\ para el

cual E(r)=O se puede asociar por lo menos un equilibrio general.

Más aún, a r=R se puede asociar algún equilibrio gener~L aún cuando
~:'

E(R)fO con tal que sea E(R)<O. Por otro lado, para que a r=O se.pue

da asociar algún equilibrio es condici6n necesaria y suficiente que

se verifique q(O)ITp(O) ~ ap(O). Luego tenemos:

Corolario 6 Dadas las· condiciones de la Proposici6n 5 a re(O,R)

le corresponde algún equilibrio si y s610 si E(r)=O; a r=R le co-

rresponde algún equilibrio si y s610 si E(R)<O; y a r=O le corres-
>=> •

ponde algún equilibrio si y sólo si q(O)TIp(O) ~ ap(O).

Observación 1

Para que a r=O pueda asociarse algún equilibrio es sufi-

ciente que exista un 0>0 tal que para re(O,o) se verifique E(r»O.

Esta condición basta para utilizar el argumento de continuidad que

utilizamos en el caso (III). Sin embargo, dicha condici6n no es ne-

cesaria ya que podríamos tener para todo o/O<o<R, para todo re(O,o),
E(r)<O =

/y como w(r»O (1~r(6» q(r)ITp(r) > ap(r) para todo re(O,o) aún cuan-

do q(O)ITp(O) = apeO) (en cuyo caso habría equilibrio en r=O).

Por otro lado, si admitimos la existencia de la derivada

lateral derecha en el punto r=O para las fu~ciones ser) y L(r) po-

demos llegar a una condici6n necesaria y suficiente para que a r=O

pueda asociarse algún equilibrio que es equivalente a la que plan-

teamos en el Corolario 6. Derivando (6), obtenemos

E(r)w~(r) + E~(r)w(r).= r!ap(r)-q(r)TIp(r) I~ + lap(r)-q(r)ITp(r)!.

Evaluando la eA~resi6n en r=O y teniendo en cuanta que E(O)=O y

w(O)=W>O, tenemos:

E~(O)W = ap(O)-q(O)TIp(O).
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Por lo tanto

q (O) IIp (O) ~ ap (O) <;=:> E~ (O) ~ O.

Podríamos, entonces, reemplazar ia última afirmaci6n del Corolario

6 por: r==O -de t e r mi na algún equilibrio si y s6lo siE~ (0),;,0. Es é s t a

la condición que utiliza Schwartz (78) en su Teorema 15.5. Sin em-

bargo, como preferimos no exigirles a. las · funciones de demanda más

."que su continuidad, no reforrnularemos el Corolario 6 :~.

Observación 2

Hemos visto que en los equilibrios generales asociados a

r==O la producci6n total q(O) queda indeterminada y sólo debe .s a t i s -

facer q(O)ITp(O) ~ ap(O). Obviamente, habrán infinitas combinacione[

1 Kde q (O) , •.. .,q (O) que satisfagan

K
¿ qk ( O) == q ( O)

k==l

k k
q (O)IIp(O) ~ a p(O), k=1, ••• ,K.

Debe observarse que aún en los equilibrios asociados a rs(O,RI se

mantiene esta indeterminaci6n. Pues si bien q(r) queda determinado

y satisface q(r)ITp(r) == ap(r), siguen habiendo infinitas maneras

1 Kde subdividir a q(r) en q (r) , ••• ,q (r) de modo que se cumplan

K k
L q (r) = q (r )

k=l

kk .
q (r) IIp (r) == a p (r), k=1, •.• , K•

Si partir~os de determinados niveles de producci6n de equilibrio

1 Kq , ... ,q , una empresa cualquiera puede disminuir la producci6n de

algunos bienes y aumentar la de otros d& modo tal que' siga utiliza1

do todo su capital, o sea, manteniéndose en el hiperplano

{qeRnlqTIp(r) = akp(r)}.

Si otra (u otras) empresa (s) hace(n) lo inverso, de modo tal que,

en conjunto, se siga produciendo q(r), se tendrá·, nuevos vectores

de prod~cci6n d~ equilibrio 1 K
q , •• • ,q ".

En el planieo más usual de la teoría de la producci6n

suele afirmarse que en el caso de rendimientos constantes el proce

so decisorio de la empresa individual pierde significatividad ya

que sus niveles de actividad permanecen indeterminados (si los be-

neficios son no-negativos) •
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In cZassicaZ theoryJ from Smith to ~lZ~ fixed coeffieients in pro
ductrion are aeeumed, In eucñ a context, the individual firm pZays Zittle role in
the general equi l.ibi-iion of the economj , The e cale of any one firm is indeterTlTÍ
naie , but the demand oonditrione detevmi.ne the e cal.e of the industry and the de
mand by the industry for inputs. The fir~'srole is purely' passive~ and no mea
ningful boundaxriee betiaeen firms are eetiab l iehe d, 1

En el planteo usual no se impone otra restricción a la producci6n

de la empresa individual que la tecno16gica. Una sola empresa po-

dría realizar toda la producci6n necesaria para satisfacer la de

manda y las demás no producir nada. En el planteo de SEhwartz, sin

embargo, la restricción de capital otorga una ~ayor relevancia'a

la decisi6n de la empresa individual bajo condiciones de rendimien-

tos constantes a escala. Pues si bien los niveles de producción in-

dividual compatibles con el equilibrio son múltiples (más aún, in-

finitos), permanecen acotados por la restricci6n que impone la dis-

ponibilidad de capital de la empresa.

Observación 3

La existencia de un equilibrio general en el m~delo pre-

sentado depende fundamentalmente del equilibrio en el mercado de

trabajo. Como hemos supuesto que las empresas (en el agregado) a-

daptan pasivamente su producción neta a la demanda total rle los

consumidores y hemos visto 'q ue comportándose de ese modo cada em-

presa maximiza beneficios en su conjunto factible, la demanda total

de trabajo es un simple reflejo de la demanda de los individuos:

iD(r) = q(r)l = s(r)A(O)l = ~s (r)~{O)l. La oferta de trabajo, a su

vez, proviene directamente de las ofertas(individuales de trabajo

LiCr). Nada hemos dicho, sin embargo,'con respecto a la determina-
l. •

ción de las funciones de demanda individual (Sl(p,W) ,-L1 (p , w» =
i i(s (r) ,-L (r». Cabe la posibilidad de obtenerlas a partir de la

maximizacián de funciones individuales de .u t i l i d a d sujetas a res-

tricciones presupuestarias, al modo neoclásico. Pero ello no es ne-

cesario. 2 El modelo admite, por ejemplo, la posibilidad de que en

1

2
Arrow 2.2, p.I.
Esta forma de proceder me fue sugerida por Olivera 68.2, Lección
1, punto 4. Schwartz (78) deduce las demandas individuales a par
tir de funciones de utilidad.
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la determinaci6n de L(r) intervengan elementos monop6licos, como el

accionar de sindicatos de trabajadores. Estos podrían influir sobre

l-a función de oferta de trabajo d~ modo tal que el equilibrio en el

mercado de trabajo se diera a un nivel salarial relativamente ele-

vado.

Por otro lado, hemos supuesto que se cumple la Ley de Wal

ras mientras que en el modelo los individuos no tienen. ¡a posibili-
~:.

dad de ahorrar mediante la adquisición de activos financieros. De

tal modo se elude- la posibilidad del desequilibrio debido a la no

concordancia entre el ahorro y la inversión. Un tratamiento intere-

sante de esta cuestión puede encontrarse en Schwartz 78 •

. ... ,
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4. Viabilidad del equilibrio general

Cabe señalar que si suponemos que los no-propietarios no

tienen otro medio de vida que el que. les permite la venta de traba-

jo los equilibrios generales correspondientes a r=R son no-viables

si postulamos un salario mf ní.rno, W i ' mayor que cero •....En tal casoro n "1"

será W 'n= w(r ) con r <R. Asimismo, si suponemos que el ob.je-ml max max .

tivo de las empresas es la obtención de ganancias positivas y que

ante ganancias nulas las empresas dejan de producir, tampoco serán

viables los equilibrios generales correspondientes a r=O. Más aún,

podemos postular una tasa de ganancia mínima, r . , por debajo demln

la cual las empresas no sienten incentivo suficiente para producir.

Estas condiciones de viabilidad imponen restricciones de índole ins

titucional a los equilibrios generales, en la medida que entendamos

a w. no como un mínimo de subsistencia física sino como un mínimoml.n

determinado socialmente.y no necesariamente a partir de las prefe-

rencias individuales. En tal caso, w. puede depender de factoresml.n

extreconómicos, por ejemplo, factores políticos, circunstancias de

catástrofe natural o social, etc. Análogamente, r. también puedeml.n

depender de tales factores extraecon6micos, sobre todo si se tiene

en cuenta la incidencia de tales factores sobre el riesgo. Induda-

blemente, ante una situación de gran inestabilidad política, r mi n

puede elevarse' considerablemente. Pero no intentaremos analizar en

este trabajo la determinación· de wmin,Y rmi~.

De tal modo, tendremos un domí.ní.o. ·1 r . " r 1, dondeml.n max .

W (r ) =w . I más allá del c uaL cualquier equilibrio general de j.ar ámax ml.n

de ser compatible con las restricciones institucionales existentes.

Estas consideraciones pueden resumirse brevemente en la siguiente

definici6n.

Definición Un equilibrio. general correspondiente a una tasa de

ganancia r constituye un equilibrio general viable si

re: Ir. , r I e (O, R)ml.n max
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donde w(r ) = w .• Aqur w. y r. son datos institucionalesmax m1n mln m1n

determinados socialmente.

Corolario 7 Dadas las condiciones de la Proposici6n s,rslr . ,mJ.n

r 1 determina un equilibrio general viable si y s6lo si E(r)=O.max

Es-ta manera de plantear las cosas permite ap re c.í a r explí-
~:.

citamente la posibilidad del desequilibrio estructural. Pues si

bien hemos demostrado que bajo condiciones bastante generales siem-

pre existe algún equilibrio general, es evidente que puede no exis-

tir ningún iquilibrio general viable. Basta para ello.que los equi-

librios generales existentes estén asociados o a tasas salariales

menores que w. y/o a tasas de ganancia menores que r . • Inclusi-nu n nu.n

ve puede darse el caso extremo en que resulte w. >w(r.), en cu-m1n m1n

yo caso no 5610 ningún equilibrio existente es viable sino que aun-

que se alteraran las funciones de demanda de los consumidores de

cualquier modo imaginable no podrfa haber ningún equilibrio viable.

En cualquiera de estos casos la no-viabilidad de los equilibrios

existentes impone el desequilibrio mientras tanto los datos del mo-

delo no varíen hasta admitir la viabilidad. Estos datos son: 1) los

itecnológicos, dados por (rr,~)1 2) los subjetivos, dados por (s (p,w)

-i"(p,w)), i=l, ... ,G+H: 3) los institucionales, dados por w. y r . •m1n m1n
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CAPITULO V

La rotac~6n del capital

J';!

1. Interpretaciones dimensionales alternativas

Al comenzar nuestro análisis de la maximización de bene-

ficios diferenciamos el consumo productivo de los medios de produc-

ción de la utilización productiva de los mismos. Supusimos, a efec-

tos de simplificar el análisis, que ambos eran cuantitativamente

iguales y valían qTI. No efectuamos en esa ocasión, sin embargo, un

análisis'dimensional de las variables en cuestión. Antes de genera-

lizar nuestro modelo para incluir en él la rotación del capital se-

rá conveniente detenenrosbrevemente para efectuar ese análisis di-

mensional.

Supondremos que cada mercancía (i), el trabajo (L) y el

tiempo (T) se mide en una unidad determinada que denotaremos lil,

\L I y IT 1, respectivamente. Si a. denota la cantidad a de la mercal
1

cía i denotaremos mediante d la funci6n que asigna a a. la unidad
1

en que se mide la mercancía i. Tenemos entonces:

y, obviamente

a.
d (.-2:.)

b.
J

= d(a.}d(b,}
1 J

d(a.) lli1 1
= -"-d'"7":"(b-.-) = J.

) .

mientras d(a.+b.) está definida s6lo si lil=ljl en cuyo caso
1 J

d(a.+b.) = d(a.) + d(b.) = lil = l í l •
1 J 1 J

Para cualquier número puro ~ podemos definir d(~)=l.

Hemos definido a a~ como el stock de la mercancía j del
J

cual es propietaria la empresa k. Si hacemos abstracci6n del super

índice sobreentendiendo que en lo sucesivo 'h a b l a r e mo s de una misma
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empresa (o del agregado de las empresas) tenemos d(a
j

) = Ij l.
En cuanto a los elementos de la matriz TI, tenemos

d I tr • . ) = I~ I .
J.J liT 4

Así, por eje~plo, si se necesitan 0,5 toneladas de hierro para pro-

ducir un tractor y la dimensión del elemento correspondiente de la

matriz TI es toneladas de hierro por tractor. Si interpretamos a q.
1

como una variable stock, digamos corno el output correspondiente al

período en cuestión, tenernos d(qi) = lil. ~uego:

d(q.rr ..") = d(q.) d(;r .. ) = \i\-( I~ 1) = .!j I = d(a.), i=l, •• ~,n,
J. J.J 1 J.J liT J

d(,Q,.) = 1~1
J ID

d(q.,Q,.) = Ijl(I~I) = ILI , j=l, ••• ,n.
J J ID

Si el trabajo se mide en horas-hombre y j es el proceso que produ-

ce pinzas, ,Q,. se expresa en horas-hombre por pinza.
J

En cuanto a los precios, supongamos que la n-ésima mercan

cía es el numerario. Luego p =1 Y p., i=1, ••• ,n-1 denota el nú-
n l.

mero de unidades de n que pueden intercambiarse por una unidad de

i. Luego

d(Pi) = +r+ ' i=l, ... ,n-l,

d(w) = ffi '
d (p ) = l.

n

d I n ..p.)
1J J

Luego se tiene

d (,Q, •w)
J.

=MW=m

= #-t ffi = m,
j=l, ••. ,n,

Si recordamos la definici6n de r vemos que cuando existe y es dis-

tinta de cero:

d (r) = d C = Inl/I~I
Tñl7lTf = 1 , i=l, .. ~,n

mientras que si es cero se tiene por convenci6n dCr)=l. Luego, como

Pn' TI P Y Q, \v, res un número puro carente de dimensi6n. r. da aquín n

una simple proporción entre los beneficios que se obtienen por uni-
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dad de producción de i y el capital inmovilizado para obtenerlos.

Si suponemos que los medios de producci6n cuya utilización se re~ ..'. '

quiere en el proceso se adquieren pI comenzar el período de produc-

ci6n y resultan íntegramente consumidos al finalizar el mismo, el

capital inmovilizado (o en giro) durante el perfodo resulta ser i-

gual al valor de los medios de producci6n consumidos. Veremos en la

pr6xima secci6n que este supuesto simplificatorio puede. eliminarse.
, .;./,

De modo alternativo, podemos interpretar a q~ como una
1

variable flujo. En tal caso

Para que la restricci6n del problema de maximizaci6n de la empresa

qITp ~ ap ( 1)

tenga sentido es necesario interpretar a esta matriz rr como dimen-

s Lo na Lme nt.e diferente de la matriz TI que figura en el funcional li-
A

neal objetivo q(p-rrp-~w). Por ello, la llamaremos IT, donde

J+t+tlT
d('Tt •. ) = . = dhr..) ¡TI

1J 1 1J
A

Y TI Y TI son suméricamente iguales. Podemos reescribir a (1) como
A

qTIp ~ ap.

Ahora tenemos

(2 )

d(q.ft .. )
1 1J

dCa.) i=l, •.. ,.n,
J

por lo cual la expresión (2) tiene sentido.

A

Como TI es una matriz de utilizaci6n, tiene incorporada

la dimensión t.empo r aL. 'íT. ,. indica la cantidad de j que debe inmovi-
1J (

lizarse durante el período T para producir una unidad de i. Si j

denota tractores e i toneladas de hierro, ~,.. denota la cantidad de
1J

tractores-año que deben atarse al proceso productivo para producir

una tonelada de hierro. Si se producen qi tn. de hierro por año,

q.~ .. nos indica la cantidad de tractores que deben estar atados
1 1J

al proceso de producci9n de hierro en cualquier instante dado del

año.

Bajo esta interpretaci6n alternativa, cambia la dimensio-

nalidad de r pues ahora

d (r ) = .Inl/lil._ =
Tñ1TTT7TTr

1

TTT' i=l, ••• ,n.
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En vez de ser r una proporción pura, se mide ahora en tanto por

ciento por período T. Indica el rendimiento anual del capital inmo-·

-vilizado por la empresa.

Desde un punto de vista puramente formal cualquiera de

las dos interpretaciones dimensionales es equivalente a la otra.

Con ambas se llega a la misma ecuación de precios. La interpreta-

ci6n que parece mejor ajustarse al modelo de Sraffa e~. la primera •.. ~.
Para Sraffa, r es una simple proporción carente de dimensiona~idad.

Bajo esta interpretación el tiempo no €ntra explícitamente en el

modelo. A nosotros nos interesa, sin embargo, introducir al tiempo

de un modo explícito ya que vamos a desarrollar en 'las próximas sec

ciones un modelo lineal más general que incluye la cuesti6n de la

rotaci6n del capital, concepto .é s t e !ntimamente vinculado con la

dimensionalidad temporal. Por ello elegiremos la segunda interpre

tación, en la que r tiene la dimensión /T/- 1 y las cantidades pro

ducidas son flujos anuales.!

1 Las obras de Schwartz (78) y Br6dy (13) siguen esta línea de in
terpretación.

.... .,
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2. El capital no-salarial

D~stinguimos anteriormente el consumo de medios de pro

ducción de su utilizaci6n. Si bien supusimos, como primera aproxi-

mación y a efectos de llegar al modelo de Sraffa, que ambos eran

cuantitativamente idénticos, en la secci6n precedente...vimos que,..,.
bajo la interpretaci6n que tomamos, difieren dimensionalmente, Ve-. .
remos ahora que 'también pueden diferir cuantitativamente.

Supongamos que el proceso que produce tractores (t) re-

quiere el consumo de media pinza (p) por tractor. Esto equivale a

decir que en la producción sucesiva de dos tractores una pinza que-

da destruida. Supongamos, además, que en la producci6n de un trac-

tor se requiere la utilización de una pinza y que el proceso de

prodúcción de un tractor tiene una duración de un mes. Luego sibiel

en un mes se consurra sólo media pinza se debe tener invertido un ca·

pital equivalente al valor de una pinza durante el primer mes y un

capital equivalente al valor. de media pinza durante el segundo mes

(ya que el valor de media pinza retorna a manos de la empresa al

final del primer mes). En promedio, se requiere una inversión de

3/4 de pinza por mes. Como en un año pueden producirse sucesivamen'

te 12 tractores y como durante la producci6n de cada uno debe atar

se, en promedio, 3/4 de pinza durante el mes de producción, en el

año completo se habrán producido 12 tractores y se habrá necesitad

una inmovilización promedio de 3/4 ~e pinza durante un año. Luego

para producir un tractor se requiere ata~ un capital equivalente a

valor d~ 1/l6 (=3/4'1/12) de pinza durante un año.

Sea ~ .. la cantidad de j que debe atarse, en promedio,
1J .

para la producción de una unidad de i durante un año (tomarnos aquí

y en lo sucesivo T=l año). Luego

eptp = 3/4 pinza-año/12 tractores = 1/16 pinza-año/tractc

TI t p = 1/2' pinza/tractor.

Definimos

1/8 año = 1,5 meses



124

corno el período de r'o t.ac í.óu de las pinzas en el proceso de produc-

ci6n de tractores. Que el período de rotación de las pinzas en el

procesQ de producci6n de tractores sea de un mes y medio significa

que en ese ~apso de tiempo el consumo de pinzas (flujo) equivale a

la cantidad' promedio de pinzas que deben ser utilizadas durante el

año (stock). De otro modo,

= 7ftp =
<P t p

8/año

nos indica que la cantidad de pinzas utilizadas, en promedio, du-

rante el año rota 8 veces por año, o, equivalentemente, que la fre-

cuencia de rotación de las pinzas en el proceso de p~oducci~n de

tractores es de 8 por año.

Si tenemos en cuenta que

= ~tp = qt<ptppp = 1,5 meses
Ncrtp 7ft p qt7ftpPp

vemos que Ncr~ nos indica, además, el reríodo de rotación del. capi
l.p

tal inmovilizado en pinzas en el proceso de producción de tractores,

y que l/NO"tp nos indica la frecuencia de rotaci6n del capital inmo

vilizado en pinzas en ese proceso. Al producir q, la empresa liga

al proceso de producción un capital de q~p, donde ~=(<p .. ). , N '
1.) 1.,JE:

siendo el valor del consumo de medios de producción igual a qTIp.
A

La matriz ~ reemplaza a la matriz TI de la Sección 1 en cuanto a

que sus elementos respectivos tienen la misma dimensionalidad. Aho-

ra, sin eniliargo, TI y ~ difieren tanto dimensional como cuantitati-

vamente y sus elementos respectivos estap relacionados mediante lar

períodos de rotación.

I

Dado que estamos considerando una perfecta divisibilidad

de los procesos la elecci6n de las unidades de las mercancías es aJ

bitraria. Da lo mismo tomar un buque como unidad de la mercancía

buque que tomar 0,01 buque. Podemos, si queremos, fijar las unida-

des que parezcan más'naturales. Lo importante es que no importa có '

mo fijemos las unidades, los procesos llevan tiempo. Una vez fijad.

la unidad del producto del proceso i (10 cual nos fija también el

nivel unitario de operación del proceso i) queda definido el perfo
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oda de producci6n de i cop tal de definirse a éste como el tiempo

que se r~quiere para producir una cantidad unitaria de i. Denotare-

mas al período de producci6n de ~ T. Y lo mediremos en años. Sea
1

Yi j la cantidad promedio de j que debe utlizarse durante un año pa-

ra obtener la producci6n anual de i -operando el proceso a nivel uní

tario. Sea r i la tasa anual de beneficios que las empresas obtienen

del proceso i sobre los medios de producción Lnrnoví.Lí aados durante.. ~ .

el año. Si T denota el año, se producen anualmente !- unidades de
T • •

1-

í si el procesase opera a nivel unita-rio durante el año. Luego el

Tprecio de las unidades de i debe ser
T •

1

T p. =
T. 1-

1

n n
L: TI •• p. + ~iw) + r i L: y .. p., i=1, ... ,n

j=l 1J J j=l 1J J

y el precio de una unidad de i:

n n
L: TI •• p. + Q,.w + r

i
L: Ti y ..p.

j=l 1J J 1 j=l ~ 1J J ,

Definamos

i=1, .•. ,n.

(4 )

(3 )

Como y .. . es la carrt.Ldad de j' que debe utilizarse durante un año pa
1J

ra obtener la producci6n anual de i cuando el proceso i se opera a

nivel unitario¡y como esta producci6~ anual es justamente !- , ~ ... Ti 1J
~s ' s ~mplemente la cantidad de j que debe utilizarse durante un año

para producir una · unidad de i cuando el proceso i .se opera a nivel

unitario. Teniendo en cuenta (4), (3) se convierte en

p. =
1.

n
L:

j=l

n
TI •• p. + ~.w + r. . L: ~ •. p ., 'í =1, ... , n
1J J 1 1 j=l 1J J

que puede expresarse matricialmente como
Al

P = TIp + ~w + R p (5)

donde R= diag(r1, ... ,rn ) . ·Si a todos los procesos les corresponde

la misma tasa de ganancia r, (5) se reduce a

p = TIp + Q,w + r~p

Sea ahora

(6 )

ep . .
= -2:.l. =

TI ••1J
1T •• ~O1J

( 7)
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el . período de rotaci6n del medio de producci6n j en el proceso i.

Como dijimos más arriba, Na.' constituye también el período de rota
1)

ción del~capital inmovilizado en el medio de producción j en el pr~

ceso i. Llamemos capital no-salarial a la parte del capital de una

empresa que se emplea en la adquisici6n de medios de producción y

capital salarial a la parte que se emplea en la adquisición de tra-

bajo. Llamemos capital girado en el período t al valo~:~e los in-

sumos consumidos productivamente en dicho p~ríodo y capital en giro

durante el período t (o capital atado, o capital ligado) al valor

de los insumas utilizados, en promedio, en la producción durante el

período t. Nótese que en esta última clasificación el primer con-

cepto es un flujo mientras el segundo es un stock. lEn cuanto a la

primera clasificaci6n, cualquiera de los dos conceptos puede ser

un flujo o un stock según ' que se considere el capital girado o el

capital en giro, respectivamente.

Podernos ahora definir el período de rotación del capital

no-salarial en el proceso i, Na" como un promedio ponderado de los
]. .

NGij' j=l, ... ,n, donde la ponderación de cada elemento es la parti-

cipación del insumo respectivo en el capital ne.-salarial girado en

dicho proceso. O sea,

rr inPn
+ o. TIN].n .p

1

, i=l, ••• ,n.

Análogamente, si una empresa k produce con diversos procesos (corno

nosotros admitimos), podemos definir el período de rotación de su
(

k .
capital no-salarial, NO , como un promedio ponderado de los NOi'

i=l, ... ,n, donde las ponderaciones son las p~rticipaciones del ca-

pital no-salarial girado en cada proceso dentro del capital no-sala

rial girado total de dicha empresa. O sea,

qk¿pp
= -k

q ITp

One main poi-ni: which has to be ol.eax-lu brought before the mi.nd in this eub jeci
is the difference beiiaeen the 'amount of capital invested and the amount of
investment of capital. The first is a quantity of one dimension only - the
quantity of capital; the eecond is a quantity of tioo dimene-ione , namelu , the
quantity of capital and the Lenqtñ of time during which it remai.ne Lnuee ted.
(Jevons 40-1, p.229)



-.

127

Observaci6n 1

Como se habrá advertido cuando desarrollamos nuestro eje~

plo del proceso de producci6n de ~ractores y obtuvimos ~tP = 1/16

pinza-año/tractor = 3/4 pinza-mes/tractor, los coeficientes <p • • no
lJ .

son coeficientes de ptilizaci6n física. Para producir un tractor se

requiere la utilización de una pinza entera durante el mes de pro-

ducción, no 3/4 de pinza. Pero para el estudio de la rotaciÓn del

capital y de la de t.e rrní.nac.í ó n de los p.rec í o s , s a-l a r í o y tasa de ga-

nancia es esencial el hecho de que el valor de los medios de pro-

ducción duraderos es transmitido al precio del product? de un modo

paulatino y parejo (en el sentido de que iguales productos deben

tener iguales precios). Por lo tanto los coeficfentes <p •• constitu
J.J

yen ya promedios que incorporan el emparejamiento de las fluctua-

ciones . ~e l capital en giro dadas por el heqho de que el valor de

los medios de producci6n duraderos va retornando a la empresa a me-

dida que se producen las ventas mientras el desembolso de capital

se efectúa cuando tal medio de producci6n debe reponerse. Por otro

lado, nosotros hembs~ hecho abstracci6n de la existencia de un mer-

cado financiero. Si tal mercado existiera el valor de la media pin-

za recuperada luego del primer mes, o sea, luego de finalizar la

producci6n (y venta) del primer tractor,se invertiría en activos fi

nancieros y ganaría un interés. Para que al final del segundo mes

se tuviera un valor equivalente al valor de una pinza (a efectos de
(

reponerla), incluyendo tal interés, deberíamos tomar un coeficiente

<P t p menor que el que tomamos. No iremos aqu~ más lejos en la deli

cada cuesti6n de li determinaci6n. de los <p ••• s610 nos interesa se
lJ

ñalar que dependen tanto de factores técnicos como econ6micos. No-

sotros supondremos que, como los TI .. , son datos dados e idénticos
1J .

para todas las empresas. 1

1 Cfr. Brody 13 (pp.35-41), quien critica a Lange 49 (pp.113-4) por
confundir la duración física de los bienes de capital con el pe
ríodo de rotación:

Lanqe does no t: distinguish be tioeen durabi. li ty ~ a phueical: characte
-ristic of capi tal qoode, and tiurnouer period, the length of time it takes to
recover money capital advanced. He also neglects inventory investment,

It is tempting to substitute Zife span for turnover time. The former
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Observaci.ón 2

Si una cierta mercancía debe consumirse en alguna canti-

dad positiva .e n un determinado proceso, necesariamente debe utili-

zarse también en cantidad positiva durante el período de producci6n.

Como para nosotros los períodos de producci6n son intervalos (no-d~

generados) de tiempo esto implica que el consumo produ~tivo no pue-

de ser instantáneo:necesariamente lleva ti~mpo. Recíprocamente,.si

una mercancía es utilizada en un proceso productivo, es necesaria-

mente consumida en alguna medida. Esto último equivale a observar

que todo medio de producción sufre desgaste y tiene, por ello, una
1"i

duración finita. Luego n .. >O <=> y .. >O, Y como <1>.. = T- Y _ . y 1" - >O,
1J 1J 1.J 1.J 1. .

tenemos

TI •• >0 ~ <1>- .>0
1J 1J

( 8)

lo cual nos da una relación cualitativa adicional entre TI y ~. Una

consecuencia inmediata de esta relaci6n es que las propiedades de

conectividad de las dos matrices son equivalentes. Esto es así por-

que, como vimos en el Capítulo 1, para una matriz no-negativa di-

chas propiedades dependen exclusivamente de la . ubicaci6n de los ele

mentas positivos. Consecuentemente, podemos afirmar que TI es bási-

camente conexa si y sólo si ~ lo es, y, en particular, que TI es in

descomponible si y s610 si ~ 10 ·es. 1 Por (7), otra consecuencia in-

mediata de (8) es que Na. _>0 si está definido.
1J

Observación 3

En todo lo anterior hemos venido suponiendo que al fina-

lizar el período de producci6n el producto terminado se vende ins-

tantáneamente. Esto es poco realista. No s610 se requiere, .en la

realidad, tiempo para producir una mercancía sino que también se

requiere tiempo para ·venderla. Y esto implica que hay ciertos gas-

is more easily meaeurabl.e and independent of the cuxrrent: px-ice eue iem, But W"l

fortuna.tely the twonotions are not directly equivalent and their exact rela
tion nee de [uxrbhe» el.oborat.ion, This relation aeeumee different forms for par
ticular pairte of the capital stock.

1 Schwartz 78 (p.8) Y Bródy 13 (p.35) anbos señalan la validez de la implicaci6n
TI ••>0 =>ep .. >0. Bródy observa e:xplícitanEnte que esto irrplica que si TI es indes
1.J 1.J .

corrponible también lo es ~ .:



tos que deben realizarse c:espués de salir el producto de 'la esfera

de la producción y antes de entrar en la esfera del consumo. Corre-

~lativamente, determinado capital.debe permanecer atado, tanto en la

forma del producto terminado como en la forma de los elementos ne-

cesarias para asegurar la venta: almacenamiento, mantenimiento, etc

De un modo análogo, las compras de los medios de producci6n .i mp l i -

can tiempo, gastos y atadura de capital. De modo que ?~ englobamos
-e/,

a las compras y las ventas en la esfera de circulaci6n de las mer-

caneías, intercalada entre las e sfe r as- de producción y consumo, pa-

ra cada proceso tendremos no sólo un período de producción sino

tanillién un período de circulaci6n de las mercancías., La suma de am-

bos períodos constituye el período de rotaci6n del capital ligado

a tal proceso. 1

Para incluir a la circulaci6n en nuestro modelo podríamos

reint'erpretar los elementos de TI y <I> como Lnc l.uyendo el consumo y

la utilización, respectivamente, de los medios de producción en la

circulación (además .de' Lavpr-oduccí.ón) de las mercancías. De tal mo-'

do ~ .. sería la cantidad de j que debe consumirse en la producción
1J

y circulación de una unidad de i, y ~ij sería la cantidad de j que

debe inmovilizarse en promedio durante un año en la producci6n y

circulación de una unidad de i. 2Alternativamente, podríamos defini!

A '"dos matrices adicionales. TI y ¿p que representaran el consumo produc-

·t i vo y la inmovilizaci6n promedio, respectivamente, de. los medios

de producción en la esfera de la circulación. Podríamos diferencial'

de tal modo, el capital industrial girado qTIp del capital comercial
A

, g i r a do qITp así como el capital inaustriallen giro q<Pp del capital

'"comercial en giro q ¿Pp . . De este modo, la ecuaci6n de precios (6) se

convertiría en

p = (TI + Íb p + ~w + r (¿p + ~) p.

1 Estas categorías se hallan definidas en Marx 55, Vol.II.
2 Debe destacarse que por la circulación de las mercancfas no nos

referimos a su circulaci6n física. Esta es para nosotros la acti 
vidad de la industria del transporte. Nos referimos, en cambio,
al proceso de cambio de las mercancías entre sí, y por lo tanto,
a la transferencia (o circulaci6n) del derecho de propiedad sobre
ellas. La siguiente cita es ~lustrativa:

Los gastos puramente. comerciales de circul-aci.éri (excluyendo, por
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Por otro lado, también podríamos introducir las activi-

daces comerciales como procesos independientes que compran y venden

y, por 10 tanto( tienen sus costos, su inversi6n de capital y su be-

neficio. Para la eficiencia descriptiva del modelo, seguramente lo

mejor sería introducir al capital comercial mediante una combina-

ción de las dos últimas alternativas mencionadas. Sin embargo, op-
..-

taremos por no introducir explícitamente al capital co~~rcial en

nuestro modelo. Como nuestra finalidad te6iica ~s básicamente ana-

lítica, preferiwns no sobrecargar innecesariamente la parte inter-

pretativa del modelo. Por ello, en lo sucesivo supondremos que to-

dos los costos están incluidos en los coeficientes TI • • , ~ •• , i., A.
1J 1J 1 1

Y no distinguiremos a los procesos comerciales de los industriales.

é

tanto~ los referentes a la expedición~ el transporte, el almacenamiento, etc.)
se reducen a los gastos necesarios para realizar el valor de la mercanc~a, con
virtiéndoZo de mei-cancia en dinero o de dinero en mér oanoia; para facilitar su
cambio. Aqut se prescinde totalmente de los eventuales procesos de producción
qUE durante el acto de circulación puedan pexeie td:r, ya qUE el negocio comercial
puede exiet.i» separado totalmente de ellos. La verdadera industria ·de l transporte
y la expedición, por e.iemplo , pueden ser y son ramas industriales completamente
die td.niiae del comercio; •.• Los gastos a que aquí, nos referimos son los de la
compra y la ve nta. Ya hemos visto mas arriba que estos gastos pueden ser los de
la contabilidad y tenedurÍ-a de libros~ la correspondencia~ etc• • • •

Todos estos gastos no se efectúan en la producción del valor de uso
de las mercancias~ sino en la realización de su valor; son simples gastos de cir
cul.ación, No entran en e l. proceso directo de producción, sino en e L proceso de
circulación y~ por tanto, en el proceso total de la reproducción. (:r-1arx 55, Vol.
lIT, pp. 282-3.)
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3. El capital salarial

Así como debe diferenciarse el consumo de la utilizaci6n

de los medios de producci6n para lograr una mayor generalidad en

nuestro modelo, debe establecerse una diferenciaci6n análoga con

respecto al trabajo. Pero, a diferencia del caso de lQs medios de
c ••

producción, la empresa no puede adquirir al trabajador sino s~la

mente su servicio (que denominamos trabajo). Esto es así porque no-

sotros partirnos del supuesto institucional de que los hombres son

libres y no pueden ser objeto de compra y venta ni objeto de propie

dad, a diferencia de un régimen esclavista. Por el servicio que

brinda el trabajador la empresa paga periódicamente, digamos men-

sualmente. Como al vender el producto recupera los salarios que pa

gó por todo el trabajo que insumi6 dicho producto, y como el perío-

do de producción no tiene por qué ser igual al período de pago del

salario, el capital salarial en giro puede ser mayor o menor que

el capital salarial girado.

Sean, por ejemplo, para .el proceso de producción de auto-

m6viles (a):

~ = 15 horas de trabajo/automóvila

w = 2 unidades de n/hora de trabajo

T = 1/4 año = 3 meses.a

Entonces si el salario se paga por mes adelantado la empresa habrá

invertido 30 unidades de n cuando di~ponga del vehículo para la

venta. Si suponemos que la venta es inmed~ata, o en otras palabras¡

que el ~eríodo de circulación es nulo, al final del tercer mes dis-·

pondrá nuevamente de las 30 unidades de n que invirtió. En promedie

la empresa ten~rá invertido en el tran~curso de cada mes 20 unida-

des de n pues en cadq período de producción. tendrá invertido 10 uní

dades de n durante el primer mes, 20 un. de n durante el segundo

mes y 30 un. de n durante el tercer mes. Luego su capital salarial

en giro será de 20 un. n-año para una producci6n anual de 4 autos,

o sea, 5 un. n-año/auto. Como el capital girado en la producción de



un auto es 30 un. n/auto, di- un modo análogo al caso del capi tal

no-salarial podemos decir que el capital salarial ligado al proceso

d~pr~ducci6n de autom6viles rota ~ (=30/5) vece~ en el afio (o que

su frecuencia de rotaci6n es de 6/afio), y que su período de rotaci6n

es de 2 meses.

En símbolos, podemos definir:

w. cantidad de trabajo cuyo valor, en promedio, debe ~tarse du
1

rante un año para lograr la producción. anual de i,

Al" = w.li : cantidad de trabajo cuyo varar, en promedio, debe atarlT r

se durante un año para producir una unidad de i,

ca. = A ./9.-. : período de rotaci6n del trabajo (y del c'apí, tal sala-
J,..;.l. .1. 1

rial) en el proceso i,

1 = ~./A. : frecuancia de rotaci6n del trabajo (y del capital sa
SOi 1 1

larial) en el proceso i.

En el Cuadro II se resume los símbolos utilizados para el

consumo y rotación de los medios de producci6n ydel trabajo.

CUADRO 11

Medios de
Producción

Trabajo

Consumo productivo
e

~ .TI. •
1) 1

Inmovilización para la
producción anual y .. (¡Ji1)

Inmovilizaci6n T. l .por <p. • 1 A. l.= y .. = T (¡Jiunidad producida 1) T 1) 1

Período de rotaci6n <p. . A.
NOij::: 2.2 (TI •• ~O) SOi::: l.

(Q,.~O)
TI •• 1) r: 1
1) 1

Frecuencia de rotaci6n

- .
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Podemos ahora dpfinir el período de rotaci6n del capital

en el proceso i como promedio ponderado de los períodos de rotaci6n

-del capital no-salarial y del capital salarial:

o . =
J.

<I>.p + "A.w
J. 1

lIiP + f¿iW

IT.p f¿ -.w

= Na. TI ~ f¿ + Sa J.' TI ~ t •J..p.w .p.'\V
1 . 1 J. J.

El período de rotaci6n del capital de una empresa k es ahora un pr~

medio ponderado de los períodos de rotaci6n de su cap~~al no-sala-

rial y su capital salarial:

ka = qke<I>P+AW) =

qkeTIp+f¿w)

-
k

q IIp
kq (TIp+f¿w)

Como ahora hemos tomado al capital salarial en giro explf

citamente el margen que las empresas cargan a los costos de cada

proceso debe calcularse con respecto a todo el capital en giro, no-

salarial y salarial. Por ello, la ecuaci6n de precios es ahora:

p. =
J.

<p • •p. + A.W
J.J J .i.

o, matricialmente

"p = TIp + f¿w + R(<I>p + AW)

donde nuevamente r i es .l a tas.a anual de ganancia del proceso i y
A

R = diag (rl' ..• ,rn). Si 'La s tasas de ganancias de todos los proce-

sos son iguales (a r) tenemos la ecuaci6n de precios:

p = IIp + f¿w + r(<I>p + AW). (9)

En el caso particular en que TI = <I> Y A=O se tiene la ecuaci6n de

precios de Sraffa. En el caso particular ~n que A=O se tiene la e-

cuación de precios que utiliza Schwartz.

- .



4. Capital fijo y capital circulante

En nuestra generalización no hemos efectuado la clásica

distinci6n entre el capital fijo y el capital circulante. Si bien

es sencillo incorporar esa distinci6n a nuestro modelo hemos prefe-

rido dar un tratamiento simétrico a los diversos elemen~os del ca-
.:,.. .

pital no-salarial por la sencilla razón de que tal tratamiento es

más general mientras que la distinción~ntre capital fijo y capital

circulante no es fundamental para las cuestiones que nos interesa

profundizar. Sin embargo, existe cierta confusi6n en la literatura

con respecto a esta distinción por lo cual será conveniente efectuar

algunas aclaraciones. 1

1 Sch\Va~tz, por ejemplo, si bien caracteriza los elementos de las
matrices TI y ~ como coeficientes de consumo y utilización, res
pectivamente, introduce confusi6n cuando en su caracterización
asocia a la primera con el capital circulante y a la segunda con
el capital fijo:

The pvoceee of produation of any corronodity nequi.ree appropriate a
mount:e both of circulating and 01 fixed capital. Thue , for i.netanoe , to pro
duce or~ ton of pig iron it is required, in the first place, that certain a
mounts of coal -say, half a ton, and certain amounts of iron ore -say, one and
a half bone , be used up; but, in addition it is require d that a bl.aet: furnace
be t.ied up , for a certain period, say for half a dau , The bl.aet: furnace is
tied itp but: not: used up, and hece »eokone only as fixed, but not as circula
ting capital .. , ~ .. is said to be the amount of c. utilized in the production
of one unit of C.}Jwhile TI •• is said to be the amgunt of C. consumed in the
production of on~ unit of t1. When a commodity is consumeilit is aleo utilized
and tiherefore toe ehal.l: aeeume -

If TI", .>0 then ~ . .>0, i,j=l, .•• .n,
, . .íihe matrix TI •• -is often'l-J eal.l.ed 'l-J the input-output matrix••• "The matrix
~j may be call~0. tihe fixed capi tal "matnrix, (Schwartz 78, pp. 7-8)

En sus ejemplos parecería que Schwartz caracteriza a los
(

insumas como de capital fijo o de capital circulante según que sean
o no íntegramente consumidos en el proceso de producci6n y en tal
caso su distinción se acercaría a la de Marx o a la de Walras. Pe
ro cuando aclara que TI •• >0 implica ~ .. >0 sé hace evidente que las

1J 1J
matrices rr y ~ no separan a los insumas en dos categorías pues ~

incluye insumas que figuran en TI. En tal caso induce a error llamar
a Wmatriz de capital fijo. Por otro lado llama la atenci6n que ex
cluya el alto horno de la matrizIT (si tal cosa puede deducirse de
su acotación: "and hence reckone only as fixed~ bui: not as oircul.atd.nq capi
tal") pues ,e s o implicaría que dicho bien no se amortiza, lo cual im
plicaría que es eternq. En suma, Schwartz confunde la distinci6n
entre consumo y utilizaci6n de los medios de producci6n con la dis
tinción entre los insumas de capital fijo y los insumas de capital
circulante.
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Walras define a los bienes de capital fijo como aqu~llos

bienes que pueden ser utilizados más de una vez y a los bienes de

capital circulante corno aquéllos q~e no pueden utilizarse más de u-

na vez. Los bienes de capital fijo pertenecen a los capitalistas

quienes se los alquilan a los empresaTios por un alquiler. En equi-

librio, los empresarios ni obtienen beneficios ni sufren pérdidas.

Sean i=1, ... ,s, los bienes que son de capital circulant~~y i=s+l, ••
~" '

. , n, los servicios que brindan los bienes de capital fijo. Sea a __ ,
-~J

i=1 l . • • • , n; j =1, ..• , s, la cantidad del bi-en j que- requiere la pro-

ducci6n de una unidad del bien i ~ Sea b .. , i=1, ••• , n i j=s+l't'." ,n, la
~J

cantidad del servicio j que requiere la producción de una unidad

del bien i. Sea , p., i=1, ••. ,n, el precio de una unidad del bien i,
a,

Y Pi' i=s+1, ... ,n el alquiler de una unidad del . servicio i. Luego .

la ecuaci6n de precios de 'Walras puede expresarse como

donde

p1 = A1p l + i1w + B1p2

p2 = A2pl + i 2w + B2p2

e10)

I
P = t 2

(PI"" ,ps); p

-2
P

=

=

(a ) B l =
-' - 11J 1= , ••• ,5 .

j=l, .•• ,s

(a ) ,• B2 =... 11J 1=S+ , ••• ,n
j=1, .•. ,s

(b .. ). 1
1J 1= , ••• ,s

j=s+1, •.• ,n

(b - .) . 1
1J l=S+ , ••• , n
, j=s+1, .•• ,n

Como los bienes da capital fijo se desgastan con el uso

el capitalista-prestamista de Walras debe récibir una amortizaci6n

que permita resarcirlo de ese desgaste. Por lo tanto cada bien de

capital, i=s+l, ... ,n, ti~ne asociada una tasa de amortización ~
1

que indica la fracci6n del valor del bien que debe abonar el empre-

sario al capitalista en concepto de amortización. El ingreso neto

del capitalista que alguile una unidad de i será p--~.p. y su tasa
111

de ingreso ' neto será
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En 0qui.librio, la tasa de ingreso neto debe ser igual para t.odos

los bienes de capital.1Por lo tanto, si llamamos i a esta tasa, te-

i =
p.- l.1.p.
111

p.
a,

i=s+1, ••• ,n,

de donde obtenernos

= (11 •+i ) P . ,
1 . 1

i=s+1, ••• , n.

Si O = diag(lls+l' ••• 'l.1 n ) se tiene

-2 2
P = (O + iI)p

por_lo cual el sistema (10) se convierte en:

pl = A1p 1 + ~1w + B1 (O + iI)p2

p2 = A2pl + t 2w + B2 (P + iI)p2

sistema que, a su vez, puede ponerse en la forma

( 11)

B
1 (O + ir)

B
2 (0 + ir)

O

O

+

+'

1
P

2
P

o

o1 AlP =
2 A2

P

Y en la forma

1 AlP

2 =

IA
2

P

Este último sistema es formalmente equivalente a nuestro sistema

de precios (6). Los ceros de la segunda matriz se deben a que en su

Teoría de la Capitalizaci6n y del Crédito (Parte V de los Elements)

Walras sólo toma en cuenta a los bienes de capital circulante en lo

que se refiere a su consumo productivo. Recién toma en cuenta a la

rotaci6n del capital circulante cuando' introduce su Teoría de la

Circulación y del Dinero (Parte VI de los EZements). No es necesa-

1 A los efectos de la comparaci6n con nuestra ecuación de precios
sólo consideraremos los "capi.tiaux mobiliers ou 'capitaux propremeni: di te"
de Walras. En otras palabras, no tomarenos en cuenta ni a la tierra ni al ser
humano corro objetos de compra y venta. Podríarros introducir el servicio de la
tierra del misrro nodo que incluirros al trabajo. ~b lo harerros, sin errba.rgo,
para facilitar la comparabilidad.

Por otro lado, también estamos ignorando la prima de se
guro que Walras introduce junto con la tasa de amortizaci6n.
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rio I sin ernbar qo I introduci ':' simul táneamente a la rotaci6n del ca-

pital circulante con la teoría monetaria. Podemos eliminar las cues ·

t.í.ones monetarias y considerar los _"e e i-v i c e e d 'approvisionnement"

que brindan los stocks de bienes. Sea c i j' i=l, ••• ,n;j=~, ••• ,s, la

cantidad de j que se necesita mantene~ en stock para producir una

unidad de i y sea Pi' i=l, ••. , s, el precio del "servicio de abasteci.

miento"del bien i. Para Walras, en equilibrio, se tiene
.¡::

Pi = iPi' i=l, ••• ,s.

Sea C l = (e . ) .... 1
1J 1= , ••• ,s

j=l, .•. ,s

de (10) se tiene

(c .. ). - 1
lJ l=S+ , ••• , n

j=1, ••• ,s

Luego, en lugar

1
P

2
P

= A1pl + t 1w + B1p2 +c1p1

= A2pl + t 2w + B2p2 + c 2pl

y en lugar de (11) se tiene

=

1
P

2p
+

1
P

2
P

( 12)

y ahora sí habrá una equivalencia total entre este sistema y el

nuestro. Nuestro sistema es más general porque admite la posibili-

dad de que el mismo bien de capital tenga diferentes períodos de

rotaci6n en diferentes procesos.

Una manera alternativa de introducir la distinción entre

capital fijo y capital circulante es la siguiente.! Mantengamos las

submatrices Al y A2 Y redefinamos las submatrices B1 y B2 de modo

que b . . r i=l,.,., n; j =5+1, ••• , n, indique la (cantidad del bien de ca-
lJ .

pital fijo j cuya utilizaci6n se requiere en la producci6n de una

unidad del bien .í, , Sea 11 •. , i=l, •.• , n; j =s+1, ••• , n, la tasa de amor
1J

tizaci6n anual del bien de capital fijo j en el proceso i. Sea 1
(J.

1 .

la frecuencia de rotaci6n' del capital circulante en el proceso i,

definida como

A.p+t.w
1 1= E

i
i=l, .•• ,n, ( 13)

donde E., i=l, ..• ,n, es el capital circulante en giro en el proceso
1

1 El desarrollo que sigue se basa en Murata 64, Cap·.4, p.146.
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i a nivel unitario de oper()ci6n y

A =
o

o

Sea P., i=l, ... ,n, el capital fijo en giro en el proceso i a nivel
1..

unitario de operación. Luego

F. = Bip, i=l, ••• ,n, (14)
1

donde
~::

O B1

B =
B2 .

O

Sea

O
D =

O

la matriz de amor-t r.z acr.o nes cuyos elementos son d .. ::: b. j ll. j ,
1J 1 1

i=l, ... ,n¡ j=s+l, .•• ,n. Luego la tasa de ganancia anual del proceso

i puede definirse como el cociente entre el beneficio y el capital

total en giro:

p.-A.p-t.w-D.p
1 1 1 1r. ==

1 E.+F.
1 1

i=l, ••• ,n. (15)

Si las tasas de ganancia anuales de todos los procesos son iguales,

reemplazando (13) Y (14) en (15) llegamos a:

p = Ap + tw +~+rl$(Ap + tw) + Bp ]

donde (5 ::: diag (C5 l' .: .• , an). Reagrupando se tiene:

p = CA + D)p + tw + rl(GA +B)p + $twl.

Este sistema es un caso particular del sistema (9) con

(16 )

TI = (A + D) =

y con ~ = 8t donde

$ -
O

<I> ::: (eA + B) =,

O

2 •e
Si en nuestro sistema .(9) hacemos Sa i ::: NO'ij = a i , i=l, .•• ,n;

1
j=1, ... ,s¡ NC5iJ' = i=l, .•. ,n¡ j=s+1, ••. ,n, obtenemos el siste-

llij
roa (16).

Esta última manera de plantear la distinción entre capi-

tal fijo y capital circulante tiene la particularidad de acercarse
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mucho a la práctica contable y operat:iva de las empresas. Los admi

nistradores de empresas saben que el valor de determinados insumas

durade~os, e.g. edificios, maquinarias, instalaciones, etc. (los lla

mados Bienes de Uso) debe - cargarse al precio del producto durante

un período de tiempo que más o menos coincide con su vida útil. La

tasa de amortización anual de cada uno de estos bienes está fijada

por la práctica contable. Con respecto a los demás in~umos se usa

un procedimiento diferente en el sentido qe que las erogacione~ se

acercan más a un- flujo continuo de dinero con una cierta cantidad

promedio de mercancías en inventario y en proceso (as! corno de di~

nero en c 'a j a) , Por ello, resul ta práctico juntar una' cantidad nume

rosa de insumas no-duraoeros heterogéneos y calcular la frecuencia

de rotación del capital inmovilizado en ellos. Según la importancia

de los diversos insumas para una empresa particular puede conside

rarse"'diversas subclases de bienes de capital circulante.

Hemos visto en esta secci6n que la distinci6n clásica en

tre el capital fijo ye1 capital circulante puede incorporarse de

diversas maneras a nuestro modelo. Sin embargo, siendo nuestro pro

pósito teórico bastante general no necesitamos incorporar a dicha

distinción en forma explícita. Por ello, mantendremos al sistema

(9) como ecüación general de precios.

Observación 4

Cuando Sraffa generaliza el tratamiento de la Parte I de

su obra (82.4) pasa directamente al caso de producci6n conjunta, al

cual dedica la Parte II. En 69.2, Pasinetti introduce una instancia

intermedia ya que antes de tratar el caso de producción conjunta

introduce la distinción entre matriz de stock A y matriz de consumo

A-. Define

A = A e + A f (17)

A- = A C + 5A f (18)

donde AC y Af son matrices de stock de bienes de capital circulante

y capital fijo, respectivamente, y 8 = diag(ol, •.• ,on) es la matriz
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jo. Su ecuación de precios es

(19)

Esta ecuaci6n es muy similar a la ecuación walrasiana (12). Por un

lado es aparentemente más general pues, si b~en Pasinetti no lo es

pecifica, parece deducirse de su planteo que AC y Af pueden tener

ambas elementos positivos en el mismo iugar (i,j), en cuyo c~so no
J/!

se trata de una simple partición como en (12). Esto significaría

que un mismo bien puede tener simultán~amente un uso como capital

fijo y un uso como capital circulante en el mismo proceso. Por otro

lado, la ecuaci6n (19) es menos general por el hecho de tornar la

misma matrizAc como matriz de stock (en (17» y matriz de consumo

(en (18)) de los bienes de capital circulante. En (12), en cambio, '

diferenciarnos a t ccl,C2) de t(A1,A2).

, ~ También puede considerarse a nuestra ecuaci6n (9) una

instancia previa a la introducción de la produccidn conjunta. Cons-

tituye, sin embargo, la ecuación más general' del caso de procesos

lineales de producci6nsimple (con tasa de ganancia homogénea y un

único factor no-producido). Podemos denominar al modelo que repre-

senta: modelo lineal general de producci6n simple .

..
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CAPITULO VI

Equilibrio general en el Modelo Lineal General de Producción Simple

..'c"•

1. Equilibrio general en el Modelo Lineal General

Teniendo en cuenta la generalización que hemos efectuado

en el Capítulo V podemos replantear el objetivo de la .empresa como

el de:

Elegir un q que maximice q(p-rrp-~w) en K={qsR~lq(~p+Aw)~ap}. (1)

Es sencillo comprobar que todo el análisis que efectuamos para el

caso particular TI = ~, A=a, vale para el caso general. Pues en el

Capítulo IV nos cuidamos de mantener estrictamente separadas las

dos interpretaciones que dimos a TI: por un lado, cuando aparecía

en el funcional objetivo como matriz de consumo productivo y, por

otro lado, cuando aparecía en la restricción de capital como matriz

de stocks de medios de producción·.

Para el caso general debemos redefinir a los conjuntos

A Y B como:

A = {isNI~iP + AiW = a}

B = {isNI p. - n.p - ~.w = a}
l l l

Nuevamente debemos exigir que p-rrp-~w~o y AcB. Todo el análisis

de la solución de (1) pe~manece exactamente igual al del Capítulo

IV si se efectúan los cambios obvios correspondientes al cambio en

la restricci6n. Podemos entonces reformular directamente nuestra

Proposici6n IV.3 del siguiente modo:

..
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isN

r:
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ep(i)=

p.-IT .p-,Q,.w
111

<I>·p+A.W
1 1

o

+00

si isAflB

Entonces al producir ~una empresa maximiza beneficios x(p-np~,Q,w)

n _ . k
en su conjunto factible Kk = {xsR+1 X(<Pp+Aw)~a p}donde p-n:p-,Q,w~O

ksi y s610 si q sKk, r está definida y se cumplen las siguientes con

diciones:

k(1) q.>O => p.-IT.p-,Q,.w = r(<I>.p+A.W).
1 1 1 1 1 1

(2) r>O => qk(<I>p+,Q,w) = akp.

También puede demostrarse la existencia de un equilibrio

general cuando se sustituye la condici6n (e) de equilibrio por:

Para ello conviene establecer ~reviamente una Proposici6n análoga

a la Proposición 1.16.

En las dos Proposiciones que siguen haremos uso del su-

puesto de que A(O)<I> es dominantemente básicamente conexa. Por ello

será conveniente interpretar a este supuesto desde un punto de vis-
. (

ta económico. La matriz ·A(O)<I> nos da . los requerimientos totales de

stock ya que

A(O)<P 2
= ~ + rr~ + TI ~ + •..

donde (<I» . . da el stoc~ de j necesario directamente para producir
lJ n

una unidad de i, CIT<I»l']' = E n.kepk' da el stock de j necesario pa
k=l 1 J

ra producir los insumos directos de una unidad de i,

. 2
(IT <1)) .. =

1J

n 2 .
E . (JI ). k <I>k .

k=l l J

da el stock de j necesario para producir los insumos directos que
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requieren los insumas directos de una unidad de i, y así sucesiva-

mente. Como supondremos que TI es básicamente conexa y sabernos que

~-tiene la misma distribuci6n de ~eros que TI (por (8) del Capítulo

V), resul ta que <I> es ·t a mbi é n básicamente conexa. Luego por (2) t am-

bién A(O)<I> es básicamente conexa ya que tiene a lo sumo los mismos

ceros que ~. Si adicionalmente suponemos que A(O)<I> es dominantemen-

te básicamente conexa estamos suponiendo que ·l a raí z domí.narit;e del....
bloque de A(O)~ correspondiente al sector ~ásico es mayor que ~a de

cualquiera de los bloques que corresponden a sectores no-básicos.

Así como el 's up ue s t o de que JI es dominantemente básica-

mente conexa significa que los procesos básicos consumen directa o

indirectamente una proporci6n de la producción bruta de mercancías

básicas más elevada que la proporción que los prqcesos no-básicos

interrelacionados consumen directa o indirectamente de su propia

produc.eión brut.a, el supuesto de que A (O) <I> es dominantemente bási-

camente conexa significa que los requerimientos totales de stock

de mercancías básicas por parte de los procesos básicos son más e-

levados que los requerimientos totales de stock que tienen los pro-

cesos no-básicos interrelacionados con respecto a sus propios pro-

duetos.

Proposici6n 2 Si TI es casi-productiva y dominantemente básicamen

te conexa, A(O)<P es dominantemente básicamente conexa y t1.::o, en

tonces existe un intervalo no-trivial IO,Rj tal que para todo r en
t

¡a,RI, si se expresan , precios y salario en términos de cualquier

numerario, la ecuación

ITp + tw + r(<I>p + Xw) = p

tiene solución (p(r),w(r» y

a) p(r»O y w(r»O en lO,R); p(R)=~>a y w(R)=O,

b) p(r) y w(r) son únicos en IO,RI ,

(3)

e) si p(r) se particiona según la forma normal descompue~

t 1 ro . sta de TI y <P., P (r) = (p (r), ••• , p (r», cada p (r),

s=2, ... ,m, rEIO,R\ puede expresarse univocamente en

función de w(r) y los pS(r) que le preceden,
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d) w(r) es estri ctamente decreciente en la,RI,

e) p(r) y w(r) son continuos en 10,RI.

Demostraci6n

Como TI es dominantemente básicamente conexa y casi-produc

tiva, por el Lema 1.14 es también productiva. Luego A(O) existe y

es semfpositiva. Si en (3) se tiene w=O queda TIp + re})9:t= p de don-

de se obtiene

rA (O) e})p = p. (4)

(6)

Como A(O) e}) es dominantemente básicamente conexa se tiene dornA(O)e}»O

(Corolario 1.12) por lo cual existe un Rs(O,+oo) tal que domA(O)e}) =

~ . Por el Teorema 1.13, A(O) e}) tiene un único vector dominante de

derecha, p>O. Luego r=R, p=p, constituye la única so'1uci6n no tri-

vial de (4) (una vez que se ha tomado alguna mercancía como numera-

rio) • "Si en (3) se tiene, en cambio, w>O, reordenando se obtiene

(1 - TI - re})p = (~ + rA)w.

Como

(1 - TI - re}) = (I-TI) (1 -rA(O) e})

y para rsIO,R) (l - rA(O)e}) es semipositivamente invertible se ob-

tiene

p = (1 - rA(O) e}) -lA ( o ) (~+rA)w = B(r)A(O) (,Q,+rA)w. (5)

Como A(O) e}) es básicamente conexa, B(r) tiene una primera columna de

bloques positiva (Lema 11.6) y como A(O) > 1 lo mismo puede decirse
1:=:

de B(r)A(O). Como ~1~0 se tiene entonces p>a. Luego podemos tomar

cualquier nume~ario y obtener como en, el Capítulo 1 a p y w como

funciones de r en el intervalo lo,R I que c ump l.e n a) ,b) y e).

Si tomamos a la primera mercancía como numerario tenemos

explícitamente

w(r) = 1
B (r ) lA ( ?) (,Q, +r A) •

La primera columna de "bloques de B(r)A(O) es positiva y tiene al

primer bloque IB(r)A(O) 1 1 = B1(r)A1(O) como factor (matricial) en

cada bloque. Como el bloque IACü) e}) 1 1 = Al (O) <Pi es Lnde s cornponí.bLe

B1(r) es funci6n estrictamente creciente de r (Teorema A.S). Luego
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w(r) es función estrictamente decreciente de r. Además, como el b10

que B1(r)A1(O) tiene un polo en r=R

lim w(r) = O =~w(R)

rtR

por lo cual w(r) es continua por la izquierda en r=R. La continui-

dad de w(r) en 1,0 ¡,R) es "evidente.

Reemplazando (6) en (5) obtenemos

B(r)A(O) (Q,+rA)
p(r) = B(r) 1A ( O) (Q,+rX) .

que es también continua en IO,R). Para demostrar que p(r) es con-

tinua por la izquierda en r=R observemos que

donde q es el vector dominante de izquierda de A(O)~. Como

- 1 -
qA(O)~ = 'R ,q

e xpand.í.ende a B (r) en serie se llega a

Luego de (5) se obtiene

qp (r)

R 
= R-r q.

= R qA(O) (Q,+rA)w(r) •
R-r

(7)

Por otro lado, el equivalente del Lema 1.15 para B(r) en lugar de

A(r) sería

1im (R-r)B(r) = R pq
rtR qp

Por ello se tiene

1im pCr)
rtR qp (r)

1im
= rtR

R- r B (r) A ( O') (.Q, +r A)

-W (jA(O) (Q,+rA)

-
=L

qp

lim qp(r) lim R ' ' q A ( O) (Q,+rA) qp
= =rtR PI (r) rtR R-r B(r) 1ACO) (Q,+rA) -

P l

de modo que

1im p (r ) 1im p (r) qp (r) E- p (R)
= = = P 1 (R)rtR Pl (r) rt,R qp (r) P1 (r) -

P1

por lo cual p (z ) es continua por la izquierda en r=R. Como lo p ne-:

cedente vale para cualquier numerario el teorema está demostradQQED.
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Ahor a podemos reemplazar la Proposici6n IV. 5 por la si-

Proposici6n 3 Si se cumplen las siguientes condiciones existe al-

gún equilibrio general:

1) Todas las empresas disponen de: a) una misma tecnolo-

gía dada por (rr,~), donde rr es casi-prod~~tiva y domi

nantemente básicamente conexa.y ~l~O; b) iguales gerí

odos de rotaci6n de medios de producci6n Na .. (defini-
1)

dos y positivos para i,j tales que TIij>O) y de trabajo

Sa i (definidos y positivos para i tal que ~i>O).

2) Las matrices Ir y <ll donde

!NOi:rri j
si 7T •• >O

1J
<p •• =
1J si TI •• =0

1J

son tales que A(O)~ es dominantemente básicamente co-

nexa . .

3) Cada consumidor cumple su restricci6n presupuestaria

con igualdad (Ley de Walras) •

Dernos -t r ación Si se toman los precios y salario que satisfacen (3)

la demostraci6n de esta Proposici6n es casi exactamente igual a la

de la Proposición IV.S. Basta con reemplazar en esa demostraci6n

en todo lugar que no sea el funcional de beneficios las expresiones

qk rrp y q TIp por las expresiones qk(<llP+AW) y q(<llP+AW), respectivamen-

te ..
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Observaci6n 1

Para nuestro modelo lineal general se tiene, como en el

caso de Sraffa, una Mercancía Patr6n que podemos llamar "Mercancía

Patrón Generalizada". Como A(O)~ es dominantemente básicamente co-

nexa, - -1 -1por el Teorema 1.13 nuevamente resulta q = (q ,0, .•. ,0),q >0,

donde ahora q es el vector dominante de izquierda de ~~O)~. Nueva

mente, sólo las mercancías básicas (y todas ellas) están repre~en-

tadas en la Mercancía Patr6n Generalizada. Por (5) y (7) se tiene

1 - J -
L sp(r) = L sB(r)A(O) (,Q,+rA)w(r) = 1 Rw (r) sA (O) (,Q,+rA). =L R-r

Rw(r)
= R-r j

1 + SACO)AIr L = Rw(r) (1 + r SA) .
R-r s,Q,

( 8)

Así como L = q,Q, = sA(O),Q, nos indica el trabajo total consumido en

el período, A = qA = SA(O)A nos indica el trabajo total inmoviliza-

do en promedio durante el período. Luego

es el período de rotaci6n promedio del trabajo en el Sistema Patrón

correspondiente a nuestro modelo general. Por (8) tenemos la equiv~

lencia

~ sp(r) = 1 <;=:>
Rw(r)
R-r

de la cual obtenemos la siguiente Proposici6n que corresponde a la

Proposición lIT.l.

Proposici6n 4 Utilizar como numerario a ~a Mercancía Patrón Gene-

ralizada es condici6n necesaria y suficiente para que valga la re-

laci6n

Observaci6n 2

r = R(l - w(r»

1 + S0Rw (r)

Puede efectuarse una interpretación geométrica de los pre

cios en nuestro modelo lineal general análoga a la que efectuamos
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en el Capítulo III, Seccién s, con respecto al modelo de Sraffa. Por

(5) Y el hecho de que (7) vale también para s = q(r - IT) se tiene

p(r) = .LB (r)A(O) (~+rA)

sB(r)A(O) (,Q,+rA)

(R-r}LB(~)A(O) (,Q,+rA)
= =

RsA(O) (,Q,+rA)

(R-r) B (r) A (O) (,Q,+rA) •

R(l + r sal

-.

Como p(O) = A(O)~ = v y ~(R) = ~~ ., p(r) es una curva que efectúa
sp

un recorrido continuo desde v hasta ~ dentro del conjunto
sp e::

{P€R~I sp = L}. Nuevamente, si se modifica ,Q, cambia el punto ini-

cial v = A(O),Q, así como toda la curva rne nos el punto terminal !:E.
sp

Si se modifica A, en cambio, cambia todo el recorrido de la

curva menos los: dos puntos extremos. S.i ,Q, y A son aI11lJ,os vec<t.ores

dominantes de derecha de cI>A(O) deben ser proporcionales y se tiene

A = Scr~1 cI>A(O),Q, = ~,Q" ~A(O)A = ~ A

de donde

A(O)A "~ saA(O)~ = S0V, A(O)cI>A(O),Q, = ~A(O),Q" A(O)cI>A(O)A = ~A(O)A

por lo cual v = A(O),Q, y A(O)A son proporcionales y resultan vecto-

res dominantes de derecha de A(O)cI>. En ese caso puede verifi~arse

que resulta p(r) = v para todo relO,RI por lo cual la curva de pre-

cios degenera a un único punto.

Observación 3

Podemos introduclr una generalizaci6n más al modelo si

suponemos que al comenzar el periodo, el capital de la empresa in-

dividual puede estar materializado no sólQ en el vector de activos

de su propiedad a k sino también en una cierta cantidad de trabajo
I

en giro contratado en un período anterior. Si bien la empresa no

es propietaria del trabajador (y, por lo tanto, no puede venderlo

ni comprarlo) I al contratar o despedir trabajadores invierte o li-

bera capital, respectivamente, de modo que asi como los activos de

su propiedad constituyen la forma materializada de su capital, los

trabajadores contratados constituyen la forma "humanizada" de su

capital. Con es·te) paso nos ' liberamos de la identificación que he

mos mantenido hasta ahora" del capital de la empresa con el valor
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de los activos materiales que son de su propiedad. El capital de

la empresa constituye en última instancia una suma de valor que

descrine un ciclo. Como nuestro modelo no incorpora una represen-

taci6n del dinero, sólo considera al capital después que ha sido

invertido en capital productivo, o sea, capital puesto a funcionar

en la producción de mercancías. La suma de valor que es propiedad
..'

de la empresa ya se ha transfigurado en ciertos activos materiales

que también "son propiedad de la empresa pues h~n sido compradós

mediante el capital-dinero original asf como en una cierta canti-

dad de trabajadores contratados que ~ son propiedad de la empresa

sino que han asumido un compromiso formal de trabajar durante un

determinado período de tiempo para la empresa. Ambas formas del

capital r o sea, lo que hemos denominado capital no-salarial y ca-

pital salarial, respectivamente, constituyen el capital productivo

de la empresa. El poder de la empresa sobre su capital no-salarial

está dado por el hecho de que como los activos que lo representan

son de su propiedad puede venderlos y volver a transformar esta

parte de su capital en capital-dinero. El poder de la empresa so-

bre su capital salarial está dado por el hecho de poder despedir

a los trabajadores (o no renovar los contratos) y de ese modo libe

rar el capital en giro involucrado en el pago peri6dico de sus sa-

larios.

Sea Ak la cantidad de trabajo ya contratado por la em-

presa k al comenzar el período. La duración de estos contratos no

tiene importancia para el presente análisis. Nótese que, aná10ga-

kmente a a , Ak representa un stock. El capital productivo de una

empresa está representado ahora por

k ka p '+ A W

y su restricción de capital es

k . k k
q (~p + AW) ~ a p + A w.

Nuevamente, si r>O, para que haya maximizaci6n de beneficios es ne

cesario que esta restricci6n se cumpla con igualdad. Evidentemente

la Proposición VI~3 mantiene su validez bajo esta generalizaci6n.
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Ob s e r va c í.ó n 4

En el modelo de equiliQrio general presentado las empre-

sas requieren stocks de mercancías para operar y la cantidad de

stocks que cada una puede obtener está limitada por su capital.

Luego es la restricción de capital de la empresa lo que limita" en

úl tima instancia la escala de producci6n de la empre s.a individual.
~ ...

En la microeconomía usual se suele plantear al problema de el~cci6r

de la empresa de modo diferente. Se distingue 'un problema "de largc

plazo u de la empresa que consiste en maximizar beneficios bajo la

restricción tecno16gica, de un problema ."de corto plazo" que impli-

ca ciertas restricciones adicionales que consisten fundamentalmente

en la limitación física causada por la capacidad instalada. El pro-

blema de elección que hemos tratado nosotros no coincide exactamen-

te con ninguno de estos dos. Por un lado, el problema "de corto pl~

ZOU se le asemeja por el hecho de que el nivel de producci6n está

acotado por la máxima producci6n que admite la capacidad instalada.

Por otro lado, ambos problemas difieren del nuestro por el hecho df

que en ellos el máximo beneficio de la empresa existe debido a la

forma que adopta la función de producción. En el corto plazo, el

hecho de tenerse algunos inputs fijos asegura que a medida que se

hace aumentar a los inputs variables se llegue eventualmente a los

costos marginales crecientes, lo que hace disminuir el beneficio

unitario. En el largo plazo, debe recurrirse a alguna hipótesis ad

hoc que garantice que a partir de cierta escala de producci6n au-

menten los costos marginales. Hicks (38.1) es excepcionalmente cla-

ro con respecto a esto:

Los costes marginales han de subir a medida que la empresa crece pa
ra poder asegurarnos de que su expansión se detiene en algún momento (p. 92).
Desde luego" ha de haber algo que detenga la expaneión indefinida de la empresa
(p. 93). Por lo tanto" sólo p~de surgir una situación tal como la que presentar
nuestros diaqramae si el . factor A se combina con algunos recursos de los que la
firma solo posea una oferta l.imi.tada y de los que no pueda conseguir más en el
mercado, Para los prob l emas de corto p lazo ~ e I. equipo fijo o planta de la empre
sa" que se ha construido en el pasado y que tiene probabi.l.idades , hasta cierto
punto" de no poderse renouar; eecuius ta bastante bien a este caso. Para proble
mas dE plazo largo" solo tenemos el .cont rol último que ejerce el empresario mis
mo, La única razon para que aumenten los costes marginales es la dificultad ca
da vez mayor de controlar una empresa a medida que crece su escala de pvoduc -



l~l

ción (pp. 91-2).1

La soluci6n de Hicks para el largo plazo consiste en un artificio

capaz de asegurar que el problema, tal cual se plantea, tenga solu

ción: que pueda determinarse una producci6n 6ptima para cada nivel

de precios cuando el objetivo es el de maximizar beneficios bajo

restricciones que pueden expresarse independientemente de los pre

cios. Hicks buscaba algo que detuviera "la expansi6n :L~definida de

la ernp res a" y encontró a los "recursos de ~mpresariotl que no podfa n

venderse ni comprarse en el mercado y de ese modo aseguraban ren-
;

dimientos decrecientes a escala (con respecto a los demás factores~

En la formulación moderna de la teoría dé la producci6n

se argumenta que si hay rendimientos a escala crecientes la empresa

crecerá hasta tal punto que comenzará a tener poder "monop6lico so-

bre los precíos de insumas y productos. Ese caso debe por lo tanto

excluirse del esquema te6rico basado en las condiciones de compe-

tencia perfecta. Analíticamente, se excluye el caso de rendimientos

crecientes exigiendo la convexidad del conjunto de posibilidades "

de producción. De este modo se admite la posibilidad de los rendi-

mientas constantes a escala, cual es el caso cuando el conjunto de

producción es un cono convexo de" vértice en el origen. Con los ins-

trumentos matemáticos brindados por las propiedades de los conjun-

tos convexos se logró incorporar en un mismo modelo de una forma

comprensiva tanto el caso hicksiano de rendimientos decrecientes

a escala como los modelos lineales de producci6n que venían desarrD
(

lIándose paralelamente desde Walras y ,adquirieron ímpetu con el de

sarrollo del modelo de input-output de Leon~ief y el análisis más

general de procesos lineales surgido a partir del trabajo de Koop-

IDan s ( 4 4 .. 2) •

El supuesto de convexidad del conjunto de posibilidades

de producción constituye, entonces, la piedra angular de la moder-

1 Estas consideraciones llevan a Hicks a dividir a los individuos
en dos clases, los particulares y los empresarios. Todo 1:ndividuo
posee ofertas de una o ~has clases . de los siguientes recursos: 1) factores
de la producción de los que puede uno deeprenderee en e L mercado y -' 2) recur
sos de empresario de los que no puede uno deshacerse de ese modo~ pero que
pueden emplearse en combinación 'con Za otra clase de factores., para obtener
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na teoría de la producci6n bajo condiciones de competencia perfec

ta. 1 El realismo de tal supuesto, sin embargo, ha sido cuestionado

por diversos autores. Con respectQ a los supuestos de convexidad,

Koopmans dice:

Such asswnptions can lay no cl.aim to realismo They cannot: be ueed
when we want to express the production advantages that experience has shown to
be achievable by putting resources in the form of Zarge indivisible and coordi
nated pieces of capital equipment , Convexity can be used with eome deqree of ap
proximation only in problems where the granularity arising from ~npivisibility

of reeourcee is unimportant. The case for strict convexity of pvoduot-ion ee te is .
in general very ioeak. indeed. But in any case the principal reaeon for making a I
convexity assumption l.iee not in its deqree of »eal'iem but in the preeerit: ebate I

of our knoiol.edqe . . . The conuetei tu coneep t: tiherefore enabtes.us to e tate minimwn
aeeumpt.ione for the validity of important par-te of existing economio theory ~

tihus he lping to reduce this part: of our knoiol.edqe to i ts loqical. and mathemati
cal eeeenid-al:e , An economy of thinking is thereby achi.eued whiáh ehoz-iene :the
statement of iohat: toe currerit lq knoo and which may al.eo enabl.e uso to perceive more
clearly~ and perhaps approach with better equipment~ the harder problems yet un-
eol.ued. .

De modo que si bien el supuesto de convexidad es adrnitidamente poco

realista permite sustentar "important parts of existing economic

theory". Esta admisión cubre con la sombra de la duda a una teoría

cimentada sobre un supuesto tan poco realista. 2

El modelo que hemos presentado en la Parte II de nuestra

tesis supone rendimientos constantes a escala (y proporciones fijas

entre los insumas). De tal modo, excluye tanto los rendimientos cre

cientes como los decrecientes imponiendo una severa restricci6n a

la tecnología. Pero a diferencia del planteo usual, dicha restric-

ci6n no tiene la funci6n de acotar las posibilidades de producci6n

e impedir que la empresa individual que busca la maximizaci6n de

beneficios pueda producir a un nivel arbitrariamente elevado. Para

ello disponemos de la restricci6n de ~apital de la empresa y el he

cho de suponer que la producción requiere :Va inmovilización de

stocks (y, por ello, la inversión de capital). El conjunto factible

productos vendibles. Dada una serie de precios de mercado de factores y pro
ductoe , quienquiera que posea recursos de empresario podrá determinar si el
empleo de esos rec~~sos en la producción rendirá un excedente positivo. En ca-(
so afirmativo~ se convierte en empresario. (Hicks 38.1 p. 113)

1 Debreu consigue, q r a'cLa s a Uzawa, limitar el supuesto de convexi
dad al conjunto de producci6n total para demostrar la existencia
de equilibrio general. Cfr. Debreu 22, Nota 1 al Capítulo s. '

2 Kaldor (42) cuestiona la validez del concepto mismo de equilibrio
general basándose, en parte, en el poco realismo de la exclusi6n
de los rendimlentos crecientes.

0.- "
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de la empresa permanecería acotado aunque elimináramos el supuesto

de rendimientos constantes a escala y el supuesto de proporciones

fijas: Y si bien es posible que algún supuesto de convexidad siga

siendo necesario para demostrar la existencia de equilibrio gener2

tal como suele definirse este concepto, el hecho de tener acotado

al conjunto factible de cada empresa. permite explorar nuevos .cami-

nos.
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2. El concepto de beneficio sobre el capital

El concepto de beneficio que está implícito en nuestro

planteo presenta diferencias con respecto al de la microeconomía '

usual. En ésta todos los inputs tienen un precio y la diferencia

entre el ingreso total de la empresa y el costo de los .1nputs es el
~:~

beneficio. Hasta aquí parece no haber diferencia alguna con el con

cepto de beneficio que hemos 'p r e s e n t a do -en ' l o s capitulas preceden-

tes. La diferencia existente radica en que en el modelo estático

del esquema teórico usual no cabe el concepto de beneficio como re-

tribución "normal" al capital. El "beneficio" del modelo estático

usual consiste en el "beneficio extraordinario" . de los economistas

clásicos. 1 A primera vista, parecería que se trata de una mera di-

ferencia terminológica. Pero indagando un poco más se ve que esto

no es así aunque, evidentemente, parte de la diferencia es termino-

lógica. En el modelo estático usual se tiene al "beneficio" defini-

do como el producto interno del vector de oferta neta de la empresa

(que tiene componentes negativos para los insumas netos y positivos

kpara los productos netos) y el vector de precios, o sea, y p. Por

ello, cuando hay rendimientos constantes a escala, como la empresa

no tiene otra restricción que la tecno16gica es necesario que el

beneficio sea nulo para que exista un "beneficio" máximo. Como en

ese caso s6lo quedan las ' retribuciones a los inputs medibles físi-

camente se esfuma el concepto de beneficio corno retribuci6n "nor-

mal ll al capital y queda una colecci6n de ingresos que consisten en

1 Cuando llega al capítulo sobre "Economías Temporales", Malinvaud
hace el siguiente comentario:

En segundo lugar~ . la expresión beneficio es la fuente de una cierta
arrbig"úedad tanto en la li t.eraiiura economica como en e l. lenguaje diario. Aquí.

. hemos obtenido la definición del beneficio 7ft del: perlado t gracias a una ge
neralización natural- de un concepto que fue en primer lugar definido para una
economta en la que la dimensi8n temporal no era expl1:-cita. Eritoncee , es un !.tb~

neficio puro" que aparece como reeidual , una Vez deduci do toda la carga de in
t.ereeee que corresponde al capital intervenido. Es frecuente que más bien se
denominen beneficios a todas las rentas distintas a las del. tmabaijo , las "ren
tas no ganadas" como a veces se dice; es deci:r, la suma P-t;rtat+TIt' En el estu
dio de todo escrito te6rico o aplicado que emplea el tiérmi.no beneficio es ne
ceeax-io , por conei.quient:e, comprobar que definici6n ha utilizado el autor;

En la literatura cient:ifica el uso más fpecuente consiste en refe
r-i.ree al beneficio puro; pero a veces también se habla de una "tiaea de benefi
cio" definida como la relación entre la suma de las rentas no ganadas y el va
lor del capital inveptido aqui : Ptptat +Trt/Ptat' (Malinvaud 53.,..1,pp.303-4)
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k
los montos y.p. que son pe rcibidos por los propietarios de los fac

l l

tares alquilados a la empresa. Desaparece así el concepto de bene-

-f í c í.o 11 normal 11 del capital así como el concepto de tasa ' de bene fi-

cio llnormal". Podría irse más lejos aún y decirse que desaparece el

concepto de "capital" como tal quedando todas las retribuciones re-

ducidas a precios de inputs cuantificables físicamente. Esto que

se percibe diáfanamente en el caso de rendimientos con~tantes vale.... ~

igualmente en el caso de rendimientos no-crecientes con la diferen-

cia de que en este c~so se admiten "beReficiosW("extraordinarios")

positivos.

El concepto de beneficio que hemos presentado en nuestro

modelo es·tático representa también el valor residual que queda des-

pués de restar a los ingresos de la empresa todos los inputs físi-

camente cuantificables multiplicados por sus precios. Analíticamen-

k .
te, el~beneficio q (p-ITp-1w) puede ponerse en la forma equivalente

ykp donde

yk = qk I (1 - TI) , -1 I , p = t(p,w).

Pero a pesar de haber rendimientos constantes a escala no es nece-

sario que el beneficio sea nulo para que exista un beneficio máxi-

mo. Esto se debe a que la empresa tiene una restricci6n de capital

qk(<P,A) I~I < (ak,A
k) I~I

Esta restricción puede ponerse en la forma equivalente

k
C.....

.... k .....y p,;. a p

k k kdonde a. = (a , A ) es el vector de activos cuyo valor .consti tuye el

capital de la empresa,

C =
A(O)~

o

A (0):\

o
(9)

es la matriz de stocks totales necesarios para producir el vector
k .....

de productos netos y y Cp es el capital en giro necesario durante

ktodo el período para p:oducir y • Cuando w<W (como lo es en general)

el beneficio máximo de la empresa es positivo y constituye la re-

tribución normal a los propietarios del capital, o 's e a , a los pro-

pietarios de la empresa. Este beneficio, sin embargo, no puede ser

representado como el precio correspondiente a un factor susceptible
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de ser cuantificado independientemente de la determinaci6n global

de los precios. De tal modo, el modelo presentado permite obtener

una retribución "normalll al capital aun en un contexto estático.

Esto se efectGa, en esencia, analizando las decisiones de los agen

tes económicos en un período de tiempo unitario, distinguiendo pa

ra cada input de cada proceso (operado a nivel unitario) el consumo

necesario del stock promedio necesario e imponi~ndo a~~ada empresa

una restricción de capital, o sea, una restricci6n en el valor de

los recursos materiales y humanos que puede tener inmovilizados en

cualquier instante dado del período. Tanto el concepto de beneficio

como el de tasa de beneficio que se obtienen en el modelo presenta

do corresponden a los respect~vos conceptos clásicos. Los supuestos

involucrados conllevan la homogeneidad de las tasas de beneficios

de los diversos procesos y empresas. En otras palabras, en las con

diciones de equilibrio que plantea el modelo, ninguna empresa ob

tiene "beneficios extraordinarios" en el sentido clásico.

En la teoría usual, el concepto clásico de beneficio

"normal" sobre el capital se transfigura en el concepto de interés

sobre el capital y no se introduce hasta que se considera un mode

lo dinámico. Esto '61timo resrilta desventajoso en lo que concierne

a la teoría de la distribuci6n ya que impide estudiar la distribu

ción del ingreso entre las "grandes clases sociales" en un contex

to estático. Pero creemos que 'aun en un contexto dinámico es im

portante distinguir la categoría del interés de la categoría de be

neficio (en el sentido clásico). Pues la gran diferencia en la ve

locidad de ajuste ante el desequilibrio de estas dos variables y

el hecho de que una de ellas (el interés) sea mucho más manejable

por la autoriadad política implica que están dota~as de caracterís

ticas dinámicas muy diferentes. De modo que aunque pueda suponerse

que en un contexto de' equilibrio estático la tasa de interés debe

igualar a la tasa de beneficio (si hacemos abstracci6n de las con

sideraciones de riesgo) sigue siendo impDrtante distinguir entre
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anillas. 1 Las diferencias en. la dinámica de ambas variables, por ejem

plo¡ puede llevarnos a construir un modelo está1::ico de "cuasi-equi-

librio" en el cual la tasa de beneficio sea constante y la tasa de

interés sea variable y deba ajustarse a la tasa de beneficio para

llegar al cuasi-equilibrio. 2

1 Si observamos los ciclos de rotación en que se mueve la industria moderna -es
tado de quiet-ud, creciente animación~ proepex-i dad, euperpvoducción, crack, es
tancamienio, estabilización, etc•• . veremos que en la mayor parte de tos casos

.e l. bajo nive l. de interés corresponde a los pei-iodoe de prosperidad o de ganan
cias extraordinarias y que el tipo máxinv de interés~ hasta llegar a nivel u
eurax-io , se d.a en los periodos de crisis. (Marx 55, Vol.III,p • .346)

2 Equilibrium models may be thought of as being dex-ived from corresponding dyna
mic model-e by writing those equations iohi cli describe the fixed points (if anu )
of the duriami o matrion; More qeneral lu , in dynamical situations in iohi ch. a re
latively rapid motion is coup le d to a relatively e loio motion (cal.led in mecha
nics the "adiobatri c case") iae may bui l.d up a quaei-iequi l.ibr-i um model in which
the slower motion is separated out as a constant external condition or cons
traint with which the rapid motion comes into equilibrium. (Schwartz 78,p.216)
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CAPITULO VII

Conclusiones

En este capítulo resumiremos lcts pr?posiciones, teore

mas, lemas y corolarios que expresan las conclusiones a las que

fuimos llegando· a lo largo del trabajo. Omitiremos las proposicio-

nes intermedias cuyo contenido está incluido en una proposici6n

ulterior. Mantendremos, sin embargo, la numeraci6n que se halla en

el texto para no introducir confusión.

Propos.ición I.1 Si TI carece de filas nulas y O<domTI<l entonces

existen un intervalo no-degenerado IO,RI y un numerario tales que

para todo reIO,RI, si expresamos p y w en términos de tal numera-

rio, la ecuación

ITp(l+r) + tw = p,

tiene solución (p(r) ,w(r» y

(2 )

Lema 1.2

a) p Crl c-O y w(r»O en IO,R),

1
b) w(R)=O y p(R)={p~olnp= I+R p}t ~,

c) p(r) y w(r) son únicos en IO,R),

d) w(r) es no-creciente en IOIRI.

Si n es casi-productiva y tiene un vector dominante de

derecha positivo, entonces es productiva.

Proposición 1.3 Si n es casi-productiva y tiene un vector domi-

nante de derecha positivo, p, entonces existe un intervalo no-dege

nerado IO,RI tal que para todo reIO,RI, si se expresan los precios

y el salario en términos de cualquier numerario, (2) tiene solu-

ción (p (r) ,VI (r-) y

. r
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a) p(r) >0 y w (r) >0 en 'IO, R) ,

b ) () { I 1} -w R =0 Y p(R)= p~o ITp = l+R p 3p>0,

c) p(r) y w(r) son ~nicos en 10,R),

d) w(r) es no-creciente en 10,RI.

Proposición I.4 Si n es casi-productiva e indescomponible enton-
..'

ces existe un intervalo no-degenerado 10,RI tal que~para todo rs

jO,RI, si se expresan los precios y el salario en términos de cuaJ

quier numerario, (2) tiene solución (p(r) ,w(r» y

a) p(r»O y w(r»O en 10,R),

b) p(R)=p>O y w(R)=O,

c) p(r) y w(r) son únicos en lo,RI,

d) w(r) es estrictamente decreciente en 10,RI.

Lema 1.5 La mercancía j es básica si y s610 si para todo isN, j

está conectado con i.

Lema I.6 El proceso j está conectado con el proceso i si y s610

ksi existe un entero positivo k tal que (n ) .. >0.
~J

Lema l. 7 La mercanc.ía j .e s bá'sica si y s610 si para todo i exis
. k

te un entero positivo k tal que (TI ) .. >0.
J.J

Teorema T.8 TI es indescomponible si y (s610 si para todo par de

índices i/jEN, j está conectado con"i.

Corolario I.9 TI es indescomponible si y s610 si para todo i,jEN

kexiste un entero k~l tal que (n ) .. >0.
J.J

Proposición 1.10 n' es indescomponible si y s610 si todas las mel

cancías son básicas.
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TI es básicamente conexa si y sólo si cuando está en la

forma normal descompuesta se verifica:

1) TI 1 es indescomponible,

2) si TI r ~ O, rs{2, ••. ,m} la matriz

TIr,r-1 ) (15)

, - es semipositiva y si IT
r

== O, (15) carec~: de filas de

ceros.

Corolario 1.12 Si TI es básicamente conexa entonces domIT>O.

Teorema 1.13 Si TI es dominantemente básicamente conexa entonces:

a) TI tiene un vector dominante de derecha único (salvo factor

escalar) y positivo tal que si TI está en forma normal des-

- t -1 -m -scorrpuesta y p == (p, .•• ,p) cada p , s=2, ••. ,m, puede ex-

presarse unívocamente en funci6n de los pS que le preceden.

b} TI tiene un vector dominante de izquierda único (salvo fac-

- -1 -m -l-stor escalar) q == (q , ..• ,q ) tal que q >0 y q ==0,s=2, ••• ,m.

Lema 1.14 Si TI es casi-productiva y dominantemente básicamente

conexa entonces es productiva.

Lema 1.15 Si JI es casi-productiva y dominantemente básicamente

conexa - entonces

lim (R-r)A(r)
rtR

== (l+R) ~~
qp

1donde domIT = l+R Y q Y P son los vectores dominantes de TI, de iz-

quierda y de derecha, respectivamente.

Proposici6n I.16' Si TI es casi-productiva y básicamente conexa,

entonces que rr sea, además, dominantemente básicamente conexa es

condición necesaria y sufi~iente para que exista un intervalo no-

trivial lo,il tal que para todo r en la,RI, si los precios y el sa-
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lario se expresan en términos de cualquier numerario y rr está en

lE. forma normal descompuesta, la ecuaci6n

TIp(l+r) + ~w = p, rz,O, ~ 1'::'0, (2' )

tiene soluci6n (p(r) ,w(r» y

a) p(r»O y w(r»O en IO,R)¡ p(R)=p>O y w(R)=O,

b) p(r) y w(r) son únicos en lo,RI,

e) si p(r) se particiona según la forma normal descom-

ti· m s .
puesta de TI, p (r) = (p (r), ••• ,p. (r», cada p (r),

s=2, ... ,m, puede expresarse unívocamente en términos

sde w(r) y los p (r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en ¡o,RI,

e) p(r) y w(r) son continuas en la,RI.

Lema 11.2

tonces cl(r) =

= c (~) = c(~) para algún ~eIO,R)
n

= c(r) = Rl para todo reIO,R).-r

en-

Proposici6n II.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para todo reIO,R), cl(r) =

b) ~ es vector dominante de derecha de JI.

.c ) v = .A(O)~ es vector dominante de de re cha de IT.

d) todo re lo, R) , P (r)
Rw(r) -Para = v.R-r

e) Para todo re lo,R) Y i=l, ••• ,n, dlnpi (r) = e(r) •
dr

Proposición I1.4 Las derivadas semi~logarítmicas de los precios

salariales con respecto a la tasa de ganancia están acotadas infe-

rior y superiorm~nte por las composiciones de costo mínima y máxi

ma, respectivamente. Esto vale para cada r en IO,R). Formalmente,

se tiene

c
l

(r) ~ dlnpi (r) < e (r), ieN',' LcL (r), geG (r), re lo, R) .
dr .g

.' I
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El cambio proporcional en cualesquier~ precios

relativos al variar r infinitesimalmente es en valor absoluto me-

nor o igual que la diferencia máxima de las composiciones de costo

de todas las·industrias. Formalmente, se tiene

gEG (r)
lEL (r )
r e lo,R)

Lema 11.6 Si TI es casi-productiva y dornirtanternente básicamente

-1 - . . 1
conexa existe A(r)=(1 - (l+r)TI) para rEIO,R) donde domIT = l+R '

R>O. Además, si se pone a TI en forma normal descompuesta y se par-

ticiona a A(r) del modo correspondiente se tiene:

a) A1(r»O,

b) Para r=2, ... ,m, A (r»O si JI" es · indescomponible ys s

A (r)=I si TI es nulo,s s

c) As 1(r»O, s=2, .•• ,m, y Asr(r)=o para s<r,

d) As 1 (r ) , s=l,2, .•• ,m, es estrictamente creciente en

¡O,R) y tiene un polo en r=R,

e) Si no hay mercancías no-sectoriales, para s>r~l,

Asr(r»O si TIsr>O y Asr(r)=O si ITsr=O'

f) Si hay mercancías no-sectoriales,.para s>r~l, Asr(r)

puede tener elementos positivos y nulos a la vez.

Proposición 111.1 Utilizar como numerario a la Mercancía Patrón

es condición necesaria y suficiente para que valga la relación

r=R (l-w) .

Proposición IV.3 Produciendo q una empresa maximiza beneficios

x(p~rrp-tw) en su conjunto factible K = {XER~I xITp<ap}, donde

si y sólo si qEK, r está definida, donde r = max ~(i)

iEN
Pi-ITiP-Q,iW

si iEAc N={1, .•. , n}
ITip

~(i) = O si iEA{"\B A={iENIIT.p=O}
1

+00 si iEAí\Bc B= {i ENIp . - TI . P -R,..w=O}
1 1 .i.
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y se cumplen las siguientes condiciones:

(2) r>O ~ qITp = ap.

Proposición IV.S Si se cumplen las siguientes condiciones existe

algún equilibrio general:

1) Todas las empresas disponen de una misma tecnolo-

gfa dada por (IT,~) donde TI es· casi-productiva y

1dominantemente básicamente conexa y ~>O con ~ >0,r== _

1donde ~ corresponde a los procesos básicos.

2) , Ca da consumidor cumple su restricci6n presupues-

taria con igualdad (Ley de Walras) •

Corola.rio IV. 6 Dadas las condiciones de la Proposici6n IV.5, a

rE(O,R) le corresponde ·algún equilibrio si y s610 si E(r)=O, donde

E(r) es la funci6n de demanda excedente de trabajo; a r=R le co-

rresponde algún equilibrio si y sólo si E(R)~01 y a r=O le corres-

ponde algún equilibrio si y s610 si q(O)TIp(O) < ap(O).
=

Corolario IV. 7

rEIr ...,.. Imin' "max

Dadas las condiciones de la Proposici6n IV.5,

(donde w(r )=w.) determina un equilibrio generalmax m1.n

viable si y sólo si E(r)=O.

Proposición <P(i) ,
e

VI.l Sea r = max donde
isN

p.-IT.p-~.w

iEAc1. 1. 1 si
<P. p+A. w1. 1.

<p (L) = O ' s i isAA B

+00 si isAIlBc

N = {1,2, ••• ,n}

A = {isNI<p·p+A.W=O}1. . 1.

B = {isNlp·-IT.p-~.w=O}~
1. 1. 1.

kEntonces al producir q una empresa maximiza beneficios x(p-TIp-~w)

en su conjunto factible Kk = {xsR~l X(<I>p+Aw)~akp},. donde p-rrp-~w2:0,

ksi y 5610 si q CKk , r está definida y se cumplen las siguientes

condiciones:
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k
(1) q.>O => p.-rr.p-~.w = r(~.p+A.W)

111 1 1 1

(2) r>O => qk (<I>P+AW) = ka p.

Proposición VI.2 Si TI es casi-prod~ctiva y dominantemente básica-
. r "

mente conexa, A(O) <1> es dominantemente básicamente conexa y ~l~O,

entonces existe un intervalo no-trivial IO,RI tal que para todo r
¡:!

en IO,RI, si se expresan los precios y el salario en términos de

cualquier numera~io, la ecuación

ITp + tw + r(<I>p+Aw) = p

tiene solución (p(r) ,w(r» y

a} p(r»a y w(r»O ·e n IO,R); p(R)=~>O y w(R)=O,

b) p(r) y w(r) son ún~cos en lo,RI,

c) si p(r) se particiona según la forma normal descompuesta

t 1 m s'de TI y <1>, p(r) = (p (r), •.• ,p (r», cada p (r), s=2, ••• ,m,

r8jO,RI, puede expresarse unívocamente en funci6n de w(r)

. s
y los p (r) que le preceden,

d) w(r) es estrictamente decreciente en la,RI,

e) p(r) y w(r) son continuos en la,RI.

ProposiciónVI.3 Si se cumplen las siguientes condiciones existe

algún equilibrio general:

1) Todas las empresas disponen de: a) una misma tecnología

dada por (TI,~), donde TI es casi-productiva . y dominantemen-

1 (
te básicamente conexa y ~ ~O; b) iguales períodos de rota-

ción de medios de producci6n Na'. (definidos y positivos
1)1 .

para i,j tales que TI •• >0) y de trabajo So. (definidos y
1) 1

positivos para i tal que ~i>O).

2) Las matrices TI y <I>,ponde

si TI •• >a
1J

si TI • • =0
1J

son tales que A(O)<I> es dominantemente básicamente conexa.

3) Cada consumidor cumple su restricci6n presupuestaria con

igualdad (Ley de Walras) .
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Utilizar como numerario a la Mercancía Patrón

generalizada es condici6n necesaria y suficiente para que valga la

relaci6n

r = R(l- w(r))

1 + S<JRw (r)

. .

,-.
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