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INTRODUCCION

El presente trabajo de tesis tiene por objetivo principal el abordaje de los conceptos tedricos
involucrados en los modelos financieros de tasa de interés, comparando técnicas de calibracién
y valuacién. Particularmente, existen dos motivaciones en la investigacién: la busqueda de
fundamentos del calculo estocdstico en los conceptos financieros tratados y la aplicacién de
técnicas computacionales en la calibracidn de dichos modelos. Tanto el objetivo general, como
los particulares, focalizados en los mercados cuyo tasa de referencia es la LIBOR. Desde un punto
de vista econdmico, las tasas de interés intervienen en los principales fenémenos —tanto micro
como macroecondémicos- y se articulan como herramientas en la toma de decisiones. Asimismo,
la incertidumbre sobre el comportamiento de las tasas en el mercado financiero es eje central

de los modelos de valorizacién de activos riesgosos.

A partir de la década de 1970 se suscitaron una serie de acontecimientos econdmicos y
financieros que propiciaron el desarrollo académico de aportes interesantes. Rebonato (2002)
resume dichos aportes centrando el eje de atencién en la valuacién de instrumentos derivados
financieros sobre tasa de interés. Algunos de estos instrumentos son abordados a lo largo de la
tesis. Rebonato, segmenta la evolucion de dichos modelos en cuatro etapas: etapa inicial,
primeros aportes al concepto de Estructura temporal de Tasas de Interés (ETTI o Yield Curve),

modelos ETTI de segunda generacidn y, finalmente, enfoques modernos.

La etapa inicial, segun el autor, esta caracterizada por los aportes de Black y Scholes (1973),
Black (1976) y Merton (1973). Los autores, asumieron una distribucion log-normal para el
subyacente en la valuacién de la prima de ciertos derivados. La principal critica surgi6 en el
hecho de que el precio no converge a la par, producto de la heteroscedasticidad en varianza. De
todos modos, los tres enfoques fueron y son muy utilizados en el mercado ya que son féormulas

sencillas (cerradas).

La segunda etapa, corresponde a los primeros aportes sobre la ETTI. Los autores sobresalientes
fueron Vasicek (1977) y Cox, Ingersoll y Ross (1985), quienes demostraron que la dinamica de la
ETTI puede ser explicada a partir de las tasas instantaneas de corto plazo. Introdujeron el uso de
ecuaciones diferenciales estocasticas con una tendencia deterministica (reversion a la media) y
un componente aleatorio (por el lado de la varianza). Este aporte motivd un avance importante

en las técnicas econométricas de la época.



Luego, en la década del 1990, se avanza en el campo del conocimiento dando lugar a los modelos
de ETTI de segunda generacidn, en los que se retoma la reversidn a la media de los procesos de
tasas. Adicionan al enfoque anterior un término deterministico puro en la tendencia de las tasas
de corto plazo y ajustan la reversion con un término “corrector al equilibrio”. Autores como
Black, Derman y Toy (1990), Hull y White (1990) fueron referentes de estos modelos de un
factor. Los especialistas de mercado, critican de este enfoque la limitacién que posee en la

determinacion del valor de derivados exoticos (swaptions bermuda, caps, opciones digitales).

Finalmente, el enfoque moderno, Rebonato se lo adjudica al trabajo de Heath, Jarrow y Morton
(1992) cuya mayor trascendencia se produjo entre los afios 1993-1994. El modelo fue concebido,
originalmente, en funcidon de la tasa forward instantdnea. En este sentido, juego un rol
fundamental el tiempo discreto o continuo. La estabilidad de la distribucién log-normal depende
de este aspecto. Sobre los aspectos estocasticos de la tasa forward y la valuacién de activos bajo
la medida forward es que nace la concepciéon de Modelo de Mercado LIBOR (LIBOR Market

Model, LMM).

La hipdtesis general, es que el Modelo LMM es el que mejor se adapta a las necesidades de
calibracién y valuacidn, basadas en datos de mercado inglés. Por este motivo, serd el eje central

en la calibracién para las volatilidades de ciertos derivados, en esta tesis.

A partir de este marco tedrico, la investigacion se estructura en cinco capitulos. El primero de
ellos, aborda los conceptos necesarios para entender los fundamentos de la ETTI y sus
implicancias en el mercado financiero. Seran revisadas las técnicas de calibraciéon y comparados
los distintos modelos matematicos a través de su ajuste real. Asimismo, serd mostrada una
aplicacion del proceso de calibracién para titulos de deuda del Gobierno de Inglaterra. Para ello

se utilizan datos extraidos de terminales de Bloomberg.

Luego, con el propdsito de iniciar el camino de valorizacion de activos financieros, sera necesario
el estudio de las herramientas tedricas que proporciona el calculo estocdstico. El capitulo 2,
tiene como propdsito mostrar (y demostrar) los teoremas mas relevantes para las aplicaciones
en finanzas. Adicionalmente, las medidas de probabilidad asociadas al enfoque de valuacién
neutral al riesgo que garantizan procesos en un espacio probabilistico filtrado con la propiedad
de martingala. Este hecho es fundamental para poder valorizar activos financieros como titulos
de deuda (bonos) o instrumentos derivados financieros. De estos ultimos, aquellos cuyo

subyacente principal sea una tasa de interés, particularmente la LIBOR.



Es en el capitulo 3 donde seran abordados los desarrollos asociados a los mencionados activos
riesgosos, en particular, swaps y swaptions. Previamente, vinculando conceptos del capitulo
uno, serd objeto de una breve digresién el alcance de las tasas forward y la estructura de
acuerdos de tasa futura (FRA). La coleccion de estos acuerdos se sintetiza en los contratos swap
(IRS). Luego, opciones sobre IRS poseen gran liquidez en el mercado y reciben el nombre de
swaptions. Estos Ultimos seran el objeto seleccionado para el proceso de calibracién del modelo

LMM.

El modelo LMM sera expuesto y analizado en el capitulo 4 y 5, mediante la comparacién de dos
enfoques que serdn la base para el proceso de implementacion del modelo. Primeramente, en
el capitulo 4 serd mostrado el enfoque de aproximacidn. El mismo consiste en un algoritmo para
la implementacién del modelo basado en marco tedrico estocastico del capitulo 2. Rebonato y
Jackel (2003) abordan el tema profundamente. Es necesario encontrar una forma funcional para
para la volatilidad instantanea, como asi también, para la correlacidn. Por analogia con FRA's e

IRS’ seran presentados esquemas de valuacion y calibracion (tedérica) para cap y caplets.

En contraste, el capitulo 5 aborda otro enfoque al tiempo que se centra mucho mas en la
calibracién, como primer paso para la implementacion del modelo LMM. El enfoque es conocido
como de separacién con optimizacidon. Esta técnica requiere un desarrollo computacional
superior que el enfoque anterior. Para este trabajo de investigacion se pretende desarrollar una
rutina, basada en el trabajo de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007), en lenguaje de
programacion para MATLAB. Seran utilizados datos europeos de swaptions. El objetivo
especifico, serd mostrar el algoritmo para la calibracién y el alcance computacional del mismo.
La hipdtesis asociada a este objetivo, es que resulta computacionalmente adecuado para

calibrar los mencionados derivados.

Finalmente, serdn expuestas las principales conclusiones del uso de las técnicas
computacionales -basadas en los dos enfoques- y las bases tedricas estocdsticas para la

valoracion de activos sujetos a riesgo de tasa de interés.



1. ESTRUCTURA TEMPORAL DE TASAS DE INTERES
(ETTI). ESTIMACIONES.

1.1. Conceptos iniciales

También conocida como yield curve, es la relacidn que guardan las distintas tasas de interés con
sus plazos, en un momento del tiempo determinado. Dicha relacidn funcional puede adoptar
distintas formas en el plano tiempo-tasa. Por ejemplo, cuando disponemos de un mercado
grande y liquido de bonos comparables, por su emisor y caracteristicas, podemos analizar qué
relacidn hay entre las tasas de rendimientos y los distintos plazos de los bonos (Reyes Rodriguez,

(2012)).

La “Estructura Temporal de Tasas de Interés” (ETTI) no es apreciable directamente del mercado
ya que es una funcién que surge de la relacién que hay entre el tipo de interés y el plazo de los
activos financieros. Generalmente son utilizados letras y bonos de tesoro para estimarla, ya que
no tienen riesgo de crédito, y tienen un mercado secundario activo para amplios plazos

(Mascarefias Pérez-liigo, 1991).

La estimacién de la curva es importante para hacer un analisis macroeconémico ya que tanto el
mercado como el sistema financiero se basan en ella para evaluar la toma de decisiones de
consumo e inversion. Por eso, se busca reducir la incertidumbre por medio de una proyeccion.
Ademas, al guardar relacion con la inflacidn, tiene efectos significativos en las expectativas de

los agentes econdmicos y se usa también como valor de referencia en la politica monetaria.
Como consecuencia, algunos de los principales objetivos de este calculo son:

- Valorar activos financieros y disefiar estrategias de inversion

- Formacién de expectativas

- Ver los condicionantes de financiacion para el Tesoro Publico

- Indicador para la politica monetaria (puede administrar indirectamente las tasas con la

emision y rescate de titulos de deuda)

A todos estos fines, lo que subyace es ver la valuacidn del dinero en el tiempo. No obstante, no
son variables menores a considerar el riesgo de crédito, de liquidez y la fiscalidad entre otros,

que hacen que solo pueda garantizarse una estimacion.



éPor qué nos interesa tanto el comportamiento que asuma la ETTI para un determinado
periodo? Los precios de los bonos del tesoro o, al menos, las tasas de esos bonos, se publican
todos los dias en la mayoria de los diarios. La informacion y los graficos que se estiman sobre la
ETTI, de hecho, son de acceso publico. Mediante un bono cero cupdn (ZCB), una persona puede
inferir inmediatamente las tasas de interés forward. Bajo ciertas condiciones, estas tasas nos
pueden decir mucho acerca de cédmo los inversores piensan en los precios que tendrdn en el

futuro los bonos. Este aspecto se analiza mas detalladamente en los préximos capitulos.

Es posible afirmar que la forma que adquiera la curva trae aparejado de manera implicita
problemas en lo que respecta tanto al ambito econdmico como financiero. Estos problemas se

pueden analizar desde un punto de vista econdmicamente interesante: “las expectativas”.

1.2. Teorias economicas de la ETTI

Es importante tener en cuenta que detrds del comportamiento del mercado financiero existen
teorias econdmicas. Las mismas vinculan los aspectos empiricos con herramientas légicas para
lograr explicar un aspecto de la realidad. Hay tres teorias interesantes que explican las distintas

formas que toma la curva de rendimientos y que variables las explican (Ramos, 1995):
- Teoria de la preferencia por la liquidez

Es quizds la mas intuitiva de todas. Explica que la curva de rendimiento va a tener una pendiente
positiva, mostrando que los bonos mas largos tendran mayores rendimientos que los cortos,
debido a que los inversores demandaran mayores rendimientos por el hecho de inmovilizar sus

fondos por mayor plazo.

- Teoria de la segmentacién del mercado

Considera al mercado como una serie de distintos mercados con distintos participantes. Asi, las
fuentes de oferta y demanda de préstamos de cada segmento son distintas y determinan su tasa
de interés. La relacion general entre las tasas vigentes en cada segmento determina la pendiente
de la curva de rendimiento. Es decir, los tomadores e inversores no son totalmente flexibles a
los distintos plazos creando situaciones de desbalance entre la oferta y la demanda de fondos

en cada plazo.



- Teoria de las expectativas

Sostiene que la estructura de las tasas de interés refleja el consenso de las expectativas acerca
de los niveles que tendran las tasas de interés en el futuro. Si la curva es positiva, refleja una
expectativa alcista respecto al futuro y viceversa. En cambio, si es plana, indica que se

mantendran las tasas actuales.

1.3. Tasa de interés forward

La tasa de interés forward o a plazo es el tipo de cambio en el que un banco acuerda intercambiar
una divisa por otra en una fecha futura, cuando entre en vigencia un contrato forward con un
inversor. Este aspecto de las tasas futuras se desarrolla en el apartado de derivados financieros,

como los acuerdos de tasa futura (FRA).

Las tasas visibles en el mercado hoy se denominan spot, mientras que las forward son las que
rigen en un plazo futuro. Este hecho implica que no son observables hoy. Sin embargo, las tasas
forward surgen simplemente por equivalencia de tasas, comparando dos tasas spot. Es posible
mostrar un ejemplo a modo ilustrativo. Supongamos que tenemos una tasa spot para
operaciones a un afio de plazo del 5% y una tasa spot para operaciones a 2 afios de plazo del 6%.
El concepto basico es que existen dos posibilidades de invertir fondos por los préximos dos afios:
cerrando hoy una colocacidén por 2 afios a la tasa del 6% o cerrando hoy una colocacién por un
afio al 5% y renovando desde ese momento por un afio mas, a la tasa spot vigente en ese
momento para operaciones a un aio de plazo. El planteo sera entonces a que tasa forward -tasa
que estara vigente dentro de un afio, para operaciones a un afio- sera indistinto una alternativa

u otra.

La relacion existente entre las tasas corrientes y a plazo resultante se hace evidente al utilizar la
condicidn de arbitraje. En un mundo de total certidumbre y exento de costes de transaccion, los
tipos de interés forward deberan coincidir con los tipos de interés contados futuros para que no
existan oportunidades de arbitraje. Aunque en un ambiente de certidumbre ambas variables
deben coincidir para que no existan oportunidades de arbitraje, son conceptualmente distintas

y dicha igualdad deja de verificarse bajo incertidumbre.
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Se puede observar la relaciéon de la tasa marginal-forward entre Ty (T + 1) en términos de la

tasa cero cupdn en esos plazos:

) = (i) 2

1+
B S

ou_n
S

Ddénde el supraindice indica las tasas spot. Y el subindice el plazo en el que rige la tasa de

interés.

Como el grafico lo muestra, las tasas forward se calculan (o estiman #; ;) a partir de tasas cero

cupon:

Grafico 1.1.: Representacion del calculo de una tasa forward

. 0.2 et I )2

Desde el punto de vista de un inversor que analiza la compra de un bono en una fecha dada, se
evaluara el importe que debe pagar para comprarlo y el flujo de cobros futuros, de intereses y
amortizaciones que recibird por ser titular del bono. Los precios de compra y venta surgen por
simple oferta y demanda. Pero también existen razones politicas, econémicas y de cambios de
expectativas que hacen que los precios suban y bajen simplemente por accién de participantes

del mercado que tratan de anticiparse a lo que creen que hardn otros participantes del mercado.

Si existe la creencia de que algln evento generara mayor interés por comprar algun titulo, un
inversor avezado tratard de beneficiarse comprandolo antes de que se genere esa nueva

demanda, que seguramente hard subir el precio. La homogeneidad de las expectativas trae
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consigo la posibilidad de establecer situaciones de arbitraje. Si los valores de las tasas no
pudieran establecerse con precisidén, se generarian grandes distorsiones ya que cualquier
inversionista avisado podria realizar el ejercicio de aprovechar las incongruencias o sesgos para

obtener un mayor beneficio.

Cuando el mercado observa que la ETTI arroja un grafico de una curva “normal” cree que la
economia crecera a un ritmo normal, es decir, no espera turbulencias especiales (Andersen y
Piterbarg, 2010b). En este caso, demandara un premio mayor por inmovilizar sus fondos por
mayores periodos. En oposicion, si la curva se considera “empinada”, la interpretacién que se
hace es que los mercados estdn pronosticando una economia que crecera rapidamente. En el
peor de los casos, cuando los rendimientos a mayores plazos son menores que a corto plazo, se
dice que la curva esta “invertida”. Los inversores a corto plazo obtienen mayores rentabilidades
gue los que invierten a largo plazo. Esta situacidn es tipica de un contexto de anticipacién a una

crisis sistémica (Ahmad, (2008)).

éPor qué ocurre esto? El mercado estd pronosticando una baja en la actividad econémica, que
a su vez generara menores tasas de interés, debido al menor nivel de actividad. Por lo tanto,
muchos prefieren asegurarse las tasas actuales, invirtiendo a largo plazo, ya que si se verifica su

visién, en el futuro no podran invertir a estos niveles de tasa.

Es interesante mostrar que si bien la ETTI y las tasas futuras no son observables (hoy) en el
mercado, los métodos de estimacién son pro-formativos del comportamiento agregado del
mercado. A continuacidn se exponen los principales aportes de la literatura en relacion a los

métodos de estimacion.

1.4. Métodos de estimacion de ETTI

Los requisitos que deben cumplir los métodos son:

- Abarcar amplios plazos para disponer de tipos forwards implicitos para diversos
horizontes y plazos

- Captar las distintas formas de la curva (Plana, Creciente, decreciente, o una
combinacion)

- Ser suave, sobre todo para plazos largos

12



Existen distintos modelos y criterios para la estimacién de ETTI: modelos paramétricos, modelos
estocasticos o no paramétricos. Los modelos paramétricos se caracterizan por obtener una
estimacion de la curva a partir de informacién sobre rendimientos o precios. De esta manera se
llega a una forma funcional de la estructura de tasas. En cambio, los modelos estocdsticos se
caracterizan por dar un ajuste de los datos observados y estimar la curva cero cupdn
considerando una funcién diferencial estocdastica donde una vez hallada la tasa de corto plazo
se infiere el resto de la curva. Para ello son usuales, muchas veces, técnicas numéricas. A

continuacidn, se detallan los modelos mas significativos.

1.4.1. Splines de Mc Culloch (no paramétrico)

En el método de Mc Culloch (1971) se calcula una estimacién mediante el método de los
minimos cuadrados para un polinomio de grado k, y una correccion, para mejorar la estimacion,
es dividir en “n segmentos” la estimacion y aplicar el polinomio de grado k mencionado. Aca se
impone que los precios deben variar suavemente respecto al plazo. Para ello se aproxima la

funcién de descuento mediante “splines” de orden cubico o cuadratico.

Ft)=rg+a-t+b-t?+c-t3 (2)

Donde t es el tiempo hasta el vencimiento, y 1y, a, b, ¢ los pardmetros a estimar. Aproxima por
polinomios la funcién de descuento. Estas aproximaciones son suficientemente flexibles como
para captar las diferentes formas funcionales, y son muy sencillas al permitir estimaciones
lineales. Sin embargo, tienen dos propiedades poco deseables: en la préctica, generan formas
poco suaves para los plazos mas largos, y no aseguran que los tipos forward sean positivos para

todos los plazos.

La interpolacidn polinémica a trozos o segmentaria, también llamada universalmente “spline”,
se caracteriza por el grado de los polinomios con los que interpolamos en los sub-intervalos que
para tal fin, distinguimos cuando disponemos de un conjunto numeroso de nodos (Burden,

Faires y Mochon, 1985). Una funcidn spline estda formada por varios polinomios, cada uno
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definido sobre un sub-intervalo, que se unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones de

continuidad.

El inconveniente que presenta la interpolacién lineal a trozos es que la funcidon que se obtiene
no es en general derivable en los nodos x;. Para obtener curvas suaves suelen utilizarse splines
cubicos de clase 2, es decir, dada una particion P = {a = x5 < x; <---< x, = b}es
posible interpolar con funciones de clase 2 que restringidas a los intervalos [x;,X;,1] son
polinomios de grado 3. Si llamamos S;(x) a la restriccion del spline S(x) al intervalo [x; , x;11],
i =0,1,--,n—1,entonces S;(x) = a; + b;x + c;x?> + d;x3, porlo existen 4n incégnitas
a determinar. Por otra parte, el spline tiene que cumplir las siguientes condiciones (Amorocho,

Garcia y Usuga, 2015):

i. Condiciones de interpolacion:
Si(x;)) = F(xy),i = 0,1,,--,n — 1, S5,_1(x,) = F(xy).
ii. Condiciones de continuidad (en nodos interiores):
Si(Xi+1) = Sip1(Xi41), = 0,00 n — 2.
iii. Condiciones de suavidad (en nodos interiores):
S (K1) = Sie1(Xigr), 8 = 0,0, = 25

" (xip1) = S" 41 (xi41), © = 0,00 n — 2.

De esta manera, son construidas en total (4n — 2) ecuaciones, lo que significa que para
determinar el spline S(x) de forma Unica resulta necesario imponer 2 condiciones adicionales.

Dichas condiciones suelen imponerse sobre los extremos del intervalo siendo las mas habituales:

i. S’ () =0, S)_,(b) =0, (splinecubico natural)
i. So(a)= f"(a), S;_1 ()= f(b), (splinecubico sujeto)

Segun la definicién formal de un spline, uno de los requisitos que debe cumplir una funcién para
ser considerado como tal, es que la aproximacion que se hace debe pasar necesariamente por
los puntos. El método de Mc Culloch se suele citar como splines porque es bastante similar el

procedimiento. Pero si se entra en detalle a partir de la definicion, seria incorrecto utilizar ese
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término. Ademas, en el caso de splines por segmentos, al forzar la coincidencia de los puntos en
gue se segmentan los datos, en estos también debe verificarse que se cumpla la condicidn de

derivabilidad continua.

Una de las ventajas del método es que las aproximaciones son lo suficientemente flexibles como
para captar las diferentes formas funcionales, y son muy sencillas al permitir estimaciones
lineales. Sin embargo, tienen dos propiedades poco deseables: en la préctica, generan formas
poco suaves para los plazos mds largos, y no aseguran que los tipos forward sean positivos para

todos los plazos.

Vasicek y Fong (1982) intentan solucionar este problema utilizando splines exponenciales, pero,
como muestra Shea (1984), en la practica no esta claro que las aproximaciones exponenciales
ofrezcan soluciones superiores a las polinédmicas. El problema que plantea este modelo es que
se desconocen las funciones concretas empleadas por estos autores en su estudio. Por ello,
Contreras y Navarro (1993) siguiendo la metodologia de estos autores proponen un modelo cuya

funcidn de descuento cumple las propiedades mencionadas.

Una estrategia interesante es utilizar el método recursivo o bootstrapping. Este método es util
cuando no se dispone de todos los datos para estimar toda la curva. En finanzas, es posible
definir al método como aquel que se lleva a cabo con pocos recursos. Requiere para su aplicacién
gue se disponga de igual nimero de bonos que de fechas de pago, que éstas sean las mismas
para todos ellos y, ademas, que cada fecha de pago coincida con el dia de vencimiento de algun

bono. En el capitulo 4 se exponen mas consideraciones al respecto del citado método.

Los tipos al contado de la ETTI se obtienen de forma recursiva a partir de un sistema de k
ecuaciones —una ecuacién de precio para cada bono, con k incégnitas —los tipos al contado para
k plazos consecutivos. La desventaja es que en mercados de deuda publica, no se cumplen los
requisitos exigidos. Sin embargo, este método resulta muy adecuado y sencillo de aplicar en la

estimacion de la ETTI a partir de las cotizaciones de la rama fija de los swaps de tipos de interés.

1.4.2. Nelson -Siegel (1987) (paramétrico)

Estos autores usan el criterio de minimizar la suma de los errores al cuadrado en precio. El
método se basa en la suposicidn de que los tipos forwards convergen asintdticamente a un
cierto nivel, y la estimacidn es sobre la velocidad y el nivel al que se acercan. Una tasa forward

es una tasa spot (tasa de rendimiento vigente para operaciones de un Unico cash-flow futuro)
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que estara vigente en algin momento futuro. Al ser un “prondstico” se puede tomar como la
solucidn a una ecuacion diferencial de segundo orden. A largo plazo los tipos forwards terminan

siendo casi idénticos.

En el modelo paramétrico de Nelson y Siegel se supone que la tasa de interés forward
instantanea y(m) para el plazo m esta dada por la solucién de una ecuacién diferencial de

segundo orden con raices reales y distintas, de la siguiente forma (Nelson y Siegel, 1987):

ym) = Bo+ By + ) — (1- 77 ) = - e™m/" )

S

Donde m es la maduracién del instrumento de deuda medido en afios, By ,f1 , 52 Y T, son los

pardmetros del modelo y estdn determinados por las condiciones iniciales.

Se observa que, en la ecuacion ( 4), (By + f1) es la tasa de interés instantanea, préxima al
valor gubernamental del dinero. Por otra parte, 8, es el tipo a muy largo plazo o tipo del bono
consolidado, es decir, el valor asintético de la estructura temporal para los tipos cupdn cero y
forward instantaneos (Chambers, Carleton y Waldman, 1984). Por tanto, la diferencia entre la
tasa instantanea a muy largo plazo y la tasa instantdnea a muy corto plazo,  — (By + f1) =
—f4, es la pendiente de la ETTI. Por ultimo, el pardmetro 3, representa la curvatura de la

funcién spot y 7, la velocidad de convergencia entre los tipos de interés a corto y largo plazo.

Svensson (1994), por su parte, utiliza el criterio de minimizar la suma de los errores al cuadrado
en TIR (tasa interna de retorno). Este método da un mejor ajuste para el corto plazo. Propone
mejoras al método de Nelson-Siegel. La formula funcional del tipo forward instantdneo utilizada

por Svensson es la siguiente:

_m m _m m _m (4)
p(m)=PBo+pPi-e T+.32'?'e T"‘ﬁs'r_'e n
1

Donde m es la maduracién del instrumento de deuda medido en afios, Sy + f1, 02,83, Ty T1
son los parametros del modelo y estdn determinados por las condiciones iniciales. Los

pardmetros tienen la misma interpretacidon que en Nelson y Siegel. Por su parte, el pardmetro
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B3, permite que la ETTI desarrolle una segunda curvatura, logrando asi ajustar curvas con una

mayor complejidad que con el modelo anterior.

1.4.3. Modelos alternativos

Rendleman y Bartter (1979) (RB) proponen un modelo estocastico para un mundo neutral al
riesgo. El principal problema de este modelo es que no tiene en cuenta el efecto de reversiéon a
una tasa media de largo plazo. Otro gran problema es que la tasa puede tomar valores negativos,
y como lo que se esta estimando son las tasas nominales, carece de sentido financiero y
econdmico que las tasas nominales tomen valores no positivos. Vasicek (1977) modifica el
modelo de RB afiadiéndole que la evolucién de la tasa de interés a lo largo del tiempo tiende a
una media. El problema principal del modelo de RB que es que las tasas nominales pueden tomar

otros valores mas alla de los positivos.

Cox, Ingersoll y Ross (1985) plantean un modelo que es la evolucidn del modelo anterior, ya que
acota la tasa de interés a los valores positivos Unicamente. La aplicacidn a bonos y opciones

sobre bonos fue realizada en un trabajo muy interesante de Maghsoodi (1996).

Algunos aspectos negativos de estos modelos es que dependen de una sola fuente de
incertidumbre, y que la volatilidad tiene la estructura dada por el modelo y no puede ser
modificada segln la ocasion. El inconveniente de no poder modificar la estructura de la
volatilidad no es un problema menor, ya que la volatilidad observada hoy cambia muy
significativamente con el correr del tiempo ya que la volatilidad es no estacionaria. Es por eso

que la vigente en el presente dificilmente sea la misma en el futuro.

Luego estan los modelos de Heath, Jarrow y Morton (HIM) y Libor Market Model (LMM) que son
una combinacién de modelos de no arbitraje y de equilibrio. En particular, esta tesis tiene como

objetivo el andlisis y calibracién del modelo LMM.

1.5. Estimacién de la ETTI. Evidencias empiricas.

Basandonos en los métodos de Nelson- Siegel y Svensson, llegamos a la conclusion de que

ambos criterios dan una buena bondad de ajuste y estiman estructuras temporales flexibles y
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suaves (Poklepovic, Aljinovic y Marasovic, 2014). Si bien el ajuste de Svensson es mejor en el
corto plazo, requiere un mayor costo cuando el nimero de observaciones es pequefio y los
resultados no tienen una gran variacion con el de Nelson—Siegel. Otra ventaja del de Nelson —
Siegel es que solo necesita la estimacion de 4 parametros. Sin embargo, un problema de
minimizar el error en precio es que se presta atencion a los activos mas sensibles de mayor
duracion y plazo (se descuida el precio de los activos a corto plazo). En general, se elige el
método de Nelson —Siegel por su flexibilidad, es decir, permite representar desde curvas
mondtonas jorobadas y en forma de “S” y porque se quiere usar con el fin de construir un
indicador para la politica monetaria y elaborar una serie diaria de estructuras temporales que
pueda ser utilizada posteriormente (Fernandez y Romero, 2003). Esto no quiere decir que sea el
Optimo método a utilizar en todos los paises. De hecho, en algunos paises de Europa se utiliza

el método de Svensson y logra un muy buen desempefio.

1.5.1. Curva BVAL. Caso deuda inglesa

Para la calibracion utilizamos los UKT Gilts a la fecha de inicio 19/1/2015. Los bonos
gubernamentales emitidos en el Reino Unido también se conocen como bonos de primera
categoria o gilts y, en ocasiones, como Valores del Tesoro. La Oficina Gestora de Deuda del Reino
Unido, en nombre de la Tesoreria de Su Majestad, emite los gilts y aparecen listados en la Bolsa
de Londres. Estos bonos del estado se llaman gilts porque, originalmente, los certificados de
tales valores presentaban un ribete dorado (en inglés, gilt). La mayoria de los gilts se venden
con un tipo fijo de interés durante toda la vigencia del bono, se pagan dos veces por afio y con
una devolucidon completa de su valor nominal a la fecha de vencimiento (en ocasiones, también
se conoce como "bullet" o bono reembolsable en un Unico pago). Es importante destacar que la
seleccidon de estos bonos para la calibracidn radica en que los valores del gobierno del Reino
Unido estan considerados como los de mayor calidad en el mundo, ya que dicho pais nunca ha
incumplido el pago de ninguna emision, aunque los resultados del pasado no son una garantia

de que no se produzca un incumplimiento en el futuro (Merton, 1974).

Dada la complejidad de obtener los datos histdéricos para toda la curva, es utilizado un indice de

Bloomberg que posee las siguientes caracteristicas:
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Cuadro 1.1.: Descripcion del indice sobre UKGILT a un afio

GBP UKT Gilts BVAL Curve 1Y

Detalles

Ticker BV010110 Index

Tipo cotizacion  Por ciento

Divisa GRAN BRETARNA/LIBRA

Pais GB

BBGID BBGO02TDX6X9

Frec de precios Diario

Ult cambio 12/26/14

Estado nuevo Ultimos datos provistos disponib
Inicio 04/11/11

Fuente actual INDICES BLOOMBERG
Historia Cierre
Final de semana Friday

Fuente: Bloomberg, 2014

La curva BVAL se construye con bonos de tasa fija denominados en moneda local emitidos por
la entidad corporativa, gobierno o agencia especificado (en este caso, el Banco de Inglaterra, en
libras esterlinas). La curva de rendimiento se prepara diariamente con los bonos que tienen
precios BVAL en el cierre del mercado. Los precios diarios, para instrumentos a un afo se
comportan como un movimiento browniano. Para los Ultimos 935 dias presentan la siguiente

grafica:

Grafico 1.2.: Evolucién del indice 2011-2014. En tasa.

UKGILT 1-Year

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0
11/04/2011 11/04/2012 11/04/2013 11/04/2014

Fuente: Elaboracion propia en base a Bloomberg (2014)
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A continuacién, es presentada la calibracién de ciertos datos empleando tres métodos: el de
Nelson-Siegel, “Splines” de McCulloch y “Splines” por segmentos. Los datos utilizados para hacer

la calibracion corresponden a los UKT Gilts Bval Curve a lafecha 19/1/2015 y son los siguientes:

m Yield
25 0,235%

1 0,330%

2 0,507%

3 0,707%

5

7

e

1,034%
1,262%
10 1,514%
15 1,825%

30 2,192%
Fuente: Bloomberg, 2014

Dénde m es fraccién en afios. A continuacién se muestran las calibraciones de los tres métodos
mencionados. El Anexo | contiene un poco mas de informacidn al respecto de este instrumento,

como asi también, capturas de pantalla de Bloomberg.

A partir de la especificacion del modelo de Nelson-Siegel ( 5), se llegan a los siguientes

resultados?:

! Se utiliza el complemento Solver de Microsoft Excel para resolver la minimizacién de residuos al
cuadrado.
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Tabla 1.1.: Aplicacién del modelo de Nelson-Siegel (1987) para el caso de UKT-GILTS

m vield Nelson- Residuos al
Siegel cuadrado
0,25 0,235% 0,22% 0,000000032
1 0,330% 0,35% 0,000000040
2 0,507% 0,53% 0,000000043
3 0,707% 0,70% 0,000000007
5 1,034% 1,00% 0,000000086
7 1,262% 1,26% 0,000000005
10 1,514% 1,54% 0,000000054
12 1,68%
13 1,73%
15 1,825% 1,83% 0,000000006
16 1,87%
18 1,95%
20 2,00%
22 2,05%
25 2,11%
30 2,192% 2,18% 0,000000009

Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).

Coeficientes

0,025441131
-0,023702959
-0,013828238

2,889214843

Suma RC 0,000000281

En la Tabla 1.1., se detallan los datos correspondientes a los plazos y tasas y se presentan los

valores obtenidos de los coeficientes estimados. Donde dice Suma RC es la suma de los residuos

al cuadrado calculado por el método de los minimos cuadrados ordinarios.
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Gréfico 1.3.: Curva ETTI — Nelson-Siegel

2,500%
® [ ]
2,000% =2
..
..
9 8]
1,500% ® Tasas Spot
[
1,000% 8 @ Curva Nelson-
Siegel
[
0,500% 9
®

0,000% Ir T T T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 35

Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).

Al realizar el mismo procedimiento con el método de “spline”, es posible obtener los siguientes

resultados:
Tabla 2: Aplicacién de splines para el caso de UKT-GILTS
m Yield “Spline” Residuos al Coeficientes
cuadrado

0,08 0,235% 0,19% 0,0000002 0,001757815
0,25 0,235% 0,23% 0,0000000 0,002011112
0,5 0,27% -7,67263E-05

1 0,330% 0,37% 0,0000002 1,06958E-06
1,5 0,46%

2 0,507% 0,55% 0,0000002

3 0,707% 0,71% 0,0000000

4 0,86%

5 1,034% 1,00% 0,0000001

7 1,262% 1,24% 0,0000000

8 1,35%

10 1,514% 1,53% 0,0000000

12 1,67%

15 1,825% 1,83% 0,0000000

18 1,93%

20 1,98%

25 2,08%

30 2,192% 2,19% 0,0000000

Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).
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Gréficamente, puede apreciarse el ajuste del modelo:

Grafico 1.4.: Curva ETTI — Splines
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Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).

Finalmente, producto del leve desajuste del procedo anterior, resulta conveniente realizar un

spline por segmentos. A continuacién son mostrados los resultados:

Tabla 1.3.: Aplicacidn de splines por segmentos para el caso de UKT-GILTS

Segmentos O0a5 5a10 10a 30
0,002268559 0 0
0,000400536 0,001860303 1,2364E-06
0,000706097 -0,00013542 7,38208E-06
-0,000101658 4,83124E-06 -9,07949E-07

Suma RC 0,000000011
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Residuos al
cuadrado

m Yield “Spline”
0,08 0,235% 0,23%
0,25 0,235% 0,24%

0,5 0,26%

1 0,330% 0,33%

1,5 0,41%

2 0,507% 0,51%

3 0,707% 0,71%

4 0,88%

5 1,034% 1,03%

7 1,262% 1,27%

8 1,36%

10 1,514% 1,51%

12 1,64%

15 1,825% 1,83%

18 2,08%

20 2,33%

25 2,31%

30 2,192% 2,19%

Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).

0,0000000
0,0000000

0,0000000

0,0000000
0,0000000

0,0000000
0,0000000

0,0000000

0,0000000

0,0000000

Es posible observar que al dividir el intervalo en segmentos el ajuste de la estimacion es mejor

que en el caso anterior. De hecho, la suma de los residuos al cuadrado disminuye al estar mas

cerca de los puntos logrando una mayor precisién en la estimacién. Sin embargo, se producen

empalmes en la curva que no son derivables en el entorno?.

2 Tipicamente regiones “puntiagudas” de la curva.
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Grafico 1.4.: Curva ETTI — Splines
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Fuente: Elaboracion propia. Datos Bloomberg (2014).

En los capitulos siguientes se utilizan las cuestiones tedricas hasta aqui planteadas. Los modelos

de tasas de interés utilizan las bases tedricas de la ETTI, pero avanzan profundamente (como se

verd) en la estructura temporal de volatilidades de los instrumentos derivados financieros que

seran presentados. El foco fundamental, desde un punto de vista tedrico, es que la dindmica del

mercado financiero se ve envuelta en un contexto de incertidumbre respecto de la evoluciéon en

precios y tasas de los activos transados. La gestion integral de riesgos debe contemplar este

aspecto y administrar los riesgos especificos por la volatilidad de las variables aleatorias en

cuestion.

En el capitulo siguiente, son presentados los aspectos tedricos necesarios (desde la dptica del

calculo estocastico) para poder abordar con detalle las funciones relevantes en la valorizacidn

de activos financieros sujetos a riesgo de tasa de interés
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2. PROCESOS ESTOCASTICOS: MEDIDAS DE
PROBABILIDAD.

Los siguientes teoremas constituyen la base para llevar a cabo una correcta valuacién basada en
la Teoria de Arbitraje (arbitrage pricing theory, APT). La misma expresa una relacion lineal como
modelizacién del retorno de un activo sujeto a riesgo. Se busca ser consistentes con las
expectativas de precio al vencimiento por lo que el precio del activo se iguala al esperado,

descontado por la tasa relevante en el modelo®.

2.1. Teoremasy definiciones preliminares

- Proceso cuadratico de [td

Siguiendo a Shreve (2004), es necesario exponer ciertos teoremas asociados al célculo
estocastico. El primero de ellos, responde al uso del Lema de It6 en procesos Brownianos (It0,

1951).

Sea W(t)¢s0 un movimiento Browniano y F(t), t = 0, un filtro sobre el espacio probabilistico
en el que vive el proceso. Un espacio probabilistico* asociado a un experimento es una terna
ordenada del tipo (Q, F, P). La primer componente, (), es el espacio muestral —o de estado- y
posee las propiedades de espacio (y sub-espacios) necesarias para el experimento. Luego, F
denota una estructura de informacién para el espacio mencionado. Es una coleccién de eventos
que se cumplen con certeza y se conoce como sigma-dlgebra ( o -algebra). Sobre ésta
componente pueden aplicarse filtros, como se verd a continuacion. Finalmente, P indica una
medida real en F que a los fines de cuantificar la probabilidad de ocurrencia de un evento

incierto, puede adoptar valores entre Oy 1.

Bajo estas consideraciones, es posible definir un proceso estocastico de It6 de la forma:

3 Un trabajo interesante y reciente es el de (Ziemba y Vickson, 2014)

4 En ciencias matematicas, teoria de la medida es una rama muy importante en lo que respecta a
aplicaciones estadisticas como las que se encuentran en esta tesis. Resultan interesantes los aportes de
Lin (2006).
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X(t)=X(O)+f "

t t
O(uw) du + f A(u) dW (u)
0 0

Dé6nde X (0) es deterministico y ©(t) A A(t) son procesos estocdsticos®. La variacién cuadrética

de It0 es:

0.5 = [ @ (e
0

De la ecuacién ( 7) es posible ver que A%(t)dt = d(X(t),X(t)) = dX(t) - dX(t). Esta definicién
es importante para el calculo estocdstico de los procesos de tasas en los derivados financieros

gue son considerados en la presente tesis.

- Teorema de representacion martingala (una dimension)

Sea W(t)p<t<r Un movimiento Browniano incluido en un espacio probabilistico (Q,F,P).
Luego, sea F(t),0 <t < T, un filtro que genera el proceso sobre el espacio para el intervalo
especifico. El filtro esta definido por la estructura de informacion en la medida que cumpla dos

condiciones (Lin, 2006:45):

i. F(t) es una estructura de informaciéon que no contiene mds informacion que F. Es
decir, F(t) € F.
ii. Si s < t, entonces F(s) posee menos informacion que F(t) ya que se obtiene mas

informacidn a medida que el tiempo pasa. O sea, F(s) € F(t).

Luego, es posible definir un espacio probabilistico filtrado, con las anteriores condiciones, como

un cuadruple (Q, F, F(t), P).

5> Un aporte reciente es el libro de (McShane, 2014) que explora minuciosamente los procesos y el calculo
estocdstico moderno.
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Luego, sea M(t)<;<r Una martingala sobre dicha filtracién. El concepto de martingala cobra
especial relevancia en la valuacién de activos financieros (Lin, 2006). Un proceso estocastico
{M(t),t =0,1,...,} con esperanza finita, E{|M(t)|} < o , para todo t en el espacio
(Q, F,F(t), P) es llamado martingala® si:

E{M(t+ D|F ()} = M(t) (7)

Intuitivamente, puede entenderse como una propiedad de ciertos procesos en los cuales no es
posible predecir el valor de M(t + 1) con la informacién de M(t). En mercados financieros

resulta muy importante porque garantiza, en cierta forma, que los intercambios sean justos.

Mas alld, un proceso M(t) es medible en F(t) para todoty 0<s<t<T, entonces

E{M(t)|F(s)} = M(s). Luego, existe un proceso adaptado c(t)<;<7 tal que:

t (8)
M(t) = M(0) +.[ c(u) dW(u)
0

Es una medida martingala en su forma diferencial: dM(t) = c(t) dW (¢t).

- Cambio de numerarios

A partir de los trabajos de Andersen y Piterbarg (2010a) es posible delimitar la problematica de
cambios en el numerario. En lenguaje econdmico, resulta ser la unidad de cuenta con la que se
expresa un determinado activo, en este caso puede ser un instrumento derivado financiero. El
objetivo de estos teoremas es calificar a los procesos como numerarios para los distintos

espacios probabilisticos en los que se desarrollan los procesos de valuacidn de los instrumentos.

6 Existen varias formalizaciones del concepto, dependiendo de cudl sea el objetivo del experimento y la
determinacién del proceso en el espacio considerado. Para mayo detalle ver Lin (2006:60).
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Previo a la formulacién de teorema de cambio de numerario es importante formular otro
teorema que demuestre la continuidad y diferenciabilidad de ciertas medidas en espacios con
un og-algebra absolutamente continuo. Baxter y Rennie (1996) establecen una simplificacion del

teorema que demuestra esta condicién: Radon-Nikodym.

Sean P y ) medidas equivalentes, el teorema anuncia que en el horizonte temporal T se puede

definir una variable aleatoria Z—IQ) gque tome solamente valores reales positivos, tal que:
EC(X(T)|F(t)) = &)~ EP G (T)X(T)|F (1)) (%)

Dénde &(t) = EP (Z—g |T(t)) es un proceso y X(T) medible en F(T).

Con este concepto, es posible enunciar el teorema de cambio de numerario (Andersen vy
Piterbarg, 2010a). Sean dos numerarios N(t) y M(t) incluidos en las medidas martingala Q" y
QM, respectivamente. Aplicando el teorema de diferenciabilidad de Radon-Nikodym, es posible
reescribir el proceso £(t) Unicamente como una relacidn de las dos medidas mencionadas. Es

decir:

_ M(t)/M(0) (10)

v (dQ"
§©) = E° (W' F (t)> = N©O/NO)

Si el mercado es completo, entonces —bajo este teorema- cualquier proceso estrictamente

positivo es un buen numerario.

2.2. Medidas Riesgo-Neutro

Sea Q una medida riesgo-neutro asociada al numerario B(t) que satisface la parte

deterministica de la siguiente ecuacién diferencial estocatica:
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dp(t) =r@®)p(t)dt (11)

Con B(0) = 1, resulta que la solucion a la ecuacion planteada es, obviamente, la exponencial de

una integral definida. Es decir:

B(t) = efotr(s)ds (12)

Esto puede pensarse como un mercado liquido que devenga intereses en forma continua para
el intervalo [0, t]. Asimismo, la medida neutral al riesgo es muy importante para valorizar activos
(payoff) ya que es necesario contar con una medida martingala que garantice un precio justo, al

tiempo que utiliza toda la informacion disponible.

2.3. Medida T-Forward

Tomando en consideracién un ZCB con maturity T es posible introducir el concepto de medida
T-forward. En dicha medida, el mencionado bono cumple con ser numerario. Basado en la

medida riesgo-neutro el precio del derivado se calcula mediante la siguiente férmula:

(13)

V) IET( V(T)

P, T) — \P(T,T) |T(t))

Dénde el numerario P(-) es el precio de un ZCB. Si se considera que P(T,T) = 1, entonces:

V(t) = P(t,T) ET(V(T)|F(t)) (14)
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Esta medida de probabilidad tiene especial relevancia en el valor de activos de renta fija.
Asimismo, como se vera en el préximo capitulo, tiene incidencia directa en la valoracion de

swaps de tasa de interés.

Existe un lema que apoya este argumento: en condiciones de no-arbitraje, la LIBOR forward es

martingala en Q77 si:

L(t, T, T+1)=E"(L(T,T,T + 1)|F(t)) (15)

2.4. Medidas Spot

Para la adaptacion al modelo de mercado LIBOR (que se desarrolla mas adelante) son utilizados
intervalos discretos de tiempo. Por este motivo, intereses devengados en tiempo continuos no
parecerian tener sentido. Asimismo, se introducen medidas spot como equivalentes, respetando

la medida martingala.

Se considera una inversion en 1 unidad monetaria al momento cero. Considerando una posicién
comprada en 1/P(0,T;) fracciones de un ZCB de T; maturity, al vencimiento (T;) tiene el

siguiente retorno:

1+ 19L(0,0,0 + (16l

Reinvirtiendo la misma fraccién para el periodo [T;, T,] se tiene que el retorno a T, es:

1 1

' = (1+7L(0,0,0 + (14, L(Ty, Ty, T
p.T) PLTy ~ (L F ok 70)) - (1 + 7 L(T1, Ty, T2))

Si se repite la estrategia anterior, se logra un proceso de precios con la siguiente estructura:
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(17)

B = [ [(1+ taln(T) - P&, Tern)
n=0

Nétese que se cumple la siguiente relacion temporal: T; < t < T;,4. Asimismo, B(0) = 1. Por
lo tanto, la férmula para el precio de los instrumentos derivados financieros bajo la medida spot

resulta ser:

(18)

VO _ g (VO

50 =" (57 ®)

Dénde EZ denota la formacién de expectativas bajo la medida martingala QZ (riesgo neutral).

A partir de la exposicién de estos teoremas y conceptos fundamentales del calculo estocastico,
es posible profundizar tedricamente en dos cuestiones fundamentales para abordar el modelo
LMM: bonos (u obligaciones negociables) y tasa de interés futura, o mas técnicamente, forward.
Estos dos conceptos son desarrollados en el préximo capitulo, para dar lugar a instrumentos

derivados financieros cuyo subyacente es la tasa LIBOR forward.
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3. BONOS CUPON CERO (ZCB) Y TASA DE INTERES
FORWARD

Un bono es activo financiero que representa una obligacion (deuda) por parte del emisor, cuyo
acreedor es el tenedor del instrumento. En particular, se llama bono cupén cero (ZCB) a aquel
instrumento de deuda que paga un monto contractual (nocional) al momento de vencimiento
sin devengar cupones intermedios’. El precio de un ZCB al momento t < T es representado por
la funcién P(t, T). Por simplicidad, es posible asumir que el nocional del instrumento es igual a
una unidad monetaria. Luego, pueden proporcionarse los resultados analiticos para contratos
de mayor valor. Por el principio de no-arbitraje (Heath, Jarrow y Morton, 1992), el precio del
bono es inferior a la unidad en un momento cualquiera de su vida. Esto es, P(t,T) <1 Vt <

T, mientras que P(t,T) =1Vt >T.

Es necesario, dado el contexto incierto en el que viven estos instrumentos, que se utilice el
principio de réplica para hallar el precio forward del ZCB. Es decir, mirando desde t se quiere
encontrar el precio de un instrumento que resulta vigente en el intervalo [T; T + 7] cont > 0.
Su notacidn habitual es P(t,T, T + t), donde la terna de la que depende la funcién indican el

momento de valuacion, el momento de celebracién y vencimiento, respectivamente.

Si se considera la estrategia de comprar una unidad de un ZCB de maturity (T + t) y vender en

corto (short sell) P(t,T + t)/P(t,T) unidades de un ZCB con maturity T, el costo debe ser:

P(t,T+1) (19)
—1-P(t, T — . P(t,T) =
t&T+71)+ PET) t,T) =0

Al momento T opera la maturity de la venta corta y se obtiene —P(t,T +1)/P(t,T).
Adicionalmente, se obtiene +1 en el momento T + T de la posicion larga (comprada) en el bono
de citado. Estos flujos de fondos deberian replicar la posicién de un bono valuado en t para el

periodo [T, T + t], por lo tanto:

7 Evidentemente, existen distintas alternativas en cuanto a los flujos de fondos que generan los bonos.
En particular, un bono con cupones puede ser replicado como una coleccién de ZCB. Para mayor detalles
ver Hull (2009).
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P(tT+1) (20)

P(t,T,T+71) = PET)

Esta expresion es el pricing de los ZCB. Asimismo, permite introducir un concepto muy
importante: tasa de interés futura o forward interest rate. Para el caso del mercado inglés la tasa
relevante resulta ser la interbancaria de Londres o LIBOR®. La LIBOR forward se denota con la
misma estructura que el precio de los ZCB. Para el periodo [T, T + 7], valuada en t, se escribe

como L(t,T,T + 7).

Esta tasa forward se define matematicamente de la siguiente manera:

1
1+7L(T, T +1)

Pt T, T+7) =

Es de notar que, si se piensa en interés simple, la idea que se desarrolla con la expresion de la
tasa forward es tal que al momento t se coloca (presta) 1 unidad monetaria de capital se
obtienen 1 + L - (T — t) unidades monetarias al momento T. En este caso, se deduce de la

expresion anterior que la tasa futura es:

P(t,T) ) (21)

1
LT, T+7) =~ (2 —
&T.T+7) T(P(t,T,T+T)

La expresion anterior implica una tasa solamente y para el caso de instrumentos derivados
financieros, como los acuerdos de tasa futura (FRA), puede ser la tasa LIBOR la que intervenga

en esa aplicacion.

8 London Interbank Offered Rate es la tasa mas importante de referencia para los derivados financieros.
Se fija diariamente en Londres. Sin embargo, existe una tasa, que se fija en Bruselas, que opera bajo
condiciones muy similares: EURIBOR. A los fines de esta tesis se utiliza cualesquiera, aclarandose cuando
sea necesario.
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Para el analisis intertemporal del comportamiento de las variables mencionadas (precios y
LIBOR) es necesario contar con una coleccién de tasas en el intervalo cerrado [0, Ty]. En una
aproximacion discreta® de dicho intervalo la secuencia que es de interés es la siguiente: 0 <
To <T; <--- <Ty. Es importante destacar que se puede comenzar estudiando el momento

“cero”, pero luego los distintos momentos (discretos) son estrictamente crecientes.

Adicionalmente, es conveniente fijar una convencion respecto de los espacios temporales entre
los momentos especificados. Por simplicidad, se dice que son fracciones de afios y su expresion
mas elemental es la secuenciat, =Tp;1 — T, Vn=0,..,N — 1. En el mercado europeo, la

convencidn es la fraccién semestral, por lo que resulta que 7,, = 0.5.

Mas aun, se puede simplificar la notacion definiendo la tasa LIBOR forward de la siguiente

manera:

1/ P(t,T,) (22)
L(0) * L(LT,T +7) = —(—— 1)
" T \P (&, Ty 41)

Bajo esa definicidn se debe cumplirquen =0,.., N—1y0<t < T,.

Tradicionalmente, las tasas de interés forward no se transan en los mercados financieros, sino
que se observan a partir de colecciones de bonos, particularmente, ZCB. Lo que resulta
interesante, entonces, es obtener el precio de dichos instrumentos de deuda a partir de la
definicion de la tasa LIBOR forward a la que se llegd. Entonces, a partir de la expresion de Ly, (t),

se realiza el camino inverso:

P(t,Tht1) _ 1
P(t, T,) 14+ 1,L(t, Ty, Tnet)

Tomando distintos momentos para la expresion a izquierda de la igualdad, se tiene:

% Resulta mayoritariamente interesante considerar el tiempo discreto. En esencia, en finanzas se tratan
de observar cuestiones de mercado que suceden en intervalos temporales discretos.
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PIT) POT)  PGTy) _P&T) P&T)  PTy) _PETY)
P(t,Ty) Pt Ty) P(t,Ty-1) P(t,Ty) PEHTD PET=— PET))

Escrito como productoria:

N_
P(t,Ty) ﬁ 1 (23)
P(t,Ty) 1 11+7,L,00
n=0
Por lo que se deduce el precio de un ZCB valuado al momento t = Tj:
(24)

N-1 1
P(T,, T =1_[—
Tt = | 1T @)
n=

3.1. Forward rate agreement (FRA)

Un FRA es un contrato entre partes u OTCY en el cual se acuerdan la tasa de interés y el monto
de un nocional a un plazo determinado que se realizara a una fecha futura (cierta). Formalmente,
se instrumenta el contrato en un periodo [T, T + 7] para intercambiar un pago basado en una
tasa fija K a cambio de otro basado en la tasa LIBOR de referencia al momento T con un tenor
7. Este intercambio implica un flujo compensatorio entre las partes ante variaciones en las
mencionadas tasas. El intercambio de pagos sucede en el momento T + 7. Si se denota al

nocional como N, se define la valuacidon de estos contratos derivados financieros como:

VFRA(T+T) =T(L(T,T+T)_K) (25)

10 gver-the-counter se refiere usualmente a los acuerdos que no se comercializan en mercados regulados
(Hull, 2009)
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Que representa el pago o payoff al momento T + 7. Incorporando la definicién de la LIBOR con
el precio de réplica de activos (como el ZCB), se puede reescribir la valuacién anterior como

funcién del nocional:

N( ! K 1) (20
P(T,T+7)

al momento

Dado los distintos momentos del tenor mencionado, puede apreciarse que PTTD

T + 7 vale 1 al momento T. Esto es, una unidad monetaria al momento T vale P(t,T) al
momento t, tal como fuera especificado al comienzo del apartado. Asimismo, los restantes dos
términos (—K7 — 1) que son valuados al momento T + 7 valen (=Kt —1) - P(t,T + 1) al
momento t. En consecuencia, el valor del FRA al momento t , combinando ( 27) y ( 28) queda

expresado como:

Vera(®) = N(P(6,T) =Kt P(t, T + 1) — P(t, T + 7)) (295)

La tasa FRA es un valor fijo K que hace del contrato un acto justo. Es decir, que si se parte de

Vera(t) = 0, entonces despejando:

_ 10 P(T) (27)

Esto equivalea F(t, T, T + 7) que es la tasa forward por definicién. Como se menciond, puede

ser asimilable a la LIBOR.
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3.2.  Swaps de tasa de interés

A partir de la determinacion de los acuerdos de tasas de interés (FRA) es inmediato considerar
una coleccion de éstos en un lapso determinado. Nuevamente, son contratos OTC que poseen
gran popularidad y poseen como caracteristica distintiva el intercambio de flujos
periddicamente. Los swaps de tasa de interés (IRS, por sus siglas en inglés) son instrumentos
derivados financieros que tienen asociadas dos “patas”: la tasa fija y la variable. Los tipicos
(vanilla IRS) son aquellos en los cuales una persona esta afectada por una tasa fija mientras que
la otra, por una variable. Cominmente, ésta Ultima es la LIBOR. Es imprescindible destacar que
ambas partes (que acuerdan OTC) deben tener el mismo horizonte temporal (Tj) y con flujos de
capitales en la misma moneda. De no ocurrir esto ultimo, existen swaps de moneda para

intercambio de flujos en distintas divisas.

Para valuar este tipo de instrumentos, es necesario definir una estructura temporal (tenor) y

aplicarla a la pata variable. Esto es:

Por convencién, denota Ts y T a los momentos de inicio (start) y fin (expiry) del IRS,
respectivamente. La fracciéon de afio es captada por 7,. Resulta importante considerar que el
inicio del IRS no tiene porqué ser hoy, lo que hace que la tasa de referencia sea la forward si
T¢ > T,. Los intercambios de flujos se realizan al final de cada periodo —[T},, Ty,4+1]- Yy con la
referencia de la tasa LIBOR spot al inicio del mismo. La pata fija paga 7,,K siendo K una tasa

determinada por el contrato (constante). La pata variable, paga t,L(T;,, Ty, Tra1)-

A los fines de valuar estos instrumentos, bajo ausencia de arbitraje, es utilizada la medida T-

Forward martingala. El valor presente (PV) de la pata variable resulta:

E-1 (28)
PVP(©) = D TaP(t, Tosn) B3 (LT, T, T )IF(0)

n=Ss
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Dénde:

E™1 (L(Ty, Ty Tat )IF () & L(6, Ty, Trya) =: Ln(t)

A los fines de valuar la pata fija resulta mas sencillo, ya que es un dato contractual. Entonces, el

valor presente resulta ser una anualidad (A) multiplicada a la tasa pactada (K):

E-1
pvriue(t) = Z 7, P(t, Tpi1) K

n=s

con YEZlt, P(t,Tpir) & A(L, Ts, Tg) > Anualidad.

Cabe destacar que para la parte que paga fijo la tasa flotante es un activo, mientras que la parte
fija es una deuda. Es decir, en términos netos, la parte que transfiere capital (paga) compara los

valores presentes antes mencionados de la siguiente manera:

V.S‘wap (t) = PV (t) — pyrue ®) (29)

Es el valor que representa el instrumento para el pagador. A partir de esta determinacion, es
posible definir el valor del “swap a la par” como aquel en el cual el Vg4, (Ty) = 0. Por lo tanto,
PV (t) = PVFUO(t). Llamando a la tasa swap a la par como SR(t, Ts, Tg) para el periodo
comprendido entre Ts y Tg, entonces, se reemplaza K en la pata fija y es posible hacer el

siguiente despeje:

E-1 E-1
D T PO T Ln® = ) 1 P(6Tos) - SR(E T, Ty)
n=Ss n=s
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Yn=§Tn P(6, Tng1) Ln(t)  XpZ5Tn P(t, Tpyr) Ly (D) (30)
5;51‘ Tn P(t: Tn+1) A(t, TSI TE)

< SR(t, TS, TE) =

A continuacidn, son desarrollados otros instrumentos derivados financieros, de gran utilidad en
la calibracién del modelo objetivo de esta tesis. Este modelo, LMM, es descripto en el capitulo
siguiente. La calibracién del mismo, utiliza los instrumentos del siguiente apartado, que son

opciones sobre swaps, o swaptions.

3.3.  Swaptions

En relacién a lo expuesto en el apartado anterior, existen otros instrumentos con gran liquidez
en el mercado como son los “swaptions”. Son opciones de compra (o venta) cuyo subyacente es
un IRS. Por este motivo es considerado un derivado exoético (vanilla). Es un derecho (no una

obligaciéon) a entrar en un IRS en un momento futuro del tiempo.

Un swaption pagador (payer) da el derecho al comprador de la opcidn, de entrar en un IRS donde
se paga la tasa fija y se recibe la variable. El vendedor de la opcidn tiene la obligacion de entrar
en el IRS si el comprador decide ejecutar su derecho. En cambio, un swaption receptor (receiver)
da el derecho de entrar en un IRS donde se paga la tasa variable y se recibe la fija. El vendedor

de la opcidn tiene la obligacidn de entrar en el IRS si el comprador decide ejecutar su derecho.

Es importante destacar que al momento de establecer el swaption se ponen de acuerdo en la
tasa fija y opera como precio de ejercicio (strike). Normalmente, son opciones con ejercicio sélo

al vencimiento, es decir, europeas. También se establece el valor del nocional.

La estructura temporal, al tener una doble influencia (por el tiempo del swaption y el tenor del
IRS subyacente) resulta delicada de considerar. Es necesario prestar especial atencion a la vida
de este tipo de derivados (An y Suo, 2008). A partir de la definicién de estructura tenor,
considerando un IRS con inicio en T,, y vencimiento en T, el swaption asociado vence al
momento en que se da inicio al IRS. Esto es, el swaption vence en {T, }EZ1. Este hecho es tipico

con un IRS con tenor Ty — T.
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En términos de la nomenclatura y taxonomia de estos derivados, se dice que un swaption que
vence en T sobre un IRS que expira en T es un “Ts sobre Tz — Ts” swaption. La coleccion de
todos los swaptions a distintas fecha de vencimiento y tenores IRS se conoce como “Matriz

Swaption”.

Entonces, al considerar la situacién tipica (temporal) puede observarse que el pago esperado

del swaption equivale a:

Pago del Swaption (Ts) = (A(Ts, Ts, Tg) (SR(Ts, Ts, Tg) — K)) " (31)

Notese la analogia de la expresidn anterior con el pago esperado de una opcidén de compra (call).
En esencia, un swaption pagador es un call sobre la tasa forward del swap. Ahora bien, el pago
esperado es funcién de la tasa par del IRS: Pago Swaption (Ts) = f(SR(TS, Ts, TE)). Dicha

|11

funcién es no-lineal'* influenciada por la convexidad del swap subyacente.

Para valuar el instrumento al momento t < Ts, es necesario hacer uso de un cambio de
numerario y de medida en el espacio probabilistico filtrado. Es posible situar como numerario al
factor de actualizacion de la anualidad (A(t, Ts, Tg)) y luego, la medida martingala asociada es

Q4 (medida swap). Entonces,

V(t) = A(t, T T)IEA(&WG)) con t<Te<:-<Tp =
SR A(tITSI TE) =0 E
V.S‘waption Pagador(t) — IEA [A(TS; TS' TE)(SR(TS' TS' TE) - K)+ | fF(t) =
A(tlTS' TE) A(TS' TS! TE)
= VSWaption Pagador(t) = A(t' TS' TE) ' IEA[(SR(TS; TS; TE) - K)+| :F(t)] (32)

Asociado a la féormula (32), como se verd en el capitulo siguiente, es muy util un modelo de
valuacion conocido como Black '76. Es una formula ulterior a la popular formulacién de Black-

Scholes-Merton (que data de 1973). El factor preponderante en la determinacion del valor de

11 f es cdncava para un swaption pagador y convexa en caso contrario (receptor).
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estos derivados es la volatilidad de la tasa forward. En esta tesis, serd de especial interés la

valoraciéon de instrumentos con LIBOR como tasa subyacente.

Dado la relacién funcional (no-lineal) del pago de swaption respecto a la tasa swap par se puede
asumir la valuacién por Black ‘76, considerando que la tasa swap forward se distribuye log-

normalmente. Por lo que el valor del derivado mediante la mencionada férmula es:

Vsﬁggﬁion pagador(t) = AL, Ts, TE)(SR(t; Ts, Tg)®(dy) — K(.b(dz))
SR(t, T, T, 1
tog (ZELTE) 4 3 02 praere (T = )

dl =
Osg,Black * VI —t

d, =dy — dsgprackVT — t (33)

Ddénde el aspecto critico en la valuacidon es la volatilidad de la tasa swap forward a la par:
Osr Black - La demostracion de la féormula de Black ‘76 se realizara luego de introducir ciertos
conceptos del calculo estocastico necesario para el desarrollo del modelo que tiene lugar en el
proximo capitulo. El modelo LMM, presentado a continuacion, posee distintas aristas de interés
para un analista financiero. En particular, serdan muy importantes los conceptos estocasticos

mencionados y sera mostrado un algoritmo para la implementacion del modelo.

42



4. MODELO DE MERCADO LIBOR (LMM)

El Modelo de Mercado LIBOR (LMM) esta basado en la ETTI de la tasa de interés interbancaria
inglesa. Es decir, un insumo importante del modelo es la curva de tasas LIBOR forward. A
diferencia de los modelos que utilizan tasas instantdneas, las involucradas en el LMM son
observables en el mercado (Dhamo, 2011). Mas aun, el modelo ajusta sus pardmetros y es
consistente con la valuacidon de opciones sobre futuros bajo la formula de Black '76, que sera

demostrada en este capitulo.

Dada la estructura temporal discreta 0 < Ty < --- < Ty el modelo log-normal LMM se conforma

por un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas de la forma:

dLi(t) = ,ul(t)Ll(T)dt + O'i(t)Li(t)dWi(t) Vi= 0, ,N -1 (34)

Ddnde el subindice i implica las distintas ecuaciones. Se utiliza esta indexacién (y no n) para para
asimilarlo a la tipica notacién de las correlaciones. El sistema queda configurado para la

evolucion conjunta de N tasas LIBOR forward bajo la medida de probabilidad IP.

El factor W;(t) resulta un movimiento Browniano instantaneo correlacionado de la forma:

Cuando se selecciona el numerario P(t,T;,1), la tasa LIBOR forward L;(t) es martingala en la
medida Q7i+1, Este hecho denota una importante particularidad de estos procesos: una vez
elegido el numerario solo una tasa LIBOR es martingala, mientras que el resto no lo son para esa

medida. Para la medida T; ., el proceso de tasa resulta [dado (34) y (35)]:

dLi(t) = o;(OL; (AW (1) con witl s pyliv (36)
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Para garantizar la valuacién neutral al riesgo, al tiempo que se considera el principio de no
arbitraje es necesario tener todas las tasas LIBOR bajo la misma medida y que sean martingala.

Nétese que la Ultima expresidn carece de tendencia®?.

Es por ello, que una vez elegido el numerario el resto de las tasas se ajustara a la medida

martingala mediante una tendencia (drift). Una manera interesante de comenzar a solucionar

este aspecto es eligiendo un ZCB en la estructura P(t, Ty )!3. Luego, la dindmica del sistema bajo

el principio de no arbitraje es (Fries, 2007):

N-1 (37)

yLi® a;;(t) | dt + a; ()L (£)dW ™ (¢)

dLi t :Li t <

j=i+

TENDENCIA

Donde la covarianza es g;; = 0;(t)a;(t)p;j(t) y el indice i se encuentra en el intervalo cerrado

[0,N — 1].

Nétese que la tendencia elegida (uiQ”) cuandoi = N — 1 produce que la sumatoria sea nula, lo
que implica que la tasa Ly_1 (t) no tenga ajuste de deslizamiento (tendencia). Por este motivo,

el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas queda definido por:

dLy-1(t) = oy—1 () Ly—1 ()dW" (©) (38)

Resulta, asi, que L;(t) es martingala bajo la medida Q+1, paratodoi = 0, ..., N — 1.

Si asociamos la medida spot, descripta en el apartado 2.4, bajo la medida Q% la dindmica es la

siguiente:

(39)
T]' L] (t)

m%(t) dt + a;()L;(D)dW " (t)

dL;(t) = L;(t)
j=q(®)

12 No obstante, el proceso pertenece a la clase de modelos que revierte a la media.
13 5e encuentra incluido en la medida “final” QTN.
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El sistema queda definido coni = 0, ..., N — 1. Es necesario alterar ligeramente las cotas de la

sumay el signo del primer término. Luego, es posible realizar desarrollos para llegar a una forma

B . . . .
que carezca del factor W? (t). Para ello, es importante introducir el proceso Browniano
correlacionado en una factorizacion de Cholesky**, de manera tal de llegar a un variable aleatoria

distribuida normalmente.

El desafio, de aqui en adelante, consiste en buscar una forma funcional para o;(t) y p;;(t).
Esta calibracion resulta muy dificultosa, dado que se debe escoger muy bien la cantidad de
derivados a incluir y los coeficientes de correlacidon asociados. Este enfoque fue tratado por
Rebonato y Jackel (2003) y se conoce como enfoque de aproximacién. En los apartados
siguientes son mostrados los conceptos de este enfoque, en particular en la implementacién del

modelo LMM para cap y caplets.

4.1. Forma funcional de la volatilidad instantanea (o).

Dado el grado de avance hasta aqui descripto, es deseable conocer cémo estudiar la volatilidad
instantanea. Coexisten dos propdsitos: conocer la forma funcional de o;(t) y calibrar con datos

empiricos.

Este segundo objetivo, implica encontrar adecuadamente datos sobre ciertos derivados
financieros que sirvan de base para la calibracién. Luego, llevar a cabo un algoritmo (como se
describe mds adelante) que permita obtener informacion del modelo, a la vez que sea robusto

en las conclusiones que se desprendan.

Para realizar esta tarea, es necesario partir de una férmula que permita buscar el precio de
ciertos derivados financieros bajo los modelos de Black ‘76 (Black, 1976). Un punto de partida
interesante es un proceso Browniano geométrico generalizado (Neftci, 2008; Shreve, 2004), se

define un proceso de It6:

14 No es desarrollado este método, porque excede los limites de la presente tesis. Para mayores detalles
ver Lin (2006)
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t (40)

X(t) = f o(s)dw(s) + ft<a(s) — %ﬂ(s)) ds
0 0

Resolviendo la integral estocastica y buscando la expresién de ecuaciéon diferencial estocastica

se tiene:

(41)

dX(t) = o(®)dW(t) + <a(t) - %o%t)) dt

Considerando el proceso generador de precios de activos financieros con la forma estocdstica

anterior:
S(t) = S(0)eX® (42)

Combinando (41) y (42) puede obtenerse la siguiente expresion:

(43)

1
dsS@®) =df(x@®) = ' (X@®dx(@®)) + Ef”(X(t))dX(t)dX(t)

Con f(x) = f'(x) = f""(x) = S(0)e*. Notese que:
dX(®)dX(t) = a?(t)dW (t)dW (t) = ¢?(t)dt

Por lo tanto la expresién dS(t) queda entonces:
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ds(t) =S(t)dx(t) + ES(t)dX(t) dX(t) (49

Reemplazando en la expresidn anterior dX(t), se llega a:
dS(t) = a(t)S(t)dt + a(t)S(t)dW (t) (45)

La solucidn general de ésta ecuacién diferencial estocastica (45) viene dada por el proceso

Browniano geométrico generalizado para el precio de activos en (40):

t

S(t) = 5(0) exp { f o(s)dW (s) + f
0

0

t 1 (46)
<a(s) - Eaz(s)> ds}

Para el caso puntual de considerar a y g constantes, es posible obtener el cldsico movimiento

browniano geométrico bajo el analisis de Black-Scholes-Merton (1973):

S(t) = S(0) exp {JW(t) + (a - %02) t}

Con W(0)=0. Si a =0 se le quita la tendencia al proceso focalizado en la volatilidad

estocistica.

Bajo estos lineamientos tedricos se puede volver a la configuracién del proceso para el Modelo
de Mercado LIBOR. La ecuacion diferencial estocdstica a resolver (con la medida de martingala,

en el espacio filtrado adecuado) es la siguiente:

dL;(t) = o;(t)L;(t)dW*F1(t) (47)
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Por lo tanto, la solucién es semejante al proceso Browniano geométrico generalizado del tipo

de Black’76:

T T

(48)

0, (s)dWTn+1(s) — %f o2 (s)ds}

t

Ln(®) = Ln(t) exp { f

Esta expresion resulta ser el proceso antes mencionado, con a = 0. Obviamente, las cotas de
integracién se encuentran en el intervalo deseado, no necesariamente t = 0. Nuevamente,
resulta importante destacar que la forma funcional responde a la valorizacién de un instrumento

derivado, que serd objeto del analista. El apartado siguiente, aplica esto para cap y caplets.

La discusién acerca de la forma funcional que debe adoptar la volatilidad instantanea es harto
discutido en Rebonato (2002). Esencialmente, existen posturas a favor de modelos paramétrico
como asi también no paramétricos. Es importante destacar, que si bien conviven ambas
posturas, es posible delimitar el espacio de funciones deterministicas con el propdsito de

establecer un criterio adecuado. Algunas consideraciones:

- 0;(t): debe ser una funcién del tiempo calendario.

- Caracterizacion de la estructura forward de acuerdo a la maturity del instrumento. Esto
es, al momento t para cualquier T > t debe ser conocida.

- Toda la historia de la ETTI al momento t debe ser generada por la evolucidn estocastica

y captada por el filtro F; sobre la estructura de informacion del espacio probabilistico.

Adicionalmente, desde el punto de vista estrictamente algebraico, la funciéon debe cumplir las

siguientes condiciones:

- Dada la necesidad de calcular covarianzas, la funcion debe ser cuadrado-integrable en
el sentido de Riemann o pertenecer a las funciones de tipo L? (cuadrado-integrables de
Lebesgue).

- Debe ser una funcién flexible, pudiendo reproducir formas de “joroba” monétona, como

ya fue expuesto en el andlisis de la ETTI.

Como se verd a continuacidn, existen varias formas funcionales que respetan estas

consideraciones. Quiza la mas popular es la conocida como férmula abcd, por los pardmetros
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que utiliza. En el siguiente apartado, son utilizados los dos derivados mencionados para vincular

los conceptos hasta aqui desarrollados.

4.2. Capy Caplets

Una tasa de interés popular en los acuerdos OTC entre agentes financieros es la conocida como
tasa cap. Esta es reconocida en el mercado por ser un mecanismo de cobertura ante
fluctuaciones al alza de la tasa de referencia. En el mercado existen Unicamente caps que son
un conjunto de caplets. Al vencimiento del primero de éstos, la tasa (variable) del contrato es
observada en el mercado. Al compararse con el valor de ejercicio del contrato surgen dos

alternativas que implican intercambios de flujos diferenciados:

i. Silatasaobservadaes mayor que la pactada, al momento de empezar el segundo caplet
el agente que vende el cap (posicion corta) paga al tenedor (posicidn larga) el diferencial
de tasas multiplicada por el nocional y el tenor.

ii. Silatasa observada es menor que la de ejercicio, no existen intercambio de flujos.

De este modo, a través de la vida de un cap, los pagos vencen al final de cada intervalo de tenor,
aunque la cantidad es conocida en la fecha de reinicio (al comienzo del intervalo) cuando se

observa la tasa de interés variable.

Un aspecto importante es que, como cualquier instrumento financiero, en el mercado los caps
cotizan en distintos “grados de dinero”. Esto es, la relacidon de tasas que hara que el derivado
tenga valor monetario al vencimiento mediante la comparacién entre valores de contrato y de
mercado. Por ejemplo, si en una opcidon de compra se compara el precio de ejercicio con el

precio de mercado del subyacente, es posible generar la siguiente taxonomia:

i. “in-the-money”: el precio del activo subyacente es mayor que el precio de ejercicio de
la opcidn. Tiene valor econdmico el instrumento.

ii. “out-of-the-money”: el precio del activo subyacente es menor que el precio de ejercicio
de la opcidn. No se ejerce la opcidn, no tiene valor.

iii. “at-the-money”: el precio del activo subyacente es idéntico al precio de ejercicio de la
opcion. Se lo puede tratar como una situacidon de “equilibrio”, la nomenclatura

tradicional es ATM.
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Un cap ATM es transado en el mercado y el mas liquido entre los diferentes precios de ejercicio.
Se lo denomina ATM si la tasa de ejercicio de dicho instrumento es igual a la tasa fija de un

swap® que tenga los mismos dias de pagos que ese cap.

Dado el desarrollo anterior, puede deducirse que un caplet es una opcién de compra (call) sobre
un FRA o su equivalente, sobre la tasa LIBOR futura. Como ha sido puntualizado, cada tasa LIBOR
(sucesiva) L,, (t) asociada al enésimo caplet es martingala bajo la medida T}, . En consecuencia,
pierde importancia la historia y cada caplet es valuado bajo su medida y con su propia

volatilidad.

El payoff del caplet’® es:

Veaptet(t +7) =t N(L(T,T + 1) — K)* =t N(F(T,T,T + 1) — K)* (49)

Al realizarse la valuacién al momento T y se toman esperanza de la expresion (49) para obtener

el valoren t:

T+t
Veaptee (©) = B¢ [ 71 7O e N(F(T,T,T + 1) = K)* | F(0)] 5

En este desarrollo estocastico, es conveniente introducir la demostracion de la férmula Black ‘76
ya que es la base para el cdlculo tedrico de los instrumentos derivados financieros hasta aqui

expuestos (como ha sido anticipado en el desarrollo del capitulo 3, férmula (33)).

La demostracion parte de la siguiente igualdad:

15 Nétese que un swap es un conjunto de FRA’s ya que existen intercambios de flujos en diversos
momentos a lo largo de la vida del swap. Este hecho es asimilable a un cap y sus respectivos caplets. Véase
el capitulo 3 de esta tesis para mas detalles.

16 Cuando el tenor de un IRS se reduce a la unidad (T — Tg = 1), un swaption pagador tiene el mismo
payoff que un caplet. Véase el capitulo 3 de esta tesis para encontrar esta relacion.
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ET+?[(L(T,T, T + 1) — K)* ]

— T+t [(L(t, T, T +1) exp{_%gza -0 +o(W() - W(t))} - K>+]

Ddénde, a su vez, es posible expresar la esperanza en el espacio probabilistico con el numerario

y la medida martingala, como lo siguiente:

ET+H[(-+-)*] = \/%f_:o (L(t, T,T + 1) exp{—%az(T —t) + a(mz)} — K>+ e‘%zzdz

Si es posible asumir que L(t,T,T + 1) > K si —d, < Z. Siendo:

K 1, (51)
10g<—L(t,T,T+r))+7a (T-1)
oVvT —t

def
—d, «

Entonces, incorporando (51) cambia la cota inferior de la integral y distribuyendo el Gltimo factor

(exponencial):

1 ¥ 1 1 1,2\"
ET*7[- =—j <L t,T,T + 1) ex {——O’ZT—t +o(NT —tz ——Zz}—Ke_fz) dz
=7z, (K Yexpi—>0*(T =) + o (VT = tz) — 5
12
2% dz

1 ]-+00 1 +o0
= — L, T, T+1)e(z—VT —t dz——Kf e
VZT[ —dz ( ) VZT[ —dz

Aplicando un cambio de variables y = z — ovT — t y reemplazando adecuadamente se tiene:
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+00

E™*[] = L(t,T,T + r)f

o(y)dy —Kf @(z)dz

dy—oT—t —d,

Adecuando las cotas de la integral y asumiendo que el segundo término es la funcién de

densidad de una distribucidon normal (z), (52) es posible escribirla como:

dy+0o\T—-t d, (53)
ET™[.]=L(t, T, T + T)f o(y)dy —Kf ¢(z)dz
Es facil reconocer que d; = d, + oVT — t, entonces:
ET[(L(T, T, T+7) —K)* 1 =L(t, T, T+ 1) ®(dy +oVT —t) — K ®(dy) (54)

La férmula del pricing de un caplet se desprende del modelo log-normal para tasas forward de

Black ‘76, que se acaba de demostrar. Se asume volatilidad como funciéon deterministica del

tiempo (a,,(t)) por lo que el valor del caplet bajo el modelo LMM (I/Lflf,l;,’,let) resulta:

VSIPIEL (6) = P(t, Tpy1) Tn (Ln(£) D(dy) — K (d3)) (55)

Dénde

log (Lnlgt)) + % ftTn a2 (s)ds

/ftT” g2(s)ds

Ty
d, =d; — _[ o2(s)ds
t

d1:
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Comparando la volatilidad del modelo Black con la volatilidad instantanea del modelo LMM, la
primera es la raiz cuadrada de la media de la integral de la varianza instantanea. Para la valuacion

al momento t = 0 resulta:

(56)

On,Black =

No existe una uUnica forma funcional para calibrar este parametro, por lo que el algoritmo
resolucidon debe encontrar respuestas a esta cuestidon. Para dar cuenta de ello, hay que buscar

una funcidn paramétrica para o, (t).

Para un intervalo discreto de tiempo, al denotarse como ¢,,(T;,) a la volatilidad instantanea de
L, (t) que aplica para el periodo [T,_, T,] resulta posible confeccionar una matriz de datos,
que posee la caracterizacion de ser triangular inferior. El problema resulta al calibrar incluyendo
gran cantidad de parametros, dado que no existen datos de mercado (para caplets, al menos)

en ningun momento puntual del tiempo.

Se asume que el proceso de la volatilidad de las tasas forward es estacionario (Glasserman,
2003) entonces se mantienen las propiedades estadisticas en el tiempo. De esta manera, es
posible reducir la cantidad de parametros a estimar. Si se llama (i) a la volatilidad de una tasa
forward que dista i periodos de su maturity, entonces g,(Ty) = o(1). Esto representa la
volatilidad de Ly(t) cont € [0,T;). Al construirse la matriz para la estructura0 <T; < -+ <

Ty, los parametros a estimar son los siguientes:

Tabla 4.1.: Estructura de volatilidades a trazos

Vol.de/te  [0,T,) [To,T1) [T1,T>) (T2, T3)

T

Fuente: Glasserman, 2010
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Un aspecto importante, en lo que respecta a la estacionariedad, es su evidencia empirica. Como
muestra la literatura (Sancho y Arribas, 2005), la forma de la estructura temporal de
volatilidades no cambia -significativamente- en el tiempo. Presentan una forma tipo “joroba”,
es decir, comienza bajo, luego crece y alcanza un pico y finalmente cae nuevamente en relacion

con la maturity del derivado.

Rebonato (2002) muestra un trabajo interesante sobre la estacionariedad de la estructura
temporal de volatilidades. Demuestra, mediante laimplementacién de una forma funcional, que
la homogeneidad en el tiempo depende solo del tiempo a la maturity que tenga el instrumento.

Esta forma funcional para a,,(t) es conocida como “férmula abcd”:

o, (t) = (a+ b(T, — t)) exp{—c(T, — )} +d (57)

De esta manera, 0, (t) = g(T,, — t) donde la funcién g(-) Posee los pardmetros {a, b, c,d} a
estimar. Una propiedad importante, de esta forma funcional, es que g(-)? que representa el
cuadrado de la volatilidad —varianza- posee integral analitica. Por lo tanto, es posible compararla

con la expresion hallada anteriormente: 0, gjgck -

Considerando un numero de caplets determinado, la forma funcional paramétrica seleccionada
(abcd) representa la volatilidad de la tasa forward instantanea. Calibrar para el mercado de

dichos instrumentos derivados implica resolver el siguiente problema de minimizacién:

2

{a,b,c,d}

M
: 1 n 2
Min Z Onplack = |7 f [(a +b(T, — 1)) exp{—c(T, — )} +d| ds

~ n t (58)

Dénde M representa la cantidad de caplets. Esta minimizacion estd sujetaaquea+d > 0,¢c >

0,d>0.

En otros términos, el objetivo es minimizar el error cuadratico medio. Si el modelo capta bien la

dindmica de precios del mercado, mediante la férmula paramétrica de Rebonato, resulta
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necesario medir el ajuste real. Es posible introducir un factor k, que mida este ajuste.
Simplemente multiplicando a la funcién ¢, (t) = g(T,, — t) por dicho factor, es decir, 6,,(t) =

k, - g(T, —t). Entonces,

T (59)

Un,Black\/T_n =kn f 0'7% (s)ds

0

En la medida que el modelo refleje un proceso estacionario en varianza para la volatilidad de los
caplets, lo que debe suceder es que la mayoria de los k,, tienen valor aproximado de 1. Por lo
tanto, mediante la estimaciéon minimo cuadratica de la volatilidad (G, (t)) el modelo ajusta

perfectamente si, de (59) se despeja:

Un,Black\/ Tn

RISEAOLE

k, =

No obstante, independientemente del derivado financiero que se quiera valuar y del modelo
tedrico a utilizar, el objetivo desde el punto de vista de la ingenieria financiera es evaluar la
discrepancia que existe entre el valor de mercado y el tedrico de un activo financiero. Es por
ello, que se minimizan los residuos al cuadrado. En el capitulo siguiente, es calibrado el modelo
LMM con datos de swaptions?” a 10 tenores, utilizando un enfoque més sencillo pero

computacionalmente interesante.

Continuando con el enfoque de aproximacién, es necesario revisar la forma funcional de la

correlacion instantanea.

7 Un trabajo reciente al respecto de la calibracién de LMM para caps y swaptions es el de (Gan, 2014).

55



4.3. Forma funcional de la correlacion instantanea (p)

La presente seccidn, tiene como propdsito realizar algunas consideraciones importantes acerca
del segundo parametro de interés para el modelo LMM: la correlacién instantdnea. En rigor de
verdad, la funcién de correlacidon no dista significativamente de la concepcién tradicional
(Brousseau y Durré, 2013), donde el pardmetro de correlacién entre dos variables aleatorias es
un cociente entre la covariancia y el producto de los desvios estdndares de cada variable!®. En
general, es posible asumir que la funcidon depende del tiempo calendario y la maturity de dos

tasas forward. Esto es: p;; = p (t,T;, Tj ).

A partir de esta definicidn, es posible despejar la covarianza como la siguiente integral:

J pij(®)0;(t)o;(t)dt (60)

Nétese la importancia de trabajar con funciones cuadrado-integrables. Sin embargo, una vez
elegidas las funciones de volatilidad es suficiente con que la funcién de correlacién sea

integrable en cualquier intervalo [Ty , Tye41]-

No obstante, existen algunas cuestiones que complican mucho la correcta modelizacion de estas
variables. La funciéon de correlacidn se encuentra afectada por la volatilidad instantdnea. De esta
manera, la estimacion de la funcién de correlacidn a partir del precio de ciertos instrumentos
derivados (como los swaptions) es dificultosa. Existe un problema al aislar la contribucién parcial
de la correlacion y volatilidad mediado por la dependencia temporal de ambas funciones. Si
fuera posible asumir que la funcién de correlacidn presenta homogeneidad a lo largo del tiempo
y que solo depende de la distancia relativa entre dos tasas forward (Tl- — Tj), entonces la forma

funcional mas adecuada es:

pij = pUTi =T; 1) (61)

. cov(xjx;)
18 Se trabaja con el concepto general: p;; = T:]
i9j
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Por lo que resulta facil encontrar (dos-a-dos) la correlacion a lo largo del intervalo en cuestion:
p(T:—=T1]) = p(T3—T2|) * p(|]T, —T1|) . Adicionalmente, puede verse que el
logaritmo de la funcidn p debe ser lineal. De esta manera, a partir de (61), puede ensayarse una

forma exponencial, con un coeficiente § > 0, tal que:

pij = p(T;=T;|) = e PIT=Til (62)

Si fuese necesario valuar derivados que contengan mayor correlacién, es decir, que dependan
de mds de dos periodos, puede que la forma funcional anterior no sea la mds adecuada. Debe
considerarse una forma mds compleja que contemple dos aspectos: la independencia de los
movimientos i y j, pero la correlacién con algun otro (k) y la dependencia de la funcién en otro

intervalo. Es decir, los dos siguientes aspectos:

- Movimientos en f; independientes de movimientos en f; pero correlacionados con
movimientos en f;.

- Dependencia de p en otro par |Tl- — T]|

Esta representacion queda fuera de la presente tesis. Para mayores detalles acerca de la

calibracién de la funcidn de correlacidn, ver (Rebonato, 2002; Rebonato, McKay y White, 2011).

4.4. Algoritmo para la calibracion de caplets

Hasta aqui, los capitulos anteriores se han encargado de desarrollar las bases tedricas para
poder llevar a cabo un proceso de calibracidon de la volatilidad de instrumentos derivados

financieros, asumiendo modelizacidon estocastica.

Como se ha identificado, un caplet es una opcién de compra (call) sobre un acuerdo de tasa
futura (FRA) o sobre una tasa LIBOR, que es de especial interés en este trabajo. En el mercado
no hay comercializacién de caplets, sino que se utilizan caps que son una coleccion de caplets

para distintas maturities. El rasgo distintivo es que cada caplet posee el mismo precio de
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ejercicio K. Por ejemplo, es posible hacer un contrato en el que el tenedor reciba un pago si la

LIBOR supera cierto porcentaje en un mes futuro.

De observar la cotizacidon de caps para distintos plazos a vencimiento se obtiene informacion
acerca de la volatilidad de los caplets y, por lo tanto, de la volatilidad de la tasa LIBOR forward.
La volatilidad de los caps, normalmente se conocen como flat, son una mezcla de volatilidades
futuras para distintos horizontes temporales de un conjunto de tasas forward con distintas
maturity. Al no verse directamente en el mercado, se utiliza la citada cotizacién para extraer

informacion.

Este proceso se conoce como caplet volatility bootstrapping. El enfoque de aproximacidn se vale
de este procedimiento para encontrar los valores inobservables. Esto resulta
computacionalmente mucho mds sencillo, pero dependiendo de la informacién de mercado que
se disponga, puede dicrepar mucho el valor tedrico de los derivados respecto del valor de
mercado. Rebonato y Jackel (2003) realizar el proceso para swaptions y demuestran excelentes

resultados.

En el mercado europeo, los caps poseen como tasas de referencia la EURIBOR a 6 meses.
Usualmente en esta determinacion de tenor y tasa de referencia intervienen como instrumento
los swaps. Como ya fuera especificado, implica una relacién directa entre los FRA y swaps
respecto de caplets y caps. La tasa especifica es una conjuncion del mercado swap, la parte

variable de un plain vanilla swap. De esta manera, un cap a 10 afios tiene implicito 20 caplets.

Con esta informacidn, cobra especial relevancia el parametro de volatilidad que se ajuste a estos
instrumentos. En particular, la volatilidad flat es aquella que reemplazada en la férmula de Black,
devuelve el valor de la prima del cap. Es una volatilidad implicita de la valuacién con dicho
método. La volatilidad spot, en cambio, expresa la suma de las volatilidades de cada caplet de

manera tal de obtener la prima del cap.

Por todo lo desarrollado en este capitulo, se puede hacer un resumen del algoritmo para la

calibracién con datos de marcado de este tipo de instrumentos.

Los pasos relevantes para la calibracidn con datos reales son:
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1

: . - T,
i. Determinar la volatilidad de los caplet usando oy, gigck = T—fO" a2(s)ds
n

ii. Estimar o,,(t) usando la férmula abcd:

o, (t) = (a + b(T,, — t)) exp{—c(T, —t)} +d

iii. Hallar los precios de caplets bajo el modelo LMM usando:

VSIPIEL (6) = P(t, Tp1) Tn (Ln(£) D(dy) — K (d3))

. log (L,ét)) +% ftT" o2(s)ds
L=
/ftT” oZ(s) ds

Ty
d, =d; — f a2(s)ds
t

iv. Hallar el precio de LMM para un cap, sumando todos los caplets relevantes.
V. Minimizar el error cuadratico medio con los datos estimados (M representa la

cantidad de caplets):

M

. 1 Tn 2
{al,\{)[,lcr'ld}; OnBlack — m ft [(a + b(T,, — t)) exp{—c(T, —t)} + d] ds

sujetaaa+d>0, c>0, d>0.

La sucesidn de pasos es logica: comienza por la valuacién de la volatilidad tedrica y luego la de
mercado, mediante la formula abcd. En el medio es necesario buscar el precio del derivado en
cuestion (cap, para el caso). Finalmente se minimiza el error cuadratico medio de la volatilidad

tedrica respecto de la de mercado.

La optimizacién es posible llevarla a cabo mediante cualquier software especifico. En particular,
para esta tesis se escogié MATLAB como lenguaje. Para la formula abcd resulta conveniente
realizarla con 1sgnonlin dado que ajusta de manera mas robusta, es decir, la rutina que
realiza minimos cuadrados no-lineales. Para la aplicacidon de otros enfoques, como el que es
descripto en el capitulo siguiente, es posible utilizar fminsearch que es la funcién mas

tradicional para minimizar expresiones no-lineales.
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5. DATOS Y RESULTADOS DE CALIBRACION

A los fines de ilustrar la aplicacion de los conceptos tedricos que se desarrollan en el modelo
LMM, resulta interesante el uso de swaptions sobre LIBOR. En el apartado 3.3 fueron mostrados
los aspectos mas importantes a la hora de valorizar este tipo de derivados financieros. Para
aplicar dichos conceptos, se utilizan distintas estrategias, que resultan computacionalmente
diferenciables. Esta tesis utiliza una rutina de MATLAB para la aplicacién con datos del mercado

LIBOR del enfoque de separacion con optimizacion (Brace, Gatarek y Musiela, 1997).

La calibracidn resulta ser un aspecto importante de estos modelos, sobre todo en lo que a la
ingenieria financiera respecta. El objetivo, como se ha ido identificando oportunamente,
consiste en reproducir el valor de mercado de opciones plain vanilla. De esta manera, tomando
en consideracién los aspectos teéricos del capitulo anterior, el modelo LMM es mucho mas que
un conjunto de ecuaciones que describen la evolucion de tasas forward, bajo el principio de no-
arbitraje: incluye un conjunto de calibraciones muy enriquecedoras. Este hecho lo posiciona
como el modelo mas popular en la aplicacidén de técnicas de andlisis numérico para describir la
evolucidn de derivados exoticos sobre tasas de interés (en este caso, LIBOR). Adicionalmente,
desde la ingenieria financiera, plantea un desafio para el analista debido a la necesidad de

interponer programas computacionales'® para “correr” el modelo.

El desafio de implementar un programa consiste en transformar los valores inobservables (como
las tasas forward o la volatilidad de las tasas) en dinamicas sobre valores observables.
Evidentemente, el escenario no puede desconocer los aspectos tedricos hasta aqui
desarrollados. Sin embargo, la implementacién del modelo LMM consiste en tres partes:
calibracion, valuacidn y valor de los pagos del derivado. En la primera parte, se ajustan los
pardmetros minimizando los residuos cuadraticos de la diferencia entre el valor tedrico del
modelo y la pre-valuacidn de los derivados en cuestion. Este procedimiento requiere que el
analista tenga discrecion respecto de los datos a utilizar y, por lo tanto, es necesario contar con
informacidon de mercado. Las restantes partes del proceso de implementacién del modelo, son
post-calibracién y reflejan el uso de los resultados, ya sea para valuacidon de derivados® (Bessis,

2011), como del flujo de fondos asociados, ya en un contexto de menor incertidumbre. Este

19 En la presente tesis se ha utilizado una rutina en MATLAB, versién 2007a. No obstante, podria haberse
realizado en otro lenguaje como C++. Quizd sea interesante aplicar la rutina en programacion mas
moderna como Python o R. Véase Loeffler y Posch (2007).

20 se utilizan en la valuacién técnicas de simulacidn para obtener muestreo sin datos histéricos.
Usualmente se utilizan simulaciones de Monte Carlo (Glasserman, 2003). Un trabajo superador es el de
(Korn y Liang, 2014)
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capitulo desarrolla el procedimiento de calibracidn, delimitando fortalezas y debilidades del

mismo. Para mayor detalle de los aspectos computacionales, véase el Anexo Il y Ill.

Nuevamente, dado el marco teérico del modelo, calibrar LMM implica encontrar los parametros
o;, i =1,..,N. Los mismos representan la volatilidad de cierto instrumento derivado. En esta
tesis, son utilizados swaptions sobre acuerdos de tasa LIBOR?!. En MATLAB, este procedimiento
puede durar desde menos de un minuto a quince minutos, dependiendo de las formas
funcionales y las iteraciones del proceso?. Es importante tener en cuenta que el procedimiento
de calibrar no es algo que deba realizarse solo una vez. Un inversor que utilice este tipo de
técnicas para valorizar su portafolio, debe adicionalmente, reflexionar acerca de la necesidad de

cada cuanto tiempo debe re-calibrar el modelo?.

Como fue mencionado al principio del capitulo, serdn desarrollados dos apartados que ilustran
el proceso de calibraciéon y los resultados obtenidos mediante el uso de herramientas
computacionales. El primero de ellos, introduce el enfoque conocido como de separacidn con
optimizacion que permite, de manera directa, la calibracién del modelo LMM. El segundo,

expone los resultados para EUR swaptions.

5.1. Enfoque de separacion con optimizacion

En este apartado, seran expuestos algunos lineamientos tedricos que justifican el uso de este
enfoque para la calibracion del modelo LMM. Los mismos son extraidos del libro de Gatarek,
Bachert y Maksymiuk (2007) en el que se estudia muy detalladamente el modelo.
Primeramente, es necesario definir el enfoque y los pasos para delinear el algoritmo que luego

sera traducido al lenguaje computacional que utiliza MATLAB (version 2007a).

Tal como indican los mencionados autores, el algoritmo pertenece al tipo de calibraciéon no-
paramétrica. La implementacién es directa, dado que se utiliza una matriz de volatilidades, para

luego construir una matriz de covarianzas de la tasa LIBOR forward. Serd necesario computar

21 Un trabajo interesante para derivados exdticos como swaption bermuda es el de Andersen (1999)

22 E| tiempo de proceso es un dato aproximado. No se evalla en la presente tesis el tiempo real. Resulta
interesante pero fuera del objetivo del presente trabajo.

3 La discusién de cada cuanto tiempo se deba re-calibrar solo queda planteada en la presente tesis. No
es objetivo de la misma la busqueda de dicha respuesta, ni resulta lo suficientemente sencilla como para
pasarla por alto.
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distintas variantes del enfoque, dependiendo del conjunto de pardmetros a estimar: A;. Los
parametros relevantes seran un vector de lambdas asociados a swaptions?® con distintas
maturities. Un paso intermedio, serd la construccion mediante autovalores y autovectores, de
la matriz de varianzas y covarianzas (VCV) de la tasa LIBOR forward. En este sentido, seran
necesarios sub-rutinas para corregir errores en los datos, de manera que la matriz VCV sea una
forma definida positiva. De esta manera, se podra proceder a minimizar el error cuadratico

medio entre la valuacion tedrica y los valores de mercado.

Se comienza el procedimiento creando una matriz de volatilidades de swaptions (Gatarek,

Bachert y Maksymiuk, 2007, p. 90):

—  _swpi swpt swpt swpt
1,2 . 1,3 . 1.4 e 1,m+1
swp swp swpt swpt
cwpr 03 r 24 2.5 cee Oy
AN . swp swp swpt swpt
= = | O34 03 s 036 cee O3 03
swpt swpt swpt swpt
| Y m,m+1 m,m-+2 m,m-+3 e mM _ mwm

Para el caso, la dimensién del problema serd: mx M = 10 x 20, como se vera en el préoximo

apartado. Cada componente de la matriz, ais}”pt = o"WPL(t,T;, T}) es la volatilidad de un

swaption con maturity a T; con un swap subyacente por el periodo T;, T;.

Luego, es definida la matriz de covarianzas de la tasa LIBOR forward como lo siguiente:

R i i i
11 P2 P13 -0 Pim
I 1 I I
_ (Pil ‘1922 (PZ% Tt (,02,,”
! I 1 I I
D=3, @3, Qi3 ... @,

] i i
_(Pm. 1 (Pm., 2 (Pm.

i
qpm-.f”  mxm

]
.

Fuente: (Gatarek, Bachert y Maksymiuk, 2007, p. 90).

24 Un trabajo interesante, vinculando caps y swaptions es el de (Leippold y Stromberg, 2014)
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Dénde:

. Ti . (63)
(p]ld = f O'lnSt(t, Tl—l'Tl) O'lnSt(t, Tk—l!Tk) dt ; i<kA i<l
0

Siendo ¢t (t, T;_;,T;) la volatilidad instantanea (estocastica) de la tasa LIBOR L;(t, T;_1, T}).

Se asume que existen un conjunto de pardmetros A; tal que:

Pk =N Qi (64)

Y siendo que A; =6y, Vk =1,..,m, entonces se pueden calcular los pardmetros de la

diagonal principal de la matriz ®,,,.,, de la siguiente manera:

Sox - 0Pt Ty, Tie1)? (65)
Ay

Pk =

Continuando con el procedimiento, el proximo paso es la creacion de una matriz para
determinar los elementos no pertenecientes a la diagonal principal de la matriz ®,,,,.;, - Se

computan los parametros de R{fj(t), definida como:

B(0,Tyx_;) — B(0, Ty) ( 66)
B(0,T) — B(0, T))

Dénde los vectores B(0,T;,) conn = 1, ..., M son factores de descuento de las tasas LIBOR que

ingresan como dato.
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B(0,Ty) (67)
B =
B(0,Ty)

Ndtese que Rffj(t) depende de los indices k, i, j y de las distintas maturities que se seleccionen
para calibrar, de manera que esa representacién posee dimensién mx M x M. Este hecho

permite que sean calculados los restantes elementos de la matriz ®@,,,,.,,,, de la siguiente manera:

PrN-1 =

B 8k - Oy — Mk (levzk+1 Y1 Ry (0) - @i_1y-1 - Rigy(0) = 2- RERI(0) - @y y—1 - RIIXN(O))

- 2 Ay - RERL(0) - RV, (0)

Parak =1,..,my N =k + 2, ... La calibracién, como se ve en el Anexo ll, requiere de un
proceso computacional recursivo para obtener la mencionada matriz. Nétese que al partir de un
vector de funciones A; arbitrarias, la matriz de covarianzas puede contener valores autovalores
negativos. El trabajo de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007) utiliza el método de Longstaff-
Schwartz-Santa Clara (Longstaff, Santa-Clara y Schwartz, 2001) para resolver numéricamente el
problema. Mediante la aclaracién pertinente, muestran que tomar valores absolutos no es una
buena estrategia, ya que pueden quedar nimeros arbitrariamente altos. Por este motivo, se
procede a la correccidn de este aspecto generando una matriz de covarianzas modificada: ®M.

La misma se crea removiendo los autovectores asociados a autovalores negativos.

El procedimiento consiste en multiplicar cada autovector (e) por la raiz cuadrada del autovalor
(\/71-) asociado. Esto, Unicamente para aquellos A; positivos. Luego, se confecciona una matriz
con estos cambios efectuados. Para obtener la matriz ® solo basta, entonces, multiplicar a la
matriz conseguida en el paso anterior, por su traspuesta. De esta manera, no existird mas el

problema de valores negativos.

Con este sub-algoritmo desarrollado, se procede a la confeccidn de la matriz de valores tedricos
de los swaptions. Para ello, se aproximan los valores tedricos de las volatilidades de los
mencionados instrumentos mediante los valores iniciales de la matriz ®™. Cada componente se

instrumenta desde la siguiente expresién Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007, p. 97):
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Por = Mo

N N (68)
Seotw =M D ) Rip (0l s - REu(O)
l=k+1i=k+1

Como 6, = Ay (dado por el modelo de Logstaff-Schwartz-Santa Clara), entonces:

N N (69)
O-I?,N = Z Z Ry n (0) - §0%1,z—1 : Rllc,zv(o)
1=k+1i=k+1

Con estos aspectos tedricos desarrollados, es posible construir tablas con los datos de las
volatilidades de mercado y las calculadas tedricamente. Asi, se puede definir una funcién que

sea el error cuadrético medio?® de esas expresiones como:

(70)

m
— Teorica __ _Mercado 2
RMSE = z (o) oij )

ij=1

Con esta expresion, el enfoque de separacidn, hasta aqui descripto, puede ser optimizado. De
esta manera, es posible definir los argumentos explicados como funciones no-lineales. Siempre
que la matriz VCV sea definida positiva, la funcién RSME serd minimizable. Al minimizar la
funcién de errores cuadraticos, el modelo tedrico explica mejor la realidad de mercado. Es decir,

los datos tedricos son consistentes con la realidad.

El préximo apartado tiene por propdsito reproducir el algoritmo desarrollado hasta aqui, con

datos y mostrar la problematica de procesarlo mediante MATLAB.

25 RMSE: Root Mean Square Error. Es posible encontrarlo como RSME, ambas expresiones son
equivalentes.
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5.2. Resultados

Previo a la realizacién de los resultados obtenidos con la calibracion del modelo LMM a partir
del enfoque de separacidn con optimizacion es necesario realizar unas aclaraciones
importantes. En primer lugar, como fue sefialado en el apartado anterior, el proceso de
implementacidon de LMM consta de tres partes: calibracion, valuacién de la prima y valuacién de
los flujos o pagos del derivado en “subyacente”. La presente tesis expone y reflexiona sobre el
primer paso de este proceso, que consiste en la busqueda de los pardmetros o calibracion del

modelo.

Dicho esto, se puede proceder a la explicacién del proceso que se implementa mediante el
lenguaje de programacion en MATLAB. El mismo es un proceso recursivo que consta de seis
pasos. El caracter recursivo se lo otorga el hecho de que cada paso sucesivo requiere de
informacidn del/los paso/s anterior/es. El siguiente cuadro resume cada paso, y los datos de

entrada y salida necesarios:

Tabla 5.1. Algoritmo para calibracién LMM — enfoque de separacion

Paso Datos entrantes Salidas
1 Vector de factores de descuento [B] Matriz de parametros [R]
i.[R] <--—"""777
5 ii. Vector de fechas [T_num] Matriz de covarianzas [VCV] como funcién de
iii. Matriz de volatilidades swaption [Sig] los parametros [Lambda]

iv. Vector de pardmetros iniciales [Lambda]

i. Vector de Autovalores [L] como funciéon de
los parametros [Lambda]

3 [vev)
ii. Matriz de Autovectores [E] como funcién de
los parametros [Lambda]
i. [L]
4 Matriz de covarianzas modificada [VCV_M]
ii. [E]
c i. [R] Matriz volatilidades tedricas de swaptions
ii. [VCV_M] [Sig_theo]
i. [Sig_theo
6 [[ g_] ] Error cuadratico medio [RSME] entre
ii. [Sig

Fuente: Elaboracion propia a partir de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007).
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Nétese que la tabla 5.1 contiene la informacién de cada paso necesaria para confeccionar la

rutina o cddigo de programacion. Como fue seiialado con la flecha punteada, cada salida en cada

paso es informacidon de entrada del paso siguiente. Esto produce el caracter recursivo

mencionado.

Este esquema permite dilucidar el proceso de calibraciéon con el enfoque de separacidn. Es

necesario contar con datos iniciales para poder ejecutar el algoritmo?®: vector de fechas, matriz

de volatilidades swaption de mercadoy el vector de parametros (todos correspondientes al paso

2). Respecto del primero, es simplemente un vector columna con fechas acordes a los tenores

del instrumento. Si los datos de las volatilidades de los derivados son con maturities de un afo

el vector contiene M fechas del mismo dia y mes que el momento inicial, pero con un ano de

diferencia. Basado en los datos de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007):

T _num=['25-Jan-2016"

'25-Jan-2017"
'25-Jan-2018"
'26-Jan-2019"'
'25-Jan-2020"
'25-Jan-2021"
'25-Jan-2022"
'25-Jan-2023"
'27-Jan-2024"
'26-Jan-2025"
'25-Jan-2026"
'25-Jan-2027"
'25-Jan-2028"
'25-Jan-2029"
'27-Jan-2030"
'25-Jan-2031"
'25-Jan-2032"
'25-Jan-2033"
'25-Jan-2034"
'27-Jan-2035"]

Notese que el vector posee dimension 20x1, dado que son 10 tenores mds 10 swaptions

subyacentes. En el cddigo final se deberd corregir el vector como una funcién de tiempo,

utilizando la sentencia datenum.

26 Adicionalmente, es necesario colocar el vector de factores de descuento, que resulta muy sencillo de

obtener a partir de las tasas y los afios en cuestién. Es un simple problema de célculo financiero.
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Luego, la matriz de volatilidades swaption [Sig] es dato de mercado, para las fechas consignadas:

Tabla 5.2. Matriz de volatilidades swaption (mercado)

(afios) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 22,70% 23,00% 22,10% 20,90% 19,60% 18,60% 17,60% 16,90% 16,30% 15,90%
2 22,40% 21,50% 20,50% 19,40% 18,30% 17,40% 16,70% 16,20% 15,80% 15,40%
3 20,90% 20,10% 19,00% 18,00% 17,00% 16,30% 15,80% 15,50% 15,20% 15,00%
4 19,50% 18,70% 17,70% 16,80% 16,00% 15,50% 15,10% 14,80% 14,70% 14,50%
5 18,20% 17,40% 16,50% 15,80% 15,10% 14,80% 14,50% 14,30% 14,20% 14,00%
6 17,46% 16,74% 15,90% 15,24% 14,62% 14,36% 14,10% 13,94% 13,84% 13,68%
7 16,72% 16,08% 15,30% 14,68% 14,14% 13,92% 13,70% 13,58% 13,48% 13,36%
8 15,98% 15,42% 14,70% 14,12% 13,66% 13,48% 13,30% 13,22% 13,12% 13,04%
9 15,24% 14,76% 14,10% 13,56% 13,18% 13,04% 12,90% 12,86% 12,76% 12,72%
10 14,50% 14,10% 13,50% 13,00% 12,70% 12,60% 12,50% 12,50% 12,40% 12,40%

Fuente: Elaboracion propia a partir de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007).

Finalmente, como dato inicial es necesario contar con el vector de pardmetros iniciales: A;. En

este punto es muy importante la aclaracidn a continuacion:

i. Si se impone un vector arbitrario, el cddigo devolvera las salidas para esa condicidn

inicial, y por lo tanto, se encontrard un RSME determinado. Ese RSME dificilmente

sea el minimo local para esta programacion.

ii. Lo mas conveniente es no incluir un vector [Lambda] arbitrario, sino que realizar

una optimizacién en la cual, las componentes de dicho vector, sean las variables de

control del problema.

Esta ultima situacion es la que se lleva a cabo en el enfoque de separacién con optimizacion.

Se aplica una condicién inicial “Lambda0” como un vector cuyos componentes van de 1 a la

dimension del problema, en este caso, 10.

En MATLAB es posible utilizar la funcién fminsearch para resolver la optimizacién no lineal

del error cuadratico medio:

options=optimset ('MaxIter',1000);

LampbdaO=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10];

[Lambda, f]=fminsearch (@FuncibénObjetivo, Lambdal, options) ;
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Entonces, el programa correrd un motor de optimizacion con valores objetivo, cuya
salida es la funcién RSME minimizada y el vector de parametros iniciales que produce
ese valor minimo. Es interesante mostrar, en este punto, que la sentencia de
optimizacién posee como argumentos a la funcidn objetivo (RSME) y el vector de

pardmetros iniciales (A;). Estos Gltimos actiian como restriccién del problema.

Asimismo, al ser una minimizaciéon con busqueda, es posible colocar un maximo de
iteraciones para lograr resultados mas rapidamente. Es interesante ver que con un
numero de iteraciones de 10.000 el programa encuentra el minimo local, por lo que no
es necesario incrementar dicho numero. Para ello, lo que fue realizado es la

optimizacidn sin restricciones de iteraciones y se logra el mismo resultado.

A continuacién se exponen las principales salidas de la optimizacién, con los datos

iniciales ya mencionados, el vector de pardmetros inicial (6ptimo) es:

Lambda =
(1.6495 2.2113 2.4858 2.7925 2.4413 2.7904 3.0697 2.4470 2.1824 1.5488)

Luego, las matrices de parametros [R] se calculan (como se mencioné en el apartado anterior)

a partir del vector de factores de descuento [B]:

B= [0.9774658
0.9509789
0.9219838
0.8911017
0.8591725
0.8264399
0.7930540
0.7597502
0.7262834
0.6944457
0.6645450
0.6349818
0.6068399
0.5792752
0.5523236
0.5273147
0.5030900
0.4795796
0.4567881
0.4346590]
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En el paso 2, se produce la salida de la matriz [VCV], que es ®:

Matriz de covarianzas (modelo de Logstaff-Schwartz-Santa Clara):

VCV=
k/1 (afios) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0,0312 0,0109 0,0044 0,0022 0,0012 0,0007 0,0005 0,0003 0,0002 0,0002
2 0,0109 0,0454 0,0256 0,0102 0,0051 0,0029 0,0018 0,0012 0,0008 0,0006
3 0,0044 0,0256 0,0528 0,0377 0,0149 0,0075 0,0042 0,0027 0,0018 0,0012
4 0,0022 0,0102 0,0377 0,0545 0,0489 0,0194 0,0097 0,0056 0,0035 0,0024
5 0,0012 0,0051 0,0149 0,0489 0,0679 0,0462 0,0183 0,0095 0,0053 0,0035
6 0,0007 0,0029 0,0075 0,0194 0,0462 0,0656 0,0587 0,0236 0,0119 0,0068
7 0,0005 0,0018 0,0042 0,0097 0,0183 0,0587 0,0638 0,0695 0,0274 0,014
8 0,0003 0,0012 0,0027 0,0056 0,0095 0,0236 0,0695 0,0835 0,0582 0,0234
9 0,0002 0,0008 0,0018 0,0035 0,0053 0,0119 0,0274 0,0582 0,0959 0,0535
10 0,0002 0,0006 0,0012 0,0024 0,0035 0,0068 0,014 0,0234 0,0535 0,1359
A partir de esta matriz, en el paso 3 es posible calcular el vector de autovalores y la matriz de
autovectores como funciones de A;:
Autovectores (L):
L =
[-0.0147
0.0006
0.0179
0.0251
0.0339
0.0506
0.0727
0.1107
0.1549
0.2447]
Matriz de Autovectores:
E
i e 1i e 2i e 3i e 4i e_5i e_6i e 7i e 8i e 9i e_10i
1 -0,0006 0,0213 -0,267 0,6756 -0,6152 -0,2504 -0,1615 -0,0583 0,0336 0,0107
2 0,0068 -0,1474 0,4869 -0,3956 -0,3148 -0,4639 -0,4567 -0,208 0,1296 0,0414
3 -0,0385 0,4361 -0,469 -0,0618 0,3768 -0,1297 -0,4712 -0,3531 0,2655 0,0923
4 0,1045 -0,6733 0,0558 0,2668 0,2121 0,2931 -0,1007 -0,3716 0,394 0,1646
5 -0,223 0,4878 0,3641 0,0431 -0,2504 0,3201 0,3005 -0,2474 0,4546 0,2337
6 0,4932 -0,0833 -0,371 -0,3318 -0,1948 -0,2442 0,3881 0,116 0,3601 0,3329
7 -0,6891 -0,1889 -0,064 0,0496 0,1717 -0,323 0,0691 0,3643 0,1652 0,4292
8 0,4525 0,2151 0,3562 0,3145 0,2348 0,0112 -0,2793 0,3958 -0,0495 0,4805
9 -0,1207 -0,0849 -0,2517 -0,3015 -0,3655 0,5259 -0,3248 0,0289 -0,3142 0,4569
10 0,018 0,016 0,0638 0,0882 0,1292 -0,2761 0,3226 —-0,5707 -0,54 0,4162

70




Mediante el procedimiento descripto en el apartado anterior, se quitan los autovectores

asociados a autovalores negativos. En este caso, solo el primer autovalor es negativo, por lo que

la matriz VCV_M o ®M:

Matriz de covarianzas modificada:

VCV_M=

(afios) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0,0312 0,0109 0,0044 0,0022 0,0012 0,0007 0,0005 0,0003 0,0002 0,0002
2 0,0109 0,0454 0,0256 0,0102 0,0051 0,0029 0,0017 0,0012 0,0008 0,0006
3 0,0044 0,0256 0,0528 0,0376 0,015 0,0072 0,0046 0,0024 0,0018 0,0012
4 0,0022 0,0102 0,0376 0,0547 0,0485 0,0202 0,0087 0,0063 0,0033 0,0024
5 0,0012  0,0051 0,015 0,0485 0,0686 0,0446 0,0206 0,008 0,0057 0,0034
6 0,0007 0,0029 0,0072 0,0202 0,0446 0,0692 0,0537 0,0269 0,011 0,007
7 0,0005 0,0017 0,0046 0,0087 0,0206 0,0537 0,0708 0,0649 0,0287 0,0138
8 0,0003 0,0012 0,0024 0,0063 0,008 0,0269 0,0649 0,0866 0,0574 0,0235
9 0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0057 0,011 0,0287 0,0574 0,0961 0,0535
10 0,0002 0,0006 0,0012 0,0024 0,0034 0,007 0,0138 0,0235 0,0535 0,1359

Con esta matriz y las matrices [R] calculadas al principio del algoritmo, ya es posible calcular la

matriz de volatilidades tedricas a partir de la férmula mencionada en el apartado anterior:

2
Ok,N

N

Rlic,N 0) - §0£V£1,l—1 ) Rllc,zv(o)

l=k+1i=k+1

Con esto, las siguientes tablas resumen las volatilidades swaption tedricas, las entradas de

mercado y las diferencias entre ambas expresiones:
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Volatilidad swaption tedrica:

Sig_theo=

TEORICO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 22,70% 20,29% 19,96% 19,81% 19,94% 19,57% 19,24% 19,17% 18,89%  18,63%
2 22,40% 20,34% 19,26% 18,83% 18,06% 17,47% 17,195 16,78% 16,42%
3 20,90%  19,45% 18,70% 17,55% 16,72% 16,28% 15,76% 15,32%
4 19,53% 19,61% 18,03% 16,93% 16,36% 15,693 15,14%
5 18,30% 16,64% 15,57% 14,96% 14,23% 13,64%
6 17,93% 16,95% 16,34% 15,33%  14,54%
7 17,61%  17,74%  16,45%  15,44%
8 16,275 15,07% 14,07%
9 15,26%  14,28%
10 14,50%

Sig=

MERCADO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 22,70%  23,00% 22,10% 20,90% 19,60% 18,60% 17,60% 16,90% 16,30% 15,90%
2 22,40% 21,50% 20,50% 19,40% 18,30% 17,40% 16,70% 16,20% 15,80%
3 20,90 20,10% 19,00% 18,00% 17,00% 16,30% 15,80% 15,50%
4 19,50% 18,70% 17,70% 16,80% 16,005 15,50% 15,10%
5 18,205 17,40% 16,505 15,80% 15,105  14,80%
6 17,46% 16,74% 15,905  15,24% 14,62%
7 16,725 16,08% 15,30%  14,68%
8 15,98%  15,42%  14,70%
9 15,24%  14,76%
10 14,50%

Tabla 5.3. Diferencia entre volatilidad tedrica y de Mercado de swaptions
DIFERENCIA 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 ,005  -2,71%  -2,14% -1,09% 0,345 0,973 1,645  2,27%  2,59%  2,73%
2 ,005 -1,16% -1,24% -0,57% -0,24% 0,075  0,49%  0,58% 0,623
3 ,00%5 -0,65% -0,30% -0,45% -0,28% -0,02% -0,04% -0,18%
4 ,03%  0,91% 0,33%  0,13% 0,365  0,19% 0,043
5 ,105  -0,76% -0,93% -0,84% -0,87% ~-1,16%
6 ,47% 0,21% 0,445  0,09% -0,08%
7 ,89%  1,66% 1,155  0,76%
8 ,29%  -0,35%  -0,63%
9 0,025  -0,48%
10 0,00%

Fuente: Elaboracion propia a partir de Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007).
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Por lo tanto, el RSME entre la volatilidad tedrica y la de mercado [ecuacién (70)] de swaptions:

m
RSME = Z (ofcorica _ glMercado)? — 005336
=1

En el Anexo Il estan incluidas dos salidas de calibracién, considerando 100 y 1.000 iteraciones,
respectivamente. Puede apreciarse que se mejora el minimo obtenido, ya que con 100

iteraciones el RSME es 0.091659, mientras que con 1.000 es 0.008107.

0.091659 > 0.008107 > 0.005336
RSME 100 RSME1 000 RSME1¢.000

El RSME cercano a cero garantiza que el modelo LMM ajusta bien a los datos de mercado. El
ajuste perfecto es muy dificil de conseguir y no es deseo del analista que eso suceda. La realidad
se presenta con incertidumbre y riesgos asociados (Crouhy, Galai y Mark, 2006). El desafio es
reducir el futuro incierto y, mediante la modelizacién, poder re-balancear carteras o llevar a

cabo estrategias de inversidon con mayor rendimiento.
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CONCLUSIONES

Con el propdsito de recapitular el trabajo de investigacidon presentado en la tesis es necesario
comenzar recordando el objetivo principal y los especificos, para luego exponer las principales
conclusiones. Como fue mencionado en la introduccion, el objetivo general de la investigacion
consiste en comparar técnicas de calibracidn y valuacién de activos sujetos a riesgo de tasa
interés. Particularmente, aquellos relacionados con la tasa LIBOR. La principal conclusién es que
el Modelo LMM es el mas atractivo para ser implementado respecto de sus antecesores, sobre
todo por las calibraciones que incluye. Respecto de los enfoques, resulta mas interesante para
valuar instrumentos como swaptions o caps, el enfoque de separacién con optimizacion. En
oposicién, el enfoque de aproximacion es numéricamente mas interesante, pero
computacionalmente representa un desafio mayor, sobre todo en la valuacién de instrumentos
sencillos (como los mencionados). Naturalmente, el enfoque de separacion con optimizacién se
torna computacionalmente muy complejo para derivados mads exdticos y quiza sea conveniente

ensayar la calibracién por aproximacion numeérica.

Bajo esta determinacién, los objetivos especificos fueron dos: la busqueda de fundamentos de
calculo estocastico en la implementacién de modelos de tasa de interés y la aplicacién de
técnicas computacionales en la calibracion con datos de mercado. Para el abordaje del primero
de ellos, fue necesario contar con el marco tedrico de la evolucion (a partir de la década del
1970) de los modelos que intentan gestionar y administrar riesgos relacionados con tasa de
interés. El modelo LMM es mucho mds que un conjunto de ecuaciones que describen la
evolucidn de tasas forward, bajo el principio de no-arbitraje: incluye un conjunto de
calibraciones muy enriquecedoras. Este hecho lo posiciona como el modelo mas popular en la
aplicacion de técnicas de andlisis numérico. Asimismo, la principal conclusion asociada a este
objetivo especifico, es que resultan imprescindibles las herramientas del cdlculo estocastico,
sobre todo, las medidas de probabilidad martingala en el espacio de probabilidades (con el
adecuado filtro). Naturalmente, para poder trabajar con las distintas condiciones respecto a la

volatilidad, fue necesario exponer los fundamentos de la ETTI.

Respecto del segundo objetivo especifico, se analizaron dos enfoques asociados tanto al
desarrollo de técnicas de andlisis numérico, como a la busqueda de algoritmos de calibracién: el
enfoque de aproximacion y el de separaciéon con optimizacién. Luego de analizar el primero
(complejo respecto al analisis numérico) y el segundo (complejo computacionalmente para

instrumentos exodticos), la principal conclusion es que ambos enfoques convergen en la
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determinacidn del error cuadratico medio (RSME) del valor tedrico respecto el de mercado de
la volatilidad instantanea. Fue fundamental, en ese desarrollo, la valuaciéon mediante Black ‘76

para el primer enfoque, y el uso de autovalores y autovectores en el enfoque de separacion.

Recordando la hipdtesis general, en la que se reconoce al Modelo LMM como el que mejor se
adapta a las necesidades de calibracién y valuacién, basadas en datos de mercado inglés. Se
puede concluir que su abordaje fue parcialmente logrado. Se ha analizado la importancia del
modelo, sin embargo, no fue posible examinar la calibracién en el enfoque de aproximacion,
debido a limitaciones técnicas y falta de datos. Asimismo, resulté muy importante contar con
datos de bonos del Tesoro inglés en la estimacién de la ETTI para mostrar los distintos enfoques
mediante el uso de Solver en Microsoft Excel. Hubiese sido mejor abordado la hipétesis de
calibracién del modelo LMM con datos actuales. Lamentablemente no fue posible obtenerlos.
No obstante a ello, la calibracién fue exitosa, y se logré mostrar que la hipdtesis de
comportamiento del algoritmo es contrastable. Surgié como aporte interesante, la posibilidad
de “correr” la rutina con distintas cantidad de iteraciones, reforzando los resultados de la
minimizacién del RSME sujeta a los parametros iniciales. De cualquier modo, la implementacion
completa del modelo LMM no es solamente la calibracion. Luego, es importante poder valorizar

activos riesgosos en funcion del modelo calibrado.

A partir de la anterior autoevaluacién de las hipétesis trabajadas, creo importante escribir unas
lineas mencionando el trabajo de investigacién a futuro, que queda ya delimitado. En primer
lugar, a partir del uso de la rutina poder llevar a cabo el proceso de implementacién del modelo
LMM completo. Es decir, valorizar primas y pagos de derivados, aunque no haya sido objetivo
de esta tesis. Asimismo, indagar acerca de este tipo de modelos para otros derivados,
particularmente exdticos. Por ultimo, trasladar el plano internacional (LIBOR) al andlisis de
economias emergentes, como Argentina, a los fines de poder avanzar sobre la aplicacién de
técnicas de la ingenieria financiera en mercados que presentan caracteristicas muy distintas a

los paises centrales.

La presente tesis, para sostener los aportes que ha hecho, como estrategias de abordaje para el
riesgo de tasa en instrumentos derivados financieros sobre la LIBOR, se estructurd en cinco
capitulos. Como fue mencionado, fue fundamental el marco tedrico proporcionado por el
calculo estocastico en los conceptos financieros tratados (capitulos 2 y 3) y la aplicacién de
técnicas computacionales en la calibracion de dichos modelos. Calibrar es solo un paso en la
implementacién de un modelo financiero de valorizacidn de activos. Luego, se debe llevar a cabo

la valuacion y valor de los pagos del derivado en cuestion.
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Los capitulos 4 y 5 recogieron el desarrollo tedrico mencionado y fueron mostrados dos
enfoques en la implementacién del Modelo de Mercado LIBOR: el enfoque de aproximaciony el
de separacién con optimizacién. El primero de ellos, desarrollado por Rebonato y Jackel (2003)
plantea el desafio en resolucién del modelo LMM, basado en un sistema de ecuaciones
diferenciales estocasticas. El mismo consiste en buscar una forma funcional para o;(t) y p;;(¢).
Esta calibracion resulta muy dificultosa, dado que se debe escoger muy bien la cantidad de
derivados a incluir y los coeficientes de correlacién asociados. Desde un punto de vista tedrico
basa la valuacién de activos (para esta tesis, cap y caplets) en la férmula de Black’76. Luego, la
volatilidad instantdnea se desprende de la mencionada férmula. En contraste, se busca el valuar
dicha volatilidad mediante una estimacién de mercado. Para ello se utilizan minimos cuadrados
no-lineales sobre la formula abcd. La conclusion principal, como fue mencionado, es que el
algoritmo para la calibracién mediante el enfoque de aproximacion resulta dificil de
implementar computacionalmente y esta dificultad se traduce en obstdculos para el re-balanceo

de activos en una cartera con derivados.

Luego, en el capitulo 5 fue presentado el otro enfoque de calibracidn, conocido como de
separacidn con optimizacidn, basado en Gatarek, Bachert y Maksymiuk (2007). El algoritmo para
llevar a cabo el proceso, pertenece al tipo de calibracién no-paramétrica. La implementacion es
directa, dado que se utiliza una matriz de volatilidades, para luego construir una matriz de
covarianzas de la tasa LIBOR forward. Fue necesario computar distintas variantes del enfoque,
dependiendo del conjunto de pardmetros a estimar: A;. Los parametros relevantes fueron: un
vector de lambdas asociados a swaptions con distintas maturities, el vector de fechas y el de
factores de descuento de la curva ETTI spot. Mediante el calculo de autovalores y autovectores
de la matriz de varianzas y covarianzas (VCV) de la tasa LIBOR forward se construyé un algoritmo
basado en la busqueda de los valores tedricos y de mercado de la funciones de volatilidad de los
mencionados derivados. De esta manera, se podra proceder a minimizar el error cuadratico

medio de la discrepancia entre ambos valores.

El hecho de buscar el ajuste de la teoria al valor de mercado, hace que ambos enfoques
converjan a las mismas consideraciones. En los trabajos analizado (y citados) en esta tesis existe
consenso en que los resultados de ambos enfoques son similares. De aqui se desprende la
principal conclusion de este segundo enfoque que es que resulta computacionalmente mas

complejo si se consideran derivados exéticos como swaptions bermuda, opciones digitales, etc.

Finalmente, Es importante tener en cuenta que el procedimiento de calibrar no es algo que deba

realizarse de una vez y para siempre. Un inversor que utilice este tipo de técnicas en su
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portafolio, debera adicionalmente, reflexionar acerca de la necesidad de cada cuanto tiempo
debe re-calibrar el modelo. No obstante, independientemente del derivado financiero que se
quiera valuar y del modelo tedrico a utilizar, el objetivo desde el punto de vista de la ingenieria
financiera es evaluar la discrepancia que existe entre el valor de mercado y el tedrico de un
activo financiero. Es por ello, que se minimizan los residuos al cuadrado. La técnica fue mostrada
en sus aspectos tedricos y en la implementacién en una rutina MATLAB, los resultados fueron
presentados en el capitulo 5y la rutina y otras salidas de informacién forman parte de los Anexos
Il'y ll. La principal conclusién de la rutina computacional, es que los resultados de la
minimizacién no-lineal citada son sensibles a la cantidad de iteraciones que se especifiquen. Esto
produce que la “corrida” tarde mas en arrojar resultados y eso puede traer aparejado una
pérdida de eficiencia y rentabilidad en la cartera de un inversor. Se pierde poder de cémputo

real-time.
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ANEXOS

[.  Base de datos de calibracion de ETTI: Bonos soberanos ingleses

Para la calibracién se eligio el mercado de deuda soberana de Gran Bretafia. Robertson y Symons

(1997) muestran la importancia de estos instrumentos y su vinculacidn con tasas reales.

El encargado de la emisién y control de estos bonos es el Banco de Inglaterra (Bank of England)
y posee como nombre técnico UK-Gilts. Son bonos que cotizan en el mercado de Londres
(London Stock Exchange, LSE) y existen especies con distintos plazos al vencimiento. Posee
mucha liquidez y son importantes en la determinacidn de la tasa de interés interbancaria mas
importante de Europa, la LIBOR. Se utiliza como fuente de informacién los datos de las
terminales de Bloomberg (alojadas en la FCE-UBA) y datos publicos de LSE y el Banco de

Inglaterra.

Para ver la evolucién intertemporal de la curva, la terminal Bloomberg proporciona los

siguientes graficos:

Grafico Al: Evolucion intertemporal de la Bval UKT Gilt Yield (03-2011 a 01/2015)

Copyright® 2015 Bloomberg Finance L.P.

Fuente: Bloomberg (2014).
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Grafico Al: Evolucion intertemporal de la Bval UKT Gilt Yield (03-2011 a 01/2015)

/2012
5/4/2012
1/20/2012
10/14/2011
6/3/2011

Fuente: Bloomberg (2014).

Luego, es posible tomar una Unica curva en el plano tiempo-tasa:

Gréfico Al: Bval UKT Gilt Yield (19/01/2015)

GEP LKT Gilts BVAL Curve 97} Acc 98 Tabla
Eie Plaza x| SeRdFendimienta | o]

iy dd s vy lativa |[Olma| 10 15 1M I

Copyright® 2015 Bloomberg Finance L.Pj

rvas de grafico

» Interpolar

Fuente: Bloomberg (2014).
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II. Codigo en MATLAB para algoritmo de enfoque de separacién con
optimizacion

%$Paso 1: Matriz de parametros [R]

$Input: Vector de Factores de Descuento [B]

$Output: Matriz de parédmetros [R]

B=[0.9774658, 0.9509789, 0.9219838, 0.8911017, 0.8591725, 0.8264399,
0.7930540, 0.7597502, 0.7262834, 0.6944457, 0.6645450, 0.6349818,
0.6068399, 0.5792752, 0.5523236, 0.5273147, 0.5030900, 0.4795796,
0.4567881, 0.4346590];

B=B';

m=10; % Numero de "swaption maturities"

M=20; % Numero de "swaption maturities" + numero de swaption
subyacentes

R=[]; % Se coloca una matriz nula como valor inicial

for i=1:m
for j=i+1l:M-m+i
for k=i+l:j
R(i,J,k)=(B(k-1)-B(k))/(B(1)-B(3));
end
end
end

%$Paso 2: Matriz de covarianzas [VCV] como una funcidén de los
parametros
$Input: (1) Matriz de parametros [R] - Obtenida en Paso 1

(2) Vector de fechas [T num]

(3) Matriz volatilidades de swaptions [Sig] - Dato de MERCADO

(4) Vector de parametros iniciales [Lambdal]
$Output: Matriz de covarianzas (VCV) como funcién de los pardmetros
(Lambda)

o° o

o\

Lambda=[1.7823 2.3641 3.3689 4.6762 3.8621 3.06061
1.4035 4.2430 2.4973 17.5724]1; SUTILIZAR LUEGO DE LA
OPTIMIZACION

Today="'25-Jan-2015";

T Num=datenum(['25-Jan-2016"; '25-Jan-2017"; '25-Jan-2018"'; '26-
Jan-2019"';

'25-Jan-2020"; '25-Jan-2021"; '25-Jan-2022"; '25-Jan-2023";
'27-Jan-2024";

'26-Jan-2025"; '25-Jan-2026"; '25-Jan-2027"; '25-Jan-2028";
'25-Jan-2029"';

'27-Jan-2030"; '25-Jan-2031"; '25-Jan-2032"; '25-Jan-2033";
'25-Jan-2034";

'27-Jan-2035"'1) ;

Sig=[0.227 0.23 0.221 0.209 0.196 0.186 0.176 0.169

0.163 0.159;

0.224 0.215 0.205 0.194 0.183 0.174 0.167 0.162 0.158
0.154;

0.209 0.201 0.19 0.18 0.17 0.163 0.158 0.155 0.152
0

.15;



VCV=[]; % Matriz nula como valor inicial
$Elementos de la diagonal de la matriz VCV

for k=1:m
VCV(k,k)=yearfrac(Today,T_Num(k))*Sig(k,l)AZ/Lambda(k);
end

s=1;
for i=l:m
for j=i+l:m
Sum=0;
for 1=i+j-2*s+1l:j+1
for k=i+j-2*s+1l:j+1
SumTemp=R (i+j-2*s, j+1, k) *R(i+j-2*s,j+1,1) *VCV (k-1, 1~

Sum=Sum+SumTemp;
end
end
VCV (i+j-2*s,j)=((yearfrac (Today,T Num(i+j-2*s))*Sig(i+j-
2*s,1+1) "2-Lambda (i+j-2*s) * (Sum-2*R(i+j-2*s,j+1, 1i+3-2*s+1)*VCV (i+j-
2*s,J) *R(i+3-2*s,3+1,3+1))) /2*Lambda (1i+j-2*s) *R(i+j-2*s,j+1, i+j-
2*%s+1) *R(i+3-2*s,j+1,3+1));
VCV (3, i+j-2*s)=VCV (i+j-2*s,]);
end
s=s+1;
end

$Paso 3: Vector de Autovalores [L] y la Matriz de Autovectores [E]
como funcidén de los prémetros [Lambda]

$Input: Matriz de covarianzas [VCV] como funcién de los parédmetros
[Lambda]

%— Obtenida en Paso 2

$Output: (1) Vector de Autovalores [L] como funcién de los parametros

[Lambda]

(2) Matriz de Autovectores [E] como funcién de los parédmetros
Lambda]

E,X]=eig (VCV) ;

=[1;

[
[
L
L=diag (X) ;

0.195 0.187 0.177 0.168 0.16 0.155 0.151 0.148 0.147

0.145;

0.182 0.174 0.165 0.158 0.151 0.148 0.145 0.143 0.142

0.14;

0.1746 0.1674 0.159 0.1524 0.1462 0.1436 0.141 0.1394 0.1384
0.1368;

0.1672 0.1608 0.153 0.1468 0.1414 0.1392 0.137 0.1358 0.1348
0.1336;

0.1598 0.1542 0.147 0.1412 0.1366 0.1348 0.133 0.1322 0.1312
0.1304;

0.1524 0.1476 0.141 0.1356 0.1318 0.1304 0.129 0.1286 0.1276
0.1272;

0.145 0.141 0.135 0.13 0.127 0.1260 0.125 0.125 0.124

0.1247;
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$Paso 4: La Matriz de covarianzas modificada [VCV_M] como funcidén de
los parédmetros [Lambda]

$Input: (1) Vector de Autovalores [L] como funcidén de los pardmetros
% [Lambda] - Obtenido en Paso 3

(2) Matriz of Autovectores [E] como funcidén de los paradmetros
Lambda] -

Obtenido en Paso 3

Output: Matriz de covarianzas modificada [VCV_M] como funcién de los
parametros [Lambdal]

Este Paso, contiene un sub-algoritmo para eliminar Autovectores
asociados

con Autovalores negativos

for i=1:m

o° — oo

o° oo

oe

oo

if L(1)<0
L check(i)=1;
else
L check(i)=0;
end
end

$Matriz [E sqgrL] se construye multiplicando los Autovectores por la
raiz
$cuadrada de los Autovalores positivos asociados
for i =1:m
if L check(i)==

for j=1:m
E_sqrL(j,1)=E(J,1) *sqrt(L(i));
end
else
for j=1:m
E sqrL(j,1)=0;
end

end
end

)

VCV_M= E sqrL* transpose(E _sqrL); % transposed

$Paso 5: Calculo de la volatilidad TEORICA de swaptions [Sig theo]

$Input: (1) Matriz de pardmetros [R] - Obtenida en el Paso 1

% (2): Matriz de covarianzas modoficada [VCV_M] - Obtenida en el Paso
4

$Output: Matriz volatilidades tedricas de swaptions [Sig theo]

Sig theo=[];
for k=1:m
for N=k+1:m+1
Sum=0;
for 1=k+1:N
for i=k+1:N
SumTemp=R (k,N, 1) *VCVv_M(i-1,1-1)*R(k,N,1);
Sum=Sum+SumTemp;
end
end
Sig theo (k,N-k)=sqgrt (Sum*Lambda (k) /yearfrac (Today,T Num(k)));
end
end
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%$Paso 6: Error cuadratico medio [RSME] entre la volatilidad swaption

tedérica y de

$mercado
$Input: (1) Matriz volatilidades tedricas de swaptions [Sig theo] -
%Obtenida en Paso 5

(2) Matriz volatilidades de swaptions [Sig] - Dato de MERCADO

o
]
<

Output: Error cuadratico medio [RSME]

RSME=0;
for i=1:m
for j=1:(m-i+1)
RSME Temp=(Sig_theo(i,j)-Sig(i,]))"2;
RSME=RSME+RSME_Temp;
end
end

f=RSME;

Luego, todo lo anterior resulta ser la funcién objetivo a minimizar.

Es necesario imponer una condicién inicial “Lambda0” como un vector cuyos componentes van

de 1 a la dimensidn del problema, en este caso, 10.

Mediante la funcién fminsearch es posible resolver la optimizacidon no lineal del error

cuadratico medio:

options=optimset ('MaxIter',1000);
LambdaO=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10];
[Lambda, f]=fminsearch (@SAWO, Lambdal, options) ;
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III. Resultados para distinto numero de iteraciones

A continuacidn, se presentan los resultados de la calibracién con MATLAB. La rutina se describe
en el Anexo Il. Asimismo, se especifica en cada salida el tiempo aproximado de cédmputo
necesario para obtener dichos resultados. Dicho tiempo es una mera aproximacién, no esta

calculado mediante poder de cémputo.

RESULTADOS PARA 100 ITERACIONES (2 minutos):

Exiting: Maximum number of iterations has been exceeded
- increase Maxlter option.

Current function value: 0.091659

1. Lambda =
(1.7823 2.3641 3.3689 4.6762 3.8621 3.0661 1.4035 4.2430 2.4973 17.5724)

2. Autovectores (L):

-0.0577
-0.0407
-0.0150
-0.0100
0.0172
0.0283
0.0596
0.1149
0.1687

0.2636
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3. Matriz de Autovectores:

-0.0001 -0.0003 0.0017 -0.0186 0.4934 0.8129 0.3011 -0.0646 -0.0197 0.0146

-0.0220 0.0021 -0.0290 0.2019 -0.6481 0.1255 0.6795 -0.2263 -0.0769 0.0575

0.2329 -0.0195 0.0900 -0.5426 0.3337 -0.4021 0.4016 -0.3929 -0.1767 0.1511

-0.6432 0.0316 -0.0836 0.3879 0.2398 -0.1527 -0.0794 -0.4210 -0.2789 0.2926

0.6702 -0.0229 -0.0460 0.3111 -0.0705 0.1343 -0.3286 -0.2930 -0.3063 0.3752

-0.2833 -0.0622 0.1360 -0.5903 -0.3654 0.3017 -0.2784 0.0539 -0.2495 0.4263

0.0376 -0.0589 0.0206 0.1831 0.1689 -0.1706 0.3071 0.7087 -0.2396 0.4995

0.0235 0.6785 -0.4400 -0.1015 -0.0070 0.0003 0.0123 -0.0265 0.4388 0.3765

-0.0121 -0.6734 -0.1040 0.0245 0.0196 -0.0162 0.0087 -0.1241 0.6172 0.3715

0.0026 0.2773 0.8710 0.1560 0.0141 -0.0082 -0.0010 -0.0761 0.3127 0.1903

4. Matriz de covarianzas:

VCV=

0.0289 0.0118 0.0048 0.0024 0.0013 0.0008 0.0005 0.0004 0.0002 0.0002

0.0118 0.0425 0.0273 0.0109 0.0055 0.0031 0.0019 0.0013 0.0009 0.0006

0.0048 0.0273 0.0389 0.0511 0.0202 0.0102 0.0057 0.0036 0.0024 0.0017

0.0024 0.0109 0.0511 0.0326 0.0819 0.0325 0.0163 0.0094 0.0059 0.0040

0.0013 0.0055 0.0202 0.0819 0.0429 0.0731 0.0290 0.0150 0.0085 0.0055

0.0008 0.0031 0.0102 0.0325 0.0731 0.0597 0.0645 0.0259 0.0130 0.0075

0.0005 0.0019 0.0057 0.0163 0.0290 0.0645 0.1395 0.0318 0.0125 0.0064

0.0004 0.0013 0.0036 0.0094 0.0150 0.0259 0.0318 0.0482 0.1009 0.0405

0.0002 0.0009 0.0024 0.0059 0.0085 0.0130 0.0125 0.1009 0.0838 0.0612

0.0002 0.0006 0.0017 0.0040 0.0055 0.0075 0.0064 0.0405 0.0612 0.0120



5. Matriz de covarianzas modificada:

VCV_M=

0.0289

0.0117

0.0049

0.0023

0.0012

0.0009

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0117

0.0430

0.0259

0.0126

0.0052

0.0022

0.0022

0.0013

0.0009

0.0006

0.0049

0.0259

0.0451

0.0402

0.0275

0.0098

0.0053

0.0034

0.0025

0.0018

0.0023

0.0126

0.0402

0.0581

0.0582

0.0405

0.0155

0.0096

0.0057

0.0037

0.0012

0.0052

0.0275

0.0582

0.0698

0.0603

0.0311

0.0152

0.0088

0.0052

0.0009

0.0022

0.0098

0.0405

0.0603

0.0682

0.0630

0.0235

0.0146

0.0076

0.0005

0.0022

0.0053

0.0155

0.0311

0.0630

0.1401

0.0299

0.0141

0.0063

0.0004

0.0013

0.0034

0.0096

0.0152

0.0235

0.0299

0.0700

0.0829

0.0423

6. RSME entre la volatilidad tedrica y la de mercado de swaptions:

7. Volatilidad swaption tedrica:

Sig_theo=

0.2270

0.2252

0.2250

0.2604

0.2322

0.1867

0.1675

0.1925

0.1685

0.2166

0.2076

0.2033

0.2272

0.2672

0.2234

0.2065

0.1162

0.2112

0.1286

0.2026

0.2006

0.2309

0.2584

0.2246

0.1702

0.1122

0.1821

[RSME = 0.091659]

0.2073

0.2045

0.2247

0.2530

0.1958

0.1634

0.1004

0.2168

0.2027

0.2219

0.2269

0.1876

0.1494

0.2198

0.2032

0.2035

0.2176

0.1738

0.2240

0.1898

0.1969

0.2036

0.0003

0.0009

0.0025

0.0057

0.0088

0.0146

0.0141

0.0829

0.1024

0.0523

0.0002

0.0006

0.0018

0.0037

0.0052

0.0076

0.0063

0.0423

0.0523

0.0267

0.2123 0.2096 0.2016

0.1855

0.1861

0.1769
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8. Volatilidad swaption de Mercado:

Sig=

0.2270

0.2240

0.2090

0.1950

0.1820

0.1746

0.1672

0.1598

0.1524

0.1450

0.2300

0.2150

0.2010

0.1870

0.1740

0.1674

0.1608

0.1542

0.1476

0.2210

0.2050

0.1900

0.1770

0.1650

0.1590

0.1530

0.1470

0.2090

0.1940

0.1800

0.1680

0.1580

0.1524

0.1468

0.1960

0.1830

0.1700

0.1600

0.1510

0.1462

0.1860

0.1740

0.1630

0.1550

0.1480

0.1760

0.1670

0.1580

0.1510

0.1690 0.1630 0.1590

0.1620 0.1580

0.1550
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RESULTADOS PARA 1.000 iteraciones (5 minutos):

Exiting: Maximum number of iterations has been exceeded
- increase Maxlter option.

Current function value: 0.008107

1. Lambda =

(1.5847 2.2360 2.5251 2.6567 2.6666 2.7043 2.6788 2.3487 1.2944 32.9290)

2. Autovectores (L):

-0.0070
-0.0017
0.0049
0.0190
0.0286
0.0406
0.0636
0.1005
0.1542

0.2422
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3. Matriz de Autovectores:

E=

0.0035 -0.0034 0.0352 -0.2942 0.7976 -0.4761 0.2037 0.0811 0.0339 0.0106

-0.0411 0.0214 -0.2035 0.5509 -0.2426 -0.4868 0.5059 0.2849 0.1349 0.0428

0.1556 -0.0741 0.4638 -0.4695 -0.2652 0.1495 0.3972 0.4467 0.2752 0.0953

-0.3380 0.1172 -0.5511 -0.0542 0.2018 0.4024 -0.0640 0.4110 0.4029 0.1652

0.5004 -0.1336 0.2508 0.4062 0.2036 -0.0064 -0.4228 0.1382 0.4527 0.2440

-0.5633 0.0589 0.2267 -0.1485 -0.2239 -0.3958 -0.2724 -0.2520 0.3829 0.3385

0.4669 -0.0016 -0.4611 -0.2944 -0.1488 -0.0617 0.2125 -0.4495 0.1773 0.4220

-0.2433 -0.1630 0.2791 0.3175 0.2671 0.4061 0.4222 -0.2860 -0.1086 0.4770

0.0179 -0.1309 -0.0808 -0.0893 -0.0854 -0.1575 -0.2526 0.4206 -0.5829 0.5962

0.1207 0.9567 0.1649 0.0642 0.0387 0.0425 0.0234 0.0211 -0.0892 0.1630

4. Matriz de covarianzas:

VCV=

0.0325 0.0105 0.0042 0.0021 0.0012 0.0007 0.0005 0.0003 0.0002 0.0002

0.0105 0.0449 0.0258 0.0103 0.0052 0.0029 0.0018 0.0012 0.0008 0.0006

0.0042 0.0258 0.0519 0.0383 0.0152 0.0076 0.0043 0.0027 0.0018 0.0013

0.0021 0.0103 0.0383 0.0573 0.0465 0.0185 0.0093 0.0054 0.0034 0.0023

0.0012 0.0052 0.0152 0.0465 0.0621 0.0505 0.0200 0.0103 0.0058 0.0038

0.0007 0.0029 0.0076 0.0185 0.0505 0.0677 0.0569 0.0229 0.0115 0.0066

0.0005 0.0018 0.0043 0.0093 0.0200 0.0569 0.0731 0.0607 0.0240 0.0122

0.0003 0.0012 0.0027 0.0054 0.0103 0.0229 0.0607 0.0870 0.0559 0.0224

0.0002 0.0008 0.0018 0.0034 0.0058 0.0115 0.0240 0.0559 0.1617 0.0317

0.0002 0.0006 0.0013 0.0023 0.0038 0.0066 0.0122 0.0224 0.0317 0.0064



5. Matriz de covarianzas modificada:

VCV_M=

0.0325

0.0105

0.0042

0.0021

0.0012

0.0007

0.0005

0.0003

0.0002

0.0002

0.0105

0.0450

0.0258

0.0104

0.0050

0.0031

0.0017

0.0013

0.0008

0.0006

0.0042

0.0258

0.0521

0.0379

0.0157

0.0070

0.0048

0.0025

0.0018

0.0013

0.0021

0.0104

0.0379

0.0582

0.0453

0.0198

0.0081

0.0059

0.0033

0.0022

0.0012

0.0050

0.0157

0.0453

0.0639

0.0485

0.0217

0.0095

0.0059

0.0040

0.0007

0.0031

0.0070

0.0198

0.0485

0.0699

0.0550

0.0238

0.0114

0.0062

0.0005

0.0017

0.0048

0.0081

0.0217

0.0550

0.0746

0.0599

0.0240

0.0126

0.0003

0.0013

0.0025

0.0059

0.0095

0.0238

0.0599

0.0875

0.0559

0.0220

6. RSME entre la volatilidad tedrica y la de mercado de swaptions:

7. Volatilidad swaption tedrica:

Sig_theo=

0.2270

0.2240

0.2094

0.1964

0.1846

0.1775

0.1689

0.1602

0.1524

0.1629

0.1987

0.2041

0.1979

0.1879

0.1754

0.1693

0.1642

0.1619

0.0933

0.1953

0.1950

0.1868

0.1759

0.1650

0.1596

0.1596

0.1262

[RSME = 0.008107 |

0.1952

0.1881

0.1770

0.1662

0.1564

0.1547

0.1348

0.1942

0.1818

0.1695

0.1591

0.1523

0.1359

0.1920

0.1765

0.1638

0.1557

0.1372

0.1895

0.1726

0.1614

0.1426

0.0002

0.0008

0.0018

0.0033

0.0059

0.0114

0.0240

0.0559

0.1617

0.0315

0.0002

0.0006

0.0013

0.0022

0.0040

0.0062

0.0126

0.0220

0.0315

0.0081

0.1876 0.1878 0.1775

0.1713

0.1497

0.1605
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