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Resumen

La presente investigacion pretende implementar el modelo estocastico SABR para la evaluacion
de derivados financieros caplets. Con la informacién disponible en el mercado EUR al 31 de
julio del 2013 a través de técnicas “Bootstrapping”, se da a conocer la cotizacion de
Caplets/Floorlets. Una vez obtenidas las sonrisas de volatilidad del mercado, se utiliza la
metodologia de posicionamiento en buscadores o SEO (search engine optimization) para
obtener los parametros ay, Bx, Vi, px- EStos forman parte de la formula de volatilidad del
modelo SABR y permiten estimar la superficie de volatilidad del mercado. El proceso de
calibracion, tendra como objetivo crear un modelo consistente que permita mitigar las posibles
pérdidas de valor de las opciones caplet/floorlets ante fluctuaciones del mercado. Por ultimo,
se realiza una simulacion Montecarlo de los procesos estocasticos de la tasa forward y
volatilidad utilizando el esquema Euler. Los resultados de la investigacion pueden ser aplicados
Unicamente a productos financiero con una sola fecha de ejecucidn. Para opciones o activos
financieros con varios vencimientos o “payoffs”, puede usarse l0s modelos “Libor Market
Model (LMM)”, “SABR — (LMM) o “Dynamic SABR Model”. La investigacion busca
comprender uno de los modelos de evaluacion de opciones con mayor aceptacion en el mercado
financiero y analizar las actuales técnicas computacionales utilizadas para su elaboracién. La

metodologia sera cuantitativa con un enfoque en el disefi6 retrospectivo.

Palabras clave: SABR, curva de volatilidad, Caplet/Floorlet, “Bootstrapping”, calibracion,

simulacion Monte Carlo.
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1. Introduccién

Las tasas de interés son parte esencial en la valoracion de activos financieras y sus fluctuaciones
constituyen uno de los mayores riesgos para las instituciones financieras. Ante este tipo de
eventos se desarrollaron instrumentos financieros como Caps y Floors que permiten acoplarse
a las necesidades de estabilidad de flujos de las instituciones financieras. Debido al uso de
instrumentos financieros cuyo activo subyacente es una tasa forward, se elaboraron modelos
matematicos, que permiten evaluar y estimar el valor esperado de estos instrumentos. La
presente investigacion tiene como objetivo implementar el modelo SABR, su amplia aceptacion
en el mercado financiero, se debe a su capacidad de resolver problemas de consistencia que
presenta el modelo Black (1976), y de interpretacidn de la curva de volatilidad del modelo de
Dupire (1994).

La investigacion empieza desarrollando los fundamentos matematicos de los modelos de
volatilidad, en este primer apartado se evidencia la problematica que se pretende resolver, las
cualidades del modelo SABR y su uso para la evaluacién de caplets y floorlets. En la segunda
parte de la investigacion se realiza la calibracion del modelo, para esto se aplica metodologias
computacionales que permiten obtener cada uno de sus parametros (@, B, Vk, Px) ajustandose
a las cotizaciones del mercado. Como resultado final se utiliza los parametros obtenidos para
mitigar los posibles riesgos ante perdidas de valor de las opciones Caplets o Floorlets.
Adicionalmente, se realiza la simulacion Montecarlo de los procesos estocasticos de la tasa

forward y volatilidad utilizando el esquema Euler.

1.1. Planteamiento del tema

El manejo de los diferentes riesgos a los cuales se enfrenta una institucion financiera es esencial
para asegurar su sostenibilidad, solvencia y liquidez. Multiples factores econémicos pueden
incidir en los flujos esperados de rentabilidad por parte de un inversor o institucion, el analisis
para determinar la exposicion y cobertura ante este tipo de eventos es contemplado por uno de
los riesgos en los que esta investigacion se enfocara, riesgo de mercado. Debido a la capacidad
para estimar el comportamiento del mercado, el modelo de volatilidad estocéastica Alpha, Beta,
Rho (SABR) ha sido ampliamente aceptado para la evaluacion de opciones estilo europeo.
Hagan et al. (2002) muestran en su publicacion como el modelo SABR resuelve los problemas
de consistencia al momento de mitigar o evaluar opciones con diferente strikes que presenta el

modelo de Black (1976). Adicionalmente, determina su capacidad de interpretacion de la



dindmica de la curva de volatilidad del mercado al revolver las limitaciones del modelo de
Dupire (Dupire, 1994) “Local Volatility model”.

Como resultado, la presente investigacion pretende analizar el marco metodologico del modelo
SABR, observar sus cualidades predictivas y determinar la mitigacion de riesgos de caplet y
floorlets. Por ultimo, se desarrolla los procesos estocasticos F,(t) y ai(t) utilizando
herramientas de simulacién. Los resultados permitirdn establecer las estrategias de los

inversores para cubrirse ante posibles pérdidas en la inversion de los derivados financieros.

1.2. Metodologia

La investigacion utiliza una metodologia cuantitativa en el desarrollo del modelo SABR,
adicional se utiliza como base tedrica y practica la investigacion desarrollada por Hagan et al.
(2002). La base de datos esta compuesta por tasas de interés forward, precios de ejercicio de
Caps y Floors, sus respectivas volatilidades y tiempos de vencimiento. La datos se obtuvieron
de la investigacion Andong (2013). Con la base de datos se pretende construir una superficie
de volatilidad a cinco afos. La investigacion tendra un disefio no experimental transversal, en
este caso la unidad de andlisis estarda compuesta por EUR Caps/Floors para el 31 de julio del
2013.

Para la calibracién del modelo SABR se utilizé el software Python. Las librerias necesarias para
su desarrollo fueron, Pandas, Numpy, Math, Matplotlib y Scipy. La calibracion del modelo
SABR se elabor6 mediante la metodologia de posicionamiento en buscadores o SEO (search
engine optimization) para obtener los pardmetros ay, Bk, Vx, px- El resultado final es una

superficie de volatilidad que asemeja las cotizaciones del mercado.

Con la finalidad de mitigar cambios en el valor de caplets ante fluctuaciones del mercado por
medio del modelo SABR, se analiza las letras griegas Delta, Gamma y Vega. Por ultimo y de
manera complementaria, se realiza la simulacion de los procesos estocasticos F; (t) y a;(t)
utilizando el esquema Euler. La definicion del nimero de iteraciones y de pasos requeridos del
esquema Euler serdn determinados a través de estadistico error estandar de la media o también
denominado SEM (Standard Error of the Mean). El analisis descriptivo de la simulacion permite
observar el comportamiento del activo subyacente e identificar las estrategias de compray venta

de caplets o floorlets.



2. Fundamentos de Modelos de volatilidad y Mercado de Derivados

Segun Elliot y Kopp (2005), uno de los méas remarcables sucesos en la teoria economica y en
los mercados financieros, fue la apertura del primer mercado de opciones en 1973, este
acontecimiento fue acompariado por la teoria de evaluacion de opciones por Black y Scholes
(1973), la cual brindo de sustento metodoldgico en el analisis de derivados financieros. En las
siguientes secciones se presenta los conceptos matematicos que tienen un uso practico en este
tipo de mercados. Adicionalmente, se pretende analizar los modelos que actualmente se usan
para la evaluacion de opciones, la problematica que pretenden resolver y las razones para
desarrollar el modelo SABR.

2.1. Bono cupon cero

Los bonos cupon cero son utilizados fundamentalmente como herramienta para traer a valor
presente flujos de caja futuros, es por eso que se puede referir a este tipo de instrumentos como
factores de descuento. Un bono cupon cero no es mas que un instrumento de renta fija que paga

un monto especifico en el momento T (Shreve, 2004).

Instrumentos como los bonos cupdn cero son necesarios para la evaluacion de activos
financieros, debido a que son considerados como libres de riesgo. Para la presente investigacion
P(t,T) representa un bono cup6n cero con vencimiento en T, en donde, t < T, este
instrumento paga una unidad en el momento T, P(T,T) = 1. En el siguiente apartado se

observa la relacion que existe entre la tasa libor y el bono cup6n cero.

2.2. Tasa de interés spot

La tasa de interés spot esta representada por la tasa libor L(T,S), (London Interbank Offered
Rate) LIBOR es una tasa de corto plazo, la cual es utilizada por bancos de inversion con el
proposito de obtener préstamos, adicionalmente puede tener una duracion “Overnight” es decir
entre 8 a 24 horas o puede tener un vencimiento de un afio. Al invertir un monto P(t,T) en el
momento t, la inversion empieza a ganar intereses proporcionalmente al tiempo, este

comportamiento esta representado en la ecuacién (2.2.1):

1— P(t,T) (2.2.1)

L&D = e n

Las tasas LIBOR se relacionan con los bonos cup6n zero por medio de la convencién

Actual /360 dias. La ecuacion (2.2.2) permite evidenciar la relacion (Damiano Brigo, 2006).



P(t, T)(1+ L(t, T)t(t,T)) =1 (2.2.2)

1
1+ L(t, T)t(t, T)

P(t,T) =

La estructura temporal de tasas de interés muestra la relacion que existe entre los rendimientos
de activos libres de riesgo que difieren solamente en su tiempo a vencimiento (John C. Cox J.
E., 1985). Por medio de la estructura temporal de tasas se extrae informacion y predice con

anticipacion futuros eventos del mercado.

2.3. Forward Rate

Se puede definir las tasas forward por medio de los contratos FRA (Forward Rate Agreement).
FRA es un contrato entre dos partes para prestar y adquirir el préstamo bajo una cierta cantidad
de dinero en un periodo futuro y con una pre establecida tasa de interés (Wu, 2019). Los
contratos FRA envuelven tres momentos, momento actual ¢, es el tiempo en el que se efectla
el contrato (T > t), y el tiempo transcurrido hasta el vencimiento S > T. El contrato da al
tenedor una tasa de interés fija K que sera intercambiada por una tasa variable en el momento
S, la tasa variable se basa en una tasa spot la cual puede ser la libor L(T,S). Béasicamente, el
contrato permite obtener una tasa pre pactada K entre los momentos T y S. Por lo tanto, en el
momento S, una de las partes recibird t(T,S)KN y pagarad el monto de (T, S)L(T,S)N, en
donde N es el valor nominal del contrato. El resultado del intercambio se muestra en la siguiente

expresion (2.3.1).

Nz(T,S)(K — L(T,$)) (2.3.1)

Se puede observar que, si L es mayor que K en el momento T, el contrato tiene un valor
negativo. Dado que existe una asociacion entre la tasa libor L y el bono cupén zero, se puede

reescribir el valor del contrato de la siguiente manera.

1-P(T,S) (2.3.2)

L(T,5) = (T, S)P(T,S)



N [T(T, SK — 1

! +
P(T,S)
A= 1/P(T,S) va hacer considerado como el monto de dinero en el momento S, el valor al
momento T se obtiene multiplicando el valor de A por el cup6n zero P(T, S)

(2.3.3)

P(T,S)A = P(T,S) 1

P(T,S)

Este término (2.3.3) es equivalente a tener una unidad monetaria en el momento 7. Una unidad
monetaria en el momento T vale P(t, T) unidades monetarias en el momento t. Por lo tanto, el

monto de 1/P(T,S) en S es equivalente a un monto de P(t, T) en el momento t.
Respecto a los otros dos términos de la ecuacién (2.3.2), el monto B = 7(T,S)K + 1 en el
momento S equivale:

P(t,S)B = P(t,5)t(T,S)K + P(t,S) (2.3.4)

Por lo tanto, el valor total del contrato FRA en el momento ¢ es igual a la ecuacion (2.3.5):

FRA(t,T,S,©(T,S),N,K) = N[P(t,S)t(T,S)K — P(t,T) + P(t,S)]  (2.3.5)

Hay un solo valor de Kque permite tener un contrato justo entre las dos partes en el momento
t, este valor se obtiene igualando a cero el valor del contrato FRA. La tasa que resulte de esa

ecuacion se define como tasa forward.

Por lo tanto, la tasa forward F(t;T,S) en el momento ¢t para el momento T >t y con

vencimiento S > T se define de la siguiente manera:

1 (P(t, T) > (2.3.6)

FET.S) =t 5P 1

Una vez obtenida la tasa forward bajo la cual garantiza un contrato FRA justo, se puede re
escribir la notacién de la ecuacién (2.3.5) de la siguiente manera.
FRA(t,T,S,t(T,S),N,K) = NP(t,S)t(T,S)(K — F(t;T,S)) (2.3.7)

La tasa forward F(t; T, S) puede verse como una estimacion a futuro de la tasa spot L(T, S), la

cual es aleatoria en el momento ¢. A partir de la definicion de la tasa forward es posible obtener



la tasa forward instantanea. La siguiente expresién muestra el limite entre la fecha de ejecucion

del contrato (T) y su vencimiento (S).

. . 1 PES)—PET) (2.3.8)
Jm FET.S) == lim 55—
~ 1 aP(tT)
P(t,T) aT
dInP(t,T)
B T

Por lo tanto, cuando S estd extremadamente cerca de T, la tasa instantanea forward para el

momento t y con vigencia hasta T esta expresado por f(t, T) y se define de la siguiente manera:

dInP(t,T) (2.3.9)

f&T) = ImF(TS) = ———

Transformando la anterior expresion en tiempo continuo obtenemos:

P(t,T) =exp (— JTf(t’ n) du) (2.3.10)

Tanto las tasas spot como las tasas forward permiten desarrollar el modelo SABR, su uso es
importante al momento de establecer las condiciones necesarias para que los supuestos de no

arbitraje se cumplan.

Uno de los instrumentos de tipo plain - vanilla son los derivados caplets, estos actian como
una opcion call, en el cual se negocia una tasa de interés y que permite al comprador asegurar
un flujo fijo de efectivo. La cotizacion de este tipo de instrumentos no se encuentra facilmente
en el mercado, para obtener su precio es necesario realizar métodos “boostraping” utilizando

los derivados caps o floors.



2.4. Capsy Floors

Una tasa de interés cap estd disefiada para limitar el incremento de una tasa de referencia

flotante (LIBOR). El nivel en el cual se establece el limite es la tasa cap (Hull, 2018).

Los instrumentos Caps puedes ser considerados como un portafolio de opciones de tasa de
interés con un vencimiento T, un monto nocional L, y una tasa cap R;. Se asume una estructura
temporal tq,t,,...,t,. Adicional R, representa la tasa de interés LIBOR observada en el
momento t;, con una duracion t, y t,.,. El activo cap genera un pago en el momento t;,,

igual a:

Léx max(Ry, — Ry, 0) (2.4.1)

O = tr41 — ti. Laanterior expresion define a un activo cap como una opcion call sobre la tasa
libor observada en el momento t; con un pago que se efectia en el momento t,, ;. El activo
cap es un portafolio compuesto por n opciones call, cuyas tasas LIBOR son observadas en los
momentos ty, t,, ..., t,, Y SUS pagos se efectdan en los momentos t,, ts, ..., t,,+1. Las n opciones

call se conocen como caplets.

Hull (2018) establece que el valor de una opcion caplet en el momento t;,; es equivalente a la

siguiente ecuacion.

L&k (2.4.2)
P E—— Ri — Rg, 0
15 Ryeo, 2% (Ri = Rk, 0)
Para conocer su valor en el momento t;, re escribiendo la expresion anterior de la siguiente
manera se obtiene:
L(1+ Rg)dk (2.4.3)

L————,0

El valor de un Cap o Floor también puede obtenerse desde una estructura de portafolio. Segln
Wu (2019), el precio de los caps implica conocer el precio de los caplets para diferentes
vencimientos. Para obtener el precio de los caplets Black (1976) elaboré una ecuacion cerrada,
la cual permite evaluar caplets de manera directa por medio de su volatilidad implicita. Shreve

(2004) define adecuadamente el uso de la formula como “Black Caplet”



2.5. Black Caplet formula

Se establece que el tiempo al vencimiento esté representado por &, el capital o monto nocional
es P,y el valor de ejercicio del cap es K, estos parametros seran valores fijos positivos. La tasa
de interés cap paga (6PL(6]-, 6j) — K)* enel momento 6(j + 1) paraj = 0, ..., n. Se considera
un contrato que paga L(T,T) en el momento T + § y cuyo precio es S(t). Utilizando como
numerario un bono cupén zero B(t, T + &). En términos de este numerario el precio del contrato
LIBOR es:

NOES { L(t,T),0<t<T (2.5.1)
Bt,T+6) W(TT),T<ST<T+$§

Al construir un modelo con un solo movimiento browniano bajo la medida de probabilidad P

que satisface las condiciones de no arbitraje, implica que la medida neutral de riesgo asociada

al numerario P(t, T + &) esta representada por la ecuacion (2.5.2):

(2.5.2)

PT+o(4) = D(T + 8)dP paratodo A € F

1
PO, T + 6)_]:4

t 2.5.3
WT+(t) — f o*(u, T + 8)du + W(t) (253)
0
Es un movimiento browniano bajo la medida PT+%, en este caso PT*% representa la medida de
probabilidad forward. Segin Shreve (2004) debe existir un proceso y(t,T) en t € [0, T] para

cada T. La siguiente ecuacion diferencial estocastica representa el proceso de la tasa LIBOR.

dL(t,T) = y(t, T)L(t, T)dWT*5(t),0<t < T (2.5.4)

Shreve (2004) relaciona el proceso y(t, T) a la volatilidad del bono cupén zero. En el caso de
que y(t,T) no sea un proceso aleatorio, L(t,T) sera log-normal bajo la medida PT*%, esto
permite obtener la siguiente formula Black para evaluar caplets. La siguiente formula representa

el precio de un derivado caplet en el momento cero.

P(0,T + 8)[L(0, T)N(d,) — KN(d_)] (2.5.5)



0\ = (2.5.6)

1 I L0, T) 1
log

- +—f y2(t, T)dtl
/fo y2(t, T)dt 0

2
De acuerdo a la formula de riesgo neutral, el precio del activo caplet en el momento cero es la
esperanza del factor de descuento con riesgo neutral del valor de ejercicio del derivado bajo la
medida P.

E[D(T + 8)(L(T, T) — K)*] (2.5.7)
B D(T + 6) N
=P(0, T + 8)E m(L(T, T)—K)

=P(0,T + &)ETS(L(T,T) — K)*

La solucién de la ecuacidn diferencial estocastica (2.5.4) es:

T t

1 2.5.8
y(&, T)AWTHo(t) — > f (2:38)
0

L(T,T) = L(0,T)exp {f y2(t, T)}
0

En donde y(T) es igual a /%yz(t, T)dt. Shreve (2004) define que la integral de Ito

fOTy(t, T)dWT+9(t) posee una distribucion normal aleatoria bajo la medida PT*9, con media
zero y varianza y2(T)T, por lo tanto se puede reescribir la integral como —y (T)VTX, X siendo

igual a la distribucion normal aleatoria — vy, T)dWT+9(t) bajo la medida PT+9.

1 T
y(TNT fO
L(T,T) = L(0,T)e "™T X=3 YT (25.9)

Reemplazando L(T,T) (2.5.9) en el valor esperado del derivado caplet (2.5.7), se obtiene:

1 + 2.5.10
ET+8(L(T, T) _ K)+ — ET+5 I(L(O' T)e_V(T)\/TX—E)/Z(T)T _ K) l ( )



Por lo tanto:

ET*S(L(T, T) — K)* = Black(T,L(0,T); K,0,y(T)) (2.5.11)
=L(0,T)N(d,) —KN(d.)
Las ecuaciones de riesgo neutral para el precio del caplet son (2.5.5) y (2.5.6).

A pesar del uso generalizado del modelo Black (1976), posee deficiencias al describir como
una constante la volatilidad implicita del contrato caplet/floorlet. Modelos con volatilidad
estocastica explican de mejor manera por qué las opciones con diferentes strikes tiene diferentes
volatilidades implicitas, este tipo de modelos asume de una manera mas realista la dinamica del

valor del activo subyacente (Gatheral, 2006).

2.6. Estructura de los Modelos de volatilidad.

El precio de un activo puede cambiar en cualquier momento, el modelo SABR al usar una
volatilidad estocastica y tener procesos continuos permite estimar resultados mas cercanos a la
realidad del mercado. Adicional, el marco metodolégico de los modelos continuos debe cumplir
con las condiciones de no arbitraje. En los siguientes apartados se define los elementos

necesarios para la construccion del modelo SABR.

2.6.1. Movimiento Aleatorio, “Brownian Motion”

Un movimiento browniano es un proceso estocastico continuo, W, o W(t),0 <t < oo, este
proceso se puede interpretar como una coleccidn de valores reales aleatorios X (t,w),0 <t <

T que se encuentran en el espacio de probabilidad (Q, F, P) (Wu, 2019).

Baxter y Rennie (1996), definen el movimiento browniano como la construccién de un conjunto
de proceso binomiales. X3, X, ... s una secuencia de variables aleatorias binomiales que pueden
tener valores +1 o -1 con igual probabilidad (), los movimientos hacia arriba o hacia abajo

son de igual tamafio 1/+/n. El valor de W,, en el paso i, esta definido por:

(2.6.1)

i i—1\ X; ,
Wn(—)z Wn( - )+ \/_ﬁ paratodoi =1



Se puede observar una convergencia en el momento que n tiende a aumentar, Baxter y Rennie
consideran que en la distribucion de W, en el primer momento puede haber n 4+ 1posibles
valores en un rango de —/n a+/n, pero la distribucion siempre sera de media cero y una unidad
de varianza. Adicional, el teorema de limite central establece barreras a esta distribucion
binomial, a medida que n incrementa, la distribucion de W, (1) tiende entorno a la unidad

normal N(0,1). Por lo tanto, el valor de W,,(t) es igual a:

B noX; (2.6.2)
W, () =Vt <—\/E )

La distribucion del ratio de la ecuacién (2.6.2) tiende bajo el teorema de limite central a una
normal N(0,1) de las variable aleatorias. Cada movimiento aleatorio W, cumple con la
propiedad de independencia entre sus futuros movimiento en el tiempo. Se debe afadir, que
bajo la medida de probabilidad P los movimientos en el momento W,,(s + t) — W, (s) tienen
una distribucion binomial, media cero, varianza t y son independientes de los eventos en el

momento s, F.

2.6.2. Martingala

Los modelos estocasticos continuos deben ser construidos bajo condiciones de no arbitraje, es

decir que las dindmicas de las tasas a estimar bajo una especifica medida deben ser martingala.

El concepto de martingala bajo procesos estocasticos continuos es muy similar al proceso con
tiempo discretos, la interpretacion es; dada la informacién actual, no se puede predecir un
evento en el futuro. {M(t)} es un proceso estocastico continuo en un espacio de probabilidad
{Q,P,F,F.}, donde {F., t = 0} es una estructura de informacion. {M(t)} es martingala si
E{|[M(t)|} < oo, t = 0y paratodo s > t (Lin, 2006).

E{M(s)| F:} = M(t) (2.6.3)
La definicion es equivalente a:

E{M(s) — M()| Fe} =0



E{M(s)/M(t)| F:} =1, solosi M(t) >0

Adicional, las siguientes propiedades se generan de esta definicion:

i. Paratodo t, E{M(t)} = M(0), la esperanza de una martingala se mantiene constante en
el tiempo.
ii. Para toda variable aleatoria Y en F; con E{|Y|} < oo, el proceso estocastico
{M(t) = E{Y|F}},0 <t <T esmartingala.
iii.  Siuna martingala {M(t)} tiene incrementos independientes, entonces E{M(s)|M(t)} =
M(t), la estructura de informacion F, puede ser reemplazada por la estructura de

informacidn generada por M(t)

2.6.3. No arbitraje en tiempo continuo

Para definir el no arbitraje en tiempo continuo se utilizd los supuestos analizados por Harrison
y Kreps (1979) y por Harrison y Pliska (1981). Se empieza considerando el horizonte de tiempo
T > 0, el espacio de probabilidad (@, F, Q) y la filtracion continua F = {F.:0 <t <T}. En
una economia con K + 1 activos sin dividendos, cuyos precios son modelados por K + 1
dimensiones adaptados a ser semi martingalas S = {S;:0 <t < T} y sus componentes
59,51, ...,5% son positivos. El activo con S° representa una cuenta bancaria del mercado

monetario, su precio se define bajo la siguiente ecuacion:

ds® = r,.S0dt (2.6.4)

SJ = 1y, es latasa instantanea de corto plazo en el momento t, para la presente investigacion

S92 = B(t) y el factor de descuento es 1/52 = D(0,t).

Una estrategia de negociacién es un proceso ¢ = {¢:0 <t < T}, sus componentes
d°, ¢, ..., % poseen barreras y son predecibles. El valor de cada estrategia ¢ esta definido

por:



K (2.6.5)
V(@) = ¢¢Se = Z PESE, 0<t<T,
k=0
Y el proceso de ganancias asociado a la estrategia ¢
(2.6.6)

¢ K ¢
Gt<¢>=f ¢udsu=2f¢5dsg, 0<t<T
0 k=0"0

El componente k en la estrategia ¢ ¥ esta interpretado como el niimero de unidades en posesion
de un inversor en el momento t. V.(¢) y G:(¢) son respectivamente interpretables como el
valor de mercado del portafolio ¢, y las ganancias acumuladas realizadas por el inversor hasta

el momento t adoptando la estrategia ¢.

Una estrategia de negociacion ¢ se auto financiasolo si V(¢) =0y

Ve(@) = Vo (@) + Ge(¢) (2.6.7)

Una estrategia es autofinanciable si el valor de la estrategia cambia debido a cambios en el
precio del activo, es decir, en la estrategia no hay entradas o salidas de dinero. Segun Harrison
y Pliska (1981) ¢ es una estrategia que se autofinancia si y solo si D(0, t)V;(¢) = Vy(¢) +
fot ¢,d(D(0,u)S,). Adicional, se define la relacion entre el concepto de no arbitraje y la

medida de probabilidad equivalente a la medida martingala.

Una medida equivalente martingala Q es una medida de probabilidad en el espacio (Q,F) que

posee las siguientes caracteristicas:

i. QpYy Q son medidas equivalentes, Q,(A4) =0siysolossi Q(4A) =0, paratodo A € F
ii. Laderivacion de Radon-Nikodym dQ/d Q, pertenece a L2(Q, F, Qo)
iii.  Elfactor de descuento D(0,.)S es (F,Q) — martingala, es decir E(D(0,w)S¥|F,) =
D(0,u)Sk, paratodo k = 0,1,..,Kytodo0 <u<t<T

Una oportunidad de arbitraje es definida como una estrategia que se autofinancia ¢ tal que
Vo(¢p) = 0 pero que Q,{Vr(¢) > 0} > 0. Harrison y Pliska (1981) establecen que la existencia de

una medida equivalente a un martingala implica eliminar oportunidades de arbitraje.



Para esto definen que un reclamo contingente! puede ser una variable aleatoria que sea positiva y
cuadrado integrable en el espacio (Q, F, Q). El reclamo contingente puede ser H, el cual puede
ser utilizado solo si existe autofinanciamiento ¢ de tal manera que V;(¢) = H. La estrategia ¢

genera Hy m, = V;(¢) es el precio en el momento t asociado con el activo H.

Para demostrar la ausencia de arbitraje bajo una unica solucion asociada al reclamo contingente,
se estable el siguiente supuesto; se asume que existe una medida equivalente entre Q y H. Por

cada momento en el tiempo 0 < t < T, existe un unico precio m, asociado a H.

. = E(D(t, T)H|F,) (2.6.8)

Cuando el conjunto de medidas martingala equivalentes no este vacio, entonces es posible
obtener un precio Unico de no arbitraje asociado a cualquier reclamo contingente. Este precio
esta dado por la esperanza del factor de descuento del activo reclamo contingente bajo la medida

Q equivalente a Q.

Harrison y Pliska (1981) concluyen que un mercado financiero esta completo, es decir sin
arbitraje si y solo si existe una Unica medida martingala equivalente. Por lo tanto, la existencia
de una unica medida martingala no solo garantiza la ausencia de arbitraje también permite la

derivacion de un precio unico asociado al activo reclamo contingente.

2.6.4. Cambio de numerario

Los aportes de Harrison y Pliska permitieron comprender la importancia de una medida
equivalente. Sin embargo, la metodologia para el desarrollo del modelo SABR, utiliza la técnica

de cambio de numerario propuesta por Jamshidian (1989).

El numerario forma parte del proceso de evaluacion de derivados financieros, segin Shreve
(2004) este puede ser cualquier activo con valor positivo, adicionalmente, este activo debe estar
asociado a una medida de riesgo neutral. En general un numerario Z puede ser representado
como una estrategia de autofinanciamiento ¢. Un numerario Z es un activo de referencia, se
escoge con el objetivo de normalizar otros activos. Al escoger el numerario se obtiene precios
relativos S*/Z,k =0,1,...,K, esta definicion se puede ampliar a la estrategia de

autofinanciamiento:

! Contingent claim o reclamo de contingencia; se define como un derivado cuyo valor depende del precio de otro
activo o que depende de la ejecucion de un evento en especifico.



K (2.6.9)
avi(®) = ) pdsk
K=0

Para generalizar la medida martingala equivalente mediante la eleccion de un numerario, se

realiza el siguiente supuesto. Se asume que existe un numerario N y una medida de probabilidad

Q", la cual es equivalente a la medida martingala Q,, de tal forma que el precio de cualquier

activo X relacionado con el numerario N es martingala bajo Q™.
Xt

Xt
—= EN{—T} 0<t<T

(2.6.10)

Es decir, si U es un numerario arbitrario. Entonces existe una medida de probabilidad QY
equivalente a la medida martingala Q,. Por lo tanto, el precio de cualquier activo Y normalizado

por U es martingala bajo la medida Q.

Y Yr
—=EU{—?} 0<t<T

Brigo y Mercurio (2006) describen los pasos para obtener la derivacién Radon-Nikodym. Dada
la definicion de la medida martingala equivalente Q, para cualquier activo Z, la esperanza del

precio relativo es igual:

EN ﬁ] — Uy Zr (2.6.11)
Ny Ny Ny
Adicionalmente, bajo Radon-Nikodym
EN Z_T] _gu ﬁdQN (2.6.12)
Ny Nz dQv

Por medio de la derivacion Radon-Nikodym se define la medida QY, la ecuacion (2.6.13) se

obtiene igualando las dos ecuaciones anteriores (2.6.11) y (2.6.12):



dQU _ UrN, (2.6.13)
dQN — UyNy

2.6.5. Medida Terminal o Medida Forward

Encontrar la medida equivalente que permita generar procesos martingala forma parte
fundamental en la construccion del modelo SABR. Kwok (1998) asume la existencia de una
medida con riesgo neutral Q bajo la cual los factores de descuento son Q — martingalas, esto
implica la ausencia de oportunidades de arbitraje. f(X7) representa el pago al vencimiento del
derivado, en el cual, el precio del activo subyacente es modelado por el proceso estocéstico X;,
bajo estas condiciones el precio de un derivado financiero de tipo europeo en el momento t,

t < T, esexpresado de la siguiente manera.

Vo= Ef[e I et p(xp)] (2.6.14)

E{, representa la esperanza bajo la medida Q en la filtracion F,. Para obtener el precio del
derivado es necesario utilizar un numerario que coincida con el plazo a vencimiento del activo,
se utiliza entonces un bono cupén zero P(t, T) como numerario y la medida asociada al bono
con vencimiento en T representa la medida T — forward o medida terminal y sera expresada
por Q7, por lo tanto QT equivale a la medida bajo la cual todos los activos normalizados
respecto a P(t,T) son Q7 — Martingalas, dado que P(¢t,T) = 1, el precio del derivado en el

momento (t, T) estaria relacionado de la siguiente manera:

Xt (2.6.15)

——— = FE'Y%[X;], t<T
P(t,T) orlX7]

Lo expuesto también es consistente para toda tasa forward que venza en el momento T, esta

sera martingala bajo la medida T — forward.

ET{F(;S,T)|F}=F(wST), 0<Su<t<S<T (2.6.16)

La tasa forward entre los intervalos de tiempo [S, T] es la esperanza bajo QT de la tasa spot en

el momento S que vence en el momento T.

ET{L(S,T)|F, = F(¢t;S,T)} (2.6.17)



2.6.6. Modelo SABR

La presente investigacion utiliza el modelo multidimensional con volatilidad estocastica SABR.
Fue creado con la finalidad de obtener una curva de volatilidad que refleje el comportamiento
del mercado. Hagan (2002) justifica su uso comparandolo con los modelos Black (1976) y el
modelo de Dupire (1994) en ambos casos existe una pérdida de precision en la prediccién del
valor de caplets y floorlets

El modelo SABR esta compuesto por una volatilidad estocastica en donde el precio del activo
subyacente y la volatilidad se encuentran correlacionados. Hagan et al. (2002) determinan el
precio de las opciones estilo europeo usando la teoria de perturbacion singular, por medio de
estos precios desarrollan una aproximacién algebraica de la formula de volatilidad implicita
(2.6.27), la cual es una funcién que depende del precio a futuro del activo subyacente y del
strike de la opcidn. La ecuacion cerrada de volatilidad permite obtener el precio del derivado
financiero y los riesgos de mercado (Delta, Gamma, Vega) al ser utilizada como input de la
ecuacion cerrada Black (1976). Adicionalmente, en la practica el modelo SABR ha demostrado

un excelente ajuste a las curvas de volatilidad observadas en el mercado.

Para analizar la estructura del modelo SABR se empieza considerando una opcion europea call
para un activo A con un tiempo de ejecucion igual a t,, y un tiempo de liquidacion igual a tg,;.
El precio de la opcion esta definido por F(t), el cual puede ser representado como un contrato a
futuro del precio del activo subyacente que vence en tg.:. f = F“(o) es el precio a hoy del activo,
D es el factor de descuento. De acuerdo a lo visto sobre las condiciones Martingala, existe

una sola medida equivalente que asegura no arbitraje en el mercado, en este caso es la medida
forward, bajo la cual el valor de una opcidn Europea puede ser escrita en términos de su valor

esperado.

Vear = Dty E{[Fieury — K] 1Fo} (2.6.18)

Y el valor correspondiente al put europeo es:

Vput = D(tset)E {[K - F(tex)]-'- |TO} (2619)



= Veau t D(tset) [K — f]

F, representa la informacion disponible en el momento t = 0. La teoria martingala establece
que el precio F(t) es martingala bajo su medida forward y por lo tanto posee la siguiente

dinamica.
F=c(@xdw, Fg = f (2.6.20)

El coeficiente C(t,*) puede ser deterministico o aleatorio y depende de la informacion que
resulte en el momento t. Hasta el momento se analizo las condiciones de no arbitraje. Para

determinar el coeficiente C(t,*) es necesario definir un modelo matematico.

Hagan et al. (2002) definen el modelo a usar para C(t,*) basandose en las limitaciones e
inconvenientes que presentan los modelos Black (1976) y el modelo “Local Volatility” de
Dupire (1994).

Black (1976) establece que C(t,*) es igual a aBﬁ(t), en donde o €s una constante, por ende, el

precio forward del activo F(t) es entonces un movimiento browniano geométrico.

El valor esperado del modelo Black de una opcion Europea da como resultado las ecuaciones
(2.6.22).

Vea = Diteon{fN(d1) — KN(d)} (26.22)

Vput = Veau + D(tset)[K - fl

Todos los parametros de ecuacion cerrada de Black (2.6.22) son observables excepto por o5.
La volatilidad implicita representa el valor de oz bajo el cual el precio de la opcidn coincide
con el precio del mercado. En efecto, para Black (1976) la volatilidad oz es Unica para cada

opcidn, por ende, para que o coincida con el precio del mercado, esta debe variar acorde al



strike K'y el tiempo de ejecucion t,,, lo cual significaria que diferentes modelos se deben

aplicar paracada K y t,,.

Lo mencionado conlleva a la primera limitacion el modelo Black (1976) al carecer de
consistencia al momento de evaluar opciones exoticos que poseen mas de un strike para su
ejecucion. De lamisma manera, en el caso de cubrirse de riesgos del mercado para un portafolio
de opciones con diferentes strikes, dado que, diferentes modelos (o3) dependiendo de K deben
usarse para obtener el precio de cada opcion, las tasas Delta 0 Vega no resultan consistentetes
al momento de intentar mitigar variaciones del activo subyacente o de la volatilidad.

Una de las soluciones para el problema de consistencia del modelo Black es la propuesta por
Dupire (1994) y Derman (1995). Dupire (1994) asume que C es Markoviano; C = C(t, F), por

lo tanto, C(t,*) bajo el modelo “Local Volatility” esta representado por la siguiente funcion

dF = 01o.(t, YFdW, Fqy = f (2.6.23)

Dupire (1994) establece que o;,.(t, F) se obtiene directamente del mercado por medio de una
calibracion, el mecanismo de este procedimiento es utilizar la funcion de o,,.(t, F) y evaluar
el precio de las opciones. Con el propdsito de obtener el precio tedrico, se manipula a discrecion
010 (t, F) hasta que los precios tedricos de las opciones coincidan con las del mercado. Una vez
calibrado el modelo, se obtiene un a,,.(t, F) consistente, el cual reproduce el precio de las
opciones para diferentes strikes. Ahora, es factible evaluar opciones exdticas y letras griegas
comparables con otros strikes. Hagan et al. (2002) determinan bajo el método de perturbacion
singular que el modelo “Local Volatility” estima una sonrisa y sesgo de la volatilidad contraria
a las variaciones en el precio del activo subyacente, cunado en la realidad, el mercado muestra
que la sonrisa y sesgo de la volatilidad se mueve en misma direccién que los cambios del

subyacente.

La propuesta de Hagan et al. (2002) para solucionar la interpretacién de los movimientos de la
curva de volatilidad del modelo “Local Volatility”. Es desarrollar un modelo de dos factores,
la eleccion del segundo factor se baso en la experiencia de mercados donde muestran periodos
de baja 0 muy caotica actividad, lo cual sugiere que la volatilidad no es constante, es una funcion
aleatoria del tiempo. Manteniendo el esquema de C(t,*), el modelo definido es aF?, la
volatilidad @ es un proceso estocastico, por lo tanto, el modelo SABR establece el precio futuro

del activo y la volatilidad mediante las funciones (2.6.24) y (2.6.25).



dF(t) = ap(O)F(t)PrdWg, (1) (2.6.24)

day(t) = vea,(t)dWy, (t) (2.6.25)

F, (t) representa la tasa de interés forward con vencimiento Ty, a(t) la volatilidad, g es el
coeficiente de elasticidad y v, es la volatilidad de la volatilidad. Tanto el proceso Wiener

W, (t) como W, (t) se encuentran correlacionados:

EX[dWp, (O Wy, ()] = pi (D) (2.6.26)

Hagan et al. (2002) obtienen la volatilidad implicita oz(K, f), por medio de técnicas de
perturbacién singular para obtener el precio de opciones europeas. El resultado de esta
metodologia establece que bajo el modelo SABR, el precio de una opcion europea esta dado
por la ecuacion cerrada de Black (2.6.22), y su volatilidad implicita oz (K, f) esta representada

por las ecuaciones (2.6.27) y (2.6.28).

7 () (2.6.27)
— Ay
(yFk)(l_Zﬁk) [1 + %lnz (%) + (11_9—235)2[”4 (%) + ]
Z
% (X(Zkk)>

1- ﬂk)z akz 1 ppfrvra, 2 - 3Pk2
x 41 - 2| X T,
{ 1720 GoE famye et T v X e

En donde:

Z = %(yFk)(l_TBk)ln (%) (2.6.28)



V1= 2pzi + 22 + 2 — pr
1-px

X(Zk) =lIn

Cada uno de los parametros ay, Bk, Vi, px tiene una directa influencia en el comportamiento
de la curva de volatilidad. El efecto del parametro «; sobre la curva de volatilidad es moverla
de arriba hacia bajo con ningun impacto en la forma de la curva, el grafico 2.6-1 muestra su

influencia:

2.6-1 Efectos de a, en la curva de volatilidad
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Fuente: (Christian Crispoldi, 2015)

La elasticidad constante de la varianza o CEV (Constant elasticity of variance) S, impacta en
la pendiente de la curva de volatilidad, sus valores pueden ir de 0 a 1. La explicacion intuitiva
en los cambios de la pendiente es el hecho de que el modelo puede cambiar de una forma

lognormal a una normal cuando g, disminuye, el gréafico 2.6-2 ilustra su efecto.



2.6-2 Efectos de 8, sobre la curva de volatilidad.
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Fuente: (Christian Crispoldi, 2015)

v, representa la volatilidad de a,, (t), el efecto de v, en la curva de volatilidad es incrementar

o disminuir su curvatura, el siguiente grafico muestra sus efectos:

2.6-3 Efectos de v, sobre la curva de volatilidad.
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Respecto a py el cual representa la correlacion que existe entre los movimientos brownianos de
F.(t) y ai(t), sus efectos sobre la curva de volatilidad son parecidos a B (CEV), los valores
de p, pueden ir de -1 a 1, la curva de volatilidad se vuelve mas inclinada a medida que p; se
acerca a -1, una correlacion negativa entre la tasa forward y la volatilidad significaria que la

volatilidad aumentaria a media que las tasas de intereses forward decrecen y viceversa.
2.6-4 Efectos de p, sobre la curva de volatilidad.
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A pesar de su capacidad predictiva el modelo SABR posee limitaciones debido a su estructura.
El modelo utiliza la medida forward para que los procesos estocasticos Fj (t) y a;(t) sean
martingala. Por lo tanto, las condiciones de no arbitraje aplican para una especifica tasa forward
y volatilidad, lo cual implica que el modelo no puede ser utilizado para la evaluacion de

instrumentos financieros que contemplan mas de un tiempo de liquidacion o “pay-off”.

Adicionalmente, observando los parametros que componen las ecuaciones diferenciales
(2.6.24) y (2.6.25) del modelo, no existe una dependencia con el tiempo y solo pueden ser
calibrados para un periodo en especifico. El modelo SABR no contempla la relacion entre tasas
forward, existen varias investigacion que resuelven o generan estructuras mas complejas para
modelar los procesos de tasa de interés, para los interesados pueden utilizar los aportes de
Hagan y Lenslewski (2008) o Rebonato y White (2009).



3. Implementacion del modelo SABR

El estudio de la volatilidad implicita se ha convertido en uno de los temas centrales para la
evaluacion de derivados financieros. A pesar de su uso generalizado, la evidencia ha
demostrado que el modelo de Balck (1976) posee limitaciones en la prediccion de los precios
de opciones financieras, debido a que los supuestos requeridos no son aplicables en el mundo
real (Gatheral, 2006). Para solucionar esta problematica se han desarrollado diferentes modelos
que permiten recrear la sonrisa de volatilidad. EI modelo SABR fue desarrollado con el
propdsito de estimar el precio de swaptions, caplets y floorlets. A diferencia de Black (1976),
el modelo utiliza una volatilidad estocastica para definir el proceso de la tasa forward, esta
metodologia permite estimar de manera precisa una superficie de volatilidad que contempla las

dindmicas del mercado.

3.1. Volatilidad implicita de Caps y Caplets

En el mercado existe Unicamente cotizaciones de derivados Caps/Floors, dada esta limitacion,
la volatilidad implicita de los instrumentos caplets, se obtiene mediante el precio de los
primeros. Para demostrar la relacion que existe entre estos dos instrumentos, Wu (2019)

representa el precio de Caps por medio de la siguiente ecuacion:

1 (3.1.1)
Cap() = )" By "'1;Blacks(£;(0), Ky, T, )
=0

n—1
Cap(n) = Z Caplet(j + 1,n)
j=0

Blacks representa la ecuacion (2.5.5), Caplet(j + 1,n) representa el caplet j del cap n, POT”1
es la tasa de descuento, y 7; no es mas que la fraccion de tiempo entre la fecha de inicio del
contrato y expiracién. Para obtener las volatilidades de los caplets se utiliza el procedimiento
llamado “bootstrapping”. De acuerdo a Hull (2018), la volatilidad flat es el promedio
acumulado de la volatilidad spot, y es la que cotiza en el mercado, es decir, es un Unico valor
gue al momento de incorporarla en la ecuacidon Black (2.5.5), se obtiene el valor del cap. Al
obtener el valor de cada uno de los caps se procede a encontrar la volatilidad implicita de los

caplets, el desarrollo de este procedimiento se encuentra documentado en la seccion 3.2.



La Tabla 3.1-1 muestra la cotizacién en el mercado de EUR Caps/Floors para el 31 de julio del

2013. A partir de estas cotizaciones del mercado EUR se pretende encontrar las curvas de

volatilidades de los instrumentos subyacentes caplets.

Tabla 3.1-1:

EUR Caps/Floors 31 Julio, 2013

Maturity/STK 0.25 0.5 1 1.5 2 2.25 2.5 3.0
1 108,77 97,30 91,35 89,69 88,99 88,78 88,62 88,37
2 108,04 91,49 81,01 78,03 77,23 77,15 77,16 77,34
3 93,71 78,79 67,96 64,82 63,97 63,85 63,83 63,93
4 89,08 74,78 63,42 59,19 57,31 56,76 56,36 55,84
5 83,27 70,05 58,73 54,03 51,68 50,94 50,38 49,59
6 78,31 66,15 55,21 50,36 47,77 46,90 46,21 45,22
7 75,26 63,64 52,80 47,69 44,78 43,77 42,96 41,75
8 72,36 61,32 50,76 45,57 42,49 41,38 40,47 39,08
9 69,15 58,84 48,73 43,62 40,51 39,36 38,40 36,88
10 67,10 57,03 46,99 41,78 38,52 37,32 36,32 34,81

Maturity/STK 35 4 5 10
1 88,19 88,04 87,80 86,84
2 77,60 77,88 78,42 80,09
3 64,12 64,33 64,73 65,94
4 55,55 55,38 55,24 55,37
5 49,10 48,78 48,42 48,09
6 44,54 44,07 43,47 42,59
7 40,93 40,34 39,59 38,83
8 38,07 37,33 36,32 34,94
9 35,74 34,85 33,58 31,41
10 33,74 32,96 31,90 30,72

Fuente: (Andong, 2013).

Para calcular las volatilidades de los caplets, el primer paso es interpolar entre las volatilidades

de los Caps (flat volatilities), el proposito es obtener una volatilidad flat para cada periodo de

vencimiento de cada caplet. La metodologia de interpolacion a utilizar es Cubic-Spline, se

determind su uso debido a la capacidad de obtener puntos en la curva de manera suavizada y

acoplandose de manera mas precisa a la estructura temporal de volatilidades. Como se puede



observa en la Figura 3.1-1, las volatilidades estimadas se ajustan correctamente a la tendencia

temporal del mercado.

Figura 3.1-1: Interpolacion por Strike.
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Fuente: Elaboracion propia en base a datos de (Andong, 2013)

La Figura 3.1-1 muestra los resultados de la interpolacion para cada uno de los strikes y cada

vencimiento. Debido a que los caps cotizan con caplets que presentan periodos a vencimiento
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cada seis meses, la interpolacion se realizé de manera semestral.




Tabla 3.1-2:

EUR Caps/Floors. Interpolacion

Maturity/STK 0.25 0.5 1 15 2 2.25 2.5 3.0 3.5
1 108,77 97,30 91,35 89,69 88,99 88,78 88,62 88,37 88,19
15 112,20 96,70 87,59 84,94 84,07 83,90 83,83 83,84 83,94
2 108,04 91,49 81,01 78,03 77,23 77,15 77,16 77,34 77,60
25 100,49 84,56 73,74 70,74 70,02 69,97 70,02 70,25 70,55
3 93,71 78,79 67,96 64,82 63,97 63,85 63,83 63,93 64,12
3,5 90,61 76,13 65,06 61,42 60,08 59,76 59,55 59,35 59,30
4 89,08 74,78 63,42 59,19 57,31 56,76 56,36 55,84 55,55
45 86,47 72,63 61,19 56,63 54,43 53,75 53,24 52,55 52,13
5 83,27 70,05 58,73 54,03 51,68 50,94 50,38 49,59 49,10
5,5 80,49 67,86 56,74 51,97 49,51 48,71 48,09 47,21 46,63
6 78,31 66,15 55,21 50,36 47,77 46,90 46,21 45,22 44 54
6,5 76,65 64,80 53,93 48,94 46,19 45,25 44,50 43,40 42,64
7 75,26 63,64 52,80 47,69 44,78 43,77 42,96 41,75 40,93
7,5 73,87 62,50 51,77 46,59 43,56 42,50 41,63 40,33 39,41
8 72,36 61,32 50,76 45,57 42,49 41,38 40,47 39,08 38,07
8,5 70,73 60,07 49,73 44,59 41,48 40,35 39,41 37,94 36,86
9 69,15 58,84 48,73 43,62 40,51 39,36 38,40 36,88 35,74
9,5 67,86 57,78 47,79 42,69 39,53 38,36 37,38 35,85 34,71
10 67,10 57,03 46,99 41,78 38,52 37,32 36,32 34,81 33,74

Maturity/STK 4 5 10
1 88,04 87,80 86,84
15 84,07 84,35 85,26
2 77,88 78,42 80,09
2,5 70,85 71,41 73,08
3 64,33 64,73 65,94
3,5 59,32 59,45 60,07
4 55,38 55,24 55,37
45 51,87 51,59 51,46
5 48,78 48,42 48,09
55 46,23 45,75 45,10
6 44,07 43,47 42,59
6,5 42,11 41,43 40,61
7 40,34 39,59 38,83




7,5 38,75 37,89 36,93

8 37,33 36,32 34,94
8,5 36,03 34,86 33,00
9 34,85 33,58 31,41
9,5 33,83 32,57 30,54
10 32,96 31,90 30,72

Fuente: Elaboracion propia en base a datos de (Andong, 2013)

El proceso de interpolacion refleja que la mayor parte de los datos estimados se acopla al
comportamiento del mercado. Las volatilidades obtenidas seran utilizadas como inputs para
encontrar el precio y la volatilidad de cada uno de los caplets, su procedimiento es explicado

en la siguiente seccion.



3.2. Bootstrapping

Al obtener las volatilidades implicitas de los caps de manera semestral, es posible obtener el
precio de caplets y por ende su volatilidad. El primer paso es evaluar las caps, para esto es
necesario conocer tres variables; la tasa forward, la tasa de descuento y la volatilidad del
mercado. La Tabla 3.2-1 muestra los datos utilizados en la formula Black (2.5.5) para obtener
el precio de cada uno de los derivados caps.

Tabla 3.2-1:

Curva de tasas OIS a 6 meses, EURIBOR6M

Time Start inct TN poctorstart FactorEng FOard Rate
28/6/2013  2/7/2013 0,01 1,0000 1,0000 0,0006
3/7/2013 2/1/2014 0,51 1,0000 0,9994 0,0013
3/1/2014 2/7/2014 0,50 0,9994 0,9982 0,0022
3/7/2014 2/1/2015 0,51 0,9982 0,9965 0,0035
3/1/2015 2/7/2015 0,50 0,9965 0,9941 0,0047
3/7/2015 2/1/2016 0,51 0,9941 0,9904 0,0073
3/1/2016 2/7/2016 0,50 0,9904 0,9859 0,0091
3/7/2016 2/1/2017 0,51 0,9859 0,9797 0,0124
3/1/2017 2/7/2017 0,50 0,9797 0,9725 0,0146
3/7/2017 2/1/2018 0,51 0,9725 0,9642 0,0169
3/1/2018 2/7/2018 0,50 0,9642 0,9551 0,0191
3/7/2018 2/1/2019 0,51 0,9551 0,9453 0,0202
3/1/2019 2/7/2019 0,50 0,9453 0,9349 0,0222
3/7/2019 2/1/2020 0,51 0,9349 0,9239 0,0231
3/1/2020 2/7/12020 0,50 0,9239 0,9124 0,0250
3/7/2020 2/1/2021 0,51 0,9124 0,9005 0,0256
3/1/2021 21712021 0,50 0,9005 0,8885 0,0272
3/7/2021 2/1/2022 0,51 0,8885 0,8761 0,0275
3/1/2022 2/7/2022 0,50 0,8761 0,8634 0,0291

Fuente: Elaboracion propia en base a datos de (Andong, 2013)

El proceso bootstrapping se baso en la investigacién de Wu (2019), el cual utiliza como punto
de partida la cotizacion del cap con menor tiempo a vencimiento, en este caso es un afio, para

poder utilizar la volatilidad implicita del cap con menor duracion, se establece que la volatilidad



es constante entre cada periodo de cotizacion. Por lo tanto, el caplet para el primer periodo (un

afio) tiene el siguiente valor:

Caplet(1,1) = Py ‘ATo(fo(To) — Kn)* (32.2)
En donde:

Ocaplet(0,0) = Ocap(0,0)

fo representa la primera tasa forward. Para encontrar la volatilidad del caplet que inicia en un
afio y vence en seis meses, se resta el valor del caplet inicial de un afio al cap de un afio y seis

meses, la siguiente ecuacion representa el procedimiento a realizar:

n-l (3.2.2)
Cap (1.5) — Caplet(1,1) = Z Caplet(2,2)
j=1
-1
= > P,*AT;Black(f1(0), Ky, Ty, 01)
1

S

-
1l

La primera parte de la ecuacion (3.2.2) representa el valor del caplet a 1.5 afios, al momento de

obtener su precio, permite encontrar su volatilidad implicita, es decir:
0, = volatilidad implicita(caplet(2,2))

La volatilidad implicita se obtiene por medio de la metodologia Newton — Raphson. El
algoritmo de Newton es un método utilizado para encontrar la raiz de una funcién en especifico,
para poder utilizar el método Newton es necesario conocer la derivada de la funcion. De
acuerdo a Kiusalaas (2013), Newton — Raphson puede representarse por medio de la expansion

de Taylor de la funcion f(x) respecto a x.

f(xeer) = fxe) + () (Xepr — X¢) + 0(Xpg1 — X1)? (3.2.3)

Si x;,4 es laraiz de la funcion f(x) = 0, la ecuacion (3.2.3) se convierte en:

0=Ff(0c)+ fOe)esr —xp) + 0(Xpyq — xt)2 (3.2.4)

Asumiendo que x; se un valor cercano a x;,, Se puede eliminar la Gltima parte de la ecuacion

(3.2.4) y resolver respecto a x;, 1, €l resultado es la formula de Newton-Raphson:



f@ (3:2.5)
f(xe)

Por lo tanto, para aplicar la formula de Newton-Raphson, se debe definir la funcion f(x;) y su

Xe+1 = Xt

derivada. En este caso, f(x;) es igual a la siguiente ecuacion:

n-1 (3.2.6)
f(x,) = Caplet (2,2) — Z P?AT, Black( f,(0), Ky, Ty, 01)
j=1

La derivada de la funcion (3.2.6), no es mas que vega, es decir la derivada la formula Black

respecto oy, el cual es el valor a encontrar. f“(x,) en este caso seria igual a:

f(x) = fe TEN(d Ve (3.2.7)

Le cddigo del método Newton — Raphson en Python se puede observar en el anexo |, a manera

de ejemplo, la Figura 3.2-1 representa la funcién (3.2.6) aplicada para el strike 0.25 y caplet con

vencimiento en 1.5 afios.

Figura 3.2-1: Método Newton — Raphson aplicado a f (x;), strike 0.25, vencimiento 1.5 afos.
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Fuente: Elaboracion propia.

Se busca encontrar el punto en el cual f(x;) converge a cero, se debe definir un valor estimado
inicial en el que x;, en este caso a;, sea cercano al valor bajo el cual la funcion f (x;) converge,

en este ejemplo se usé un valor de sigma entre 1.0 y 1.2, al realizar las iteraciones se obtiene la



volatilidad del caplet, en el ejemplo, el resultado final del caplet con vencimiento a 1.5 afios fue
un sigma de valor 1.04.

El procedimiento se repite para obtener la volatilidad del caplet que inicia en 1.5 afios y vence
en el afio 2. En este caso el cap a 2 afios comprende los caplets 1, 1.5y 2 afios, es decir n = 3,
al igual que el caplet de 1.5 afios, si se resta los dos primeros caplets al valor de cap se obtiene
el valor del caplet con vencimiento a dos afios, se aplica nuevamente la funcion Newton —
Raphson, para encontrar su volatilidad implicita, el procedimiento se repite acorde a los caps
disponibles por tiempo a vencimiento. Wu (2019) expresa el procedimiento mencionado de

manera generalizada mediante la siguiente expresion:

k-1 (3.2.8)
Cap(n) — Z Caplet(j + 1,n)
j=0
n-1
= Z Caplet(j + 1,n), paran =k +1
=k

-

La parte izquierda de la ecuacién (3.2.8) representa el valor de cada caplet, es decir para n =
k + 1, existe un uUnico valor Caplet(k + 1,k + 1), por medio del cual se puede obtener la
volatilidad implicita.

o = volatilidad implicita(Caplet (k + 1,k + 1))

Existen varias limitaciones al aplicar esta metodologia de bootstrapping, en algunos casos el
valor del caplet puede llegar a ser negativo 0 muy bajo para poder obtener la volatilidad
implicita mediante las funciones de Newton — Raphson. Otra de las limitaciones, es al momento

de la interpolacion, este procedimiento puede generar oportunidades de arbitraje.

Una de las formas de resolver la primera limitacion es reemplazando la funcion Black por el
modelo Bachelier, su uso se aplica en mercados donde las tasas son bajas, ejemplo de este tipo
de mercados son los EUR, CHF y Escandinavos. Para el desarrollo de la metodologia se utilizd

el modelo Black (volatilidades log — normal).

Dado que se intenta obtener curvas de volatilidad para cada tiempo a vencimiento, y debido a
que en algunos casos al momento de iterar la funcion de Newton — Raphson no llegaba a
converger, se opta por limitar la basqueda de volatilidades implicitas de caplets Unicamente

para cinco afos. Los resultados se pueden observar en la siguiente tabla.



Tabla 3.2-2: EUR Caplets, volatilidad implicita

Maturity/STK 0,25 0,5 1 1,5 2 2,25 2,5 3 3,5
1 108,77 97,30 91,35 89,69 88,99 88,78 88,62 88,37 88,19
1,5 104,91 95,00 87,37 85,14 84,12 83,85 83,70 83,64 83,71
2 99,03 84,87 83,15 78,62 74,97 74,44 74,52 75,74 77,07
2,5 95,40 80,24 73,90 69,13 66,04 65,60 65,68 66,78 68,05
3 83,67 72,86 65,72 63,07 61,76 61,55 61,55 61,98 62,56
3,5 81,74 71,27 64,63 60,97 58,31 57,47 56,90 56,38 56,37
4 75,00 65,33 58,26 54,19 50,06 48,19 46,56 44,46 44,53
4,5 72,15 62,07 52,97 52,94 51,38 49,62 47,58 43,72 42,01
5 67,85 56,61 49,99 48,35 44,32 41,58 38,74 33,85 31,85

Maturity/STK 4 5 10
1 88,04 87,80 86,84
1,5 83,72 83,79 84,14
2 77,48 77,92 79,56
2,5 68,63 69,57 71,73
3 62,72 59,70 62,53
3,5 56,52 56,79 62,26
4 46,60 47,20 53,22
4,5 43,32 44,14 47,48
5 33,53 35,48 39,81

Fuente: Elaboracion propia en base a datos de (Andong, 2013)

Al obtener las volatilidades implicitas para cada uno de los caplets, se procede a desarrollar el
proceso de calibracion del modelo SABR. El primer paso de la calibracion es analizar el

comportamiento del mercado, para esto la Figura 3.2-2 muestra su superficie de volatilidad.



Figura 3.2-2: Superficie de volatilidad del mercado de caplet/floorlets al 31 Julio, 2013
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Fuente: Elaboracion propia en base a datos de (Andong, 2013)

En la Figura 3.2-2 se puede observar como la volatilidad implicita de los caplets tiene un
decrecimiento monotdnico a medida que el tiempo a vencimiento aumenta. Adicionalmente, el
comportamiento de las volatilidades muestra que los valorares méaximos se encuentran en los
strikes mas bajos. En el siguiente apartado se intenta replicar el comportamiento del mercado
por medio del modelo SABR, la visualizacion de la superficie de volatilidad permite tener

estimaciones iniciales sobre los parametros que componen el modelo?.

La siguiente seccion presenta las metodologias computacionales que se utilizaron para la
desarrollo del modelo SABR, por medio de la herramienta estadistica Python se utilizaron

técnicas de calibracion propuestas por Hagan et al. (2002) y Crispoldi et al. (2015).

2 En caso necesitar observar la curva de volatilidad por tiempo a vencimiento y strike dirigirse al anexo |1



3.3. Calibracién del modelo SABR

Existen diversas metodologias para la calibracion del modelo SABR, para los fines de la
presenta investigacion, se utilizd como referencia la investigacion realizada por Hagan et al.
(2002). Para la calibracion Haga et al. establecieron una metodologia asintotica con el objetivo
de obtener la volatilidad implicita de Black o (y), el desarrollar una volatilidad estocastica,
proviene de la necesidad de simular momentos de alta inestabilidad en los mercados y asume
que no es constante en el tiempo, en cambio es una funcion aleatoria en el tiempo. La funcion

de volatilidad o (y) esta representada por la ecuacion (2.6.27).

El primer paso es ajustar la informacion del mercado a cada uno de los parametros del modelo
Ak, Br Uk, Pr,» dado que los parametros By, y pj tienen efectos similares en la estimacion de la
curva de volatilidades, es necesario fijar uno de ellos. En la practica, se decidid fijar el
parametro Sy, la decision fue tomada debido a los resultados observados al momento de ajustar

la curva de volatilidades del modelo SABR a las cotizaciones del mercado.

Por lo tanto, al fijar S8, los pardmetros restantes a encontrar son; ay, px, V. Cada uno tiene un
efecto diferente en la curva, a;, controla la altura, p, la pendiente y v controla cuanto la curva
de volatilidad abarca del mercado, es decir, las posiciones “on the money” (OTM) e “in the
money” (ITM).

En el caso del pardmetro S, puede ser determinado de dos maneras, la primera es por medio de
la observacién histérica del movimiento de la curva, es decir, Haga et al. establecen que de

acuerdo de la volatilidad oz (f, f) ATM calificada como “Backbone” se puede visualizar el

valor estimado de By, los siguientes graficos muestran el comportamiento historico de las

curvas de volatilidad para ;=0 0 B;=1.
Figura 3.3-1: Comportamiento histérico de 8, = 0 ante cambios en la tasa forward
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Fuente: (Patrick S. Hagan D. K., 2002). Nota: Muestra el movimiento de la curva de volatilidad al momento que

la tasa forward varia, en este caso las opciones con cotizaciones ATM tienen un movimiento transversal.



Figura 3.3-2: Comportamiento histérico de 8, = 1 ante cambios en la tasa forward
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Fuente: (Patrick S. Hagan D. K., 2002). Nota: Muestra el movimiento de la curva de volatilidad al momento que
la tasa forward varia, en este caso las opciones con cotizaciones ATM tienen un movimiento horizontal.

La segunda opcion es establecer B bajo consideracion estética, es decir, adaptar el parametro
a la curva de volatilidad del mercado. En este caso la opcidn optada fue la segunda. El valor de

B se determiné por medio la observacion de las curvas de volatilidades de manera individual

(anexo 11).

De manera complementaria a los procedimientos recomendados por Hagan et al. (2002), se
toma en consideracion el desarrollo computacional mencionado por Crispoldi et al. (2015), los
parametros ay, vy, pi, S€ obtiene por medio de la minimizacion de la suma al cuadrado de

errores de la siguiente ecuacion.

) 2 3.3.1
Y (o857 () o () (831
YEY

af ~MKT(y) representa la volatilidad del mercado (Tabla 3.1-2) y of (y) representa las

volatilidades estimadas por medio del modelo SABR (2.6.27), a pesar de los ajustes realizados

al momento de desarrollar la minimizacion, se observo que ponderando la minimizacion con

W, = ;—1‘] los pardmetros ajustan de manera mas precisa a las condiciones del mercado (Marco
i

Bianchetti, 2011). La funcion de minimizacion final es la siguiente.

Z(“'? M) — o (OW)? (3.3.2)

yEY

El ponderador W; es la division entre la derivada de la funcion Black (2.5.5) respecto a la

volatilidad (vega) y su sumatoria por strike. Para el desarrollo de la minimizacion se utilizo la



libreria de pyhton “scipy.optimize”, el método seleccionado fue Sequential Least Squares
(SLSQP), el cual fue desarrollado por Kraft (1988), el objetivo de SLSQP es resolver sistemas
no lineales de ecuaciones, para su uso, se debe definir la funcion a optimizar, las variables

independientes de la funcion, y los valores iniciales de los pardmetros que se desean encontrar.

El proceso de optimizacion se lo debe realizar para cada periodo a vencimiento, la seleccion de
valores iniciales se baso en la observacion de las curvas de volatilidad del mercado (anexo I1),
la Tabla 3.3-1 muestra el resultado final de los pardmetros obtenidos por medio del proceso de
optimizacion (SLSQP).

Tabla 3.3-1 :

Valor final de los pardmetros ay, By, Vi, Px

Maturity/Par. Alpha Beta Nu Rho
1 0,9005668 0,7545124 0,4956  -0,9105088
1,5 1,1229567 0,7745124 0,4956  -0,9005088
2 1,1156680 0,7645124 0,5056  -0,8795088
2,5 0,9505668 0,8345124 0,3256  -0,8505088
3 0,98 0,6945124 0,4856  -0,8805088
3,5 0,99 0,6545640 0,4856  -0,8850880
4 0,8905668 0,6445124 0,4656  -0,9005088
4,5 0,8905668 0,6245124 0,4656  -0,9005088
5 0,6005668 0,5134512 0,5356  -0,9405088

Fuente: Elaboracion propia.

Los pardmetros obtenidos bajo el proceso de optimizacion son incorporados en el modelo
SABR (2.6.27), el cddigo en la herramienta estadistica Pyhton del modelo SABR y la

metodologia de optimizacién pueden observarse en el anexo I11.

El output del modelo son volatilidades de caplets/floorlets que se asemejan al comportamiento
del mercado, con la finalidad de ver la precision de las estimaciones del modelo SABR, La

Figura 3.3-3 muestra la comparacion entre las curvas del mercado y las curvas del modelo.



Figura 3.3-4: Volatilidades estimadas (SABR) vs Volatilidades del mercado
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Fuente: Elaboracion propia en base a los datos de (Andong, 2013)

Los resultados muestran que el modelo SABR presenta una alta similitud a las volatilidades del
mercado. Como resultado de la ponderacion W;, se pierde precision en las en las colas de la
curva, esto se debe a que la metodologia propuesta por Bianchetti y Carlicchi (2011) se enfoca

en encontrar con mayor precision de las volatilidades ATM.

Figura 3.3-5: Superficie de volatilidades del modelo SABR.
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Fuente: Elaboracion propia

Se puede observar en la Figura 3.3-5 que al igual que en las volatilidades del mercado, las
curvas presentan un decrecimiento monotonico a medida que el tiempo a vencimiento de los
caplets aumenta. Adicionalmente, el valor maximo de las volatilidades se encuentra en los

primeros strikes.

En la practica debido a la importancia de tener curvas que asemejen de manera precisa las

volatilidades ATM, hace que el pardmetro a;, se ajuste con mayor frecuencia que los parametros



Br Uk, P » €Stos ltimos modifican la pendiente y el grado de apertura que la curva abarca para
contemplar las cotizaciones OTM o ITM.

Una vez calibrado del modelo SABR, se puede desarrollar el analisis de mitigacion de riesgos
ante variaciones en el precio del activo subyacente o cambios infinitesimales de la volatilidad.
Adicionalmente, se realiza la simulacion Montecarlo con el propésito de observar la evolucion

de los procesos estocésticos de tasa forward (2.6.24) y volatilidad (2.6.25).



4. Evaluacién de riesgos

Como se observo en la seccion 2.6.6 el modelo de Black (2.5.5) asume que la volatilidad
implicita es constante (aBF"(t)) y Unica para cada opcion. Por lo tanto, al cambiar la volatilidad
implicita implica un modelo diferente para cada strike y tiempo a vencimiento. Este supuesto
genera complicaciones al momento de evaluar opciones exdticas que contemplan en sus

contratos condiciones de ejecucion bajo distintos strikes.

Adicionalmente, existe limitaciones en la mitigacion de riesgos bajo el modelo Black por medio
de las letras griegas Delta, Vega, Gamma, Theta y Rho. Dado que diferentes modelos son
utilizados para cada strike y tiempo a vencimiento, los valores obtenidos de delta o vega en una
opcidn con un strike especifico no son consistentes con las tasas (Delta 0 Vega) de riesgo de

otras opciones con diferentes strikes. EI modelo SABR pretende resolver estas limitaciones.

De manera complementaria al analisis de riesgos por medio de las letras griegas. EI modelo
SABR permite evaluar la dinamica de la tasa forward por medio de las ecuaciones (2.6.24) y
(2.6.25) a través de simulaciones. El objetivo es poder determinar la distribucion de los valores
del activo subyacente y estimar posibles perdidas o ganancias en las posiciones adquiridas de
caplets/floorlets.

4.1. Letras griegas

Una vez definido los pardmetros ay, By, Vi, pi €n base a las condiciones del mercado. Es posible
desarrollar metodologias de mitigacién ante variaciones de factores como la tasa forward y la
volatilidad. Al igual que en el modelo Black, las fluctuaciones del mercado y su mitigacion se
realiza por diferenciaciones del modelo respecto a cada uno de sus componentes. Siguiendo
esta metodologia el modelo SABR comprende la mitigacion de variaciones de la tasa forward,
por medio de la primera derivada de la funcion de valor de la opcién respecto a f, este
procedimiento esta representado por la letra griega delta, de la misma manera la derivada la

funcién de valor respecto a a;, da como resultado Vega.

La principal cualidad del modelo SABR es que una vez calibrado, el modelo ajusta el precio de
las opciones para todos los strikes, es decir, resuelve la limitacion de consistencia entre
diferentes strikes del modelo Black. En las siguientes secciones se analiza como desarrollar la
metodologia de mitigacion de riesgos para las opciones Caplets/Floolets por medio del modelo
SABR.



4.1.1. Delta

El riesgo delta de una opcion es definido como el porcentaje de cambio en el precio de una
opcidn cuando el precio del activo subyacente cambia (Hull, 2018). Es la pendiente de la curva
que relaciona el precio de la opcidn respecto al valor del activo subyacente. De acuerdo con el

modelo SABR el valor de una opcion call o caplet estaria expresada por la ecuacion

Vcaplet = BlaCk(f' K' O-kB (K' f)! tex) (411)

En donde 6 (K, f) fue obtenida por los pardmetros ay, Sy, vk, pi. Diferenciando la ecuacion
(4.1.1) respecto a f se obtiene el valor del riesgo delta. El proceso de la primera derivacion de
la ecuacion de valor (4.1.1) para obtener delta, da como resultado la ecuacion (4.1.2) (Patrick
S. Hagan D. K., 2002).

A dBlack N dBlack (00 (K, f, ak, Bio» Vi Pxc) (4.1.2)
- of dol of

30'15 (K, f, ak, B, Vs Px) O (Vk, Pic)
+
da Bk
k

Barlett (2006) propone una manera més efectiva de obtener el delta del modelo SABR. Debido
a la correlacion que existe entre los procesos f y ay, un escenario en donde cambios de la tasa

forward afecten a a;, estaria representado de la siguiente manera.

f > f+Af (4.1.3)

a - a+6fa

dra es el cambio promedio en a causado por un cambio en el valor del activo subyacente f.
Para calcular &;a, se representa las dinamicas (2.6.24) y (2.6.25) en términos de movimientos

Brownianos independientes, W; y Z;.



df, = a.fFaw, (4.1.4)

da; = va,(pdW, + 1 — p?dZ;)

Estableciendo las ecuaciones (4.1.4) en términos de a; se obtiene:

v
dat = ;),_Bdft + vat\/1 - pdet (415)
t

La ecuacion (4.1.5) establece que la evolucion de a, puede descomponerse en dos componentes
independientes, uno debido a cambios en f;, y el segundo a cambios idiosincraticos de a;. Por

lo tanto, el cambio promedio de a debido a cambios en la tasa forward esta dado por la ecuacion

pv 4.1.6
6 = ZpAf (4.1.6)
El cambio en el valor de la opcidn es igual a:
Vo= dBlack N dBlack (60 4 do pv) (4.1.7)
| of dof \of  OafF f
Por lo tanto, el nuevo valor de delta es:
d0Black 0dBlack (9o 0o pv (4.1.8)
= 2lack | dBlack 00 | da po)
of dof \of Oafb

La diferencia entre la ecuacion entre (4.1.2) y (4.1.14) es la incorporacion del cambio promedio

en la volatilidad causado por variaciones del activo subyacente.



Para el proceso computacional de la tasa Delta (4.1.14) se utiliz6 la metodologia “Diferencia
Finita”, de acuerdo a Kiusalaas (2013) la metodologia se define como la aproximacion de las

derivaciones de la funcion f(x) a través de una serie de expansiones de Taylor respecto a x.

h? h3 h* 4.1.9
FOot ) = FG) + A () + oG 4 o )+ f @G e )
h? h3 h* 4.1.10
fl=h) = f0) = hf () + 5 £ () = [ @)+ f P @) + 110
La primera derivada de la funcion f(x) es igual a:
h) — —h) h? 4.1.11
RO LA Lt (G0 R (4.1.11)

fx+h) —f(x—h)
2h

f(x)= + @ (h?)

La ecuacion (4.1.11) es catalogada como la primera diferenciacion central de la funcion f(x),
@ (h?) representa el error de truncamiento de la expansion de Tylor. La aplicacion de la
ecuacion (4.1.11) se realiz6 por medio de la herramienta estadistica Phyton, el cddigo se

encuentra en el anexo I11.



Figura 4.1-1: Variaciones de Delta ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K =0.50
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 4.1-2: Variaciones de Delta ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K =10.0
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Fuente: Elaboracion propia.

Las figuras Figura 4.1-1 y Figura 4.1-2 muestran los resultados de la variacion de delta para los
caplets con strike 0.5 y 10 con vencimiento a un afio, respecto a movimientos de la tasa forward,
los pardmetros utilizados fueron a;, = 0.9005668, B, = 0.754512389, v, = 0.4956, p;, =
—0.9105088.

Se puede observar en el caso del caplet con strike mas bajo la sensibilidad ante cambios 0.05
pb en el activo subyacente resulta en cambios significativos en el precio de la opcion. En el
caso del caplet con strike 10 y vencimiento a un afio, la sensibilidad de delta ante variaciones



de la tasa forward es menor. La opcién muestra variaciones en su precio exponenciales hasta
una tasa forward de +12.5%, a partir de ese valor, la sensibilidad del precio del caplet comienza

a disminuir.

En ambos casos la forma de neutralizar delta es teniendo una posicion contraria a la inicial de
la opcion frente al activo subyacente en proporcion al valor de A. Siguiendo con las
caracteristicas de los caplets en mencion y a manera de ilustracion, se supone que se adquiere
un caplet (largo) a un afo con strike 10% para la compra de bonos EURIBOR6M por un monto
nocional de 30 millones. En el caso de que la tasa forward del activo subyacente llegue a obtener
un valor de +12.5%, el delta de acuerdo con la figura Figura 4.1-2 seria de 67.27%, por lo tanto,
la posicion en el caplet esta delta neutralizada ante posibles pérdidas, si vende (corto) bonos
EURIBORG6M por el monto de $ 20.183.460 EUR.

Como se menciond anteriormente debido a la estructura del modelo SABR, los riesgos
calculados para diferentes strikes son consistentes, por lo tanto, el delta que se calcule para
diferentes opciones con el mismo activo subyacente y periodo en especifico puede agregarse
de manera conjunta, el resultado global de delta es el valor bajo el cual se debe mitigar las

fluctuaciones en el valor del activo subyacente.

4.1.2. Gamma

De acuerdo con Hull (2018), el gamma (I') de un portafolio de opciones representa la tasa de
cambio del delta del portafolio respecto al precio del activo subyacente. Gamma esta

representada por la segunda derivada de la funcion de valor de Black (4.1.1).

El valor de gamma indica la frecuencia con la que se debe ajustar las estrategias para neutralizar
delta. En el caso de que gamma tenga un valor pequefio, delta tiene una baja variacion, por lo
tanto, la frecuencia con la que se debe delta neutralizar es baja. En el caso contrario, un valor
alto de gamma indica que delta presenta una alta variacion y por lo tanto para neutralizarlo los

ajustes se deben ser dinamicos.

De manera similar al proceso de derivacion de delta desarrollada por Barlett (2006), la segunda
derivada de la funcion (4.1.1) se realizo por medio de la metodologia de “Diferencia finita”.
Para el caso de gama se utiliza la suma y diferencias de las ecuaciones (4.1.9) y (4.1.10) dando

como resultado la ecuacion (4.1.12).

h (4.1.12)
fx+h)+fx—h)=2f(x)+ R*f"(x) + Ef(‘”(x) + -



A partir de la ecuacion (4.1.12) se puede obtener la primera aproximacion de la diferencia

central para f”"(x):

- — 2
£ = f(x+h) zcl(zx)+f(x M. h—f(4>(x)+--- (4.1.13)
12
O
£ = flx+h) - 2];l(zx) + f(x —h) + o)

Aplicando la ecuacion (4.1.13) a la ecuacion (4.1.7) propuesto por Barlett (2006), se puede
obtener el valor de gamma de una opcion. Al igual que delta se intenta observar el
comportamiento de gamma ante variaciones del precio del activo subyacente, la diferencia esta
en que se intenta determinar con que frecuencia se debe ajustar delta. EI cddigo computacional

del proceso se encuentra en el anexo V.

Figura 4.1-3: Variaciones de Gamma ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K =0.50
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Figura 4.1-4: Variaciones de Gamma ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K = 10.0
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Las figuras Figura 4.1-3 y Figura 4.1-4 muestran los resultados de la variacion de gamma para los
caplets con strike 0.5 y 10 con vencimiento a un afio, respecto a movimientos de la tasa forward,
los parametros utilizados fueron a;, = 0.9005668, 8, = 0.754512389, v, = 0.4956, p;, =
—0.9105088.

Se puede observar que en ambas opciones gamma alcanza valores altos en el momento que el
valor de la tasa forward se acerca al strike. En el caso de la opcidn con strike 0.50 (Figura 4.1-3),
gamma indica que con tasas forward por debajo del strike, delta puede variar frecuentemente y
por ende su ajuste debe ser dindmico para poder tener un portafolio con delta neutralizado. A
medida que la tasa forward sobrepasa el strike de la opcion, gamma muestra una tendencia
decreciente, lo cual indica que el delta de la opcidn bajo tasas forward superiores a 0.5% puede

presentar variaciones de manera no frecuente.

La Figura 4.1-4 muestra el comportamiento de gamma ante variaciones de la tasa forward para
la opcion con strike 10% y vencimiento un afio. Se puede observar que gamma crece
drasticamente a partir de una tasa forward del 5%, y comienza a tener un comportamiento
decreciente a medida que la tasa se acerca al strike de la opcion. Para la opcion con strike 10.0%,

gamma en promedio es bastante bajo.

Para neutralizar el gamma del modelo SABR, se aplica la misma metodologia del modelo
Black. Hull (2018) asume que un portafolio delta neutral tiene un gama igual a T, en el caso de
afiadir una opcion que posee un gamma I, el nuevo valor de gamma del portafolio es igual a

la ecuacion (4.1.14.



welr +T (4.1.14)

w, representa el nimero de opciones afiadidas al portafolio, el gamma del portafolio se puede
neutralizar al afiadir una posicion igual a —I'/Tz. Al incluir una opcién con un montén igual a
—I' /Ty, este modifica el delta del portafolio por lo tanto para poder volverlo a delta neutralizar
se debe determinar el monto del activo subyacente a negociar acorde al delta de la opcién
afadida.

4.1.3. Vega

Hasta el momento se ha analizado la variacion del precio de una opcién ante cambios en el
precio del activo subyacente y como neutralizar estas fluctuaciones. Otro de los elementos que

determina el valor de un derivado es su volatilidad implicita.

Para calcular los efectos ante cambios de la volatilidad implicita en el precio de una opcion, se
realiza la primera derivada de la funcion de valor (4.1.1), respecto a la volatilidad, dando como
resultado la tasa catalogada como Vega. En el caso del modelo SABR, el procedimiento para

obtener la tasa esta representado bajo la ecuacién (4.1.15).

aVcaplet _ dBlack % ao—ﬁ(f; K,B,p,v) (4.1.15)
da dog oa

Para realizar el célculo de vega de forma mas efectiva, al igual que Delta se utiliz6 la
metodologia propuesta por Barlett (2006). Barlett establece que al estar correlacionados Fj, y
ay, cualquier cambio en «a;, afecta al activo subyacente F;. Esta relacion se la puede expresar

de la siguiente manera.

f > f+6.f (4.1.16)

a - a+ Aa

8qf representa el cambio promedio de f causado por cambios en la volatilidad o;. Barlett

(2006) encuentra que el cambio promedio de f esta represento en la siguiente ecuacion:



_ pff (4.1.17)

Por lo tanto, cambios en el valor de la opcion ante variaciones de la volatilidad es igual a la

ecuacion (4.1.18).

- dBlack (60,; N dag pfﬁ> (4.1.18)

dog \da Of v

Al igual que en el caso de delta, la ecuacion (4.1.18) fue resulta por medio de la metodologia
de “Diferencia finita”, es decir, se aplicO cambios infinitesimales a «, para poder reemplazar
las funciones de volatilidad SABR (2.6.27) y (2.6.28) y de Black (4.1.1) en la ecuacion (4.1.18).
El cddigo utilizado en le herramienta estadistica Pyhton puede observarse en el anexo VI.

Figura 4.1-5: Variaciones de Vega ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K =0.50
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Figura 4.1-6: Variaciones de Vega ante cambios en la tasa forward, Caplet 1Y, K =10.0
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Las figuras Figura 4.1-5 y Figura 4.1-6 muestran el comportamiento de vega para las opciones
con strikes 0.50% y 10.0%, con vencimiento en un afo, respectivamente. Los parametros
utilizados fueron a;, = 0.9005668, B, = 0.754512389, v, = 0.4956, p;, = —0.9105088.
Segln Hull (2018), en el momento que vega tiene valores altamente positivos 0 negativos,
indica una alta sensibilidad del precio de la opcion ante cambios en la volatilidad. De la misma
manera, valores bajos de vega indican baja sensibilidad del precio de la opcién ante cambios de

la volatilidad.

La Figura 4.1-5 indica que vega tiene un crecimiento exponencial a medida que el valor del
activo subyacente se acerca al valor del strike 0.50. En consecuencia, la mayor sensibilidad en
el valor del caplet ante variaciones de la volatilidad se presenta en eventos donde la posicion
de la opcién se encuentra en ATM y OTM, vega comienza a tener un comportamiento
decreciente a medida que la opcion esta en ITM.

La Figura 4.1-6 presenta un crecimiento significativo en los valores de vega al momento que el
valor activo subyacente se acerca al strike, es decir, el caplet con strike 10.0%, muestra valores
de vega altos en eventos donde la posicion larga en la opcion es OTM y ATM. Vega, tiende a

decrecer a medida que la tasa forward supera al valor del strike 0 ITM

La manera como neutralizar el riesgo vega es similar al riesgo anteriormente visto gamma. V
representa el vega del portafolio y V- el vega de una opcion, aplicando la ecuacion (4.1.14), la
mitigacion del riesgo vega se realiza obteniendo una posicion igual a —V /V; en la opcién

negociable. Existe inconvenientes al momento de intentar neutralizar gamma y vega, debido a



gue, generalmente uno u otro pueden ser neutrales bajo una opcién negociada. En el caso de
neutralizar los dos riesgos, se necesita al menos dos opciones negociables mas la compra o

venta del activo subyacente para neutralizar delta.



4.2. Estimacion de la curva de tasas
En el siguiente apartado se analiza como desarrollar las dindmicas de las funciones continuas
del modelo SABR (2.6.24) y (2.6.25) por medio de la simulacién Montecarlo. El uso de esta
metodologia se basa en recrear una serie de posibles resultados con la finalidad de obtener una
distribucion y evaluar los caplets/floorlets. Este procedimiento se puede aplicar para evaluacion
de cualquier tipo de derivado o activo financiero. Segun McLish (2005), la idea de esta
metodologia es; basandose en la ley de los grandes numeros asegurar que bajo una serie de

simulaciones el valor promedio de los resultados se aproxime al valor esperado.

4.2.1. Discretizacion de las funciones F (t) y ay (t)

Una de las metodologias desarrolladas para discretizar las funciones continuas del modelo
SABR, es el esquema Euler. EI objetivo del esquema es realizar una aproximacion de las
ecuaciones (2.6.24) y (2.6.25), dividiendo cada simulacion en n,4,s, s decir, se divide el
espacio temporal entre t =0 y t = Ty_,, generando una particién en el tiempo de i =

to, t = Tk—l'

*t) "Npasos

Fie(tiv1) = Fe(t) + @) F(t)P AW g (ti41) (4.2.1)

i (tiv1) = @p(t) + v () AWg, (ti41) (4.2.2)

Las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) son las funciones discretas de los procesos continuos Fy(t) y
a; (t) respectivamente. Al momento de simular el modelo SABR usando el esquema Euler,
cada t se divide en n,,,,s. Dada la estructura del modelo, es necesario que los procesos

brownianos de las funciones de volatilidad y de la tasa forward se encuentren correlacionadas.

El desarrollo de la correlacion de los dos procesos estocastico se realiza por medio de la
descomposicion de Cholesky, la ecuacidn (2.6.26) muestra que los procesos brownianos de las
funciones (2.6.24) y (2.6.25) se encuentran correlacionados por medio de la constante p;, por

lo tanto la matriz se encuentra definida de la siguiente manera.

[ 1 p (4.2.3)
pre 1

La matriz triangular inferior de la descomposicién de Cholesky tiene la siguiente estructura.



(4.2.4)

1 0
[Pk V1= sz]
La correlacion entre los movimientos brownianos se obtiene multiplicAndolos por la matriz
(4.2.4).

Z(tiv1) (4.2.5)

[plk \/1—0—,0;(2] [Y(ti+1)

Z(tiz1) Y Y(t;+1) representan dos numeros aleatorios con distribucion normal N(0,1), se

utilizan para simular los dos movimientos brownianos, de los procesos Fy (t) y ay(t), Wg, (t)
y Wy, (t) , pueden ser aproximados por movimientos aleatorios y correlacionados por medio de

la descomposicion de Cholesky, obteniendo el siguiente resultado.

AWg, (tiv1) = tir — tiZ(ti1) (4.2.6)
Wagi(tiv1) = Jtiyn — b (sz(tiﬂ) + V1 —szy(tiﬂ))

Reemplazando los movimientos aleatorios (4.2.6) en las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2), se obtiene

las funciones, bajo las cuales se realiza la simulacion de Montecarlo.

Fr(tiv) = Fe(ty) + @r(t)Fe(t)P [ty — 6iZ(tisr) (4.2.7)

Qi (tiv1) = ar(ty) (4.2.8)

+ V@ (E)/tiv1 — & (ka(tHl) + 41 —szy(tiﬂ))

Adicionalmente, en el proceso de simulacion se debe afadir barreras ante tasas forward
negativas y el umbral 0 < 8 < 1. El codigo realizado en la herramienta Python se encuentra

en el anexo VII. La generacion de nimeros aleatorios se realizé por medio de la libreria Scipy,



los valores obtenidos son pseudo aleatorios y fueron desarrollados por Makoto Matsumoto y
Takuji Nishimura (1998), la ventaja de utilizar estos valores es poder generar los mismos
resultados al establecer la misma “semilla”, esto permite determinar el numero apropiado de

simulaciones y pasos para obtener una mayor precision en la estimacion.

4.3. Simulacion Montecarlo
La manera de determinar la precision de la simulacién es por medio del estadistico error
estandar de la media. Se inicia con la ecuacion (4.3.1), la cual muestra el promedio de las

iteraciones.

) | umo (4.3.1)
Fe = Z Flé(Tk—l)
Ngsim =1

Ngim €S el total del nimero de pasos simulados y Fi(T,_;) es la tasa forward generada por la

i — simulacion. Al realizar la diferenciaciéon de errores al cuadrado se obtiene el numerador

del error estandar.

;| Temo o (4.3.2)
G = —— ) (FiTe) ~ Fi)
Nsim — 1 =

Como resultado, el estadistico para la evaluacion de la simulacion Montecarlo es igual a la

ecuacion (4.3.3):

g"nsim (4 3 . 3)

vV Ngim

StdErr =

El estadistico error estandar de la media o también denominado SEM (Standard Error of the
Mean) es un indicador de convergencia de la simulacion, a la vez sirve como una medida de
referencia para comparar entre diferentes simulaciones y elegir en base al menor valor cual de

las iteraciones tiene la mejor estimacion.

Basandose en la investigacion Leitao et al. (2017) se determind el nimero de pasos e
iteraciones para realizar la simulacién. El aporte realizado por Leitao et al. muestra que el
numero de iteraciones apropiado para observar un valor significativamente bajo del estadistico

SEM vy convergencia de la simulacion esta alrededor de 100.000 a 200.000 simulaciones.



Debido a la capacidad computacional y el tiempo de ejecucion de este proceso se decidid

realizar 100.000 simulaciones.

A esto se debe afiadir la combinacion de pasos a realizar en cada simulacion para poder cumplir
con el esquema Euler. La eleccion es discrecional, el nimero de pasos se basé en la
investigacion realizada por Crispoldi et al. (2015). En este caso para determinar el nimero de
pasos se realizaron varias pruebas y se determind que las siguientes combinaciones bajo

100.000 simulaciones presentan mayor precision en términos del estadistico SEM.

Figura 4.3-1: Distribucion de los resultados de la simulacién a un afio con 78 pasos.
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 4.3-2: Distribucion de los resultados de la simulacion a un afio con 468 pasos.
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Fuente: Elaboracion propia.



Figura 4.3-3: Distribucion de los resultados de la simulacion a un afio con 936 pasos.
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Fuente: Elaboracion propia.
Tabla 4.3-1
Comparacion del estadistico SEM bajo diferente nimero de pasos
No. Sim 1,00E+06 1,00E+06 1,00E+06
No. Pasos 78 468 936
SEM 1,17E-05 1,1076E-05 1,0844E-05
Fuente: Elaboracion propia.
Tabla 4.3-2
Analisis descriptivo de la simulacion.
Num. Pasos 78 468 936
N. Obser. 9516 9332 9692
Min -0,000208 -1,04E+11 -7,15E+08
Max 0,108713 0,113498363 0,09906179
Media 0,007516 0,006867215 0,00654736
Varianza 9,15E-05 0,000089 0,000083
Asimetria 2,49E+13 2,678354 10,431414
Curtosis 9,268244 2,788995 11,601185

Fuente: Elaboracion propia.



Las figurasFigura 4.3-1, Figura 4.3-2 y Figura 4.3-3 muestra el grafico de frecuencias en base a
los resultados obtenidos de la simulacién. Los parametros aplicados en la simulacion son; a;, =
0.9005668, B, = 0.754512389, v, = 0.4956, p;, = —0.9105088, para el periodo de un
afio con una tasa forward igual a 0.06%. Debido a las restricciones ante tasas menores a cero y
umbrales en el pardmetro Sy, varias de las simulaciones en el ultimo paso (78, 468 y 936)
terminaron en cero, esas observaciones no fueron contempladas en la construccion de los

histogramas.

Dados los resultados del estadistico SEM se concluye que la combinacion 936 pasos y 100.000
simulaciones es la méas precisa en comparacion a las iteraciones de 78 y 468 pasos. La manera
de analizar los resultados se basa en observar la asimetria y curtosis de la distribucién de las
figuras Figura 4.3-1, Figura 4.3-2 y Figura 4.3-3. En este caso, los resultados en los tres
histogramas muestran que existe una asimetria positiva, por lo tanto, se evidencia una menor
frecuencia de que el precio del activo subyacente (EUR forward) sobrepase el valor promedio
de las observaciones (ver Tabla 4.3-2). Por consiguiente, una posicion corta en un caplet a un
afio cuyo strike sea igual al valor promedio de la simulacion tiene una menor probabilidad de

pérdida en su valor.

Dada la estructura del modelo SABR se pudo observar que su uso en la mitigacion de riesgos
abarca la mayoria de posibles eventos ante la pérdida de valor de las opciones caplets.
Adicionalmente, el modelo permite evaluar cada uno de los riesgos de manera consistente, es
decir, el delta o vega de una opcion bajo el mismo activo subyacente puede ser comparable con
el delta o vega de una opcidn con diferente strike, lo cual permite tener una neutralizacién del
portafolio mas precisa en comparacion con el modelo Black. Asi también, existe una mayor
confianza en la distribucién de los eventos obtenidos por medio de la simulacién, dado que al

usar los pardmetros (ay, Bk, Vi, pi) Calibrados permiten captar las expectativas del mercado.



5. Conclusiones

Durante el desarrollo de la investigacion, el modelo SABR ha demostrado tener las cualidades
necesarias para evaluar el precio de caplets/floorlets, el analisis de su marco metodolégico
(Seccion 2.6.6) y funcionamiento (Seccion 3.3) permitié constatar el nivel de precision. Los
resultados de la calibracion muestran que las volatilidades estimadas ajustan adecuadamente a

las cotizaciones del mercado EUR Caps/Floors para el 31 de julio del 2013 (Tabla 3.1-1).

A pesar de su capacidad de estimacion, el modelo SABR posee limitaciones. Debido su
estructura, no es posible estimar la superficie de volatilidad de un activo que posee varias
opciones con diferentes tiempos de ejecucion (t,,). Por ende, para los mercados de divisas y
gran parte de opciones para acciones (equity options), se necesita un tipo de modelo
multidimensional. Por lo tanto, el uso del modelo SABR Unicamente puede estimar de manera
precisa la curva de volatilidad implicita de un mercado en donde los activos posean opciones
con un solo momento de ejecucion. Para resolver la limitacion mencionada, Hagan et al. (2002)
proponen el uso de un SABR dinamico. Los interesados pueden dirigirse al apéndice B de su

publicacion.

Una de las partes fundamentales de la investigacion fue el proceso Bootsraping de caps/floors
(Seccidn 3.2), el obtener la volatilidad implicita de caplets/floorlets, contempl6 el uso de la
metodologia Newton - Raphson, esta no es la Unica. Una de las alternativas a aplicar, es el uso
del método de biseccion, tiene la misma finalidad que Newton — Raphson, la diferencia bajo la
cual esta ultima es méas confiable, es la definicion de un intervalo en el que f(x) = 0, este
intervalo se optimiza hasta hacerlo lo suficientemente pequefio, el procedimiento asegura que

el valor final de las iteraciones sea la raiz de la funcion.

Siguiendo en la misma linea de posibles mejoras para el proceso Bootstraping, durante su
proceso existieron inconvenientes al momento de obtener la volatilidad implicita de los caplets
con vencimiento mayor a cinco afios. El problema se presenta cuando el precio de los caplets
es muy bajo. La solucion para este inconveniente es utilizar el modelo de volatilidad normal
Bachelier, los interesados pueden dirigirse a la investigacion realizada por Peter Jackel (2017)

para mas informacion.

Al obtener la superficie de volatilidad de caplets/floorlets del mercado se procede a realizar el
la calibracion, existen diferentes metodologias para este proceso. La presente investigacion
utiliz6 la metodologia de posicionamiento en buscadores o SEO (search engine optimization)

para obtener los parametros ay, Bk, vk, px de la funcion (2.6.27) y (2.6.28). A pesar de ser



efectivo, existen algoritmos de optimizacion metaheuristicos que permiten obtener los
pardmetros de una funcidn sin la necesidad de especificar los valores iniciales, en Python este
procedimiento se lo puede utilizar por medio de la libreria scipy ptimize.differential_evolution.
Los interesados pueden recurrir a (Pedroso, 2020) en caso de necesitar ejemplos de

implementacion de algoritmos metaheuristicos.

El modelo SABR a pesar de ser bastante preciso en interpretar la dinamica de la curva de
volatilidad del mercado, se pudo constatar que el modelo presenta dificultadas para opciones
que se encuentran al final de la sonrisa de volatilidad. Adicionalmente, el modelo presento
deterioros no significativos en las estimaciones (Figura 3.3-4) a medida que el tiempo a
vencimiento de las opciones aumentaba, esta misma debilidad del modelo SABR fue expuesta
por Rebonatto y White (2009).

Los resultados de la calibracién del modelo SABR mostraron que la superficie de volatilidad
estimada se ajusta correctamente a las dinamicas del mercado EUR de caplets/floorlets para el
31 de julio del 2013. Al comparar la Figura 3.3-5 con la superficie de volatilidad del mercado
(Figura 3.2-2), se observa en ambas un decrecimiento monotonico a medida que el tiempo a
vencimiento de los caplets aumenta. Adicionalmente, la estimacion muestra similitudes en el
comportamiento de volatilidades por strike, es decir, los strikes mas bajos poseen las

volatilidades mas altas.

Una de las ventajas del modelo SABR es el contar con varios parametros (ay, Bk, Vi, Px) que
mejoran la precision de la estimacion. Al calibrar cada uno de ellos a la informacién disponible
del mercado asegura que el modelo sea consistente entre opciones con diferentes strikes. Sin
embargo, debido a la estructura del modelo, el ay, By, vk, px Sirven para un periodo de tiempo
especifico, por ende, para evaluar una opcion caplet el tiempo de ejecucion (t,,) debe ser

similar al t,, de la calibracion.

La principal ventaja y cualidad del modelo SABR es poder evaluar opciones con diferente strike
sin perder consistencia. Se pudo observar que el modelo estima los riesgos del mercado de
manera similar a la metodologia de Black, con la diferencia de que las tasas delta, gamma y
vega calculadas pueden ser comparables y afadidas a un portafolio de opciones, sin perder
precision. Adicionalmente, en la presente investigacion el calculo de Delta, Gammay Vega se
baso en los aportes de Barlett (2006) los cuales muestran que los riesgos de mercado pueden
ser neutralizado de manera més efectiva afiadiendo ponderaciones ((4.1.6) y (4.1.17)) que

reflejen la correlacion que existe entre el activo subyacente Fj(t) y a,(t). Los interesados



pueden realizar la comparacion entre el caculo de letras griegas propuesto por Hagan et al.
(2002) y el realizado por Barlett (2006), con la finalidad de observar el nivel de precision de

ambas metodologias.

Baséandose en la ley de los grandes numeros, la idea de la simulacion Montecarlo, es asegurar
que bajo una serie de simulaciones el valor promedio de los resultados se aproxime al valor
esperado. Este procedimiento sirve como herramienta para evidenciar el comportamiento del
activo subyacente y determinar en el periodo de ejecucion de la opcién la probabilidad de que
la inversion en el derivado termine en perdida o ganancia. En la presente investigacion, los
resultados aplicados a la tasa forward de un afio, muestran que existe una asimetria positiva en
la distribucion de los posibles escenarios, esto se puede interpretar como una baja probabilidad
de que la tasa forward sea mayor a la media de la distribucién de eventos (Tabla 4.3-2). Por lo
tanto, esta informacién puede ser usada para establecer las estrategias de compra y venta de

opciones del activo en evaluacion.

A pesar de que el Esquema Euler implementado en la presente investigacion es una de las
metodologias de simulacién més utilizadas, existen diversos procesos con mejores cualidades
y mayor precision al momento de realizar la simulacion. Glasserman (2003) propone
incrementar la precision de la discretizacion de procesos estocasticos por medio del esquema
Milstein (1974), los interesados pueden realizar la comparacién entre ambos esquemas. Para

ver casos de aplicacion del esquema Milstein, dirigirse a los aportes de Crispoldi et al. (2015).

Como se menciond en la Seccion 2.6.6 el modelo SABR utiliza la medida forward para
establecer que los procesos estocasticos Fi(t) y a,(t) sean martingala. Por lo tanto, las
condiciones martingala aplican para una especifica tasa forward y volatilidad, de la misma
manera para los parametros ay, By, Vi, px- El modelo considera que cada tasa forward interactta
de manera independiente. Para productos financieros mas exoticos que dependen de la
evolucion de mdltiples tasas forward, por ejemplo un CMS (Constant Maturity Swap), cuya
caracteristica es un intercambio periodico de tasas de interés fijas y flotantes, el modelo SABR
no podria ser usado para su evaluacion. Este tipo de instrumentos requiere de modelos que
contemplen la correlacion entre tasas forward. Uno de los modelos de amplia aceptacion es el
Libor Market Model, para los interesados pueden dirigirse a la investigacion realizada por
Rebonato (2002).



Partiendo de la necesidad de usar las caracteristicas del modelo SABR en un modelo que
contemple la relacion entre tasas forward y su aplicacion hacia productos financieros con varios
“payoff”. Hagan y Lenslewski (2008) y Rebonato y White (2009) realizaron investigaciones
sobre la implementacion del modelo SABR-LMM. Este utiliza la capacidad predictiva del
SABR vy establece las condiciones de no arbitraje necesarias para un conjunto de tasas forward
por medio del modelo LMM. Su implementacion requiere que el primero (SABR) este
correctamente calibrado para posteriormente utilizar herramientas de optimizacion con la
finalidad de recrear las estimaciones de los procesos estocasticos de volatilidad «,(t). La
implementacion del modelo SABR-LMM puede derivar en la extension de la presente
investigacion, los interesados en analizar casos de implementacién pueden dirigirse a los
aportes Crispoldi et al. (2015).
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7. ANexos

I.  Newton — Raphson - Python
#Black's formula (Vega)

def d(sigma, f, k, t):
d1 = (1/(sigma * math.sqrt(t)))*(math.log(f/k)+(sigma**2)*(t/2))
d2 = d1 - sigma*math.sqrt(t)
return di
# Iteracion Newton - Raphson
vol_0=0.60
epsilon = 1.0
abstol = le-2
i=0
max_iter = 10000
while epsilon > abstol:
if i > max_iter:
print ('Program failed)

break

=i+l

d = d1(vol_0,fw[8],0.015,t[8])

fa = cap(vol_0,fw[8],0.015,t[8],d , delta[8], descount[8]) - caplet15[8]
dfa = fw[8] * descount[8] *math.sqrt(t[8]) * norm.cdf(d)

vol_0 =vol_0 - fa/dfa #Newtons method

epsilon = abs(fa)



vol_15[8] =vol_0

1. Caplets — Volatilidades implictas

Las siguientes curvas de volatilidad representan el resultado de manera grafica de proceso

bootstrapping.
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I11. SABR cddigo Pyhton

#Vega (Derviada de la formula Black respecto a la volatilidad)
def vega(y, expiry, F_0, sigma):
vega_i = np.array([0.0]*len(y))
for i in range (len(y)):
d1 = ((1/(sigma[i] * math.sqrt(expiry))) *
math.log(F_0/y[i])+(sigma[i]**2) * (expiry/2))
vega_i[i] = F_0 *math.sqrt(expiry)* norm.cdf(d1)
return vega i

#Funcion de minimizacion, Beta constante y con vega weight
def MSE_w (par, beta, y, expiry, F_0, vol_mark, veg):
alpha_0 = par[0]
nu = par[1]
rho = par[2]
one_beta = 1.0 - beta
one_betasqr = one_beta**2
sigma = np.array([0.0]*len(y))
for i in range (len(y)):
if F 0!=yl[i]:
fK=F_0*y[i]
fK_beta = math .pow(fK , one_beta / 2.0)
log_fK = math.log(F_0/ y[i])
z=nu/alpha_0 * fK _beta * log_fK
x = math.log (( math.sqrt (1.0 - 2.0 * rho *
z+2*z)+z-rho)/(1-rho))
sigma_1 = (alpha_0/fK_beta / (1.0 + one_betasqr /
24.0 * log_fK * log_fK +



math.pow(one_beta * log_fK, 4) / 1920) *
(z/x))
sigma_exp = ((one_betasqr / 24.0) * alpha_0 * alpha 0/
math.pow(fK , one_beta) + 0.25 * rho * beta *
nu * alpha_0/fK_beta +
(2.0 - 3.0 * rho * rho) / 24.0 * nu * nu)
sigma[i] =sigma_1 * (1.0 + sigma_exp * expiry)
diff = np.sum((sigma[i] - vol_mark[i])*(veg[i]/np.sum(veg))**2)
else:
f_beta = math.pow(F_0, one_beta)
f_two_beta =math.pow(F_0[i], (2.0 - 2.0 * beta))
sigma][i] = ((alpha_0/f_beta) * (1.0 +
((one_betasqgr / 24.0) *
(alpha_0 * alpha_0/f_two_beta) +
(0.25 * rho * beta * nu * alpha_0/f_beta) +
(2.0 - 3.0 * rho * rho) /
24.0 * nu * nu) * expiry))
diff = np.sum((sigma[i] - vol_mark[i])*(veg[i]/np.sum(veg))**2)

return diff

#Funcion de optimizacion bajo metodologia SLSQP
def sabr_par(func, parameters, beta, y, expiry, f, vol_mark, vega):
result = minimize(func, parameters, args = (beta, y, expiry, f, vol_mark, vega),
method="SLSQP', bounds = bnds)
abrnu = np.array([result.x[0], result.x[1], result.x[2]])

return abrnu

#Codigo SABR. Una vez los parametros fueron encontrados por la metodologia 'SLSQP!

def SABR (par, beta, y, expiry, F_0):



alpha_0 = par[0]
nu = par[1]
rho = par[2]
one_beta = 1.0 - beta
one_betasqr = one_beta**2
sigma = np.array([0.0]*len(y))
for i in range (len(y)):
if F_0!=yl[i]:
fK =F_0*y[i]
fK_beta = math .pow(fK , one_beta / 2.0)
log_fK = math.log(F_0/ y[i])
z=nu/alpha_0* fK_beta * log_fK
x = math.log (( math.sgrt (1.0 - 2.0 * rho *
z+z*z)+z-rho)/(1-rho))
sigma_1 = (alpha_0/fK_beta/ (1.0 + one_betasqr /
24.0 * log_fK * log_fK +
math.pow(one_beta * log_fK, 4) / 1920) *
(z/x))
sigma_exp = ((one_betasqr / 24.0) * alpha_0 * alpha_0/
math.pow(fK , one_beta) + 0.25 * rho * beta *
nu * alpha_0/ fK_beta +
(2.0- 3.0 * rho * rho) / 24.0 * nu * nu)
sigma[i] =sigma_1 * (1.0 + sigma_exp * expiry)
else:
f_beta = math.pow(F_0, one_beta)
f_two_beta =math.pow(F_O[i], (2.0 - 2.0 * beta))
sigma][i] = ((alpha_0/f_beta) * (1.0 +
((one_betasqgr / 24.0) *
(alpha_0 * alpha_0/f two_beta) +
(0.25 * rho * beta * nu * alpha_0/f_beta) +



(2.0-3.0 * rho * rho) /
24.0 * nu * nu) * expiry))
return sigma
IV. Delta — Cddigo
#SABR Delta

def Delta_array (strike, expiry, F_0, par, beta, alpha, isCall):

nu = par[0]

rho = par[1]

small_figure = 1e-6

sabr_delta = np.array([0.0]*len(F_0))

for i in range (len(F_0)):
F 0 plus_h=F_O[i] + small_figure
avg_alpha = (alpha + (rho * nu / math.pow(F_0O[i], beta))* small_figure)
vol = SABR(par, beta, avg_alpha, strike, expiry, F_0_plus_h)

px_f_plus_h = blacks(vol, F_0_plus_h, strike, expiry, isCall)

F_0_minus_h =F_O[i] - small_figure
avg_alpha = (alpha + (rho * nu / math.pow(F_0[i], beta))* (-small_figure))
vol = SABR(par, beta, avg_alpha, strike, expiry, F_0_minus_h)

px_f_minus_h = blacks(vol, F_0_minus_h, strike, expiry, isCall)

sabr_delta[i] = (px_f_plus_h - px_f_minus_h) / (2.0 * small_figure)

return sabr_delta

V. Gamma - Cédigo

# Gamma



def Gamma_array (strike, expiry, F_0, par, beta, alpha, isCall):

nu = par[0]

rho = par[1]

small_figure = 1e-6

sabr_gamma = np.array([0.0]*len(F_0))

for i in range (len(F_0)):
sigma = SABR(par, beta, alpha, strike, expiry,F_0O[i])
func = blacks(sigma,F_0[i],strike,expiry,isCall)
F 0 plus_h=F_O[i] + small_figure
avg_alpha = (alpha + (rho * nu / math.pow(F_0[i], beta))* small_figure)
vol = SABR(par, beta, avg_alpha, strike, expiry, F_0_plus_h)

px_f plus_h = blacks(vol, F_0_plus_h, strike, expiry, isCall)

F_0_minus_h =F _O[i] - small_figure
avg_alpha = (alpha + (rho * nu / math.pow(F_0[i], beta))* (-small_figure))
vol = SABR(par, beta, avg_alpha, strike, expiry, F_0_minus_h)

px_f_minus_h = blacks(vol, F_0_minus_h, strike, expiry, isCall)

sabr_gammal[i] = (px_f_plus_h - 2.0 * func + px_f_minus_h) / (small_figure **2)

return sabr_gamma

V1. Vega — Cddigo

def Vega_array (strike, expiry, F_0, par, beta, alpha, isCall):
nu = par[0]

rho = par[1]



small_figure = 1e-6

sabr_vega = np.array([0.0]*len(F_0))

for i in range (len(F_0)):
alpha_plus_h = alpha + small_figure
avg_F = (F_O[i] + (rho * math.pow(F_O[i], beta)/nu)* small_figure)
vol = SABR(par, beta, alpha_plus_h, strike, expiry, avg_F)

px_a_plus_h = blacks(vol, F_0O[i], strike, expiry, isCall)

alpha_plus_h =alpha - small_figure
avg_F = (F_O[i] + (rho * math.pow(F_0[i], beta)/nu)* (-small_figure))
vol = SABR(par, beta, alpha_plus_h, strike, expiry, avg_F)

px_a_minus_h = blacks(vol, F_O[i], strike, expiry, isCall)

sabr_vega[i] = (px_a_plus_h - px_a _minus_h) /(2.0 * small_figure)

return sabr_vega

VII. Simulacion Montecarlo

def SMCSABREuler(n_sim, n_steps, expiry, F_0, alpha_0,
beta, rho, nu):

dt = float(expiry) / float(n_steps)

dt_sqrt = math.sqrt(dt)

n_sim_count=0

simulated_forwards =[]

while n_sim_count < n_sim:

Ft=FO0



alpha_t =alpha_0
n_steps_count =1
while n_steps_count <= n_steps:
#Barrera ante tasas negativas
#umbrales de Beta
if (beta > 0 and beta < 1) and F_t <=0):
Ft=0
n_steps_count = n_steps + 1
else:
#Cholesky
rand =two_random(rho)
dw_f =dt_sqgrt*rand[0]
f_b = math.pow(abs(F_t), beta)
Ft=F t+alpha t*f b*dw f
#Simulacion vol estocéstica
dW_a=dt_sqrt * rand[1]
alpha_t = (alpha_t + nu * alpha_t *
dwW_a)
n_steps_count +=1
# Tasas simuladas
simulated_forwards.append(F _t)

n_sim_count +=1

return simulated_forwards



